
Вrптск 44(6I) 0птимизАIlия Т988 г-
IМсловпrе нOтодш

УД 5I9.862.64:67

0 рппtrlии сrcIвш дшшпщк yPAB!IEп!M ýА
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Р.А.Звптва

0дшr rв кJшчовЕЕ чошоптов в кошеtцtп н€тqдах .шейого
прцр8l0дрваЕЕЕ явrяегся, кав Iэвегво, роЕlоше дцrх сЕсl,оч
.rтqolшЕ уIвввонrt о qдЕоt l Tot Iб (с тошостъэ до тIввсПО-
,-Fовшпя) rатlжцеi. l&отообраэпg алгоDцtтов, ооЕоваЕшцх Еа
u€тqцо Ilошqдоваfшшого улу'шешя [Il, оцродоля€тся еlопеЕБD
]вета в кпx Tot п,п пвоt спslвtШпý &TID( оцстfl. 3дось по s8-
дашоt бловоi стпrкlтто rвтrшщ [z] стрштся нввотодюа "рс-
с,лоошg' шGоства содеIlдщся l Bofi бдшов, логко проб5n-
sубlrоо в.шво*Ер* порцок в пврбора, ввtцвая с 8ощевш, Е
цDоцоссо чrвадонrл спgтш в блошо-арутоtrт.яощr шry [3].
Пр mоr пробразоваппая ЕтIlща 'Еаолоryот" [Зrа] апощэ
cтяtвTyply lсхqдЕоf, ввлDlЕя оЕsщilш]r кФпlевЕх Фtоков. Срл-
cтBoll ЕрявJ[ошя блоцоi тругоsъностЕ rfiаtlщд с.Еуrпт Еекоlо-
Iюо IЕогоуровreэоо рзdпетше }вйоотва во гдаЕвш пqдrвтDпц,
т€цý,о легко rrробразуемое в лrцеftанfi Еорядок rпс пербора в
црцессо рбЕOЕg спс1!Orв ;шrоiшш ypaшeEi Е вцдо ЕqпсiсsФr,

I. Раосшт;ш tGaJIItaTryD ЕоlврqдвtщD lатIщr ДLМ, N 1

о разве!вЕешй dлоtвостю, ошвдепяqцlоt щш[rfЕЕо: длп лбь
го Л , в час!вос,lI дая k =k l Иk =И. NЪ=/V, Esolв.lllu
ш8ос?во Д ь. Иk лregм сrIюв п r*cBcTBo ilkc /Vk sqдв-
эq шопбч9в, пIl EcEoI[п IлоtЕ ДLН*'И2, M2J I
Д [И k, lV *' tVoJ Е шатIщо

If}



АLм\ NhJ =

раопадаI8ся ва Еозашсuшр бдо!q Д[ПrrМ"] , t. Z г/h| l
соОТвgтотвоЕвочtr d=-,| ц Г= / .llндукгrзвdпеpgхоiв
оЕIвдшоtпrт разэsтвде}frоi бловlоов ЕрЕ Ееryотоu lяC9cTBs

Z(k)= Z-tb!UZtut= Z-bUZb ( Zоп Z-2=/ )
Ешоров бловов состошт в заlвЕо k аа t с Z (Ь), п для оче-
рдною Д цроцосс ssмЕlшваsтся, ео.ш Z (k ) = У ._Цсхоцо,.*
порядок в шшостве Z всах rolrвpoв dдGов, шлочая /. , ,.е.
бл о чв ая с т руR т у ра шy!шIlч.ДLЦ,/VJ, лgед-
ставшвтся в вцдо связЕого деров€l с Kopoвli А , l@щоствоlд
юw Z ч шGес!воч ЕацIЕвЕонвцх дrг (t, L ), кацдая lэ
Еgгорlfi оЕрqдшяотся Iичалом с € Z (k) п Boвtor Ё пF
.шбош L " L (рпс. I). Не варушая оdцдосlп, будш прsдпь
лагать,что Д<О ,8 tLgrL'Е=б,оспi._с€_Zаl/. l( б = -l, l l. Ilp oTan к8доо lэ rffoiocтB Z2, Z - 2( hс Z ) ссЕйется шнеlnlо уторrцочоЕпцr, папIlrrер,по юз-
;пстаtпэ ею аIошонюв. Кров того, Фдеr продпопагать, что со-
uеIсtю Иt , t ё Zlbt , JIв[яеtся р,азбпошеч lшrввстп И2,
а ceueleBo Дr , t < Z-lkll - рвdчешш Еоlsсlва ilb ,

еслl сооаЕоtствеЕпо Z tbt * F пм Z _ lk i + /,

Z - lkl Z lkl

fuc. I

2. В кацдоt во!шЕшо k е Z, вaqtrвlя с EoEttoE[B
( Z (l") = { ), роryррввtш соошоаоЕlл,ш
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Zn = z k)u|Yuu,z" 
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ОЦРеДеml вв зоЕц Ze lbl эЕаЕа d =-lrl п Fопrчп а9цr
Z^ . I!яn 61цет вцдЕо пв далъшойtого, 8оЕц Z* , Z ''
( k с Z ) язплотся ooEoBшlE, средств0l, алгоlgтмЕtlsского Jqе-
та посодпоЁ блотtоt стдцlnтуlшr в ц8тIЕIIо дLм2.м 1 .. _

IIщ .mбш k е Z ЕродотавЕrд }шG,естю Z* U lkj, со-
ппqдадщеос Z ЕрЕ k=T ,какобъещонпепqшшоlеств
(слоев)

Lpo=tk}uZ\ Loi*!, , a-*, f = /,2r.,.2z|2 (т'
J ое L L,.p-,|

гдо Zb.- rадболъшшi Hoiiep, ддя которпо Ln"n1 / , т.е.
в uачаiшr$ слоll отвесо!д ве!пшrу lo s ое вощr тбго te зЕакд,
а э кяцднй оледщt слй L 2о с померФ{ ,р в цIвдепах
1< n< zy' о8несош эонн ворfuш Ез GrIоя Lb,P-y'l п р о -
т я в о п ол ol Е о г о ýо сгнqцонпDк gгпJi вепIxнач звак8.

0боашаw чорз J вапdолrryп пз длrн J в rvтяс
I +,r -1 tа_4- tв= t (2)

п ЕрдпоJIаалr, tmо дIя
t=O,постронtlлп-

о

цвп t€Z.Пололпм Vo = {EJ
некоторого t > O, в ч8етяостп длrI

Vh(l*l,zi*1,1= V2

двсполагая в нш
рqко c.педова}ця

!;

ноiшо уторядочоrп.це rшотбстЕа (уроцнц)

VbG,r), h(t,L)=- 2o-t (lt- t ) * I.J 
-ti, 

f= о,,l,...,2Qt-/).в)
llсв t< 5 , то Ео кдrдоцу lз уроЕеl Vbrt.L> с lryло-
вш{ l четвцш щдексо[ i=оr2r...,2рt-/)п;стБй" (дпс.2) дцру
uЕ8еств
Vb6rt,zt1 =VbG,L)-2i-t-| =k.Unrrr,L) Z - /bl ' (4)

(t,ц +ТJ-t-' = 
*.UV orc,i) 

Z /bl ,

подшФоства Zlp1 ч Zlp| , Е€iпIЕюр, в пО-
4 в уроше V hc,i) . lrhвecTBa (а) лля

Irrll

k

у h(оrо)

Vhlt,t) Vbltrt|
hс.2
I5

V"(rrо)



всех i = оr2, .,., 2(2t-l ) объедпmt с corrorlcтBФ. (3), полагая
Vhft*.t,zi+l ) = Vb(t,i), i= Orf ,..., 2Qt-/).

Тогд8, очовцдrо, в celвicTBo (3) воlюр Ё шф{о увеJшtIЕтъ Еа
I. Прш t = Т объв,швеlпо rлФIоств (3) совпадsет с Z
Fдлп пз семейства (3) пдп t = Т внбрсптъ trуспlе Mroiocт-
в8, сохдl8ltяя упорядочеЕЕость оg!авlпхся алOriентов по во8раста_
Епп, QСЗ,i1 , п замвнптъ остаlЕlпосяlцдоксц h,(iri;) <
< h(i,i"). ..," h(irir) Borвplш tк позtrш{Я У,2,,..,{' сооt-

в&гстванно, то полrчш, рвбпеlше Ur= Vbri,l^)r/<Plt,}frlФlB-
стm Z . Заrвтпu, lшо урвнп Up' , / s р'{з ,, позвOItяхrт
шгорЕтмЕчеФш дltис.п.шъ расшпреннJп0 эоry Z€/d|tl ta} (а тем
callнM п зоtry 2tla / ) пр .шОш ot ё Z п d=!'l пмеl.-
но упорцочеlшой в вцде сешейства сечоrиfi tJ, П (Zdln'u{eJ ) ,
1 -- ? = { , перобор которш( по убшваlппо 

-f-Р 
соответст-

вует прп6;шхепuю веЕпдн '.7dlal 
fi U, к корш о4 , а по

возIЕстанпю d.у - удаIеняю от о{

3. Пусть рзбвеrmе LE о , О -'f ý ZE , rшqества Z
;rподlддоrвно по убьвапшо р|zI,...r/,О , а ЕоI}ядок пербор
лпнеltно уЕощоtвЕншс (по !рЕблOr€Еш0 к корш) эш Z - * 

,
*' LLя , составllщрt слоt L2, (р > / ) , ЕрФзволпtъй,
напдиме-р, пцшп$rруешrf, уторя,очвнпеir с.поя La,r_y' пр к8-
дом "P=|,2,...rZ-Прлполшп,r, "rоЬ "".* k е Z в утазанвом .шЕвlЯош
порлдке пербор вцдолеяц rшоreства
;;: й;:;r' (r!r;l}: ',, fr:= 

'o'(r!rn 'n)
п постро€нн таrtие rцlеобрезованпя Tk[И,MJ , RkL/VrМ J,
tTTo Еtи
i;:1'ku 'r.uzn I") , J Ь= I/" u ("!rn 'r)
ВЦПОЛЕ@ГСЯ УСЛОШШ

IЬ=иЬ, l<cZku{L}, rъ= il: k, Z-tr u {L} ,
(5)

а невнрqденная ETIшla

вогt\tЪJ=тьГt\мЬJ,Аtм:мl"J, Rоt!!,Jk J . (6)

с гJ[аеннriм подшатIпlиlЕ В2 [I1,J"J, rе Z* U tkj , m,ПяеТ-

сябq9wо-труголъвоtдля.шобого kс Z . В чаотносчl п!п
k=ъ послоднво озвачвет [al, что для каlдого t а u+

Iб



( l < t < С ) в пollocB Btr LIr,М7 отJпчнн ог lryля раз-
в€ лпшъ часIв
В;Г"Ir,JrJ, ВъГIr,Jо7, dе Uf , 4-.pot,
а в поJIосе Вт Г Н , Jr J (по спlаютрш) оглtrlцн ог куля

разве лпшь Еасти
В-р ГIr,{r], В;ГIо,,|r], о u U,p, t.p -. {.,

Пробрзовашя TbfИ,Nl7 п Rk[Д/,М1 ,учгтн-
вашие gр л06оr, Ь. Z все пeIletrEcлBHBHe qгносf,тФIъво

MaTIпIt (6) трбовашrя п обладяrпOце oппcцBaeMoll шxre стр]дttу-

рi, мопно связатъ рекуррентно [З] через нокоlгоIно педюходше
lлФтелп

тLLм,мl=ТьГц,м].ръ[п,м1, (7)

R;Гм,NJ= Qп[м,мJ,F,rГм,м1 (s)

с ЕропзведеЕпямЕ aнarloItrшDc преобразоваrшfi в веFщнах Т. Z (k).

Qцесь .швеiнкв пробр9оваЕпя_ Р2 ГМ,М ] . u аьLlV,М 7,
оуIогониJIъвцо в сщrио k4 Zo U tEJ U /-F, оtмwртся от
бJшнпчЕlD( шатrшц Е t.м.И] ц Е Гм,м ] Dазво лullь бпокаlп
PkГMk,frui ч. Qptfrf ,ft2J ; шатрrцд ТrГМ,Н]
едпЕtчная в с.ryчае L 

= 
9 д отлRчавтся ог нее разве лЕшь

фlшаtш ТuГЙо'Iп,IF],,F.Z-ь, в шучае k > О ; по
сцrдiЕrF! uатрца Р/_LМ, М ] - оддвrчпая в crytвo Ь>о
п о|глпtЕется ог Еое раве лппtь Фlокаrш R 2 ГJJ', il2\ F2 J ,

,F. Z_b,всJIучае Ь<О [З].
OдЁаltо пр шгоритlдческой !еаJ[изащ!r прцессs црФзвsдsнпя

на!,аtrJlцваеrfiя в вешно__Д !ffо'rтелеi т;[И,И] ц RrtЦмJ
с ЕсшерамЕ z Е9 зонн Zb U {ь} неФходпlrо в}Fпс[ять яшIо
в 0оOтветствив с Еекоторнм уподlядочOнtrем последнеi Еа octtoвe се-
шеiства (I) п упорпдочоЕвя.зон 7alBl , u.с Z . [руппш
словirfi, есм Тр ( Zatat ) _ прпввелеЕrе матцц Т;-ГИ, И J
вIюрqцЕе удал о$r,я t откорня зоw,_Zб|фl црхJшбомaeZkUtb} п.mбош d=-,t ,1 ,аТ(Lь") _прФз_
водвЕпо переставовоqпцt uатппц, Ть ( Z- n ) , o1,4 Lk 

р4 ,дw м-
бq ! в Ердо.Еsх О.Р< Zk , то
тп[п,цJ=т;ги,пJ,тk(Zk), T(Lk), ..., т (Lb"o) . (9)

Двалопlшо, еош Rb(Za/u'l 1 - пропsвqдвнхв Етшl
RiLM,A/J sпорЕцЕе прпблпtенпя r вкоIжDзо-

I?



ЕЕ ZCloll пЕв.шбом ц<ZЬUtЬ} " d=L1 ,8
R (Lkp) - пропэволоЕlо ЕоI}астановочншх lвTpвtrl Rb(Z-o),
ы с Lp,p_|, прц О <? < Zp о то

Rр[ц,i] =RGьzп)..... R{to,1. Rъ (z Ь) KLt_M,M J . (m)

заlЁtш, tтo церебор свчеrпt (ZFU|Р}) П U , в Eopяl-
ке воsрsетаuпя шl убшаrпя / в вределвх ,l < 2 s'L явJlя-
стся средствоli шго;lппвqесRоIю вшIIвIIенпя блошой Tpoy:гo[lвo_
стп ооотвоlGгюЕсо Е пряrой ц трапоЕонхроваlпкоt cEcт8rtax с
шaTD Ierl ВF ГIР,Jjl ( ,ps Z_ 

_ h..)_, псрлýу.!Ец-цш вн_
tцшвнхя Tei частеf, ilатIЕц Kk[M,MJ l Тр[И,И] , кого_
pнrп онх сглrlЕртся ог едrнЕqнцк [ЗJ. Кроме того, пз етЕrкту-
Iя атшt lЕтрц п ЕрqдставJI€Iffi (7), (8) еледурт равенgгв{l

тiгt|пkt= Ррft\пhJ, кrГмf tkJ = QbtM\JkJ. (II)

4. Поскоппсу ооъедднвtпе поIцрЕо ЕеIlерsсoваrцдхся ш{оl8ств
Fp , Ье Z , р8шо мвшестry М , то сЕстgus

Аtм,мJ х[мJ=8[ц ] tTzl
экшв8Jlевтва соогво]евЕml

ВоГп,trl.g[tl/J = Т7[н,п], В ГМ], (Iз)

хГм]=RtrIмJ,g[м]= Z Z R,[M,rpT ,gUpJ, (I4)
1зt<t k<lJy tc

чзо очвlпдЕьш образш шsrysт Iз пIвдстsвлешя (6), еслf, а8-
uвнf,тъ в нем Д ва корнъ Z . ПоатФцr внтсптелъпfr щ)оцосо
решепtrя сtrстешц (I2) свqцдтся к ЕеIрбору (рвцеlш) в поIlлдко
воэIDотацпя t= /r2r,,., { подсlстеш

BoIIo,tr), gttp]=fр[11,,ИЬ1, Е+[иkJ, k,U+, (I5)

с учогФ в (9) порвш,о Ев равеЕств (II) l в поry}воrry шlчlсдо-
Iцэ, ЕаtшЕ8я с ro[MJ = О, вавтор
.xr[MJ=r1_|tлц *n!ur, UV,lkJ,Rрtчf lr1,g tlр} (16)

с yt&}rox в (I0) втовою Iз IEBSBoTE (IT). ПqцпрашrоЕЕо правцх
чаqтоi э опсгеш (I5) опрдвлявтся фtrryлаш

еr[п1= ч_[и]-:,,Еtм,пk]. { 
z, АГмk,мd], 9,tl/"]}, (I?)

kё U1 (ае Z, - 11.1

2 nLt/' J =jЭ,ч ti rui' eJ, Rлtм | Jr 1, t tl,r], d € z - 1 р 1, {тsl

I8



lиltrЕная с LJ,оГМJ= ВЕЦ1. Роппв прп векотороцl t > / , В
tEcTEoGTд пIх t = ,| , в цропзвoIIшIош Еоряд(о спстеlдr (I5),
внtшсJIп, стопбец (16). Ec.lц t < { , то, пJlислхв стоЛбец

u,[и1= Е,tм1- Z Е ш,иk],Аtм|мk].1КчrМ!цl.х tJk]} , (19)t а /,cl\
уэалхtцr, * на I в фрqrлас (I5)-(I9). Гrак будет поlвзано в
п.5, вектор (i6) црtr t= l, являgrся IвпонЕеш сцстешr (I2).

lлгоршти рошенпя трацспоЕхроваrшоt по огвошевпю к (I2)
сЕстеuц

ytMJ ДtМ,УJ= сIN J tzo)

стIюцтся по спиl/к,тппп с процессOt, (15)-(191 . IIопшш tцrl[МJ=
= сГtV] х peшlrltl црп sекогоро0, t< { , э частност, п!я
t = f, , в про}tэвопыrоп, пор.цке спсвемш

htIk].BkIIk,Ih] = cr IMLJ,RotM:Jk] , kc lJ+, (2I)

trвIювs{tпсшя в нгх цраЕут qастъ Ео фрцrле

цU|/J- ur-,trJilurir,rx7rr"J AtЙ",-//;]) г [Mn,M J , (п,
где

hu[ИdJ=rцnup}htlp] ъtIр,и/],Егп:дd] , ос Z rcl .

Тоца, наwнsя с !с *t [И J = О, в порпко убввашrя
=ёr,..r2,/ поryтно riщBo вштслJпъ вввтор

уr[и) = уr,,[л,rо?ч! tIk]. Tk [Ik, иk ] - Е гиk, м ],
удовпетворmщ!f, сцстешв (а) црх t = '| . Ее,Е t > l
ВН!ПСJIIВ СТРКУ

ч0/]= сrгм] -r{ч!ь ukT тkп k,пП]J 
. 
А t п | м Ь ]. Е t м : N ],

уtвЕlшпut m I Е фI!ryдах (2I)-(24).

5. Вшry спшrо8Iпп ошоаЕв}й црщ,ессов достатоtпо дока-
8атъ, !по аЕгортir (I5)-(I9) давт решвнпе qЕстоuш (I2). Дпя
этого нвобхqшшо цр€цдо всего покаэатъr !по воктор g[tt| ,
поryчвошi по tастяу 9U*], k.tJ+, [з clcтloll (l5) в по-
ряве воврастsпlя t= ,lr2,,.. , L , IrдовtrdгэоIвет сlотф
(I3), которая аквпвшептвs соогЕошов!яr_

Вl!р,rрl,gtlъl=тtr[Iо,мL], B;IMUJ, L с lJ4, (%,

t-
(а)

, tO,

(24)

I9



в, rм] = tt,уl]-I 
4.t ё uon 

r.м,мL]. K7LM| цI g [JnJ,
(26)

на оанов€lшп фtовоt троуготъцосгп (п.3) IЕтDпIIц ВеГИ,l/J.
Шз струltтурш проdразовашfi (9), (I0) ясЕо, что в пoJtocж

Т7 Г Ib, /'| 1 с R7 Г N,..IЁ J от.lштлr оs lтуля разво лlпь часш

т7 г.IЪ, мk] = тъLI\ Mnl , Rъ[ м h, JkJ = R 1, гN L, r/, ] ,
т.е. твм са}dr lятр!цн Вtr [Ik,JkJ п (6) совпqдарт. Это
зЕаtпт, что в IýBsBcTElx (I4), (25) моItsо з8шешгъЪ не k ,
а в вrpaxвEпr (26) - l. на oL , огкя8 шедJrеl, в часЕностх,
со$!адеЕtrо вsморов Х [il ] а z, [М 1 Ерп условЕп аащва-
лоЕтностЕ сЕgгом (rS) ц (25) ддя всвх f =,|.2,.... l. пошедвее
re шqшrет Ев докsзЕвsешоm япlо со"mдеrп" 

"Ъ*пор" 
gttИЬ]

п

Еrtпk]= Bt,MkJ -.Е 
r *ч!ги:/V"]- R *LNi IuJ. 9 [J"] (2?)

п!п кц,дош Un t-)t r Йом t в шроделах /<t< 0 . В
tlacтBooтl , п;я t = 1 ато оIrеЕдво, ttосколцtу в цоцоЕtе ра-
вsнств

Е|[м1= tlo[M]= Вtц1= в; LM]
Еерво€ aKBEBа.lletпHo оцрдепвЕIп (I?) в сЕ.ry ycJlomft Z-tbt = Ф ,
о. U l, а IIоследIоо _ опIвдsJtвш (26).

Прдпоlrвчм, tпo црl "i**орr, 
t > / ваЕторш Во[ilr]

u €у Г_Мr J gбап8д8l}т для всOх T . Uy, l<P.l (пр t"= 2
это деtствmатъво так). Докаrеч свач&llа сошчд€Епе пrIв9оп
81[Мр1 g 8;ГИьJ t О' Ut ) пэ векторов (I?) в (2?).

06оэначшr,l через ;р1 напболшпt Еошер в црдвJIах 'l < Р < t ,
п коrорош зоЙ jДJu 

'-tKl, 
ke U7, сQде;патся в объедше'rrгп

мЕйоств Up, pl<p-{ ,вдЬет*равоЕство бо,[ИрJ=
= 87*[ИрJ , очЬЙдiое прг ft = | . В случае fu-) t (щс.
3) 

-йtдется 
урвевъ U.o Ср 2 /), состоrшщi Еэ оdьеддпевия шЕо-

зестъ Z lч!,t€ Upr-t , Е для кslдоrзо k С Ur _ваlЦо!СЯ
qдДасгв€пнаЕ пара ноrýIюв tbe Up,-.l а оt/.€ Z /r"/ l ЕIш

KoTopoi И k с Пnk , ,V h с'-/УОlЁ '. Посrtо.llшtу сеuеiсф ИП ,
ае Z 1rr!. l - рв&вше шЕоIества И", , то И*с Иr".

t=|r2,,,,,|,

2о
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Р{4 t+

}^n
,,{ MnK

L

t
ot,R

F
foc.3

следователъш о, t ?, -, [ М L ] = 8 i. -, [ М Ь 
1 по ЕцдJlктЕэно!ry, прд-

полаовm оаносtтsJIъво p*-i2 t , а тЕк lcaK А[Иrk,ilТJ=0
для юеx t'Ufr-|' Ltbj , то

воtм uJ = Тpr_ t [М 
"] 

- Д[М k,N'oJ, Rrr[ ilt7 lrn] 9 [JrbJ .

Отспда Е пэ равевств

Е [мh,мТkJ,l[МТЬ,мr4=А[и*,мТЬJ , Е IMr,MTJ=0 , rе t)rr_;[r"},

доЕко цлtцъ, tпо вtрозм Ulr-t [Mk] Ез эокгора
u-o,-, [Ц/, шrисляеюго пli'заFне в фtrryлв (rS) t ва

р;'/ п, /с м а. , о одноl сторнЕ, совпадает с 8о[П2J,
а с ддугоt - в оrry ушоfr Z-Ф|=/,.F. U.pt, - Ъ-шрез-
rot В/+ГМ bJ пз вектора B"*tMj 

-, 
опрдап"еrого з8ш€-

войвфрryле (I7) t о рtп l<sд.в .PcM,?+=t ,,,то
гlэоIцдевхо док88аво попвостlD ввцду рав8нстъ Иk'="Иь 1Z-thl=tr1

длявсэх 2eUpt.BcryEe .p+.t xшeo}t

чr _, [и р} = 
gоt, t ii,, fi u 

Е tM о, м 4 А tи | у } 
J. Rft/y ! Jf] ! tц -

;а* i.ф tМk,Пе] 
[&_,l,tAtИp,l/'',\rmr]J ,

В;tп k] = ВоШП ,i,r Ёu!,rо,м!].Rоtrfц]. t tl,rl . (8)

Посводъrу ЕГ,Мk,МРJ=O ( МkПИF : ý ) щш всп
1е U7, fFP < t , to о?сцца с учотФ| (I?) слsдуФт ElrIвIoBlo

6{,И k] = |frL' l)!r'!,r' о,МО], 2о [Mdl. (в)

2I



EcJ!п Z-tbt =/ дцнsкоторого keUf lToBпIEBort
частв (28) юв слагабшtе под зн8кои суrбfiрвавЕя lIулоЕ{е, так
кш Д[Мо,ilF1=0мяьсвх.РёlJр , р+lР. t ,т.о.
совшдекЕе вцрезок (2S), (29) очевiцно.

FлJп , Z -/kl + / для хекогорого l^,- е U1 , !о lrнote-
ства 7* UiжJ , х€ Z_lk,.l , содеIЕатся [а] вобъещtеrш
ypoвBe}l U о, or< c < t . Ilpt этоlr в правоf, часrи (28),
Kpoпre 3 ,, Г.,41 ь.] , шштцr ст Еуля раэвs JIхIIъ слагаошlе с Ео-
шерuп ёч 2'чtхJ,цеZ_lkl, в вогорю( шGво сделать эs_
шеl{у по фрryлаu
д[мk,мРJ= А[Ц2,/{рl,Е[мk,l/ЭJ = Z дГиk,i/ЦJ, Е [м| MPJ, 1,191d€z _ k|
I!оскоJIъку для этхх яошерЕ ,v В С А//._ , а разбЕеппе fr'n ,
OuZ-l/,"l, lШШеСТва У/д ОПРа8ДЦВаеТ ЗSre}rУ

АLмt ,Мk|=rЭ _,о;А[Мo,,,1,''i, 
Е. [д/П, N. ] . (зi)

}Iзменеlше поршкд суlilпровашя в правоi частп (28) пошо под-
ст8новок (30). (3I) п сIЕвв9нпе с опроделандвм (I8) з8верает
докавателютво совЕадеЕхя векторв_(28), (29) пIи всех ke Ur .

, Так каt cвuвrlcтBo Ир,Иt,rе Z-tbi , - разбп9ще_нЕ@остм
Иk , то оGгалос} докааsть совпаден!е веftторов B'IHT J п €r'[ltтj
прt всвх tёZ-/kl+/, b,n Ut. Odscвaцx чорз *о такой но-
шер в Еределэх !<р. t , Йо урввъ U*o _яшФ9я_,
оdьsдmФrпФ, попаряо непорсекащЕхся lдщосiв Z -ibl , nn Ut,
Тогда пвп Itлдош 

" 
u Uto ворsц Еродоташ8н!я

BJyl"J= 6*,[M"J 
_ L, z ,,ЕГиrцd].д[п|N",.RпtмiJ,l] 9tld]-to<2<t BeU,

-, z, z,, ЕtпТпJ {,I_ А[иd,//rJ, q"tуr]!,
to<y<tae U, Ltr, Z_pt Ц ) '! ! (з2)

BrtM"J= в;^tи"]-, I , z,,A:иr,l/"J Rоt{:J,].9[,т*],
' "0 to<,P<t ае Uy

в ко8орцх вектоIж €r"IПTJ п Bo.tMtJ сошqдаms Ео Ев-
двтпшоцу пр8дполшеm огЕосхтелýtо to. f . Ес.ш ZE,=.d,
то пqд звgкаш cyr.oipoвaпla в вцдоr lв пр€дставrовrt (32) от-
,xtuo от ry!я лшъ олЕо Е 8о to (олЕc'ваlвш) слагаоtm с

?2



нопiероil d,: t n Ut^, откуда очевцдннм образом следует coвIm-

девп; векrорв (3Zi1 В сцучве Z 1у1 = Ф для всвх 't е U7o,
то равносшБ}tо to = t-f , утвер(щrl.п,j док838но.

Евлп Z,'t t J Q дJIя некогорrо с < U+o (рпс.4), то
наlЦется такоfi Holrep t, в пвепелах to'tl,-t , что ур_
вень L't t по определенrЕ яв,Iяотся объедпнеrцеш попарно непе-

ресекалпцпсяlfiФtеств ,1 i.r, , Ёе Ll". Таккак вlрезпд
8t tМТ , Ит7 п €, t М'С ' ,Ц r] пз_вЁкторов (32) совпадаm
Ео той xе пIшlиýе, чго д в сJгучаб ! i,rl : С в сплу услошfi
Дф П(М"'Иr) = о, Д[/v'.t, Nl",М*J=о, уе L) о , to- p*,t ,

а сешойство ПF, Pu Z /Tt, - разбванаа шlВеСтФ Иt,
то совпаденЕе векторов (32)достаточнодоказать с заtЕноfi fr
на t, ( Т ва В ) п такцм образом trродо,вuтъ rroнoтoнHo воз-
рsстащJпо ItоGrIодоватепьцость to't,' ... BIuIoTb до t - /
В послвднем сл]rчае Z 1g1 -- Ф для всех .3 - Ut-| , ОГ-
кпа, как Еоказвно эшIе, слодует совпqдевrе вl{Iвзак (32) с за-
меuоil tо яа l-/( с нвр), а тем самцlltr совпаденце внрезок
(32) пр всех ,r е U7o.

р
I

1

дFiмt k
h м

мъt
+о +1

foc. 4

6. В эашюченпе вццеJIш, некоторне спт}rаща дJIя L е Z ,
позволяrщrе повцспть эффкrЕвность оIшсанвЕх в п.4 алгорпrов.

Замотиu с}iаlвла, tпo с Totкx зренЕя э{ФктшшостЕ вцtIЕсле-
нпй пreштся тр[ суцествоЕнtв отлпtця ог аJIгорштш [ SJ , основан-
вого на пооледоватолшtош дроФlвшrп dпотrоfi oтpyкTypьl ш!рщш
(т.е. ва пербор tяо[вств LLo в порffдко возрастанrя 7 =

= O,/,...,ZE ) в проlессе ев fiробрзованхя в блочrо-тругош-
к5р. Во*ершпк, tйцдоо пз пggфрвоваt{цi (9), (I0) в Ё -ш Фlь
ке завпспт от полuоi эонс Z* . в во Torlкo от ошоi хз зон
Zdlb / з""м Г=-|, /. Во-вто;шс, как оqевшlпш обрзоlr
слелуЕг 19 соотвоNцеlrцf, (32) прд Z-/kl +/, в правоfr частt вц-

в
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pareEпrl (I9) нельзя заriенuть Mk на М k r ПОСКоrIъц|, равен-
ство

ЕLмr,мrJ.Д[мt,мtJ = дГМ", д/'] (rc Z _,u,1

возмOан0 лпlllъ пр 7 - l 
" 
t = ý . В тртьшх, ва соЕlадонп€

в вровоl встп (I7) с поryтно вшисJlяsмЕllDектора go [Мф 1

BeKTopol,

хо_,[N&1 = x?t_' ГП/фJ + go|l|*1 ($)
uщцо Iяссtilтцватьлrшь в сJгуIце f t= i , ЕоскоJшкJrдш
,Pt '/ первое шаlа8мое в пр8дставлеlш (33), вооdще го-
воря, огличltо от нуля.

0двако в вокоторЁ{х сптуацЕJц хкsзашпrе т9уtrвqстд Morвo
обойтп вJm хотя бн рrвнъшчть. Еслп k с (J t с zk u { Е }( l < L € { ), то в ураЕr€нш (I5).B в внрхенхu (24) сло-
дувт уqесть, tгто в поЕосе Tk Г I n, il '' 7 в сЕлу усдошt (5)

оглЕtIна ог }rуля разв€ лпlь tцc1b ТkГLь,, М; k J . ЭТО зНа-
Illтr чго в вцрqr€нlи (I9) моrgо эашgtштъ Л* Ев М.k , 8 в
оtrределенхи (9) оryстmь все пробразованкя, связанкце с
вашIЕна!лl :€ Т t {xj, аС 7 -,у l . IIоследпее оgЕата8т, tпo

в с,ryчае ke Zu UtE l coмef,cTBo (I) в опрQделоglп (9) мш-
Ео замеЕпть свшеiствшl

L'no= {l"}, Lдо= U' Z-n 
' ,.Р = 1,2r ,.., Z/o , (з4)

" oL€ Lk n_,l

Е оryстЕтъ проОразоЬ" Ть ( Z"") . Прш aTot* воз!лшЕо,
что (ьо = / , н8tпЕаясвекоторогоЕолсrптелъшото !=
= Zi <-'Lt'l т.е. шsт!ш{н r ( L'bo) одшшшде дlя
f > zL . В оrучае k = k в iнрrеrтпrя (l0) по сuхwг-
пЕц MaIBo оryстЕтъ всs прооdразовRвIя, связаЕннв с BвpxlEпatл
t. Zn utxJ, а-с Z /Ll , т.о. trqдставпть в (I0) вшвсто
семейства ( I) соотввтсгвщде (по вохору 7 ) rявества вз
iрасслооRця"-t -эЪ / = U Z-d. p-.l .а -,Lo-', -.Р ф€Lо_l rr{-lэLl",lОf,l

Ев оryская пробрэовавпЪ RZ l Z" )_ . Н8конец, EФnojllкy

f t : / мя юех Ut. Zb U tE } , то в,чрщешr (I?)
след[ет эосЕолъ9оватьс* $в.""твш (33) вдв хо [il J=0.

3аКВТru, tпo трУдяосг!, свя9еЕNно с внlцшеЕIвli вопrоIЕ
(I8), юrпо пеIвносп[ в фрryry (I9) за счЕr Еsкоторrо llec-
шврешя в Bot шtоаеств ДЬ, k . Ut . м а8ого црп
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кацдом tcZ Hoмepaf,; (o<i.o )вцопотсе(2),
утовдетводщде уqпошю ti*l € Z о tt,7 1_oгtloceш в со-
оtвотgtЕуще пара}втw t =t/ шщбстЫ СL , связаннце
о блоwоll cTpylcTypt }дтшlщ дLмrмJ сrlбдrpщtм обраом: в
цоIосе Д[М,Мt] пм Д[Мt, М J поm к.llеткп ДГ.П\//|]
огшtIЕн ч ryш р""* rr-" *"ru дЕ ма, il" J, рL с;',g,м АtИТМ;1,- р' CL , соотвотстЬвво. Пollщli
П"= ц" u(р! 

с;, 
мр), Пt= uru(nlriMr), " б Z ,

п дм t=2,3,,,,,d воктор [r[ПkJ в правоi !встп сиgгомц
(I5) заюlшм вшрзкой с;Гпъ"J = €4tИь] Ез вектор

t r г п l = 8 i _,Г м l 
; h r_f 

, r,r" r. Аt Пt, ltrJ. RJ ilr Jz] . g [J*1 . tзsl

Э(Sвкттвltостъ кацдопо хз алгоIштt{ов (I?)-(I9) п (35) с]rцествев_
Ео зашсtrт мк ог стопевп рассло€нця блотtоfi стWктурш, т.е.
от вtrlшtlЕнц ZE , так tд ст развегшонЕостш струхrурвого граФl
!.е. от вепrшд l Е lцсла апеrrеЕтов в уIюдrяк (/р ,
1 * р = { . НапIимер, ос.ш ZZ = О, то пр.4{очт.едше шо-

дует агдавать фрýл8ш (I7)-(I9), поско,tысу Z= ZoU tk J ,
а ЕапIхlýр, в слуtЕяс, пэобрвrешш ва рс.5, этп алговштtfrr

с TotEtocтm до пеIрст8цошq слагеемш ЕкэцваJIентЕн; здосъ
Ъ =-,l , "_n12, 

{ =3 пкаtдрf,язуршеll lJlrlJа,lJз
состоЕт пз QдЁого ашшеlпа.

-t
-3

2

-2 3

-t

3

-t
hc.5

По сппвт;пr в сл]rчав k е !J1. Z'T, l < t < 4, в 3,lrp-
rвш (I0) с ceшtcTBor (34) шосiо (I) ucнo оryстчтъ Ереобра-
воЕцпе Rk (Zk ) }, жлtвя сJччаi Ъ = L , в"rm*"
в (I9), (2i), (23) N' св l(ъ, а в ЕцlшоEш (Р) !вестъ,
!по в€кtор hп[ПфJ сошадiвт о чrрзкоi Yc+r [П4]
пв BolпoIE !g*1 [П^J ор кцдоI це Ztk! . С ллшюfr
сторlцl, lyi't'-- С-|r..., 2r,| вавтор cr[tVb1 ь.

црsЕоt_tDGlI опсlоGl (2I) шо Ьашшть пtрвпбt ci tilhJ=
= ct[rkJ ls BolrToIE
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с r t ll! = 
";r,r, 

J 
i !u!,h 

ur\. ъ u r, м" J}. А [м", fr 
О 

1 . Е Lil ", t( " ]

ур с|tilJ = СrГ//1 = С [/{ J , отдавая gредт9ченке фFryлам
(2r-i24r, ввп-рrер, в сJIгrае Z = Z-k ч tE ].
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