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ВщпдШ ацsJпз ! сш€isЕo юпI}осц
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0 мдксqlrшъпцЕ ФуЕIg[.lях JIиIшlшlц, сжАIIflшх с аддАIIЕй
oIптдддJIьflOгo IIЕршlшЕIIшfi лцссш

D.Ц.Вларшров

В работе ЕзJваI}tся Еееоторцо кдассц Е8ý Еазflваsшж l/вксц-
rrmbllbEr Сшвцхцd JIщЕ, RоворЕо ЕоIIосредствоЕЕо cвtrlaв{ с
задачей оЕтIв{аJБЕФо trерýвцоЕlrl rвссц в rioц}Еtlоскош trросlраЕ-
ствэ (сш. fT-l; 5,гд.8,ф]J).

ý I. Пре.щарrлелъшlо свqдоЕш о Фкшяr Дпттпщв

Еапшl, что uотргчоское trрострщстЕо остъ цара (Х, t),
СОСТОдlЕя пв rBcBBcTBa Х п фшщп hrотршп)ъ:Х'Х.*R,
удовдетворщеt сJвдrщд| усдовЕrlх:

(W) цаL/,\>0 у,м *вs. л,и,еХ , щlпчеш?(@,7)=0 ь Tou
Е тодьЕо в Tfu с.ryчао, 8огдд С'= t| ;

(аD ЦР,Ц\:1,(Ц,е) для всЪх с,Щ€Х i
шil L@|щ\<'uЬ,L\| ъсr,ц,1 1* *о а,ц,ъсх,
Цустъ ое'Х ц е>0 _ ; щОоrостпВ,.z.,е>-{цеХl\lе,th.еJ,

Stл,е1: {уеXlu*n - е), Б@,L1:_{усХlL@,ф <е| v

ц)lЕято ЕазЕватъ отврцплr щрfi, щвроц, 8 цтrтт4пr шц}ш с
цоЕц)ош 

' радryса ý . Garof;oTBo Есех открgтц (зшвryплr)
llвpoB яшяотся базоi вевоторой тоЕодогхх ва I . 9ry топопь
гЕD ЕазцваDт метрrчесвоt тоЕодоIтеЁ, Еп.цуItrроваЕво! ютршвоf;
z (obfB]1.

Расшотрш тоЕоръ Еопотороs tIoTIIшrIocBoo цростравс!во (ХrЪ)

Е пласс Дiр$,z) ФЕкцd ч:Х-R, , удошотворяпIЕr црш.щбца t7вХ ЕоравоЕству

u(tr\-ll@\<1,@,3\ (I)
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3gпrетпi, lпо ЕоравgЕство (I) ва освоваЕЕп акспомш (}i2) рэвь
сlJIьЕо воравепству llЛУ) - Ц/A| < I,Ф,tr). IIростеful цршrорш
ФуЕщ u,eLipn(X,z)- в.пяется {ушЙця рассто@JI схг точq
до Еовогорого tBoEBcTBa ["lСХ :

цФ = L@э Р|\ - iп{ {п,tr, yllye l't |, л е /"l .

рсч tl црпцаллошт r-мiсy'LiрrU,ъ) , Tar=alb*!,
$ elR,ta,l<y' , такзе црхЕqдлошт aTOýI кJIассу. Дрв .шdш'
Ltр,,(i,^t\ ч Яс ГО,17 для фтrкщ tl,;U - fu\t*ot).a, шrgы

,.о{ ? - lIл0,\ : ( 4 - L>Гt"с; yl - u; otr + 
^w{?\ 

- ш,(с ! =

гдg
Шо'&,

a.

Дялов,
ф,
6,

< (.|- ft\ъrс,t7l+LL&,?:,l"(ьf\, r,?, Х,, 
/l,!.о. [l^€ /лр,(Х,ъ1 ; 9то озЕачаsт, что lrEoIBcTBo LtрrU,Ъ)

внцукдо.
Рассшатрпваэмое свдеtстэо LtД(ХrЪ) явJи9тся рffвFостstrеЕво

ЕещврцвЕ{м. Следоватаlвво (сrд.[ОJ), 
" 
Lip{X,il топоJIогЕ;I IIф

точечяоft сходдrостЕ совпадает с топопогпей равволервоfr сходд-
мостЕ Еа RоiдпактIrцЕ мЕоr8ствас. В топодоттm gоточеwоfi схолддос-
тЕ уRаЕ}аýЕое садsйство фвкаfr, оqовцщо" ва!firyто.

3афшксrдryвм ЭеХ,ееR х paccмoтpпli мЕодвство
U|: {u,е Lt,э,(Х,ъ\ltl,tл1: 91 ,

котороо таеrc ,Iвдrtgтся вщк.днм. Ьаетrпд, *rо U"' sашкщrто в
Д'* в топодогЕп цоточвwй сходшлостз. Kpore ,oio, прч кsцдФ,

уrХ шЕоЕоство {tlYiltlc U}l огршшчено в Л :

lll/?l:lulvl-цcl+ cl < l utt)чдqlЦс!< ut,r7l+tсl, u,c lJj.
Сдедоватвдъно (см. Lбj), U; воадиктво в топоlIогЕц поточечвоfr
схо.щrостЕ.

ý 2. Продопвонпя фшщfi Лпшщв

Щсть (X,z) - }iетЕч9ское щ)остIвЕсtsо п Ylc Х . 06ь
зЕаl!цl чsров (И,z) IотршIосЕое trрострцство, rвTpш'ot которо-
го сJryцт cyloвnб Фщ "L яа lш.мосуьо ltl, И . fu Ц€

СLiр,(Х,ъ) l то сJЕоЕпо l|:|.Llц Фmпrr и ввшOIостк)
&I , очЬяrlrо, црЕЕаддgщт Lipr(И,T) . Верво п о6lвтвое ут-

ворIдоЕп0.
ШЦДIOIЕЕИЕ I. Е с ап rе/Ф,(Цz), т о в а t д о т с я

фувк цls u.еLфQ,ъ), длi а от о р оt tl|ц-у.
ДOМВДm,ДЪСltsO. 0щш оdщв cxelry ута:rrllгЕою црдо,цошя
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Фщ tl ва sсе щlостдlаlство .Х . IIредполоmл, чво (!5rвкщя
& оЕроделоЕа Еа мЕшоствg К э l"| , удовпетвоIЕет ЕрЕ .шошr

",3r.\ ЕерsЕвЕстsу (I) п, црФв того, lI0,)* Иr) Fляфвх
LeП , тогда прп Мм а,ЦеК ELIX ЕШеФl

(дr) - u@,) < L@, 
ф 

< L@, l,, + 1,а, t/),
Отсцда

Lц 
r,r 

- 1,Q,, р < tдсr + це,L),
iImroml

оц(К,ъ) : sч 
{ 
(цр - uъtrлl 

rе 
К |,

рr(К,ъ\ = Иt {ьuэl + ццъ>l ос К1,
Тогда

еr(К,ъ)<1э*К,ь). (2)

3фшссгруеlr теЕорь ZeXr( Е в Rачоство ш(D вшdероr.ь
бое звачеше Еа lцслового оц)озка |ап(К,il,р*(К,йJ . Та-
rшr оdразоl, ФшсrЕя /' оц)еделеца Еа мЕоавстве К u {z1
п пIп .mбш Ъ ч ф Е9 этого !lЕошства удовlrегвоIжФ ЕоравеЕ-
ству (I)

0rшсаввrrц спосоdод Фувзпвя (,/, , очевЕщо, МО0BОТ бШТЪ ОПДВ-

доJIеЕа Еа эсеш щ)осц)австве Х . IIрsддшвше I доlсазаво.
Завтшr, что ЕостроеЕвое црqдоЕвеыо l' С L[рrO,ъ\ фуЕ8-

цм tr е Lipr(/rt,2), вооdце говоIв, цо елдlствеЕпо.' lfuщество

U[: tu, е /,ip,,(X,'illt41 = uJ
явпrIе8gя вшryкде{. Кров того, оЕо заGryто ц rrрп;шdодФ€И
содерштся в ltoMIIaBTEom *ооar"" UПаl 

- 
, слЙптеъво,L{

вомЕаптно в ToEqrIoTrE потоsеqlоt схоmtосм.
Вцделдл два ваrпrrrт сщпlая, когда в (2) плоет lвcтo разея -

ство:
(PI) тотса Z црЕЕадлошт заrцкапцп ( шшоства ( ;

(Р2) шв Е9которж тоsеЕ л,rие к сщ)аведJмвш равоцства

цtр-tllА: ъ@,f)-{tаъ>+uъ|). (3)

В оdощ с.ryчаЕ( Фщя И продо;шается Еа мЕшоство KU{|,|
ошозЕаtIЕо: в сqrчаs (PI) - "по нещrвlшэвос{па, в с.rч,qае (Р2) -
равеЕстваlц

tly,) - lЦО) + l,@,D: tДV) -tQ,P .

ч
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Это озвачаот, qто uЕоrоство

КШ,й : {ъ е Xl е пU4,r) - рпUl,ъ\l
удовrIотворя9т сдодrщ, условпяш: И s К(И,r)
эалtryто в Х ; ос.пп црЕ Еепоторцх g,Ц€ К(М,U\
сцразод;швц р€lвоЕства (3), то ZеК(ИiЦ)

Зашотш, что дJlя фувзпщ tr< Lор"(И,N) суцютвует еддI-
стввЕпая фкчrя tL€ Liр"({,L) , ffi котороft 4м =г , в
топl ц тольЕо в тш слryчае, когда K(И,tr): Х,

ý 3. Ъстгтлlе порлш, пороцдаФ!це Фryткряш ltsшца

Каsдая Фуrшя сьеliр,,(Х,ъ) порсщддет яаХ бшарвое
отЕоlпоЕЕе:.еa tr в тоlл Е только в тФ, сФrчао, когда

(Цц\- (Ца\: N@,U). (4)0 ,0

ШЩЩШШtИЕ 2. П р tr лD б ом l*€Lорп(Х,z) о т Е о -
шевпе { реФдексЕвЕо, аЕтпсп![-
метрпчЕо r траЕзЕтввЕоrт.о. яэ-

i K(lvl,r)
l Lcx

орядком ца Х ;

замвЕут в
л8етс.E част8чнцм
графшк отвошевпt
Х,Х .

ДOIФ3Д1ЕIIЪСТВ0.'РфпексивЕость. Дпя всех 3е Х сtrравод-
lrшlo О!С , так каЕ ва осЕовлшп 8ýсшФдý (ШI) паеепд

tцgr-Цо\-0:,l,@,Л),
Автисппюцlrчность. Ес.п 

" 
itr s, у i,r, , то xz - tr .

Действштедъно, пз раввЕств v v

lДr\ - ЩО) : ЦIпf,\ l lЦФ - щtr) : ц|&)
вЕток€lвт, что Ц,пr(/):-uцР| Ilra основадsu аЕспомш (It[I) ато
возlrоrво в тоrд п тольЕо б топl с4учав, когда L@,tr)=0 , т.О.

'-{й"*'*Еость. псм эtъ ц r,r' ll/

Деfiствштапьsо, Еэ разеЕств 'tr ' ТО '?-4 N'

t o(L\- tца) : L(п,L\, ш(tr) - lДLj = u",f,)
в авсцФл (М3) вштека!т соотЕош9Еш

Уtr-Чr*OЦrl-tЦр\+0шр-tllъl:1,(цL)t.NQ,r)_>цс,р,
С лругой стороЕш, справадйо ЕоравоЕство (I)." СдqдоваЬоJIьво,
llвeт reсто раDоЕство (4).

п
lp
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Залввутостъ граЩа. ЕсщЭпtуо * всох/а еN п

fu","n,*l: fu;,",yi',-f\ : 0,

,о * =*t де&ствптадъво

Предпшевво 2 доюзаво.

tД*)-tl/л\- ЬU а*ъГ,ау; - a"-l: fuыq 
^\ 

: l (л,
р,

IIусть И е L;P,(/,V) . Ддя точек Л,*СХ , удозJl€творяlF
щш ЕеравоЕсtту &<wv , вводеш в раёосотрЕпо цЕшостЕа

ГL,F,ь: |ie Х lt.*".?l ,

Нвтрудко вцдоть, tITo

ус Го,NZ**с{2,Р:х(л,L\+ъ0,?.). (5)

Из щlедпопения 2 вцтекает, тго лдвоаоства ГЛatVJо зашdуш вХ.
3аrдетшл, что в обцем с.rryсsр !дЕо8ества Lrr|.7u, во явДrIDтся

лшейпьупорддочеIш{!лtr. IIусть. ЕаIIрЕrер,

Х: |п,7rъ,,,ъr1; тtа,цl:I,(Lоtf,) = Ъ(LtLz\: ,|,0,r,7) * 4 l

Ч,@, 
tr 

) - 2, \,(r,4, 1,L) = t ; ccta\ : 0, ul3r) - {ЛЪr) = 4, л?=' .

Тогдд то*q \rZ2€ГХ,У7ч Ео сравЕЕlдц.
С кацдоt ФвIqgеfi d,е LiP,(X,z) сввап мЕоЕества

Ёl(с\ : tr, Х t (L(э) : е|, с с [,l,

которне, очовцщо, зашryпr в Х

'ДiЕqАflшЕ, 
-;; 

r: : rY;| ri?';ir) 
* С'Ца'f,) -g' Тогла

Дейстштельво, ддя .шбого Ъе Ёkc) Едеом

ЦЛ,L\ >ц{r)- tдэ\: u,?- t L{л) : L(цf,,\- € l

т.е. r f Всл, е> .

ý 4. Преlщоряцок Еа lвolecтBo фDrЕrrTтfr Дптт,t,птля

С пацдой Фувgsей U.е LiРо(Х,ъ) сзяош lrEmocTBB

Е*: 
Р*пt*,у7*, 

Ln- En,

Еа шtопестве Lip,,Urzf ввод9r бшащоо отвоlIоЕ[о, IIoJla-

тsя tl, s u в тOш п 8опьво в тФд Grylаs, Еогдв

|цл) - t/(p): фпst, л € Еь; (6)
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прп атом условимся ctIпTaTb, что gслtr Eu: / , TolL-<I/ ум
.lшбого u< LcPr6,z) . Вэедеввое отвошешЪ, очовпдlо, рфдок-
спвЕо п траязrтЕвво, т.е. явJцется предЕоряд(Oм на мЕоаэстве
LiflЦ,ъ\ . IIорщдеш+о9 атим trрqдЕорядtое{ оп{ошеЕЕе эквЕва-
леЕтвостЕ dудш обозначатъ сffмволоýr ry : Ф*U в том Е ToJlb-
ко в Tol' слJпае, котда,|/Ь!/ Е L/s./, . Заrшеь u,<r озg'а-
чаот, ttтo Ш#U а |,k дв эlвпвапептно И

ШЕДДOfrЕtIИЕ3. Лр б о е дш Е еfiя о - пр оду -
Е оряд о ч е Е Е о е uЕ о аg с т в оUсLiР,,(Х,ъ)
отраЕRчепо сэорху Еекотороt
Ф у в к ц д е 8 'це Ltро(Х,ъ\,

ДОI(A3АШ.[ЬСttsO. Ес"rш Е; Ф прп всвх i,L€ U 1_ то в Ееr-
чвство (rа мовет dнтъ вшбрДirа .шбая ФушqЕя uэ LiД(Х,z) .

IIредЙо.пожвl, что !dпоЕество Д= U Е,, ве ryсто. 3афксп-
wем аеk| Еоtrродепш[Фушgщ Ц*'#аЪоgэстъв И . Пусть
лс И. Так каt ceMetcTBj {EnI*e и] я,пяется возрастsхщдд по

".Еь. IIопоmt Uо(о:'сЦэl-t(ll За,rетш црЕ этоir, что еслш

ш € Lr , то яа освоваЕЕЕ (6) сцравед.шлво равеЕство lДL,)-|цL)-
=Га)-ЩL) . Это ознаqает, что {(J) оtrредолоЕо одIозЕач-

Ео.
Проворпrr, что Фнкдя r4 прЕнадJIеrит lglaccy Li2(l'l,z) , М-

бореш п;lопзвомвоа,ц с И Й нвfrдем твхое l,L€l/ , iio-L,y,re Eu.
Тогдд (/

uot t{| - $(,l.\ - Гr.сt yl - tllх,}-[из l - иz, ! - u| 
tr, 

- {J/л) а u 2, 
ff 

),

По rредловеruпо I суrпеств.ует фнкщя шоеLiРl(Х,d , су-
teнEe котороt ва мlохестъо И совпадает ё no . iIрц этош для
добого шеU сцр€rведшэЕ равоЕства

Ц О\ - lLO(a:PCЯl - tcý+',.,llлl - trrpl: U Q) +ГиL\ - u @Ъсопst rе Ец,

гдв И - щ}оrзвольпш фнщшя ц9 U , для котороЁ {,L s r ,,

"'E^u. 
СледоэатеJьно, ц/6ш0 д.rlя всох ф€ Ll . ilpeдtoвe-

вве 3 доказаво.
Предлоrевпе 3 доэволяет щжшенить леlдФr Цорна к прдIЕо-

рядочвЕноlry }rЕо8оству Liрr(Х,l)
СЛДДСТlИЕ 3.I. Дя кацдого .шlrеfuьпреryЕорядоЕеЕного

шЕо:ввства U С Дip.(X,z) суrцествует lrакcп}taJtbнъfr эдеýaеЕт i{Eo-
tecтBa Аiрr(Хrъ) ', маlорщуrщt элоrrевтц t/ ,

Из рвультатов ý е BETgKaoT, чло tL б r в тош п тодько
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В TOItl СЛУЧа9, ЕОГДа

l,L&) - tI(л\: оOпgt, а,€ LФ,
Это озЕачаот, что есм ,Lu: Х , то ФЕIсFя 44 яаrlrlотсfi
макс!пrа,БЕоft в клаесв Lip,(X,t) . !ля мвтршческЕс кошавтов
ворно п оdратное утверцдgкпе.

IiFЕДlIФýЕЕИЕ 4. Е сл п фу н к uпяИСLiд(/,z)мав-
сималъна д мхоаестъоLп комЕакт-
Ео, ToLn:X

ДOIilЗАТДIЬСТВO. ПрелполоЕиilt, что ttдшась ю'шlа 7,е Х' Lo
Dункд{я |rrl=цrl*zш,t) ЕеrФоргвна ва Х Тас как lдвошестЬо
Дрколrпактно, то найдется t*L" , дJц которото сIrравоý-

лпво раэенство

|,з, = tф ffcail п, L n\ : ln( Ln,L)
Полоmr

IФк оmлесшосъ в ý 2, построевваfI таким способсrr фудкщя
И пршна4rlоtпт Iuiaccy Ltlэr(L*ч{zl,t) . Согласво IФоддоаеЕЕю

I.на д.9тся Фк(щя wсLсрr(Х,r) , суяоние KoTopofi на !дIФl€ство
LnU lъ1 совЕадает с i '. При атом
tц Q) : и @\, е е L 

"i 
шQ\ - м 

tr) 
< ъ( 

tr 
rD, чr0.) _ r, р : l, ff ,D l

r.е, Ф < tt/ . Это протпворечит условЕп мЕжсдмаJБЕосш фушсщ
,r. По_ryченное щ)омворечпе овЕачает, что ХrL*=l , *.".
Lo:X . Продлохеше 4 домзаtо.

В заt"lючешле этото паралрфа за!i!етцм, что с}r8еЕие MaKcEMaJБ-
воft фшtrщ *eLiPrU,D Еа мвоаество Ц :,{ ,.,.вообще гь
воря, gе явrlrlвтся маtсmдаllъноfi Фшtrей в LiPn(ll,t) . С дру-
гоft сторовн, Еэ предltоаешя I s сдодствия 3.I вцтемет, что
осм, М с Х п (ункlgля UC Lip,(Иrc)_ шшсш,лалъва, то с]rцест-
вует максц}даJБвая Фнltщя U,е'L;h(Х,l,) , ддя котороfi
шlм: r,

ý 5. Фушgщ Jrпmппlа ва аiшшптос 
''ростраЕсвц

Пусть ,Х - фшое црстравство (ощlедадовпе п свойства

фшrrпп щ)остраЕств см., ЕацIплм€р, EE,S]). 06ознаша черз
.f шrопоство вобх метршt t sа Л , кацдая Ез.которцх !iщот
бцтъ задада с ЕФ!оцЕI} ЕоЕпrц:
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^L@,tr) : l|e- a/.ll, о,laL € х ,

опрделеmrой в пекотором ассоцлЕровавЕойа с
дшеfiвод ЕрстраЕств€. IЪщдая l8TImKa |L С ,

хп вецествоЕuом
о6.ладает, в

ч€lстЕостпr.сдвдгщЕм свойством: прп лобж Лr*СХ х
L сrл,*7*) в "веравоцстве треутопъвша" (lB)' ш{поJIпяется рs-
BeBcTBd. В сшгу (5) это озЕаqавт, что если rc? ,ш е
€LLp,U,l-) п а." ? ,,о Гg,РЕ СЛ,У,Jш.

Црqдполохпlr, сто шOTpEIt8 1 е r удовIетвоIЕот условЕю:
(СВ) пдц tsекогоро!, (а тотЕа п прп mбом) л € х заItк-

ЩrТНй шаР В@, l ) lвпяется строrо вьryJqпнм Mlloцec1gobr.
В этоtд сJцrсае в "неравоtsстве тре]rгшъЕшса' (trЛi}) раэенство

Емеет м8сто тоIЕ8 п ToJtý(o тогда, KoIEs z е fe,oyl . Следо-
ватеJIьЕо, прЕ эrrпопrеЕЕЕ yerloв!{fi (СВ) шrя .lшбой foкrrr"
ф€ LLP"(Xц\ и лобъш tочвк а,ц е Х , удоыIотворяшlгх HeIв-
венству л .* L}, , сдIвведл{во рODенство Г/.,Ц7=Г*,Л,, .

Прп этоtl l,Boxo'cTBo La,9|J* является .шнеiВоlуторядбсЙr*r.
}traкcшrall ьццо по включ€Ёпо ланвfitо-упорщ,оченrще rшФес тм,
огвеищЕе фуrпqщ U,е Lt,Pr(l,d , Е8зовем лпнпямtr Tolia
этоfi Фylшrдп. Из прдцдrцдх рссуцдетшаfi BHTeK€loT, tITo I€:(двя
л!пия тока яшя€тся' подмuо8оствош х одно.го Ез qледушщх тп-
пов: а) товоfi; 6) эашrчтьпд ЕаII;Евzsчвнм огрезком; в) замt_
ryIцд Еащ)авltонншl луsош; г) вапршешоfi пршоfi. Еслд две
рамtrtцно лпнЕЕ том пмепт обпlую Toтry ,Е , то .} -.шdо
rипгlрлъ,шrft, дпdо lдкспдадънцfi алемепт аяццоfi дв этшс лзrшЙ
тока.

Заметпм, что введеЕýое в ý 4 lпошество Q. в лашrом сrу-
!йе яв,шегся оdьедшевlеш всех ЕевцрщдеЕвшх лппd тока fflв-
тчg, {L .

Пустъ М С Х п [ € LiЦU'l,ъ) . Ii{аксималъвше Ео шцю_
чеппп .lцнвЙцо-уторщочеЕнце мвФества, отвечающе Фуlпсцгя ,r, ,
9стественво вЕlзватъ.rцЕпяrЕ тока t/ . Согласпо прдlшеlrш I,
ъ LiРr(Х,ъ) ваЦцется тамя (Frсстця Ш , Tlotl,|y = И . Прц
атом, очепп,чво, вацдая лIЕпя тока фдпсrцп Cr яЕIяется церо-
сочапlеu вокотороfi дЕппц тока itуrццщ И с шществш Д .

В тош сryчаоl KoIEa lrотршка L € О ве )rдомотвоIяет
JrсловЕD (СВ), равэЕсrво в (}Е) шсцет Еастушlтъ f, дш точ8в U ,

*| VrF)- заlдilryпJfi о!tюзок, соедrншщfi тоЕш Р ц у/
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uе п!шнsдlеаsщD( оIреэrry P,tr] . В сл;ry (5) п прдлФоlшя I
это озваtвgг, что наfiдется ф$$IIЕя LLeLip"(X,L) , ддя кото-
рfi пр некоторшх 1."? огрезок fu,trJ lвляется со6-
ств€Енш, подItшществ * О 

Гл, Й,
ПерИем теЕеръ к рассмоЪре,{п0 {шпtщfi JIЕпшIIа Еа копеч-

ноlrернцх афЕ{r*fi tlpocтpsнcтBax. Ihя такж фrвrшfi пIЕдJIG,в-
ншо 4 мокет бнтъ усплево.

пРглJD8ЕниВ 5. П у ст ъ х -к о Ё е чЕ ом е р-
ное аффЕ}Iвое Еростравство посО
Тогда ослш Фувкцчяtl,еLiq(Х,ъ) шаксЕ _

малън8, то L*=X
ДOIИЗДlЕ.ШСШ. Прдп*оfiпм, ttтo ЕslшIасъ точм z еХrДr.

}rhожество 4,. заьлtяуто в Х , слвдователtпо, мйЕо у]€затъ
f , 0 , дЙ KoTop"g ýrъ,е\с I, Lш . Фпцrдя |r}l:

:|LlO\* 1(Jc,z) непрернвtsа на х . Так мк сфра Strпа ком_
пактна, то на Hefr наfiдется тоq€ ,3о , для Koтopolt справед-
JшBH равенства

{rrol= r,r{{Nr*llr.Stz,cll : u,B,a\t €:fп(Stъ,с), z\.
По.tтоппм

Ll(l"\, *е Х rД(ъ,с),

l*(ц\ + L, L: L,

Такшм образом, iРрпсцдя И оtrредапена ца мноаество (:(lr
rE,Z,Cl) u{ъl . Проверп,l, tпо прп лобrос .!, tr' К свIявед-
лпво вsрвеаglgg rV\-r(М <L(r,{4. Деfiствйалшо, Ео постро_
нпD Jrказанноо нвравонство внIIоJIнявтся, ослп ft u ф пршuдле_
мт одноlry Ез мпш,еств ХrВ(ъ,е\ воз S(z,uч|L| . пустъ
теЕеръ одн8 Ез тоqек сj.,Iп / совпадает с z , а другая пtл_
надлве.Ет uно8еству Х Х ВtZ,е\ Тогда заlrutшутd отрзок
Lg,й пврсекавт сф;ry Stъ, е) в веколо;юfi тотtе
?о'. Слеловате[ъно,
' rr t7\ - r { п\ =Wt, - пф+ |,лр - п 

Y,l 
< N( л, 

r.o,\ 
+ l qо 

! tr) = ц Lи.
По предтщевi. I суц.ствует бrЙшшя ае LьРr(ХiЪГ , с/ве-

впе котороfi ва lпcecTBo К совЕадsо, с |r . Прш атом

цо1- tt/B,,, , о€ N r ВG,il; L"- N, Btz,el;

ЦХ,| - tl,(?.o' < ^t(|o,L); lJ/(L)- w(ач\ = ъ(цrl_\ ,

r{r\ :
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т.е. Ш < Ur . Это п;lолпвоIвчдт условпD лЕ8оglлвдьвосгш qylfr-
щl U . IIоlучешоо щ)оЕЕворечпо озпачает, что X'Ln= Р , т.е.
Lп: Х . Преллопоtше 5доказапо.

В заltлючsвпв этого парагрф оmiетЕм, tпo ЕекоDоре клас-
сн rвкспIвлшпп фуrлсвй JIцшшца Еа KoвBiIEcMBpHж овшIцдошD(

пIюстрапствах ЕзучsJIЕсь в работе автора D] t.". таме добав-
детше ftf,). В рботв [r] поrrучешпrе результатш испо,Iьзова-
Jцсъ дJIя Еостроепrя оцтпмалъmlx цеIвмещоmft !rассн.

ý6. }hсшшлълпlо п краfiшо Фушslп Дlшrца qдпоf,

веществоrшоt чврlашоf

ýcJш Х - одЕоlýIвоо а(Шшпоо пIюстрнство, то, очещшо,
каtдая t@г!ЕItа N е,Р уtrовЕотвоtЕФт ус.пош (СВ). Крше того,
в атом спучае .mdне две шетIЕкц пропоtlвоваJlъпцi ?,l:hLc прч
некоfороч 2,>0 . Зв@ссгдlуошнокотоIтrDЕтрЕIqу Lе? .
Дtя удобства Евлшоlша дмънеltшс дюsулътатов огоцдествt{ в
этом шарграбе Х с R , пDп атом буtrеrr сштвть, что
ЦЬWr: IC- |||, о, ц с Д .

&rдетпrд, Ьо ШвiuЕя LL: Д *R пIЕflадлаlFт Iшассу
LLро(R,ъ) в Tot, ц BoJlжo в том cJýFцa кqцдs 4 абсqшпrо

непрбчrвва Еа .шОош в$ФrrlоD, огрезRе ГЛr6JС R п ов щ)оцз-
вqдЕдя удов,Iетводвет ддя почтш всех Р€/R (отпосцтелъпо
сооlвотстц/щвfi лебоговой шорш la ) веравонсtБу lш'T,',l<.t
Пр этmr дlя кщдого Пое [7 

" 
dпDавол,лrво раЕ9вство

ИФ): ll&.o\+ |^tl'ft\dt,I.e/Д, (?)

Для (укgDй ШеLih(flrъ\*О вводо}i в раосмовIвЕпо lпo_
а8с!ва

lnln:_\ne Rlйц- , t\o У+:|ее /R|ч,'соt=.t|,И"=Ипv|l},

ь;: aф у,;, й: urttt, bn- C.u е: ,
где sероз ааГ Д оdознвчепа совоцiппостъ всох вryтдвввЕх
точ€к uвовеста И .

Гвк хорсшо EзBoctBo, .mбое откдrпоо шtщвство в Д прод-
сташает собоi оdъодчпrеlце ковошоfi шв счвтвой оовокJrпЕостп
поцарно нs ЕоIвсокащм xmopвaJ[oB (коlвшш пJш бооковоч-
шп). Такоо прдставtrоЕпе отвIIпого lrRCocTBa в вцдо объедно-
IЦЯ lВТеРВаJIОЭ qДIВ(}ГВОЕПО; а!Ц ПIEOBEJIШ НаЗЦВаDТОЯ СОСТаВ_
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ллщдмц шперваJвмп оtlк;хrsого ццшеgгва Еа ш)лlоi.
lrфцry .lшпм тсва (ýrЕ(щп tl,e Liр,OR,о) ч составпяоцлrЕ

пвторвалаlд Mtto8ecTвa еъ суцвсвуЫ тосвая связь. А n'eElo,
некоторчй шпорЕл I С lR является состаЕIщ. f,нтервалош
uЕойоства e,L в том п тод$tо в тс], сJцrве, 8огда I оовпа-
дает с rrнmecтBoм вцr!роllЕЕх точок Еекогорi .шшп това !
{уIGIIпш и ; пщ aтol| еем I С Q, то наЕрамеу" е про-
твопоIошrо наЕрашенЕю qсловоfi осtr, а всм l С Grj , то
вапрsвпенпе l со"падает с нап!ааllени9l| tшслово! оЬц. 0тст-
д8, в частностп, Еlтекдот, что 

-QС 
int Е* о Е"-Е*:L*.

IIршведеlяне IЕссу]кдепхя поэволяDт топоръ перфрцrшрь
ватъ ц)пзпак }rавспrялцtФти (см. ý4 п прдлшеlпде 5) дrя
{уrпGцfr Лшлшrца одlой вщоствоrшой пермеlлrой.

ПРЕIШOШШlИЕ 6. Ф у п к ц Е я ф € Liро(/Д,+\ я в л я -
ется !rакспмальвоf, в тои_ п толъ-
ко в тош случае, когда Ь"=lД.

Из прллmвнRя б r фрryш (7) BrTeKaeT, в чаqгностц,
что Фрrкця l,L € LiPr(B,I,\ в тспi п тодшtо в том cJryTDe од_
нознаqно (с товостъп до поGгоянного сJIагаомоrо) опрдоляется
свопмý лf,наями то&а, коýца (.С rФKcпrлallьlla, прЕчом

у,URх an\ - 0,' Переrlдем топеръ к рассмогрrшо крвfitшс ФrЕtrв}t Jlптлrrпrа.

НаЕоl,дшм, то ФпrкIIЕя Lo е Ltр,(В,ъ) вазЕв€tвтся KpallHB_t, ес-
лп вз !авеЕства И :f,tt1,o+ ttr\ , тде !,Lo,1,1, е Liро(Ц,ъ),

вtпекает, qто Шо- Шо = Рпst,
ПРГДilОШЕlИЕ 7. Ф ; н к ц Е я (Lc LiР,,(Л,ъ) я в л я -

€тся краfiнвfi в том и только в
том слуqао, когда 1lrЩxlnl"\-0,

Д0I(AЗАlЕПЮlВ0. Прдпо.llошм, что ддя (уrдfis{fi {),l1,o,1l1€

еLi\Ш,ъ) имоgг шесто IEBoHcTBo *=|tu,o+ tlr\ .- ТЙа
tь'(оr:!fu!лl+ЙО! для trotITE всех rе/R . Следова-

Tgпbllor у'rЙ7UrоrЬ\:tl,(Л)=-l дrIя потtr юех ее И} д
drc)=ul1ol=ti,lal':4 дJя поtпtr всох Ое Mtr . Ьпш пр
атом |,o(ДrrUrr):0 , то 12|a|=u,!o@)=tl,rtPll-lв Еочтя всех
;:fr';';.tо*""" осЕованпп (?), поlryча.", *rо Ч-Шо=фfuSt,
т.е. l,L - краfttяя {ýЕпý{Ея в мнФеетЕе Li2URrt\' ,

Для tcС LiPr(Д,Ъ) введеш в pccMoTfre}Me {ylшщr
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Г-т, "** u/(о\-0,
Ч(L) - {\I'el -t I, есш tJ@r>-0,

tl"otиi' :lq(t|dt,
0

(8)

l*r(L\ - 2u,(л\-ч@\п ое Д.
тогда

tlicol : q@\, u,iot : 2tlltоl-ч(с)

для Eotrm ювх Ie lR , Е!шtвм 1l,(AXlUln\: О . 0тсцца вц-
токаот, что (mrкцlrr фоrч Ь, прЕsадIеп'ат Ьассу Liрr(Д,ъ\,
С щугоt сторвц, ll,- vru,о+ {Lr\ . . Ec.lп (,yIпtIщя & крiям,
то фп- Ш^=фпsг 1 т.о. ш!Фl-Ёл(р\-tl,.@\:t|(с) для поmЕ
ъсех'LilД . Слqдоэателъпо, 1l,{Дxt|n\: р,(lД хИuо\ :0.
Прл.пшенше 7 доtазапо.

Прдlсешя бп 7 пспtаэнвдDт, что lвrtсrrrалыше пкрвfrша
фу,лgщ образппт IЕзвно классч я Lipo(Д,,t) . В заrtлsеtше
атого парагдвф пIпводоr. дэа пIшlrвIхl.

- IIИМЕР I. Пустъ О - такое **р"*о. 
" 

/ lяGбство, tlтo
а:А, 1l,Шxi) > 0 (црmпорш i"*o **""тв мйно наiтп

" Eill. Поtrошli

(l@| :

Гоr

t
lплв Q,
0,сс /Дх а

задqддд ФtпсФц0 tLo paвgнcтBoif (8), а Фrrшщ и? _ IЕЕацст-
ьч LL{o|=tr, trеА- . 06е сшпсчш Шо а U1 пIпЕа&пыат шао-
cv Lii>о(Аrъ) в по пIвдIойоm б rвйотся lвкопlвJIълддла. }tB

прqдJtGеЕхя 7 ElTelcaeT, сто ur^ не явIяg!ся крйвеll, а t " в-
ляотся крйеt {ушwеfi в шшЪствв Liро(Аrъ) . КршЬ то-

е": %г / , 0:,. е:,- Д;
оIFако этп .trytlBtlEп Ео срашхilн. '

ПIИl[ЕР'2. Прдстаяпr liHGecTBo /R в ыцце оdьеlшнеtшя дDу:с
цеЕерсекащся lglвIluц lлIGecTB Д s В так, чтобш для lcal-
дого sаtrylоIю о[роака lаr87 с Д хмв,ш reсго BoIlaBoEcTBa

|оGо,67п,4)> о, 1l,Ga,/.7n д) > 0.

Укдваrпдrе lшвеотва l с В суцеотryIп (сu. Еf,). Полmr
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{|(о) -
-l,ееД,
t,ее$.t

}lз шрqдлшевпя 7 вштекаот, что (Ркшя Шо , qlрделонвая дя-
вевствош (8), mпяотся BpaiBoft в rшвеотЙ Lipr(Rrr) i од-
цако ддя атой Фшпсш Щ" Е*о- L*o= / , т.о. ILo во в-
ляется mкспrа.пъвой.

ý7. 06 qдвом tqпассg фуЕýцi ДЕпп,rцs нs а(шшноi
плоскосш

Пустъ Х -двушорооа(!фf,Евоопротрвстю, еg Х
откFпое вщкJIоо кЕuестЕо п N е !) . PBccrroTmr в Х oelreil-
сrю Ь" 8аправ,IеЕнIц l (соотэвтствщrt поIпдок

(ЛI) .шбая црmвя 1 е tэ. Еорвсоlса€т rяшество_ 4 ;

_(л2) шя мйого п€ь " ваiдется так8я цIlilая !-€ne
€Ьп ,чIо 2,€е i

tЪj *- Уе G х t,g, tо епП С,чП е-!'
л. 

tла) есш,Q,Nп,п,?rе, kr(lr, on4'znNo,

I*""=2, mh: {, lo Cd.&y,
ПРШUIШЕlИЕ8. Длл лпdоi вотрпЕ g ас0 l

удовлотЕоряшщоi уодовхD (СВ), ваfi-
двтся фувкцgя t-LеLiРо(С,Ъ\ r для ао-
Topof, ваuкнутшо лЕвоtво- упорядо-
чонпцо lrBoaecTBa d=епс ,гдоее&ч l
являDтся тока.

ДOШЗrШ[Юlts0. Пустъ tЕтЕпка + с 0 иoBlIoTBoIlяeT уо-
ловm (СВ). Jhя вц,дой тотtп о е о paccrioTpnм caieicтBo
lio uщ, 0, такD(, что: (а) ае €i ; (6) ei О-тIпЕс-

вормъва к прiшоt е-е Ц , т.е. пIl вэкоsороч (а тогда r
цtп .шбоr) |€ е"\ {;] 9 

шЕ9т rrocтo рв8вотво

';^:#;:;&*"r;"rй Ееаагопуп Tot*y оо€ е l вЕдоri
вспOOюгатолttт}т ЕрlоугопъЕуD с!сгоlry коорIпшат ва ЕIOоЕоегr
fi , штало котодюi pacвo,tmoвo в .2о , а вrоIЕя вооащЕаша8

осълооЕtадаел с Noo . Оdоэваиш вýае а@,У) , |то а,уе
е а , ]rгч Ецry сЬветстrуrщ-q напрвпвйш лщ ае*

ч l, пэ Xro . То[Еа пз услошr (Ш)-(Л4) $шакаdг, tпо
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{*пбrп,Ll,):O. (9)

t*n 0

Это озuач8ет, что наtщlтся wча е >0 "_!l'!, такпе, 'rго
Б@оrФ с О, и пр.lпобъос ссЕrло,Ф l е'"С Ь" мо.ryлъ

таЕгенса угла HaшIoHa прmlоfi /, к первоfi коорллпtатноft оси не

првglхолит / . Следователшо, лобая IФrlмая l"c t>r^ , где
ОеВ(16rЦ , мФот бrrr,ь зqдана ypaшIeшxeм |:кr{+ 6". Вw-
дем в рассtютрение мtогознаtцое отобра.венпе

?@): {K"l eie 1|, *е Бrcо,е\,

Заметrш п!g этопr, то для mбого Пе В@о,е) мшно 1дааать
васла (о п К, TalcuB, чпо-iY< Ко<Ко<М п фФ):rКl,К27,
Введем обознач-еtшя:р@,6\=!а- al, р(а,В\:iп!{ pta,6ltбe ВГ .

А(4,8)= sшр{f@,В)|асД! , iде b,6efli Д,Вс /R . t'dгда
шз своftства вшщl,к;rостп мнФоств8 $ео, t) п равенства (9)

въгтекает рввнство
аry д€,trr,Q@л):0, с€ В(х,о,е), 

11

СледователъtrJ tСлr.tl3]), rийшrтся чlutа а,^о. 0 . бо и абсо-
лDтно нопIЕрlJвная ф}ткщя с1: |Фо, boJ * К l для коIороfi поч_
ти всIqцJr (относптелдtо соогветствушей лебеговоf, медн) па

ГЦбJ вЕпо,tпяется ш(ферЕц{иаль}rое вкпDчеме tyiYle
€ YtO\ r ILо э:(Г,и([DеSlIо,0\, и V'(0) - С, Гр-

(rш( }" атоfi фпдtJ.пм содеркится g SlЭо,€l
Пдювещu, .по для лDбъш .р€r l ye(Cr\G)r{r} вЕпоп-

IИ9ТСЯ РОВОЕСТВО

t п Вч,ъQf,D):Р. (Io1

Деftстзштелъво, IrycTb Ё<ri,|rle{ п |.=(|r,|r\С l"Пе.
Дш опрелqд9нцостп будем сtлатать, чтd |, . |, . Пу.сть отре-
эок lао,6о1 явJtявтся пересечбниом bp,i,i" Ц,ВJ с
прокIшеfi шlФества В(уrЪrУ,лl) на перв]rD коопцднатн)m
осъ. Ьодем в рассшогроние-(уlчсщп

f(y):пr,l?{ 2ltу,2lсЕq,Lцl,А\ lё Гh,,|J, _
когорая яшяется вштуlспоfi и, сJIедовательно (сш.LIД), uo"o-
лDtrно Еепррншой. фп аrгсш, в csJry усJIовпя (ЛЗ), почша всь
дr справед-ппзц перав8пства
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IдL)=1-4lLъ(I,[\+е,!,< |, i=1,2, (I2)

очешдно, п!ЕIi9дле8дт U(!>rrъ) . Бо,lтее того, lrнФo-
стю U(ltr, Ъ\ совпадаёт с заlшtан!оu Е топоtrоIтl по|го-
sеЕ{оfi сходпмостп мвФоства qщrшцfi (I2).

В заrtлочеrие эаirвтпм, qто trродлщеrше 8 обобщает aнaJtolrч_
Hd рзультат автора пз Е5], KoTopHf, бвл поlучон для с.щвая
евкдлдовой метрпкп, ш позволяет (cM.fiB]) строптъ а(фкмшце
tпсJIонЕце методý рвщенпя опIвдел9нного шасс8 аадач опгЕrtrJIь
вого цорюцеuия iвссg ва аiШюrоfi Iцоскост!.
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