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т1,1пА эррOу _ JIБрЕ

В.И.lilшпrрв

Рассlят;lивается линеi.лая модеJIь проЕзводствs -обмена, в ко-
Topoi: liаЕIlЕй из производятеJIеi,i, вштуская товарн, затраlцвавт
Kaкoii_To опредеrtепнцfi ресур, имешlшйся у вего в огIЕIIичевЕом
коIичестве; весь доход кацдого пропзводдтеJIя в н€котороfi про-
порIии распредеJlяется мепцу потрбитепmш, а потIвбштапи на
по.ччеЕнЕе денехнне сродства приобретают товsрн, стремясь llBK-
сиtизироватъ cBo;ll {1ппtrs{п поJlезносlrn . Исследуется вопрс о нs-
хо.Едении рашrовесноii сшстемн цен. Ilоквзнвается, tпo задsчs
сводится к отнска}rию Heкoтoporl фиксироваtяоli точю{ при взашмно-
од нозна чном отобраае }и и вознrлкаюце го п оJIи эдрал ыtото многообрs -
зия в ешu:.идово пространство. liредlагаелшй алгоритм лцеfiно пря_
lлIna8т к апгоритW попиэдршыlо' ко!ш,rJеIuентарtосlи, расс}rот-

peнHo}v автором в [i].

I. Исходвая модеrIь

liycTb имеется /а товаров, которне произвол"тс, / пряз-
водителями и потребляOтся rт-v потребителяд{. Rведем общур Еу-
кервIцю участников моде,:lи, сtитая, что прr i е l: {r,...,-'l
i-' участниrс явlяется потребzтелем, а прш к € К=|m+l,...,п+а|
к-' участнпк явJIяется производитепем.

7частник 5€ 5= 1,1,...,**4}=IuK вчбшрет план as*..

=(п:,...,sj) , гле ij Jказшвает колпчество товара j, J =

: I r, . . ., ru J , заплан}rрванного участником для потреб;Dняя илr
про8зводства (Е заlйси:..:ости от того, яшяется уч8спtик Еотре-
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бптелеu шIп ЕроЕэвqдптеJIем). Прш этоrr пропзводЕтелъ К затра-
qшвает некоторЕfi ресурс (вапрuмер, труд). Этu затратн ямяются
некоторfi Jgнe&ofi фуrrкrпей компонент пltBHa Е ,i*i:tс|л''
д не доJIанц Еревцшsть задаЕrоfi велдqпшн 4j .' ГеаlrпзаIщя tma}ta

.т" по ценам р; tj= |,,..,fu\ даsт доход Д..=(р,с'l:Zр,, aj ,

trjoTecTBoнHo сйтатъ, tпо Iшав с* внбпрается так, чтмн iейщва
дохода бцдs ш9ксдмапЕtоfi, т.е. кошIоневтн вектора €' до.lш,нц
бнть решеш8м 8адаtи

^"= Тr,а; - пап!

?"i*i <С: ,

.;r-0, j=lп...,п.

(I)

(2)

(3)

IIРQППОllаrается, lпо дохqд 2" цgJlЕком распр€двляется rr€Едr во_
трбпте.ппш в соqгветстввш с заданной системой коэфtпtrд€8тов
0f , псазчваDщх допп о'-го потребптеля в доходо k -го про-

дзвод(теля:

ТО::1, к с К,

airO,ie[,KeK,
В резУлЬтате, i -t пqtреОптеIь Еоцучает срrмрпrft доýеrцfi{t р_

суIю э коtшчостве F0'- Л, , котовцй оЕ раоходIот ва ЕIшоб-
рот€нде товаIюв в йшчества, ai , стрlrясъ пIш этоцl лвксtruп-
здроватъ подезвооть поЕуtЕешото набора тоЕ9рв, xaI)sKT ерЕз}Фпýп0_

ся вшиtцЕоfi .Е, ci оi : (с', e;l.il l
}Irщш шовйш, i -fr потребдтепь вчбпрет свой EItaB .zl ,

рltlая задаw

Eri"i - m,ао! tцl
Tl l

|,li,i <Е'--а:, (5)

gi >О, j= |,...,п. (6)
l ,0

Щебуется уIсазать Tatqrn cшcтorry цаЕ pj: Pi (l = l,...,ft),
чтобн срацr оЕlиtЕдъвьD( рещешrt Е!швsденЕд( sадач учасшшtов
аsшшсь таrче .ffs, s С 5 . что вшIолцrIотsя усtrовде dшанса
тоЕ€lIюв:
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Z а,, : Е. i.. (?)
LeI кеК

_{еНН Р/ ИМеНУпТСЯ РаВНОВеСlВfi, а О ВеКТОРВ РВВОВОСННХ ЦеН

Р и ойечающих емlr планах 5', seS , будем говорить, tпо
они оЕределrпOт состоядде равновесия.

2. ВспомогателыIая парамотрЕческ€я моделъ
обмеuа

В далшеiзлем будем счtrтать, что
9ir?,ief, кеК; (s)

_ c'j ,0,i е7, seS.
Ясно, тго на опiпмаtьнцх решенпях эадач (I)-(3) и (4)-(6)

нерtsенства (2) ш (5) будут въшоllпятъоя ttаK равsнстм. Поатоl41,

эадаче (I)-(3) мmно сопоставить эквпваJ!енпrJm (т.е. шrешlр
то же самое оптиlвJIьное ршвше) зsдаw вцда

{с'r.L') - ml,fu! (9)

( 

р, о') = 1r, ( то)

t r. O, (II)

где Х. - опти!вльное значение цолевой Фrшrпи в задsче (I)-(З).
Это обстоятеJIьство во6}цдает ввести в расс!ютрение вспомоrатеJIь-
}г/i] пераметрическую модель об!,rова, в Koтopofl веJIцчинц 2( рас_
еrusтрrваiотся как пар8ллIетрц, а п.llанн Cs учасжt{кЕ вцбпIЕют, ре-
шая соФгветствWчие задаи (9)-(II) s (4)-(6). Равновеснне це-
на ч этоfi }.!одели (при биксированню( значениях 1, ) - это Ео
опредеJrенх}с, как и вшле,таttоf, rвбор поltопительнцх эвлшwъl Р7 ,

jrJ ,Iця которою сIЕди оптиrмдцtю( рещени:l эадач (9)-(II)
и" (а)-(6) нsrдrтся такие .i' , S€ S , что вцпотняется (?). I,ic-

ли при это[l, т.е. при данню( фиксr9оваЕrж значеlияс Хл 
" Pi,

окаяется, что оптиrrЕrльнне знечения Тунщ!fi (9) (велпщшr '(

Eci Ei ) равнн соответствук}[Ем велпtmнаil d.', то
iJJ

аfiеем, очевuднщ.l образоь{, состоянио рвновеспя в исхqдЕой мо-
дели, в чем JеIко убедитюя, переходя ог задач (g)-(Ii) обратно
к задачам (I)-(3).

таким сбрзоIJl, отноl,шение равновесия в шсходtоfi моделш сво-
дится к i!сследованиэ дЕух вопросов:
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I) Itff находвть IЕвновесие в параметр}tческоЙ моде[п обл,вна

при фксlсроваЕннх зgаченЕtr IIарамоtроъ ).. ?
2) Гяк подобрать значения парметров 2. , чтобЬ ерел со-

бтояпи равновесfrя паIвметршческоfi t*оделл обмOна, отвеtвюц}fх

заФксЕрованноlry набору B€JmtIrH 2. , нашлосъ такое (состояше

ршовесшя), для коrорого оптиiвльнне значенпя fryHKm,rf (9) сов-
падsшг с задашrrпи 4J ?

Для ршешя перого шз этrх вопрсов аводвIrt, анаJIOгЕIIно

fa], слеryшшцrп зqдаý, трансшортвого тшlа:

Е Д z,,boj-P*"ri hei - пое! (12)
iel jex ч

-Z ъ;;: -ý*л_0; ,icr, (Iз)
jеэ,л

rrr*i=Хr, 
кеК, (тц)

Эrr,i -E*r,j- 0, s'eJ, (I5)

2,9;>.О, seSrjeJ. (16)

}ra задача относдтся к массу сетевцх транспортнъа задач:
здесь шукктн coт}t, отвечаDчцле у;ввнеЕЕям (I3), явlrяотся trунк-
таrш ЕроЕзводства, 8 пJrнктн, отвечающе уравненхям (4), -
Еуякталд потрdпонвя; щЕIктц, огвечsшцrе ураýrенпяi, (I5), в-
ляюася прмопутоtIнЕш{ ryЕктами (т.е. с нуловнм баIансом груза).
ТаК КаК Jшбоfi цrtчФ Ерочэводства свяэан с лобнм IýrЕктом Еот-
рФlенпя Ееко!орцм шутем (черэ шбой шз промеrryтотrъос пуtпtтов)
Е зада!па сб8лдЕсирована (спдярrrнfi оdьем про}lзводства.совпа-
дает с сумlrаршrш оdьемом потреб.леппя, 4 ^r:F ? е; Ял ) ,

то в дsЕноfi задsqе прп лпбшr ц>0 имеDтся догустfiмне решо-
ндя. Вшдr очемддоfi ограЕдqенностЕ мнФоства доцrстиltý( роше-
шfi прg такпх Д. 61цут суцвствовать и опт!лм€шьнше решендя.

Такпм образом, прл lffi:шl'. hr>O задаqа (12)_(16) разр-
чпцm. Тогда, как пзвgстЕо, рз9ецшlд u двоfiственцая к Heri зs-
даlв, пдеюцая Ецд:

_Г,, $ э

?*i;,\Oj*F сь*)'- tпtп! (rz)
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-ш;t t, > lпсr, ic I, j е J, (rB)

^ ш*- {j >-Ьr! , х cK,i е J, (rs)
0твет на первцй из упомЕvтьв вшIе вФросов дается следm-

ЦДl,t УТВеЩДеНПем.
лв,ll*iА I. Е с л и li;i, i-ii u {

маJIънне решения соо
} - оптц-
ствеЕно

транспортноfi задачи (Tz)-(r0) и
двоllственноf: к неfi задачи (rz)_(lЭ),
то равновеснне ценн во вспо!lога-
тельной задаче обмена (с данвн-
ми Л,, ) задаются величднамц

i;:evi ;: l п (20)

а компонентн оЕтимальвЕх trланов
участников trолуqахстся по форму_
лаtjl

ir!:irj/4,r=l,..,,tъ (,, l:|,...,ft. (2I)

ЗАLft}Ц}ИЕ. 0птшдадыtне значендя двоfiствеIшD( trеремоЕgцк в
транспортвоИ задаqе опрделенц не однознаqно, а (в Jýrtпnoм cJýr-
mе) лпдъ с точностъю до постоянного слsгаемого. Поэтоlry на-
рщ с Pi равновесIrшr! буцт п ф при .mбом f> 0 . Прп

эJом оптшмалъýе Iианн уtlастников будrт задаваться веJцчrнами
(t/tla j

дOitAЗАтЕ'iютвo ЛЕ!,t}trы I. по.лагая 9lr:€-'', s= /,..,,tп4е,
будем пметь из (I8)_(I9) "

U,,/, > с: , i= l,...,rп; j*|,...,ft, Q2)4tt1 t

|rFi * c|,K=tъtl,...,ru+|i /:|,...,п. (2з)

А это нервенства з8д8ч, двоfiствонgtfi к з8дачам уч8стнпков.
Кроме того, Fiii: tr, и из (IЗ)_(I4) следует, тго f' -
допустиrrн€ *"* уч"6Ънuков. Jlвлее, хз усJtовпfi допапнящей не-
[есткостш, которне долхнн вцполнятюя дJlя опм}дJlьЕого IвпоЕпя
транспортвой задачх, слледrет, что Ди Йп,trr,ТF, в нерввнствsх
(Ib)-(I9), отвечаwпх Zrr, , 0 , до,шlо иilgгь мосто равенст-
во. Iiоследнее аквшвалентно равенству в соответствушltrх усдо-
эпж. (22)-(23). tIаконвц, Urr, о aKBmBaJteHTuo условшю

й,,i,,4
твет
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fri , о . Тем саrлrд условдя дополl.шщеfi неаесткостЕ внпод-

нrIDтоя для задач ytEcTHaKoE, Е допустпlrне решешя .Я' явlIяDт-
ся оЕтпм€lлыlкмtl в 0тцх зцдачФ(. 0стается заметптъ, qго яз

ТtЦ:Тt,j,l: /,",,ft,

дедением Еа F7 получаом

+i;=+Б;, j:|,...,п.
леrдд доlсаsава.

Ъшпr образом, вФtрос об отнскаlшш IЕвновосдя во всЕо}mпа-
телýtоfi шодоли офrека прЕ atsKcпpoвatlEtB значOнпФ( п8IЕшотров
Д, ршавтся Ерсто: tлЕно решцть тtЕнсЕоршт}rэ эадsчr (rZ)-(t6).

после чеIю IЕвнов€сЕце ценц ц IЕвшовоснце Iиавш учаспlдков 8а-
ходятся по фрlryлаш (20)-(zr). Прв этош, уtитцвая сделавgое
эъцп€ ааuвч€lЕпе, поJцваош во qдно состояцхе равновесЕя, а по
краПвей шере целое оддоtrараметIжчоское семеftство такЕх состоя-
наfi: Еаряд]r с I}авновесrеш И. , е: | раЕшовеснцu булот в
соgго е |tд,,РИоj} прr'.,шооЙf lo

IIереfiдеш'к вопфсу о пqдборе такЕк значеwil а* , чтобн
СРДИ ЗЕачеIIЕt ф3пOqsfi (9), отвевющIIх воJIуtцвIЕrЕя раввовsс-
нцr, сосгояшrпi, оЕазалдсь трОуеш*е /j . Фrвпrrr,л qто есJп

|р;, ar|. J - состошпе дввноввсЕя прЕ даннцх 1,- А^ , то ЕрЕ

i!=tT*, t> 0 , равшовеснцtд буzет cocToшte |tp1,os| , в
которош зЕ9чон!я Фlдпвfi (9) будут телп te. Torr сашrд в8 вел!-

зо & tr &, l[Gxo налйgть какое-лшбо усдовЕо нордрвкп.
l, KatK,cTEe такового црпrrош условЕе

Е I (24,)
к< к

3. Алгорrш отцсквнЕя соегоrшпя IЕшовеоtrя
в trохqдЕоfi к)доJIш

Бутем прдполагать вцtG,IшеЕIЕl, уоловIе двоfiствеввоfi невн-
роцдеЕшости для тIвЕоцорlвоfi задаw (12)-(16): лля лпбого р-
шонrя сЕотФ.ц норавонсЕ (rВ)-(rg) в раЕ€8ства обдвцавтся не
болое а?,+ п+ а- | аз эшI EoIlаBoBoTB.

лк
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ftдодtение этоIю усJIовця обеспевrвает едцgствеЕпостъ IЕшо-
нхя транспортноfi зqдsq (12)_(16) прп мбм, )r>-0

0пдшем одrн lдаг Ередлагао!доrо про{оссs схгцсканrя состояlшя
равновесшя в рассмtlтрпваемой мqделп.

На очередном шsге процесса с номером 
' 

имеются поJIшц-
тельнне величинн;

2.fu
P,i , /€J,
^t,и мнокество 6rС S, Х

условия согласования:

.. 
tr) Ве.lдпщlм pj: р;

ЕеИrш веIвэенств:

к еК,
, дIя которшс вцIlDJIнmтся след]rюще

удошетворmт следmщей cncтorв лf,_

>. , ier, jeJ,ti,hlc,fi,,о.lJ
oj

Р1,

-ci,
(25)

* =4, к е K,j е J, ск,hl сбп, (26)

"j ub

0бознасш, череэ Е(.А") мноаество IIоJIоIIтолъЕЕх векторов Р ,
peшащдх атт сшстецу. Теш саrдrм условЕо м BeJцтшll.л р; прп-
нлшsет ъад рz < Z (а.\.^

(о.о. ) ВеJЕrwнц Zr. = ir| , задаDщд8 решенця тIlаЕспортrоf;
задsЕд (I2)-(16) п,i'Ц=Ё ) удоЕ,Iетворmт требовавло

L_,=O, cs,j,tf Л". Q'|)
sJ

Для дальнеfiшего цэJIоаения челесообрзно ЕеIюфрqrшроватъ
условие (*оl) по аналопlи с условпем Е). С этоfi целъш введ8м
в рsссмотрение орпеgтпрэа}шнfi tр1q Г/аr) с швшоством
веDшдн V= 5U J ш мнФiествош дrг и-,l, . Ihагодаря упоlдя-
нутоW условдп двойственноfi невнроцдепности задаtlх ( 12)-(16)
твкоfi граф не содеIЕ}tт lшиов. IIустъ ? _ tlисло комповонт
связности этого граф , Кr- KrrncI,JгJ - MHoпecTEl в€рIlиЕ

хбК,iеI, jcJ , попадаDщо( us компоненly свяэЕостщ
с номером r' . Бдем ЕIюдполагать, тго для кядцоfi кошIонеЕтц
свяэности всо аги шlшества неrryстЕ. i,lз далшеilшего слqдуот,
что ато сво!|ство насдзryемо, т.е. есJIl оно энпqrrнrlется для
лрФ Г(g}' , то ато так u для граф Г(Ф"*,) 

^ . 
Твм са-

}дд, р€tБ ддет об условхп на начальное шlоЕвство а,
Рассuотрш схсто}ry уеповшfi
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Z\"-E.E 
^.О:, 

j-l,...,T. (2s)
Екr^ ierrx<K ^ О'

Этш условдя предегsвIIяют собоfl условпя баланса гЕ,уза uа

кацдоfi KorшoHeHTo сввýости и яв,иртся необхqдяшдм r достаточ-
цш}ш условtrя!ш совмостЕостц систешr JmнelЯb8 урsввенпR, состоя-
щей пэ уравношй (I3)-(I5) п (Л), когорая trIш этом будет имвть
qддtствоЕнов IюшеЕuе, шЕеftlо завдсщое от параlrвтрв А, .

Jhя краткостЕ дзлоеемя введем вектор 2 с коliпоЕента}ш

Дr, К С К (предпоltатая естествонryъ шIорщоченностъ эле-
rBHToB lдовества К ).

Тамм обрзом, для .шбого Л > 0 , удошетворярцего ус-
ловпям (28), оддозЕачно оЕределевч велпtIЕЕЕ \j = rirП и }rо8-

Ео расФютреть мншество

Q@) : \fu , оlъ!,и > о, (s,j) с.lJ"\ . 

_
В результатв условйо (*oс) прпrшдает firл 2"'е Q @).

Ввqдя в Д'+'lшшесry9,@(Лп\= Э,(4)"{)(6а\ - Е
точ<у 7! е 

= (р', 2" ) е Rnr c , ,Йо ушовЙ согласiв"rия (о.) ,
(осос) зяппqатi в р,де tе е O(9n\.

&шо.шеlше чtага аJIгодпп{а Еа!шваотся с опредолоЕЕя тоЕш
о"=сF',ас), коордиsатш *оторя Fr? ,1: решаýт сиегеW

ур8ЕIешй, задаваещm усдовпmff

&:'*^l 
(s,p, cs,Ll е,Ф", (29)

с; 
^k- 

€i р, , { K,h) с л", (30)

совuостцо с усJIошем (2В) п услошоl, воIlffIюшtп (24). ifrде бу-
д8, показано, lЕo Ерд едманню( прдполФендл( такая систOrrа

ураввошй Емеот едrнотвеЕЕое рФtец!s.
0тlютим, qто clcтerв равевств (29) слеrчет дз спgгешt ве_

раввЕств (25)-(26), оЕЕсцмпщрfi lшшество Е(g") . Тем саlлдд
(29) вrпоllцявтся для лбого р € 

=(а_'| 
. Авалоттщо, (28) вц-

trоJIцяотся длrI JФбого Хе QtLrl,
IIоясlшм Еропсхщд€ЕЕв сtrстемц (30). ItaK лепtо убеддться,

есJItr EIlп некоторъв Р, Л а 4n вццолня)тся ]rс.[овпя согласо-
вашя (оС)_(осс), Ф веппlllЕц tj: tri/Pi задsпт оптдllаJIънце

реtпенця задач Jrтастшш (а)-(6) п (9)-(II) с лашлm р п А
п!ц атош зцачеа[я цеJевID( ФIпflцft (9) в сп;ry t8воствъЕ соогЕо-

?5



trешй двойственностш э зsдачах лпЕеfiноIо ЕроIрsr,пrпрвания оп-
редешшгся фрryлаш

,^t Ац 
l

{о,.х, ,=*Лr,(к,hlс.Л". (ЗI)

Тем салдпл уаrtов!ля (30) вдяотся усJIоввямш тог0, чIо значония
целевю( Фнlgцй (9) совпqдают с зsданнн!Ел велдчднаlи Ci

Ilрололппl оIшсаЕие алгорпт}€. Ес.ш для Рr,7r, аз
вндо[НяDтся условия согласоваЕЕg ("r1 _1or"r1 , т.9. Totкa 8'-
:(F2,7'\сR^" принадлех.Ет шФЕеству Ф(яо}, то, согласно

вшлепэлохенноtry, вектор р = F' задает хскомне ;ввновеснне
ценЕ исходной модеJш. В протrвном сJlучае pacoMoTIщM заш[сщде
от вецествеЕною параметр f, вsкторн

p(t\= р"+ttр.-prl,
л(tr* л'+t(i"- л"\ . (з2)

Вводя ?/(f)= CPftl, лttl\ с Rnre , лмеем ?у0') е о(аF)
п ?2(1)=D'l оаr\ . Найдем rrаксиlrалц{оа t =tлпп , дJц
которго ?у(t\ С ОUJz', , и примем р""- pGoo},-
hP*' : 

^(hna),U)Всли п"йiорщrпм прп опIюд"пu*оtпо. оказалось ус-
лоьuе pG\< Е(8е\, то вар rc,7t uм (K,j) , отвечашlая
лпмитиIушlе}ry пз норавенств системн (25)-(26), пополlяет мно-
хество а" . IIусть для опредвJtенностп лпмитrр]rшим омзалось
нервенство пз системн (25), отвечаюцее паре ti,jl: cio,jol ,

IIрпллия 0n*,:.!3.u |(io,jo\| , порходим к следrcщоIw
lдату.

( j l 1 ц* лчмитирующдм при определ€ниr tл* оказалось

условие Лft) € Q(а) , т.е. квкая-то lдз в€личин a:ja(t))
при f, > tло- ст8новится огрцательяоfi, то соответствуюцlая
пrry (sr7o) исt{,JIючаотся аэ 3n; прниilrаем 3rrr= Л"'

\ t(so,/o) 

' 
ц. uерходдм к следуощW шату.

П,вру (5or,ro) , отввчаOщID л{мдпдwющещ, нераввнству, будем
таюiе именовать ли},tlтиру!щеi.i . СиtlrаIия, когдs лимЕтиIвrюцая па-
рs определена неоднознатrо, требует уточненця. (юрlяльво в
аточ ,jJýlчае процесс мшно прqдоJшить, внбирая в к8чество
(sorio) какую4о од}ý, дз лиlдlтир]rщих пар.

,76



Доказательотво ковеqностЕ прOцесса ЕровоIится в прsдполо-
хендц огршичонной вцрФдеЕности, о чем рчъ поfцет }шдпв. Cefi-
час trокашем, что прлведOнноо оIис8Еrе цроцесса корректно. Ддя
этого необходшrю показать. tпо векторн Р' п 7n опредолtrOтся

однознаtЕlо и онп строго полоаителънн. Пока*ем это.
Рассмотряrr спстему урвнешfi (2е)-(30), из Koтopoli IIIM до-

полнительноl, усдовдц ЕормЕрвкд (24) qцрgдблrпOтся ре п 71
Системв (29) задает ва V-fi компоненFа смзнооlп ;рgРГ(.Я)
HeKoToIжe пропорщп мецдr вOлпtпв8!л
нsм/ € Jn .. Вводя uорошеЕЕце lTu,,l =
сать

, отвечашцдмх веIши_
,.rq , мсшем запд_

Pt
4,

rде pi _ нgкоторне
люJкно д trер€менЕце
ностЕ Iраф ГUJz''

Р7,:йlРi, j" Ju, (зз )

полоштвлшlн9 KoHcTaHTrr. Испо.llьsуя (30),
2* . опtосlщдеся к оддоfi коlлонеuто свяэ-

, так[о вЕразцтъ чOрез сосгЕOтств}щrю
першеrчryп Г, , 

,.

n hr:)rтr,,кеК.r, л (з4)

о V* - поrо;rтелшIцо аоgстантш. 0тноситолъно Х* лrшно до-
trоJuптельно trвýrtполагать, це огItаЕиtддвм общностЕ, что

л
Е,,Л.: 1r r):,|, 2 r...,т..< tt n

В реэулътате, пqдставJlrи црдсташ€tше h* з (28), потуgш
сдстеW относЕтольво порепrеклп frч вцда

й= Гfr, (з5)

rде йе Rt - ввктор nB кошIове8т 'INrl , а |-- полшптелэввя
lЕтрЕца, в кацдом столбце котодюfiJylлrа ад8}rентов рша еддш-
Це. ТВМ Сашr' ВеКтор (|r., .,4) е R0 5Iвпяотся собстввнrддr век-
Topol, tдтршш г' , 8 едЕIшца - lЕксЕЕд5шцм по rюлудD собст-
воЕншм чшслоl, lдтрЕщ [7, а зtuитl Е r@трпщ Г . По тооромо
Перрова cBcT€t/El (35) пмеет еJшнствоЕноо с тоtIЕостъю до lloJIщE-
телы{ого llЕоппт€ля IIолоfхт8JlъЕоо раIен!о

*= Pfr, lr, ,0 .

Теперъ пэ (33) r (34) ваЩrтся

Pi: rОЦ i;, j'Jr; V* |,",,т,

П*: ф\,r, {,;V= 1,...,а.

fr )0,

т-|



IgIнш,rтель р оорец.*тся Ез усJIовпя ворировrч (24)

/о = | /ЬЦZ Х^= l /b,fuu, о,/ ,,l=t 'х € (u ^ V=4

Ташлм обрэомl векторн F" u n ' опредаплотся qднозЕа!но
и поJIоfiштелънн, tпo и требоваlось.

фмепtм Talfie, что пз ]IоJIохптелъшостч Р7 ): Р", trn
следrет поJIоrитольностъ и Pnr' , l,'*' . Kpolae тою, так как
h : hL удошетворяет (28) п Л* r 0 , то мноЕестм Ku,ru

л[бо пуспt, Jцбо непустн одновреме}fiо, т.8. Iгустота одЕого пз
нж ыlечот rустоlу ддугого и, наоборот, еслЕ вощгото од{о из
9тЕх мнохеств, то неIýrсtо д другое. Так квк неl о!rоредном шате
шз грф Г(,Лr\ моает llсмюtитюя Jmlltb одпа .Iýrга п нет ýrf
вшда ti, к1, i ё .Г, к е ( , то тем сsil!{м Ез Hetrycтoшt liнmocтB
I, Ku,J, , отвочащдх компоЕенташ см:]ностп rрФ ГUЗ9\,
слодует HeIrycToTa такц:к ltEIo[BcTB п дJLя траф Г(аr+) . Это
эаворlает обосвовамо коррвктносш оппсания аJIгоIмтtfiа.

4. Сходимость Ерцосса

Нв кацдом многог;вннике 0(Л-) мо8яо рассr,tотретъ
отоdдвпоние €: t=lp,л\ € R^+:Ц0l)€Дl, задашемое фр-
щrлаrл (30):

€^0h- r;Цр^, бк,Ьt с .Фr,

фдача состоЕт в отцс&апиtr такото .{ п te9(a') , tпо

|(tfl:|* .

Леrхо убелштюя, mо направ,Iенпе сдвtrгs Т"-t' водет к

Jrменнпению евIc'цдовопо Iвсстояппя от текущей тотсд 6(rХfl) до
ев\ =6' . ДеfiстштеJlьно,

rtlв -,,tttл-rf'l,_о - rc;f (# - ýltffЧ :

ле
дL
Pr

lяr
\Е=,Ef(#-#)

)

?8

-щ

Pr\"



l,: - (сь)'

Таrtим образом, rецднй квадрат в сJrмuе, составл.щвй квад)ат

указsнного расстоянЕя, trрй сдвите в gаправленrц Il'- /" стрго
убшваот, а тем самнlд убшЕsет и само расстоянЕо. Фнако велпчяна

сдвпrа .шмцтиWется условшем tlft) С 0(Фо) , rrго п!Еваосит в
аналшз сходдшостЕ процесса известIIЕе тIrудgостп мегода возIt@8-

хщ ваправJIеIп{fi (вопросц ЕреqдоJIеняя "эаедатшя") .

Ifoxe щш cJloдrel, общвfi сrепrе 8ЕаrIпза алгоршша пшшадIвлыtоil
ко!дше!внтарllостп fI], "_осхолшеfi 

к rзввстноft схемо Jи}roР,Eofi

KoMuIeMeHTаpHocTE Лоше [ 4].
JIE!.|MA2. В течение trроцесса вцЕол-

няется условпо
Ф +а (з6)--r+2 l 2'

ДOl$ЗАТЕ[Юlts0. Ввиду того, tпo Еа итsЕЕщи & рвсслитрчваm-
ся JIпItlъ таме юкторц р , чtо р > 0 д вшпФIЕяотся оЕсте!rа ус-
ловцfi (29), мшно вэесlт в рsссlrогIюнхе велиtIпнн

лs

уr= i, (s,A) е3r. (з?)

Тогда веравевства (25), (26) }rФцо переIшсатъ в вцдо

N,pirc; , ieI,7'eJ; (25')

N,Pj<ej,KcK,i cJ, (zo,1

r€цдоW Е9 вераюнств (25') отвевет я€р8ванство щда

'rj 
rO . Булем говорштъ, что такше два Hepaвeнglвa ОбРЗУРД

КОШИОмОЕтарIýгD llapy BeIEBoHoTB, а кяцtое пз неравввств IIазH
61цем пменов8ть ко!дшвментавнцм Ео oTEoiIloEExc к дwпсlry ворs-
вонству пар. АналоIцчво для сuстеlл{ первеЕств (26 ). Нера-
вевства одстемý (25')-(2Ф, отве!вщдв ti,jl, ск,)9 Р",
а такво нsравонства l,"j r 0 , орваqащде {srs> f ,{Jn ,
будем имвноватъ базовцtk. Talcnr обрезоrа, Еs каддом шаrc пр_
цесса ровýо qдно веравенство шз коlдлOlfi,нтаIжой парц явпя8тся
базовьпд.

IЪ очвредноfi птвIЕlдп (р+ t ) одно яэ веdазовж хера-
в8Еств, окаэaнпееся лЕlдтпрушlщ, Е8 Iп8г8 z Ерп опIвдаленпп
волtrtпнн t 

^о, 
, п€рФ(одtrт в разрлд базовю(, а соответст-

ф #lt#) - о
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В}mЦОе ко!шJIеrввт8рнов ЕеравоЕство _ в разIlfrд небавовъD(. УслО-
вие (36) говорпт о том, что тsкое кошшемонтарное HeIlвBeEcTBo
}мет оказатъся лдмЕшIrлоlшм Ерtr вЕпоrrнении швга (a-+l) . Это
утвеЕцдOцпе будет доказано, если пок,азать, что отмеченное нера_
веЕство внполхяатся для точки | o+l

Дошзательство посJIеднего фкта во мнотом аЕалогиtIно соот-
ветстЕуэщой частд рботн авЕора fЗ], гло рассJrffденця прводят-
ся в ycJtoвпllx людеJи обмена. С целъп дsть прqдставлевЕе об
цдейЕоlt стороце воп;юсаt воспропзвsдом tЕстично соотв€тстз]mlще
эъаJIадд(п. Но чтобн Ез6€rать изллппrеfr грмоздкостп, огрнЕчлlлся
рассмот;юнпе!, лпшъ одного иэ воsuoпнrк cJryФeB. Рассlлотрме
остальнцх с.ryq8ев оDлtrtЕотся достаточно очовщшнrй изrrоЕвнrfiш.

Iiустъ, для опредаllоЕшостп, лхмхтдрур[им Ерш оЕрдолвнип
веJшчинн tr* на щаэе & оказалось HeдхtBoHc?Bo r|.rЛrcll>О
и, знаIшт, б"rr-- 3.х {{io,jot} . Ясно, vtо (io,j) ''О 

Ее .вля-
8тся одинстюаннм uteмouтoм ъп,ла (iorj ) , прtrвадлепащим l_ ,

пOо в таком с.ryчае 
"ij"(!\=p,'-х^*>0 

прп мбж 2,>0 ,

а знаtIит, HeIEBeHcTBo ъi,{яttl\ >о не мотло бц бнть JtиMtrTB-

рущцм прц опIвде,Iеrпоо jбjшлт"r" t^" . Пустъ (io, jr\ €8а.
R, следователыlо, dо,j) € Ф2t, __/. Это ознаtЕег, tпo на lltагв
(а+4| фдвм пuеть !;":ejy'P;,, п вераэоЕство, комшеrrен-

тsрное к неравеЕстry 
"rjo 

, 0 , мшот бнть записаво в вtгло

ei:^ _ ^io (зs)
* Pi, '- "j" 

,

Нlтно посазrrl',' тrо ато неравgвOгво вццоrlняотся для р: Р"' .
IIусть wс.ло KorдIoEoHT связЕостх у цраф Г(Л.\ paвtto 3 ,

п, следователшIо, (Г+r) у граф Г(а.+) . Чтобн IЕз.rш-
чать мЕоilества /n , огЕ8IвюцЕе ко}rпоцоятаЙ связвостя гваба
г(.п)_пФ 8налот!чнцх **.9в#л" ryар Г(lЭr*r) , будеш

шлсать ly в пврвом сryqао д l, _ во втором. Аа8логЕчно для
шIов€ств J., _ к _, .

пусть '[oe'I!, I!" , io, J|, J.Jr', i,c t:, J:".
По предпоlшенхD, l6[ниlмзхдrЕщu IIрЕ оIIредодоrпач вешшпr f,.o-
на шаге оказалось BeIEEHcTBo Ъ|;0) > 0 . Из этого ше-
ý8т

L?.(^'\. о. (39)
%lo'

в0



Для ъ?. (Л,\ . как легко покаэать, спрведлдва фрrryла
ooJ о

L7i0,)=Д_ Ел_О:-Е_,,т":, (40)uolo LеIЦ|ксК ^ G rcKf;+|

Таким образом, шмеем

Е Z^:о: -Е tri . о. (4I)
'rI:*'KeK' aeK,ll ь

Но х : Т* удошетворяет сtrстеме (28), и поэто}ry

Е,Е
Let2 кект'Jчитнвая, что JT

подrчаем

т Oll:l"

д
leK|
rЁ1{' 't+4'

tri= о.

K': Ku'l l К""t f ,tr+l

^:0; 
-
U , отсlOдв

Д Z, 
^:0: 

-Е Т.? > о. (42)
ielлltxeK - ' reKftl

Tt1
К;юме того, ,Ь* как h=\" удоыrетворяет (28) о f': I"r',
К|: К"' прr .,l = |,2,,.,,В,!) , то

,};*,Э7:0; - Er,^i: о, v = l,",,(tr-.,), (4з)

06ъвдиняя Еоrцrченнно соопlо[еЕпя (4I), (€) п (43)r в!lдЕм,
tITo orlл Ередстsшяют собоil Iвзуштат ЕодстаЕовI(x Т. = 7" в
сдстелФr вшда (Д), нЪ отввсащm мнопестsу $a+t ( а не
6, ). Этоfi слстеме отвsчает cпcтelв вцда (fb)

Е=Гgrtr, (44)

tiри этом переменнне .ff. связанц с пермеrшнlм 2. сооlношенrя-
ПМ (33), где 1,_=\i эадапт trрtrоIдщ меядr BeJlиtlиHawt 1, ,

отвечsшlиlм 
' -fi KomtoнeнTe связвостп грф Г(Ф"tr) , п на

кацдой Kotj|цoHeHBB Д i|*' - ,'.
д€(ч А

IiaK легко вIцеть, Ео.щrченЕне соотнсхпенЕя (цl)-(ý) дапт
результ8т постаЕовtg вектор 7 с копдtоввЕтаrr}l

Й:Z _r,tr!, V= 1,2,,,.,(T+lr, (45)
' KeKf;

в систеW (*), 
" о* о*rор ir=Й - Гоrff EtюeM

8I



i., О, i.r, . О,

Е, *О, V= /,..., (а-r).
(46)

Примемя леmry 2 пз fЗ] к Ео,Iqцтельноfl матр!rце 1"._, ,
поJýгtlим, tпo дJц поломтелыlоI!о векторs t76 2f | ".-БЁ""пщa",

схсте!,ry (44), и BeKToIlа fr , ьвпдy (46), справедливо

Ё.L (4?)й|:,' - fr",,

?еперь за!rетпм, qто ввшдr (2э1-1391 прпорlдц мsrду веJшtш-
u* 

^?', F,'*' , отвеч8ющими BepшHElM l€коfi_шiбо компо-
вентн свяЕ}носtи грР Г{Лr*r\ , сохраIиDтся тем[ ,е,
lпо и цIюпорtии меrд]r соотвsтствупщlмЕ велr(шнамл Т!, Fr',
Поэтол4у велиtинц 

^:r' 
эадартся фрryлашл 

- 'l

{ ztl 1i .. .+lл :-:_,KeKi-',V:/,,,.,Tt,| . (48)'к !'-, те
lЁ Ац

hе Kf;la " 
_. "r,Зафпксдровав некоторне Кlе К:", к"с Kf,_|' (как отмеча-

'iiirР,ЧТ; ,Ku, 
rr, J1+ Ф ), доlдtопим нефвенство (4?) на

^к, 
/ Лr' . С учетом (45), 1431 получsем

т о+| -- Q-Lr, z Л;; ,ао|, - та
'aо rо

пм
;r+| =r+lArl 1 Д+ (49)т4

По предпо.лохеtшю jo' J|*' , jo u Joi|' . Ввцд, сдsлвý-
ного вЕше зап,rеtЕнпя о сохрsнsнпп прпорgй, лв (49) cJryuyeт

L
Б.,l l,

- -flо.l lo
Б?lJo
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uлп
п,r1
d1

ъй
'jo

Б2
a' j' 

.

6.*
'lo

(50)

(5I)

вцýоJIняется, tпо и требова-

Но tio,jo\, cio, j; е бz ? а g,з (29) имеем

Ё:gL
Бр с!оl lo lt

0конsателы{о пз (50) и (5I) следrет

т.2}1 псогj. 
- 

wjl

F.u' с9о'lo lo
и том саlлtм (38) для р: Р
лось Еоказать.

Ве5вемся к рассt сtроцир введешного в начале этого парагра-
Ф отобршешя С({) . Ilусгь Е': e(t1. Это означает

еt'пi: Ci rt, trо/ъ| .8". (52)

С друлой сторвн,

";tr:: c:F; , сr,h> с.Л*. (5з)

Fвм с: е' удовrIетворяет trIж некотором ft. е К услових)

4*= €i, ^* 
rt, (54)

тоrJrмнокsядIя *f i условЕя(52)на (z-f) ,а(53)
ва f ц сItJlаддвая, получпд, что (54) внtrоJIняется п дм €:
: $QXb) , а зн8tит. х для € = еО' . Тем саллм еслrt
(54) въшодlяотся для нача.rlьноЁ tоqц, С: €,О r то оно внцоJI-
няется в теqенпе всего прцесса. TollbKo такоfi сsстнЕr: сJrуsа?
проц€сса (со спещаалыIьпl "стадlтомП) и будет рссштриваться в
дальнеfiщем.

Прп сделанном пIЕдпоJIоIониtr тоЕш 41f {tlJ. бу.ryт дви-
гаться Ео Jýrw Ас Re,r l рf,=ц',ку| lл:{,д"еR' lr;::',:i;- }' 

(55)

\

afl
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и направленuе дDппенпя на кацдом щаге соогветствует прtrблппе-
t{пю к точке с'е А

J]Ell['iA 3. М н о п е с т в о С(@(Л,\\ ЛJ\ с в я з н о.
ДСМЗАlЕПЮТЮ. Расширпt; область определения отобрахешля

Chl\ . Яено, lпо его мовно рассlвтрпватъ не ToJlц(o для
tle 0(Л"\ , но и нs более шпрком мноЕестве D , задаваеuом

условпя}д (28)_(29), (24) r требоваlипм 2>О, р>о. В этом
сJгучsе отоОраенив 4(f) . к8к сJIедуот из предцдrщх рsс-
смотрений, взачмно_одноэн8 tIHo отобрхает уI€эанвое мноJiество
D на шшество llолопптельннх эек8оров (замеrшв в (30) 4'
на flризвоJыtцfi _Р , 0 Е ;вшsя coBмecsto crcтel,v цввнвнвй
(28)-(30) ц (24), однозначно паrrучим {P,Xl- с-'(р' ).
iIрообраз .lцrча .А Ерп отобрше}цl c(t\ будЪт вляться
пороrдевпем двух интерв8лов. когорне зачеркив8ются тоtпсамп
X(t) п pft\ , задаваешш[ по фрryлам (32) при условиш. что

рft\, ЛQ]' >О . (Не вск.mченоi lпо одtrн из атж пнторвsлов
внрЕцsетtя в Totкy.) Ъкпм обрзом, сКл) - ЕЕтервал в
Ra+c . Уwтшвая, что 9(Л"\ - внtrJrклоs мнопество, за-

кJпчаем: С|(А\п 0(лL\ - промецrток. Теперь требуемое

уfвед8донпе о свявностя лдlФsсгва ё(@)П.А сдедrот пз не-
прврцвности отобрапеlшя (,(tl)

ЗАМЖАНИЕ. Так как расстоянпа текуцей юqц €(t/") до
тови 4' g9 t(aцtolll tllarc прцесса р8зве rшшь убъвввт, то шо-
пество ý: Ф, t дJIя котоIюго tIpoMBrvToK €(0(ф')) П Л
uе внрщдается в To.uql (п, зwтдт, tr*, н8 шаге u стро-
lо поJIG}lтепыtо) , Е8 IIослеJryкцд( шагах ]гiе встроlвться во мо_
IeT. Теu самнш если бн такут сптуаIшD моппо бцло гаранмр-
вать на ка!доri шаге, то отсцда я сJедовалs бц конещость
trI}оцосса. 0днако, I€K Еоказнварт Еростне п!Еreрн, MýorgcтBo

ЦG(ае)\ПА шшвт вgрсцдаться в точJýr, n такше свlуащх не
uотут бнтъ пскJtючвtlн малшш варлffшя}п псхqдянх дsЕнцх. Пвпи-
воfi тоW одворqдностъ условшfi (I5). ПоэтоW для домзsтелlст-
ва коне!носш процесса мц следуем cxorro полtrадралъной кошше-
МеНТаРНОСТИ, ItСГОРаЯ Не ОСНОВШВаОТСЯ На l,ЮНOТОЕНОМ ЕОВ8ДеППП

в те!ýнпе цроцесса значенпя какоfi-шбо (IшrýЕп.
Пусть Yл - совоryшостъ такЕх tдоrвств .4 , котоIN{е

моцrт фIYвйр_вsть э мчвсtъв 4" в оIцсавпом a.mopEтlвr
т.е. кsцдое ,ф е fu отв€чаот рsвшовесвоlФ, состояпш0 парамет-

рческой rrодоJш обмена trря некогоршх значеЕпtr парrrетрв,2л
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Мя JЭ е Ху , как !t лпя а2 , Morlвo ввеств мноаества
Q(g),3{!]\,0(а\:Q(а), Е(В) п отоб;вrенпе e(t) ,

о которм ltlJи роIБ при доказатыIьстве ле}iпrн. Череэ JtпС Xr
обознавлм совокlпIЕостъ танм ,ф , когорно моцrт Фгурировать
в качестве а. в сlгхенном BalmatsTe аJIToIMTMEI, т.е. ,шlя
которцх С(О(3)\Л/\ = 0 . Перомещая Toт(yl по Jryw
l в пределах мноееств€l €(0(а)\, ,l3 С &,t , моБно говорпть

о Jимитнрущ.Ех ус.повиж, обуслоRпеЕнюс трбоваrплем
ц-'Фl= ( дР, pnl с Qр61, ;, (я).

iIРЕIIIOлOшниЕ I (об отIЕнilченноfi эЕройде}пrосш). JLпя кав-
лою ,Л С Yn прr смещенид towлl jб в .lюбом uэ двух возмоr-
ню( кшрввпеIfrf; по Jýrw л неедпнствsIшостъ лшlдтRр}rшщоfi парЕ
(s,/) возмоЕна лишъ, когда Jи},еrтирупщдм яв[яется усJIовпе
Лl"е {2(а) . Более того, неецшнственность мmез бнть

лишъ одного вI,Iда: лпмитrрущш пар рошrо дЕе Е отвосятся онr
к одноrry д тоw r8 зllачениD дндвкса i: jo , т.е. дмерт
ви,ц (s, lo\, ( s,j) , а дWгпх пар вцда (s,/L) в JJ неI.

. Яснd, тло пф этом одца Ез указаuнцх, trар trмоет sад(iо,/о|,
ioeI , а д!угая - (Korjo'l , КоёК, т.е. Iвчъ цдет о сэявп trро-

шзводдтеля ко с потребптедем io черз юmр io . }lначв,
вслц бц, окаrем, бн.по s, Sze К , цмеJм бц ъruч(Х't=-Lgiо(^),

а зHarIlTt обв парц (sl,fo\ а (srrjol, лпяптирlдшшiш (по одrь
}v напрв,Iешшо) dнть не MoIxrT (еслп одна пз qупсдй r,r.(Д) l

"rrj'^) 
по напрвJIенпD сдвЕга убцвает, то другая 

-рас-

тет) .

Прдпоltагая вцполшешщм чредпоJIошенtrе I, мФно конкретп-
зпрвать 8лгорuтм в с,Iучае неелднствевнооти Jшrмтцрущеtl па_
рн. С этой целъD ФксиI8rвм Ер!надле8ность кsJ(цого j с 7 

^ 
к

ОДНО}ry ПЗ ДВУJ( ТДПОВ В З8ВЕСДМОСМ ОТ СОСТаВа It{HйecTBa ) =
:{slrs,j ) е gо] : даrшшй 7 мопет бнть отвесев к 'i -
тиry, еслп 5i Л If Ф , п к 'К4дtrу, если S; П К.* Р,
&.ш обе возIt!опносп,l IЕаJшзовшпсь, то тип такою .,/t фЕксш-
р]tsтся цропзволъво. Так как для наtаJ[ъЕого ,шоr""rd .Ло по
предполоtенпD все мнmе"rр _s/ Ееryстц, то оIIр€делешrнЙ тш
}юffно соогнести кацдоW / € J . llодчерсн€li, qто тцп кацдото

i е 1 фксЕIпr€тся Еа все послолупщле итераIщlл.0 
Ш'FДIОЛОНIХIИЕ 2. Пви tIроведонпи процесса в сJryчаs не€дцн-

ствонности лишдтЕIrушlеfi парц на шаIъ 2 пскд)чаеrяя uэ 3n
пар9 (srrl;) внбпрется в соогв€тствш с тrtЕФl //, : еслц
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fo ишоет j -тлп, то soe К r в IIрс!гяпом сдrmе Sое.r.
},lшдд словаlfi, сфIrryJи9оваЕЕое Еравшло мGно поrIсЕЕть тав:
всJIи пIвдцсаЕдо тЕпов ос}4цествлять ID освове тецrцего lшоаест-
ва ар , то lлl заботцшся о Toli, тобц в tФчеств€ тsкото пред-
lшсанпя ва кщдоt{ lвге сохравЕлосэ то, когор€ бшо за{шсвр-
ваво Еа осцова шlовества 9о.

Бпагqдаря атопry правп4r по даЕно!ry 4 :4о, L# О , од_
нозЕstlltо опIюделJштоя его поосвдц': Ее толъко сJвдгЕщее зs
нцr, шtшество,Ф+=.0пr, , но в преддествувцве ,В-:4r_,
Деfiствrтелзно, как логко вцдеть Ез рассмоDрrшfi , п;жведевнrос
Ер докаэsтельстЕ0 дешdJ r, прЕ c}loEe напtввд}Еtrя д9!rен8н]Ея

параriетра f в фрrцrлах (32) нор8воцство, trеIЕшеддое пз dаэо-
вцх в небазовце на пIЕдддшем шаго, окавегся в чдсле лrштЕ-
руЕщдх. Тамм образош, длlI ощ)oдеJIенпя мноаествs ,Л- , япrltя..
цегФся Ередпsсвушдu в процессо lrяйecшy б = 4n , цrrýо
pacclraтpuвaтb сrrощеЕlо ToEg /6 по щrцу .lt в сторry Jrдаде-
ýия сl тотg 4". Сотлдсцо предЕоJоtrо}шп I, в сJýrча€ ноsддв-
ственностЕ rrн пмоеш рвЕо две Jцмtrмрушщд( IирЕ впла {ior/ol ,
(Ко, jo) . }Ь так как значоЕп" j = jo дGIIЕuо хlдотъ ыIол-

не оЕределеrшцfi тпЕ, то Ез указаflвЕх IIар одtозначно внбирется
одна, ксxгорfi n поЕо.rЕlяr:ооъ шtшество 4 ._, прп пере!(оде к
3Е . Исttlшчая ве пз а , Еоryчаеш- g3- .

В результате прведенню( IЕссуцдеIшfi ваклDсаем, rпго траекто_
рпя шшеств ./. но !юает возвIЕмтъся нп к кЕкоW уте
trрfiдеЁноr{r мЕшеству, Kpolro lrнш€ства ,яо : есJIr все шойо-

Y,#:rfr,""а"rrР8злцчцн, 
tо О"*, отлпtно от 6"",

ЕЦЦПФIffiЕНИЕ 3. Jhя н9чалъвоrо uваЕвства ао прп от-
во,rащеш е}ry отобр8о;пtа C(tl) шоiество C(OB,D оо-
деIБдт бескошоЕrJrп часть Jryqa А

IIрп вшошеЕlrtr этою ЕIЕдЕоtIш€Епя дш мнФв"*4 = бо
нет rшmесrва J- , 8 зtiаtпlт, возврsт TIlаeKTopEE к lшФe-
стry ао такао trсЕ,Dtвgтся.

Рвзпrмруя все вшпеЕзлшонпое, поrýrtЕе}r трбуемое yTBBpJi_

деgпе.
1ШРýЛА. IIри Есходннх услов}1 ях на

модоль п внполЕенпц Ередполоtе-
влй I.3 опдсаЕвЕй алгорптli позво-
ляет получпть состоявпе равЕове_
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сдя рассматвЕэа€шоfi lrоделп
конечЕо8 ч!tсло шагов.

5. Поотроеше начала

- lIачалъное мЕ@ество .Фо , ]rдовдетворrшlве ЕрqдЕqltоrcппп

3, олдозпашо определяется Ер условдп двоfiствешой шевшрса-

денЦостЕ траЕсЕоргgоft эадащ (I2)-(i6) как то яэ базисвъш

мнGоств этоfi задаW, которое яшяется оптtrl€лыш}l Ерц всех

2 , удовпетвовщд( (24), попmптеJIшttD( п достатоtпlолблrз;
мх к орту €2 l т.в. Л| достатоtIво tялш прIr х * К \ К
пз (б4)).

В самом делв, взяэ такоо бsздсное lшйесг"о ,4о , Е9
(29) с TotIEocTm до мвс8!теля е > О поJцrФеr, рО :

pi- rё; , j,J, (56)

что позвоJIяет пs'(30) op.r"n" *.р., ё п Лi ,

!о
Лi:сi!е, cl,jlc,Лo,*f il (5z)

^о l
о 

^; 
опр€делlтся rз (24), ДI:'-+Лi . пра €*О

Оудет .Х]* О, KS 2 , o,'""rir, nJ1o.r"To,olo rвдш е
Ешеош Х'е Q(Q) , 8 tО:(Л',РО) < аВ) . Прш отобра_
хешп C('t) будош пrreTb

л

Ci- 4 лi , бх,i,t с3о ,2р;

" €О2 с:; + З,_,: пбо Лi-t , а р; -0 
. Такпш

обIЕзош, то!пса 4( u 
' дейстЕптелъшо зачерIпвает бескопеWо

удаJIоIf,{rD исtь ryча Л пIш € * 0.
Jhя пракмческого поryчеЕпя указsЕtsо* 4о мQпно посцr-

IIf,ть слsдIшlЕt обрзmr. Решм транспорпIуD зада_w (12)_(16)
пр 2,- е2 (т.е. прп 2A=l t Дr:О, KSt ). Не пск_
лDtвно, lпо зо88 оптпlдшъвоотх подrtюввою Ещ этФl базхсного
мншоства Е ограЕпtпваотся тоЕtоfi ei . Ес.ш а|го так, вос-
поJrы]увtiюя Ерцедурfi шIЕшетрЕческого лмвltцою пргрslдшр-
вавпяr сlrощая .Х по ttaKor4y.rпбo ЕsпIЕвленшD шутръ rrвmecтBa
полоЕдтелыGr Л : .1(о() - е2+49, 9' 0 . В резулътв-

з8
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те будвт поrччово базпсное шнФоство i , *^щsося оIIтЕ-
l,Ельцшм прп всех достаточЕо rллшс цоJIоrЕтельншх о( . 0во и лв-
ляотся трdувлллr. Покахом ато.

поryчвrпrое базшсное lfrФество qдповпаtоlо опрGдаlrяет велп-
w r,r1 I€K ФIfrIдЕлпарs!ац)ов 2* uэ услоэпfi (I3)-(I5) tr

zrj- d п'рв (s,j\ f а . Требовапяв Ееотрщатвлшtостш 1Tix
ФЙIщfi п эадает эоIry оцтЕriалъшостЕ бs9псцого шшества .l
Рассrютрщr каке+шбо дэ эозЕЕкаDЕпDr ЕеравеЕств. Пусть, дш
ОДРеДеЛеПЕОСТпl 5=,(о С ( . фдпцшя arri'^' Buoeт вцд

zl.ol'l:-|i,Э^^.r! * h"^* ,

тлв rшошества /о п (о отвечаDт тоfi дз KotаIoBeHT свяэпостЕ
граф Г(lДr {rк",7l}) , которя содеIпят ве!Ешц, Ко .

Fгл Ко= К , то 71oj :,#r"Э^Л-0'^ " o,.j\rr?
IIрЕ всех Л >О . IIусть Krf К . Еслх Ерп этош [о: Ф,
то ъкоi(^\: F*оЛ* сновs воотвЕIlатsдýIо Е;ж всох 

^>-о.
Ес.lш пs I"f Ф , ,о lof I , пбо тогда Ъ,о10\=-Е.f,:"
условше Lrоj ( Л\ >. 0 ве вшIолЕяеч, * црЕ оддош л ; 0 ,

tпо протuворешт внбору lшсшвства б (ово оптпrвлыIо дJIя

f -е2+ aQ вр, q>О, &>О , о( достsтоtцо rдло). А

прп Iof Р " Iof /' rсловше !r.к?)>0 ЕчOот впд:

Lл,i(fu\= 
Д:-^* 

-E,*o,p^x*.u 0 (5s)

В d*, ,F"rО (ввпшr ТОГО, tпo 
"с. 

0j , О , E*O'-=l ).
1'ак lcaK ато ЕsравеЕство до;ЕЕо вцпопЕяlься дм Х= еQ , то
ft е ко . fiсно, tпo ЕIп этом неравенство (58) вшIопвя9тся

как стртое. А тоItrs вцполgяется п для воех 
^ 

, dпrэвшс к

ер
'Столь 8о просто sналхэЕруотся сJýrчsil s= ine f

Tarшrr обрзом, двfiстэшзвльво IIоJryчoнЕов бs8Ескоо tдgшест_
во а явмотся аоко}rlм lшслеством .У3о
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6. Пример

Рассrrотрпа !{длюстрaтпвrдJfi прп{€р, в когором трп ЕроЕзвOдя-
теля, два потрвбптвля п трr ToBaIB. IIусть 7- |1,2\, К-
= |3, ч,5\. Исходrп*е даЕнце таковц:

сl:(2,|,ц), gl:1tfz, tfз, зfч1,

сz=(чrз, ., ) , 92 - 7tfz , 2f з, |fц),

c3=(1,1,2\,, t!- ч,

С{:(3,Ч,2) , €i- O,

{-(3,,t,{) , Ci-- S,
Теrсущrп ЕнфЕпiаttlпo о мвоа€стве .Ф. аyю" задаЕЕlтъ в вцде

lвтргц рsзlдоIюli 5:сЗ, отuечая поэщп ts,jle,fl. gцавош х ,
s проtп€ поэпIIпЕ _ тошоfi. Эти штщrщ будеr такrе обозначать
чеIЕэ !3r. л

В кдчество i возыдвu К= 3 . IIачалшое шнrовество $о,
как лоýко убедштюя, sадаsтся lдтршIsfi

{3о

I

I

I {t

t

r

С,уrffqlш l,sj(И , поршп"еrше t4о , шrеDт вцд

|,6(fu\:(9]11: ! лr*! лrr i лч ,

Lч,(х\=@|,л>:|лr*!пr+ | l, ,

?,rn{fo\= 1,2/л,\, Х!r!= 0, ьо0\=! пr- 3лп i 
^о '

Ъrr(Х\: 7r, Lrr(X\ : hr.
Форпryлд (56) для начальsого р' в лакrоlr сJryчао пмоют вtrд

Pi-e, РrО:е, р::rr.
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А дJIя 
^; 

в соогватствцп с (5?) Еоrryчаем

hi= бе, 
^оs= 

lae , пi l- zze.
Срелв условпVl 1,r;(^\>0 оц)андtцваlс!Ен зоIry оЕтпl[Елыtого

баздсного lшщесЙ tf, _в.пяется_ {лпшь уGповше l,rr(X\ > 0, о
которе эквшвалвптно бfuз- 3^ц- 3 Х.( > 0 . IIодсташяя Хr: Ц ,

поJýrчпм 6(t- 22il-8,6С-3,tбё >0 - . 0тсцда с < //38,
Такшш обрзом, ХО удовлотюIиот ус.повиD r.br(Л'' >0 _

прш € < 1lз8 . Мошно зsфшксЕрватъ .шбое сс (Ц l/?sJ
и с соответств}mщ{}i! такоi,ry б наmлцпдш Ро о 2о нsчать
процесс в соqгветствпв с оIшсаЕпеш. fiсно, однако, tlтo ЕаlЕль_
ная птевsщ.tя просто ЕрqдоJшппт пsrЁнение вектоIюв Р п Х в
том fiе tиttравlеЕпи. IIоэтолцr, фшспдlуя € = I38 , моrЕо сра-
эу пoJýrtlпTb р', h' ц lrýФ[ество Аr: 4 t {rЗrЗl] . В р._
зультате

^,= (,,(

tlэt

|/эв

tltg

tllo

зl t9

tllч

,. I
t.'
хх.
..х

х

а €r(р', h'): lб .

ИТРАIИЯ I. fuя опрделения велrчlrн P'i , 1:
Te}v пЕввошй

Р,:Р") +

аэ=Црr, 
^r1: 

\pj, vr: 8рr.

лr-? fur- i )ý = о,

)"rr hrt for-- l;

цмвеш спс_

не буryt шlм_

Решая эту спсте!цr, по.пуЕем

Р':

Тем саlддл lft't = ht

То: fo'i
z/t9
z/l9
l/t э

ц условпя 'L,sl,(Л\ > 0
, t*" .n Ил€емтЕрушщдмп прп оцределеgЕr
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p(tl- p'nt
з/эв

з lэв

0

&лав,rтп;lующей шрой trри определsнпи
(5,2), т.е. условде

.l ,|

Г^'. pJ*, '
u tr,ron: tfЗ .

В результате иlФем

4lg

ll0
l|п

х2= )|, 4r= , 4"0|р'> : g,

ИТЕРАlИя 2. Спствlд лввшешй для оЕрqдолвmя Pj , Т'*

Р'= Р,;
Pz=Pul

^,+ 
д2+ лз= l i

Lr= 3рэ, 7о= Epr.i

+Utra.o оI€зшва8тся Е8ра

2

Р=

0тсцда

2
р tr"

lб
l/lý
l/lý

чhý
3/lý
В flý

фшоци Z,sj( Л) иrrеDт следmщfi впд:

\ r(Х\ 
: 1 x,g'), ъr{ l) : 1 х, 0'), Ъ9{I\ -- 7,rо( fl) - ( д, о" r,

ъrr(\\: \- Lп: hr-(),O\, 
"rr(л): 

fuч,

'1,,л( 

^) 
= - ъr{ h : - hз+- ( х, 02), у,rr(х) - ъrr- 7'rr- t пrО| ) - х'

9I



ЛеПtО ЭШДеТЪ! tlтo to*.:0 _ , tr п!Еl этом JцмЕтирущеfl па-
роfi яв,Iяется Еара (3,2) : l-rr(Дz1 :Q l Е услозпе ?,ur( Х) 2 0
не яшjIется лЕ}ятЕрующдм (согласно рсс]rцдоииям, цршведенннм
п9д док8зательстве леm,пr I); эначит, лпмtrтпруDщм явrIяется ус-
ловпе Ъз2(Л) 2 0 , пбо zз2( л> = - Zсz(д,, .

В резуль*вте

I..

l.

..х

.хх

р'-р', Х3- 72(= fu\, Е= , €ср1 231: Е .

ИТЕРА]ЛtЯ 3. CEcTelй для определения велпчцн Pi , Ti
т8кова:

Рr= В, iсr-| лr-i L5 : 0,

Lч+ ),, t fo{= l ;

Хr= Чр, , hч: 3Рз , hr= Е Р, ,

0тсцда по.rýrвем

l/t9

l /lo
t/t9

Свово 2{f) - ?3 s условtrя
рушщдlд д.пя tлоо . Для

рШ: p'tt

Лпштпрушеfi ЕароИ EIи опрsделевш
(2,2), т.е. условпе

) > о н8 явIrllугся лдмЕтп-
шоем

1': лu,з
р ,

Lgi( л

iф)

G
,)

t *, оказнвsется пара

з-
пft\

3

Рrft)
>.
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, tло*= !/Э , tпо даот

ц/5|

Р': , 1-1p*=l1,!jr: €rt/,i>=B.

.. r(

,i,r,

I..

t

.rr

9

,9

,|/|

,l/,|

итIрдilиfl 4. Спстеrя дIя оЕрделе *, Р| , 
^|,

3рr= Чрr., Xrn Xrt Хr: l ,

Pz : Р, ', Lэ=Чh, Xr*3fg, hг=Ерз,

TaKoB€t:

0тсюда

Р'=

ц|цg

3| ч9

ццЕ

t6/чэ
9/q 9

tчfч 9

1 ц

Для Фшд(щfi Zrr(X\ а}Еем

\r(Я):(ft,Q''t, ъrrtц\*L, 1 L*(X):I,' -Ъrr:6.,О'\- 5r:

:thr- ! пr+ i l,r; 7,з/х\ = 7r, tr,(X): Lra(Х)= 1з,

Lo(x\ : (h,О2\-ъrr: tц+ t лr+ t л, , Ln( х): I,22(^).

Непосрдстве}rноrt подстановкоfi убецдаемся, что все этд WIfi(Isи
прп ,l =1{ шеют полоrптеllънше значения, т.е. 1{ е Q(Фr).
I*шtо,шеннrш оказь[вается п усJIовЕе Р'< Z(ar) , т.е. р='рq
удовлеворяет системе нераЕенств ( 25) -( 26), пороrrдаел,юfi

4r= Л,- Та*Й* обрsзом, F^: РО - вектор paBHoBecHbD( цен исходноii
!юдеJIи. IIо фрriryлаПБ; : ъrrtТ|l/Р| поJIучае}t IшанЕ участндков,
отве чашщле состоянuю равновесия:
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it: (0, О, 29/ 3),

Б2:(Ч,Ч/з, 0 ),
n|_,, llI -.,1 0r 0),

fi{-(OrOr3),
i' : Ф, Чfэ, zof э),

Убвдд!доя, tпo ато деfiствптоJIьЕо IlаBBoBocEoe состояЕtrо. }lrвеш
(c3ri3)= Ч, (сq,iЧ)= 6, (сýrБr)= 8 , т.е. цродзвqддтеJIr
прl п€з8uнцх lцанах расходmт своr р€спюц в з8данвц аолЕ_
чоствах. IIр этоrr Ео ценам Pi : Pi поJryчаDт макспя.пшцfl
доход N лАv^vА Сi,БЭl* tо/t/9е-л!),

(Р, а' t: 9/чgGТl) ,
(F, irl - zч/ч 9 е Т1:l .

Qлшарtшй дOаОД раЕоЕ I. 0в перраоiведеляется rФцду Еервшi tr

вторчопотребЕяелвш в ко,цtвствах (V,Ч, 0l1 п (VqrO') , тто состав-
lцBt О-/49 ч "u/ý. }то действпт&пъво ЕозЕоJиот потребптелла
реалпэовать уRазаtlпце плашr захуток j'' s i' , даще эваче-
нЕя сооllвsтс!вуDпЕх iIyrKIEfr IIоJIозЕося

cc',;'') -ry - #, {cl, t21= lб + ц * 2о.

Ьлавс товарв оtlввцдЕцu обрзоч Еlпошов. Таш саlшпд Balл
дOfiсtвптшlцо по.щrчвЕо IЕвЕовосЕоо cocтofiEo рссштрваоюt
юдолI.

Лптературs
I. llhrrpeB В.Ш. Зqдача Еошадрадlпо' коrлLпоuФтsравtт//

0птшrмзатрlя. - 1988. - &ш.|и(6I). _ с.82-95.
2. IhпlpB в.и. 06 олЕош Еолхqде к отЕскдхЕD ;вввовосш в

простоfiшх шоделrц обrplsа// JЦH сссР. _ 1983. - т.268,
ýб. - c.I062-I066.

3. lllшrрв B.}l. АлгорптI попФса рашовосЕя в .,шоiвоfi шqдодп

94



,

обшеиа // Св6. мат. frурu. _ 1985. - Т.26, Е. _ C.Iбa-I?5.
4. Lепkе С.Е. Вlшдtriх еqчаliЬгlчп ро*пtв апd паthепаЁiсаl

ргоgзащщiп8// ltanag. Scl.- 1965.- V.rI._ Р.68I-689.

Постутпла в рqд.{ад. отдол
04.I0.1989 г.

95

a


