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О. Пусть tQ,р;. - MeTpшtlecкoё црстрдlrtrтво е dорелввекой
о-влгеброй Е. Слýдуш@ рёsультsт яв,пя€тся 0д{им из оеýовнЕх в
твориш мерч Еs тоЕологrчЁских rтострgнствsх (см.,нвпрпrер, [,l,
c.l5]):

Пусть pt i Е---+ R - о-адд,tтпяЕ8я мвр8 ограюпtЁнной ввривlsпа.
Тогда pt регулqрЕ9, т.в.

lpl(e) = вчр{lрl(.r) z | с е,| заллtrrуто} (е € Е), (I )

гдв lp| - поJII{вя вýрцвlця мерн р.
Тот фвкт, чт0 вн8чвнив нвотрlrцвтельноfi ргулярной мврн Е8

любом r,шо8€етве е t: Е мохG{о скOль угодIо точно предетвRить с
помощьп зн8ч9ЕIй этоfi мерн нs зsмкнутЕх подд{ож9стЕвх, в (I/Ltи

открнтцх н8д,lцо!(6ствах е), шfрко испоJьвуЁтся во мног!сt в8жннх
творФмвх тАории мерц. ПредстввJIяФтся Еелатфльнцм рвсцрстрsнпть
9тот рзультвт нs ноsдJитивнце борлЁвеюIе Фушсtлдд мноаOства.
Таквя цостsýовк9 .щtтуотся, в чвстносм, потрвбноетями т€арпи
итр с контuЕуумом учЕстншков, нвцрцмвр звдвчвfi посцю9ция бвско-
нвчномерного 8н9лог9 вектор9 Шоп.шл [?,ЗI. Крмв того, этQ рýс-
гrрстрвЕоЕt!е црsдстsвлявт инт9рс и с общемвтвмвшrчвскоfi точкЕ
зр€ния.
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Пврвнfi воцрOс, вовtппtвщй при рsсгрýтрsнении соOтнOшвния
{1 ) Hs невдддтивЕна Фшжrрм мЕоý8ствв, закJIвч8ется Е е.[вдrщвм:
в к8ком смýLrлЁ следует rоюпr8ть рогулцрвооть нввд.рtтшввой фунtt-
цди?

Двло в TQMr qто оцрадsJIениЁ рвгулqрЕоетЕ ýдJитшноfi Фуtпýs.тЕ

р яепользуат lr0Еятиа по.imой ввриацлrr. .Щля веsдддтIirЕннх Фу}fifllий
еуц€ствует нЁсколько оrrрвделешй по.rной вориýщцд (см..Еsтгрп,lЁр,

[2r4]). В случва, когдв вsрьцруётся ад.щтивýвя фу8gtр{я, вс€ втЕ
оцрýдsлвЕия совп9дýат с обцý*дJt оIтрвдsлеЁ!дем полlой Baplrslw
(cM.t5]), о.щвко дtя нбадцртЕвIrrх фушtl:Д ot{tr суцествеЕао oTJM-
,iаптся ,Фуг от друга. Ш будвм прЕдврш{вsтьсл оцрsделешя поJноfi
поJIиноми8льноf; варивlдм лtз t2], котор6, нв н8ш взгляд. Евцбалве
коFструктшно отрs8вот степеЕъ ЕвsддЕтttвuoстg ФуIfiflп{п мýоаества.
Твм rtв бшло вввдgtlо понятив регул{рЕосм нвдд.ryтивЕоfr Фуlýfl.чцЕ в
тёрмина-х gтоfi вврвцд{, которнн }дJ будQм пользоввться в настоя-
щýЯ стsтьо.

ВообцЁ говоря, даr€ пр$ сýшсrрваtшом внборв оцрдsлецЕя
поJЕ{оfr BBpяBlý,tи рqгулярвость нsв,цдtтýвной Фytлrцшд моrпrо трsкто-
ввть по-рвзному. OItrsкo у t{Bc ýоть некотOрно ооgован!я оtшт8ть
опрёд€ленив 2.1. из [2] наt{болвв вдOкввтннм обобщаIDrýм поЕятия

рвгулярноfi вдЕптшноfi Фшцtцlшд (см.звмачslff[в З).
Второfi вопрс состOпт в нжоадвЕии бствствеЕЕого условия,

которму доJtхнs удовлетворять trвsдддтtвнвя фр*сlщя, чтобц бцть

рвгулярноt. Рвгулярýость sддtтЕвЕоЁ флпсlлшл слодrsт шз вв
о-а4цilтIлвЕостя. (В ел5пввt когдв (8,р} - мвтршчýсюй коillпвкт,
в€рно и обрsтно9 утвgр8деяпе: .шобвя регулярЕвя аддIтЕвцýя бора*
.,tввская фрлсlдля явJtявтся ý-вд,цдтЕвной). В евош очерýдьl
?-вдц,lтивность'адцитлтвноfi фуtпttшцt р эквшвsлентнs следaщвму
евойству, нвзнвв€мому н€гrррýвýостью отЕоештФльн0 твOрвтико-
мношвстваной сходдilости (иJш о-нвгrрернвЕостьD): дпя JrOбого е с Е

и любой посладов8тельнOст}l {err}r.€t* элвмвнтов Е, сходящвfiся к е в
т9оретшко-мноавствеЕном cMHcJlo, имеет место равенство

Iin р(е_) - р(а)..'a+r)

}lMerпro условио о-Евцррцвносм oстOствsmо расщюстр8тIуlть Еа
ноsдд{тЕвнне фупсlщ мЕохеств8.

Ствтья состоит шв введ9Епя u чотЕрI щrЕктов. В п.1 щlшвдв-
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Ец всý Ееобхо,щше дпя дЕJъЕ€fuвго сводвнця. В ц.2 докýвцвацrея
дв8 вспOмогвтельЕнý л9ммн о о-IrбtrрершвЕостп Еввд.чвтIлвЕнх Фушfi]@
мнOхýетва. В п.3 доквзнв9Ется теор!дr 1 и а, 8 TBItffB следLlтвЕя
иg EIlx, которýё r содвршвт обобщеrпле ltrр,tу.rд* (,l ) sв ЕЁsдцитлlвнЕý

Фуrпtцrlr. Подч9рIýвlr, что вдшую poJtь в доlisввтеJьствах пграют
цв$оторцs твортЕко-пгрвне фвктн, кsоsщася С-ядlв кооперsтив*
ной IшpH. В п.4 даптоя болеб 0&,ьЕне формуJшроцg[ тgормЕ об
sнsJштЕrцостЕ ргулярЕш с,уЕfi@ мЕоаествs шs [2] п тsормЕ об
опорноfi Фушttщ яд)в вьпryшоfi рвгулярноfi ш"рн иs [6 j l внтокаrrцв
пв теорsмц 2 оd вквпввлеЕтЕостЕ уоловfr ргулярtlоотЕ ц
о-rrоц)ерцвýосм дIя фуlпtrпй огрвЕч9Е{ой цоJшrsоlд.tgJьЕоf,
ваtrшвtщ.

,l . ГIусть <Q,E> - пвмёрпмое црсц)sЕство, гдв а - неЕустов
мноЕЕство, Е - в"lгвбра подпfiIOа€ств q. Чsров tr обозЕвчш, сово-
купЕость всвх, ФуЕf,sй u:E+ R, удовJlотворяtщдЕ уоловЕп
ч(Ф) = 0: Д;lя u с Г огrреде.Iml ркуррOЕтЕs, обрвsош цослёдOвs-
тgJьннЁ полппомаsJьЕýа рsзgосrЕ отЕосtлтgJъsо коЕ€IIпнx' Евборв
попsряо_gвtrsр€сокапцFтбя влвмоЕтов €lt € Е (1 - l ,2r... tll,
п € jY):

u.| (е1 ) - u(er )i

u2(€1,e2) - ч(еrU е2) - u(el) - U(e2);

Urr*1(9rr...99rrrg11 .l) = чrr(еr,...,€rr! 9r"*r) -

- Un(e1 ,...r9п)- Urr(ё1 r...rеп_lrёrъ+l).

06озgвqвя чOFвs Е(е) совок]ппIость всýх коЕеrЕдш Е-пзмар!пл{х рав-
бшвffi элбмеrrтв е е Е, полошм

uI = Ua(et,,...,ei} ), гд0 Tl = tеl,...,еrъ} € g(е),

tl = {tl,...,t}) s Pl = {1r...,П}.

Нвтрудrо цровgрять, что дIя вевх е t: Е и n Ё Е(е) сгtрав€дJIпво
тоадветво
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Будвм говорить, что Фуш{tЕ.Iя

м!t8льнуп B8pи8IиI0, ёсJIи

,,сt 1'i

U с r имаLlт огрвниtlQнную поJIинo-

!u!о= sup { Г,u3l : ц с З (Q)},: *.
aCil''l

С,овокугшаеть всох Фуtпttцлfi огрsЕичвЕноfi поJЕдrо!д!sльýоЕ вsриЕLlпи
обOgнвч!пlt череs Y(Q,E) (д;ш црст0 чврез У, oeJm ясно, о каком
измвримам претр8нстве идет р8чь).

fthrоfrество lr(Q,E), н9двлвIIЕав oпsрýrчдямr потоtlечногo слохЁЕия
и умношения нв ск8лrlрц, а твкже полуупорядоченностьt0, поро&цФlшоil
конусом впоJнв полоfl@rтвльншк элвмýнтов

V, {,,, n z u$ > 0 дIя .хюбьLI 1 с E(Q), ш с fl},
являýтся JýrнвШftý'l полуупOрядоtlвЕнцмпрстрвнством tP ] . 8 чвстнос-
,Iи, дlя кsедого алвмвнтs 1, t У оЕрýдвлвнн ЕOломтеJьнвя, оIрIщв-
тельн8я u цоJIIiвя в8рш8lр{и

u+=UVФ, p-=(-u)!01 |tt| =tlV(-ul.
Квк извветно, в JщaftIOM полуупорядоч€нном прстрвЕствв }rм€пт

мвсто соотношаlIЕя
t,rl - ,r} - ,,- r, - rr*- ;r-
|gl - v l l, ,

Кромв того, dудвм цспольвовать сл€д/кшlув Фор,rулу из [Р]:

lul(e) = Suр { frr,}r : n € s(е)} (е с Х).
шgШ'J

Твк квк для sдцвтшвЕцх Фушсtлd IIоJIшномивJьнвя вsриаtия совЕадабт
е обыцlоfi поJноfi вsриаLт4ей, то в дsльнеfuвм шtохество sдддтtrвнЕх

фуЕ(I$.й огрвниtllонвоfi по.lшоlлдвльной варивlщ буд€м обовнsчвть
чвраз у' (Q,x).

3аrвчаше 1. Пространство Y(Q,E) бнло вв€дено В.А.Ввсильввrпl
в [6] в свявп с изучеЕпем trоJIпноми8Jъннх фушfisй мЕоr(ества а
СвL]конвчномерЕцх анsлогOв вёктора tlleпJп{. !frогив освOвнне струк-
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турнýе ЁвоЙстtss этOга проетFtiнства! а такжq HBKL.lTa}Pllx подцрост-

ранетв У иеслфдоввнц в [Р,З,6,'/l. Вr'Ё сввдsния о Функциях огра-

нttченнOЙ пФJlllнФмивльной ввриsции, црrrвФддмне здвLrь ,t д8лЁЁr мох(-

но нвfiти Е лёрвtU{слеrý{}Lт выше ствтьяк.
Теfiерь двдим осневноё &пл ддиной ствтьи
0дределеIие 1. IIусть "iQ,E., - изм€римов претрsнетво. ФункtЕ,tя

l, t: fly наанваЁтея:
9) нЁггрЁрнвной в Q (Е ф), всJIи для лsdой монотокн0 возрвс-

тsшцOй (у{нвslQцеit ) пOсл€дов9тельностш {er&}rie:Hg Е такой, l{T0

фФ
,lJ"" = Q {t-lе* = Ф), имеет *..rо 

*rЧ..,U(еп) 
= t,(Q) (t,(g));

6) нвпрершвноfr вверх (вIЕrз). всJIи дlя ;шбого е € Е и лOdой

монатФнно возрвстоmщей _ 
(убнввщвй) послфдовsтsльноети

{.ёа}аёш Е .Е твкой, чтО 
_L=]"r, = е ({-'lеп = e)t

I1n u(e_) - u(e);
7l --a,((t

в) о-яsпр€рцвноf,, ecJи дIя лш(lого е с Е и шбоfr Еосладова-
твльностЕ iеrr}rr€lч g Е, сходящgfiся к е в твортшко-мно8еетвецном

смнслв, имвет место

,"1ý 
ut.,") - tl(e).

Отмвтшr, sто в figкоторцх работвх по твории t{гр (нsrЕимер, в
tB] ) под Ф-Еепр€рнвцостьх} поЕrм8ется dолев слвбоо своfiство нвп-
pвpýBEOcT}r ввврх и втIЕв одIовремвцно. ýолЁе подюбЕому обr_]уждв*

тцдп свойств о-н€прерцвýцх, футцсýй Еосвящен п.2 ýоотоящЁЛ ствтьu.
0.щш,l tta ввrсrsrfomх поЕятй коопврвтЕвЕOfi творлшt игр явJIяется

поЕятша о--яд)в. Нвrю!дDцl, что коопврsтивсой tгрЁ нsвнвавтся
трйtв

г = (Q,Е,lr>,

гдв ,.Q,E> - измврffмое прстр9Ество, 9l, с 
'f. 

В дsлънеfiпем 0удем
отоадеотв"lять шгру Г с флпсrввfi U, порцдвщQfi Г.

йр€дgд9ше а (ср. [6,9] ). С-яJ{Iюм коопвр8тtлвЕоf; шгрн
г - {qrEru) ЕЕgЕrпвgтся мgоавство

С(u) = {р с У' : Ft(Q) = р(8), F(е) > u(e) (е с El}.
Сфорrулrрувм ввrнцв дrя двJtьЕёltшgго свойствв С-ядlв.Дя

имевт мвсто
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етого Евм поsвдобятоя некоторц9 овед€нпя о (hrЕ(rвях, sвдвЕнцх цв

решетках подrЕсаеств мЕоааств8 Q l.
oшрелвлввrs 3. Гýсть 4 - рщвткв подdно!еств а. Фуксlдя

2ъ:t'+ Л нsзнввется:

s) супgрмоýrлярвоfr, всJIЕ L(еrUеr)+^"(еrПе.) ) L(e, )+L(e2) для
;шбнт е.t ,е2е Ёi

d) еубмолулярной, ес.rи 
'\,(еlUеr)+Д.(е1Пе.) 

( L(e1 )+l(e2) для
лOбнх е. ,е2с ti

в) модlлЕркой, ecJи А, еупермодrляряв и еубмодlлярgв о.щоврё_
мЁнно.

В случве, когда d явJIяотея шгвdрй и 
^,(Ф) 

= О, ФуtпсtЕff I,
удовJlвтворяющвя oJпoмy из услов!й о) - в), ЕввЕп8ётся вьшуtшой,
вогнутой, sдд{тпвной соотв€тствеЕlо.

В взучешлu вцпукJIцх Фуrдtrr}й кJIючевур рJъ ltгрвет
Теорцs о сац,цFпtIе t9l. Пgопъ С - ЬрлЕлu{п поOшлrесlй Q;

L - пoaщtt€tlttt{, ('. Р : L'+ R - t,glбrоdUrярндя Фllм.$Jя, 9М} = О,

J : .L+ R - супврлоОаr-срнпя фl4е4Jя t. т < 8 на L. ТоеOа oytp-
епВуып доау.l.ярlля фrlлllJя |t i Д --+ R лпЕIпя, чr,lо F, < Р ,{о Е ч
1<FноД.

Из тQорешr о евн.щ!{чв встёкавт шзвестцо9
tIреллreшв 1. Пgопь v с lУ - 8ъсtу.lсаrя фуll,tацlя. !оеаа

|illt1 sрчпрl!ылюл
р(е) -,пlп tр(е) : р € C(u)} (е € Е).

НапошдDr, еиетемв подд{оr(еств Z шrохествв Q ЕавЕввется
ц9IIъю, вем z JЕЕIвl]Но-упорядочgЕо по вкJIючвнцш. Введвм обоsЕвчЁ-
ние

C{v,Z) * tp е c(U) : р(е) * U(e) (е е zll.
tlрsдлфшв 2 [9.1Ol . Пусл.ъ u € r - нRоллlрдJрлв.lъllм фllм48.

Дм пюео ,0юба u ба.д, ВаrLукJоО, Haodзodttao ч doctltalюnH,o, чrлюfu

' Сиетема поддlоаеств d вазцвается решеткоfi, еслп ддя JMHI
еlrе2 с d nreeT место el U е2, е1 П е2 € 4. Ес;па, в дополве-
lвe, Р б d, то d аазtrвается Р-решеткоfi.
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С(ч,Z) * ф ада,юбоа цgrш Е Ё Е.
Пусть u е 

'F 
* Е9отрщ8теJьg9я вr{гryклsя Фу:цttшя. ОgрgдвJпд,t

фуftr{rsrв u*, ýвзьв8емую иногдв сопряхвtlно* l, u [4], швдrш!Еil}r

обрваом: u*(е; = u(hе) (е € Е). iIепосредственно !tз опрделения
С(u) u u*, 8 TaIcto из продлоsо}шя 1 вцтекает

tIреддопеше 3, Ее"tч t, € r - 8ыflUк.rдg нЕапрlдJртЕz.ыкlя фня-
цJя, пю ФOr.дdltдс v* обlоВаgп с,rcфrшдшr сааtмfiолt:

в) u'(Ф) = 0 ч u'(Q) = u(Q);

б) u* - ltеuлtр:lJрrЕ.лылпя лслl.алOrrj]Еlя Воеltупм ФлlмpJя;

в) 6(u) = (}r€У1 :}r(Q)=u(Q), р(е) € U'(е) } (е ( Е);

г) u'(e) = mвхtр(е):рес((u)} (е € Е}.

Пусть тgпýрь Е - dорлввсквя о-g.пгgdрs топологt ttrвскогo

гФостр9нствв Q, 9 Q обовначавт сOвокуЕность звмкЕутшr пOдfiо-
lФcTB 8. Полошшr дш е с Е

Ё={.fбQ:7sе};
ё * ts s 8 : 8 2 в п вопсрнто}.

Очевидgо, qтодпя.пюбогое с Е ёпЁявляртся рашеткsмп под-
lлox@oтB Q.

0rределвша 4 t21. Фрпсдпя u € r(8,Е) нsзsвввтся ргулярной,
вслп дtя JпOбцI' п } 

', 
Tl - {Bt,...,€r} € gГеJ, е € Е, вврно рs-

ваЕсtгвс)

lula(€l ,...,а,"J-вщl(lчl(/l ,...,r) , lr ,.6*, t - 1,...,fl| . (а)

Поддгрострвнство всоI ргуляршх ФуЕt.@ u е У будам обознg-
чвть чврв 7,У. lДЕогпе пЕтерсннв бвоfiотвs фуЕ{Iлй из гv MoxсIo

яаfiтц в [2].

2, Вдеоь мн pgcctiioчmr, ЕЕкоторце ус.повия, гарвsтgрущЁ
о-Еоцраршввость ФуЕIgцй Ев Y(Q,8). fuJпе уао уtsвtлвыtось, что дtя
япцщrrяrпft ФЕоsй о-Евщr€рцввооть эtGЕвалоЕтЕа о-sддilшвsостЕ.
Нв свrrоu доло дlя о-sоцроршвЕостц вд,щтдввой Фrпgrш веобrодmшr
п доствточЕцш явJtяотся уOл)впе ЕопрорЕввостlt втоfi ФЕсrЕш в Р
(шtп в Q) tsl. Лпs о-вsпрорrвЕосшt вовддвIЕвЕЕх ФrЕо$fi 9.пого

успоэпя уre ЕвдоствтоtIЕо, IсBK шжввнввот шsдr@ простоt

тдп



пример:

r(е) =

Этв фуmсдшя вшryI{лв и ЕегФврцвна в Фо одIвко н€ яшя€тся EsITpэ-

ршвной в Q. Дя неотрпцsтвJънЕх вlшук.lдlх фдпtt@ MoEro дошввsть
следущов утверцдешв.

Леш8 l. Еуоrпь u ., Е+ R* - Mtyttl,BфHlallJя, ,lаT,rвра.&rloý
В Q. ТоеOа u о-llепрр.6tлп.

Домэате,Еотво. ![з условIй леriдл{ след/9т, что c(ul ,| Ф Е
сOстоит Ез о-sд.рrгtrвgнх мsр (см. [8, с.123] ). Испо.lьвуя 9тот
(Рвкт, Morнo док8зать, что u sвtrрерцввs вверх Iд вЕпЕ}. (fuсоrрувм
е г.2, я пусть еr{ е (sп, е). Тогдв сtrст€мв подrЕо8sств

Z = {еrr,е},"ёrv обрвзу€т цвпь. С,оглвсно црвдtоrвЕlD 2, сlrществует

мвгэ clu,zr. Используя о-вепрерЕвность Ф$цss0{ р, поJцIчsgl,

liл u(
,t ----)с)

ёr,,

t
1, ec.lшa е = Qi
0,9cJиe#Q.

) = liлl
,t --}Ф р(еп)=р(е)=U(е),

что и тр€бовалось. Твп€рь дlя докsзsтвJъствЕ о-ЕвцррцвЕости u

достsточно повторить р8ссуцдаЕиg trз [5, с.ЗЗ-З4], црвЕденвое
тsм -ля слуt{Oя 9д.цдт}rвной фуIfl{rýЕr. Прлл 9том испоJьзувтся тст
(DaHT, что вцrrуклая н9отршlат€льнвя функ!ия моЕотоЕЕв.

3аrечаrflе 2. Результат, содвржs!рйся в лвммв 1, скор09 всвг0
и:веетвн, но ндм н€ удвJtось нвfrти то.{ной ссц.ки.

Леша 3 (см.тsкr(в t7]). Луспъ u с У(Q,Е) - нЕпр€wВная ВВерс

фтlмltlя. Toedo u а-непрерЫа.
Докааsтельотво. Поскольку Фунlцýlя lul € У+, то онв внпуклв.

Это сразу слвлуёт из того, что лпя JuOбой ФуIflflпш{ u € У*

u(е.U е2; + шtе,,П е2) - ч(в1 ) - u(е2) = цz(е,\ еr,е2\ ei ) +

+ u, l91\ еrrеr\ ёt, 9tl1 еr) а 0.

Доквж+м, tlтгJ фуttкlия |?, l нфцрфрнвнв в Q. Пусть ёп, Q. Твк как
фуккIия |tt| мDнOтонна, тa _Ч,|.,| {еr , еущЕствует и нФ гц9восх0-

дtт |1,:(Ёl. СпрввsдJE'э,о и ,]братн{)Ё нЁрЕввнOтво
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ДойствtrтельЕо,

1im
а ---+(ý

lt,l (q) < 11п__|ч| (е,"). (s)
о --+oJ

возьuем скоJъ угодFо маJIо€ Е)0 п тsко9

е B(Q), чтоТ" = tо',...,оr.}

г
tir r...,c

n Iu"(oi.|,...,cg")l > lul(Q) - Е.

"}сп 
е

Тsк квк цЕ € s(0), то рвзdпеЕiе {сl1П 9.|"r...,о..П *r"} прЕЕвдпвшт

E(en) (D С fr) п, уrщтцвsя Евtrр€рцвность ввврх ФЕqдш u, gш€ем

11п__ Г ;uo(c. п 9_1...,@, П е_) l < Iiл lu| (еп).
tъ -+аJ la 

I" ' 't lЬ ' в '' п +.<l)
{lr,...,ts}qп

С .щугоf; сторЕц,

Г lus(o( .,n "r.r...rСr.П 
еr" ) l=

t(r,...rсr}gлQе

Г lu_(o, ,...,о, )l } lul(Q) - е.
LJno',.'B

((r,..., is}qlv'E

Слвдоввтвлъво, 11п
z+oJ |u| (еrr) > lul(Q) - Е, откудв, в сIдJIу

ЕрояgвольЕостп Е, следrвт сврsввнотво (3). Тшшl оdрввом, ФуЕ(-
Igя U Евгrрарlвнs в Q, что п тIюбовsлось. Тапврь, ЕспоJъвуя лвшrу
,l , з8кJtючоем, что |U| о-Евщ)ершвнв. 0ств9тся вспомнить соотЕо-
швЕlля

|ui + u = 2!+, lul - u = 2l|', U = U+- tl-

Е вsвершшть докsзsтвJьство л€rfirЕ 2.
Oпrcшп;, что л9lдlв а фвкrтчесlш содврштся в t71.

9. Тэорэrrв 1. 0gсль <Q,p> - жтry!.Е)сIлов tlровлрl,ыВо с бор-
JEBcHotl о-оlzФр0, Е, u € fr - HBйIР'лJ/'/ll€.lt,H'я Млgкм ЦлrllаllJя.
Еслч ч l1ылррЫlа б Q, лю
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v(e) s sIщ ru(/'".r € а } (6 с EJ,

.Щокаваtвьс*ъо. EcJп u+ всть соtrрmнЕsя к u (mrЕкдя, во

supcu(.f):/ с бl * sцр{ч(q) _ u*(Q \.rl:1 с бl =

= u(0) - 1пJ{ч'(8):t € Q \ е},

гдg

Q \ е = (8 g Q:Q \ е с 8, 8 опgFто}.
Тш@пl обрввом, ослЕ uв рsшхш ",щоf;ствощш" ggд8qу, T.s. дока-
reм, что .цпя Jшбого е € Е

u'(e1 = lrrf(u+(8):8 € ё},

мн докд8ам творg}rу 1. ,йшtсврувк бо € Е Е оtrредвJшa Еа р€lпsпto ё
сУпgродrляр[тув ФIлgsе т

1п.f u*(Ё), вс.lш g l Q,
е(;.
u'(8),oaJи8=Q.

'I(8) =

Тогдs ? не првосходт u' ва ёо. УWпIввя, чк) u'
фylп{,дя (см. Ер€дtоlвIш8 З), Е qрgшgвш т9оIrеrцу о
ФуЕfl_р!f,il ? и u", зaIUIDIIBoM, что суцвствуот }r0€ У1

- к)IWтая
опtтлвЕrlg К
т8к8я, что

Fо(u'вв Ешт d]ro ввёо. Тогдs1.10(Q) с u'(Q) про(е) du'(e)
(t € Е). СледовgтgJьЕо, у,о€ c(u) (ш. trрýдrоlвЕg З). Пооколъrgl
u Ееtrрgршвнв в Q, все ошмOвтн c(u) оуть о-qдчmпгRrпrо ФrЕgýш.
Лпбsя о-8д.щтЕвЕ8я (Dушg.чпя, вsдаýЕsя нв борлgвокоi ыгебр rвт-
ршI€екого щ)острвЕствs, регуJIярЕа (сш.,ввпрmrер, tl l ).

Слsдовsтsлъво,

_У [to(8) = ро(е0).
8t9o

С .ryугой стороЕц,

ftr шо(Ёl = ш1 v"{b) > u'(eo),Ёri К.о
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пocкoJlькy ui - ItloEoToEEая ФуЕsщя. Ущmвая Еер8в8Ество

р0 (е0 ) б u' (ео ) , ваIс.lIпчаем, qто

р0 (ео ) = J.nf ч'(Ёl = u(eo ),
ffeo

что и трсrовsлось. Ввпдr гтрuввоJtъпоýтп внборв еос Е доквзатеJъ-
ство sвкоýч8но.

ýлвдоrвrе 1. týсть <Q,p> - reпLрl\lАснле прqтw]мллВо е dор-
lBбcttoL о-а,rаабра, Е. 8олr u € У(O?Е.' нвtф€p;шdла ВВвр, 1ю

lul(e) - 8чрt lUl(.r):.r с Ёl (е € Е).

Довgзатs.Бстш., Лри докав8тоJьствв лоls!ц 2 бнло Еоказаflо,
чтс} в усJювlлях аподствпя 1 (ýуIýqFя lul являвтся о-ЕOIтрръвяOЁ и
вщtслоЁ. OстsJось грrеЕЕть к ФуЕýцш lu| теOрrrу l.

Ес.ш в допоJIýвЕЕв к условпям слвдствЕя 
' 

потрбовsть, чтобн

Q бнло гомеотuорРо поJIЕOldу сепврвбвльноl4, м€ трлqб cкoiry trрстрsЕ-
ству (т.е. явJrяJrось Еольсrgt прстр8ýством), то спрвведдпво

ýrёлстшв а. Лgсraь Q - поrьаrю€ просалрлмВо с боFlеВсноа
а-аJё€6раО Е. ТоеOа ал .фоа Hяllдв.p;rBtl,Ы. B&eplt Фуllмлul
u с Г(Q,Е,) бер.о р&еtlслtВо

lul(a) = s,rpt lUl(Д);E с е, ff - ffоJtддrп}. (4)

.Щоказетелъство. ПолЕостьш цовторяот схЁму док8з8тgJьства
творемЕ 1 Е слвдствпя t, BCJM полоtить в теормв 1 е = (8ЕQ:8зе,

Q \ 8 * кошtакт}, в такшв 1rчость, что в пoJIьcKoM rгрстраЕство
р8вецство (4) вýюJЕ€Ео дпя Jшбоf, о-вдвтЕвЕоfi мерц (см., нвщ]Е-
мер, t11I).

Првхдв чвм док8з8ть осЕовЕоt р€зуJьтsт даIпrоfi статьв, докs-
аОМ О.ЩУ ВСПОrrОГаТВJЬЦ|Х} ЛОШt{У.

Леша З. IIUcrTb <8,Е> - lJ,зlreп.цoe прсlпр8ллВо, u € У*(Q,Е).
!.lя .lбoeo lсоr+вlялео ндtор, п,оlшрнл-неllЕFсенtпццЕея эlеrelаюб
т} =(er ,... rео}, еt€ Х, t=I ,...,п, п € IY, оп@елчл фпсш.аэ trэn:

шп(е) = Ll{ёt 
, ...,en}(eJ -- t!п+l (9l ,...,еrl,е\ Ё "rr.

ТоеОа d.l,л rrфоео п фЕн&s а1 пg;rlфlвадп, Y+(Q,r).

,Щопrаательство. tIустъп=1 п [atr...rЕn} - щюпзвоJIьцо
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внdр8tЕй ý96ор попsрЕо-llеперсекащtх,ся влвмвЕтов Е. ИgдуlflдЕ9f,
по п лвгко EoKBBBTbr что

[Ш{"' }]r(С.' ,... rоn.) - U,o+.t (е' ,аr\ 9, l... rоп\ el ).

.Фfiотвцтвшво,

0{"' 
} 
(cl ) = Ua (е1 ,а1\ е.r );

[Ф{"r)]8(сrr...r%) - [r,lt"'}].-r(аrr...rп,,, rU @-) -

- [m{er}]*_r(c' l...rЧв*t' - [Ф{еr}]'o_r(о,,r...rгr' 2r_с!r}) -

- u't(e.,,or\ еr,...,(оп_r\ er)U(ar\ вr)) -

-ч*(е, ,or\ ei, -.,oaв_l\ er )-t0(€rc1\ et r... r@-,, а\ е1 ,orr\ а.t )-

U'B+t (er rol\ el r...ror\ 61 ).

Вдsсь псполъвовgЕц цЕ.щоло8еЕЕе щдуlg{ш ч оцрgд€леЕЕе п+1 -'
рвзЕостп фуЕý+ш U.

ГIусть твпорь дlя п<& утвоIщдsЕпе лоlfiý док8sвво. Докахвм вго
trрв ь&. I&ддqЕбf; по pt моЕо lкtк8gвть, что

[шt"r r... r.u}]*(Оl r...,Q*) =

= uu*r(a' ,...,еъ,с!l r*",,...,а-r,фе, ).

Деfiотввт9JtъЕо, цtrшtr w.1 9то sоть оцр9делЕgЕе ФЕgýIr
@{rr r... ren}, ,Ще,llео,

lФСrr r... rrч} ].(с! t... rc') - [Ф{er r... r"n} ]._., (сl r... rоr_rU Оo,)-

- [to(al,...r"n}]*_' (C.,,...,%_l ) -

- [Фtet 
, ... rе}} ]r-l (Оl " " rсl*_rror) -
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ub*r_., [*',.,.,е&,оl r1}"r,..., (orn-r\tje, lutq\*"r'] -

- u}**_' ["r,...,eu,o,\ljel,...,c'_l\}i",] -

-U}*.-., [".,,...,"u,о,\fl"1,...,О1_2\феr,аr\g еr] =

= чь+r[еr,...,ео,оr\*",,...,фЁ"J .

Здось тшýв Есполъзоввщ цр.щолоreЕпв шдrtqщ х оцрд9лsяп€
&+п-fr рввпосш {8ЕsIш u. IЬсЕtолъку u € У+, леltв докsвsЕа.

sBopBtla ?,, IIgыь е - пI)rr,оtоанвсхм прйр]Мо с
бryrcВанла о-цееdра 8. СlфаflNэ апфежJя grФчМrаfr*L:

е) 0л.МоО нýпррВнлО Ваер йрlл4лl u с P(Q,EJ Вsрю
рВеrщfriо

lul(e, = вчр(lчlТ) ; .r е бl G е z);
6) .Моя хепрербltая бВер ф1,1а4lя U € F(Q,Е) рq4ф€.
.Щоrязательс:во. б) + s) следr9т ш] оцрдолоЕпя. ocT8.llocb

доквsвть trшшхкцвD а)-+ d). Так как ЕsпрDЕIвЕоэтъ BBtrx ФrЕс-
rтп u шечвт о-вgцрFIвЕость по.lвоf, ю.шоrлrалъвоfi вsршвtдlп
|ul, то, бgв оц}gшq€Ея общоотЕ, мoвo очптвть, что u € У*,
фвву опrвlшr, что пЕ! вецрврЕвостц BBoIlх фIrЕgпш u алвдrвт твк-
re ЕоIIрорцвЕость ввврI ФrвuФ ч, ввgдвЕЕшI в лsшо 3. Дsf;отвЕ-
тельЕо, оG,tп с!п, с, то дtя;шбого 1- {er,...,e,.} € З(е) (е € Е)
пмеош

}* rnto*l = }ý uъ.'["',...,ер,сt \ *"J =

rъt
ur*.' 

["., ,...,еь,о\ H".J,
тшс как

["", Ё eJ r [а'. * "J.
Крме того, tln е V(Q,Е), твк к8к Фrl впоше полоштgJIьЕl (лешrв
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З ), и , эн8,{fiт ,

luh! ton(Q) ,t о лпя лDбого Tl € Е(е), р с Е.

Такаr ооразом, по цр.щоло8енш) в) док8зцвsемой теоF.-,tдl , Есф

фуЕ(tUш 0lrl удоепвтворшт рввýЕству
шп(е) = Sчр (o1Lr):.rсЁl, е с Е.

ИGI'одя Еэ атого, uоЕо доr9звть равsяство (2) шя поJIиномlrЕJъrrнт

рвзЕостOfi ФЕшIЕа u Jшбого Еорядсв. ,ФrцtсЕруем er te" € ý,
er f'l е2 - Ё. Тогдs

Фtrr)(е.) - u2(er,er) - вtЦ oсr.t l(/) - ыrP u2(e1 ,./r.
l(e lee

С д)угоЁ стоIюЕц, дIя JtrOбого ./ е Ё.

u. (е, ,.f ) * o(rl (е! ) - Bup Ф(f 
} 
(h).

h€е.

Твrспr обрвзом,

U, (е1 ,е2 ) = ýuр U2(e1 ,.r) = ýuр sчр
fcb? i€Ь2 ь€Ёr

u2 (.F,lr),

что ц трёбовшось. fýсть тепврь п € itl trIюЕsвольцо. Дя Jшdого
Tl - tеr,...,9п) € g(е), 9 € El сцрвведлвц рsвýЕствв:

ur"(e, ,...,en) = Ф(еt ,... rэrtr_l , 
(еr") -

ýчр. ]

lnCen
Urr(B1 ,... ,еlъ_1 ,r) =

e'....,an_"rfnl(err-r ) =

Uп(е1 ....,еr_r,/*_'t ,f j = ...=

ш(sчр
€ёr.f,fu

= ýцр

f-еёf,

gчF
осЬJt1-1"z-1

- sцр
!п€Ьп

sчр SUF Un(rr,... ,r,.) ,
f,' €"l/r"-, €ёrr-.,
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Tl = {€r,...,еrъ} € З(е), е € Е, п € fl, ввро

UK(el ,... rеrr) =

Следоввтельво, UK € У+(Q,Е). Kpor'g тоrо, шя ФЕпggап uK став9д-
JtпEк) рав€Ество (4). Двf,стЕптgлъно,

ешш ur(e) - l, то Д Е е Е UK(e) - ua(E)i
вс.пr u"(e) - ol то Д с е п u"(e) - uK(ta}) дtя Jшdого

g с е\Д. OlFBKo ФппgЕя uE Ео явJIяется о-вопр€рrдвЕоf, (доствтошо
вЕlять цосподоввтоJьЕость el Е т8п, чтоOц еп f tr дIя всоI
п с ff). Этот в пршор ц тоор€мв 4.3лпз [2] покаstвашг, что пз
pBBsccTBB lul(e) - EtrP(lul(.r) :.f с е} (е е Е) Ев слвдl9т, воо6-
щв гOворя, ргуJIяtrEость (DуЕffцш U.

a. Здвоь будrт дgвr Евкоторц9 сJrвдствця Еs IюлучецЕцх ро-
вультвтов. С цоtaощDп сл}дств!я З моЕо IIoJrylmTb усплsЕпs творнц
4.2 gз t2] об аввJIЕIЕIIЕостп рвгуJIярЕIIх ФуЕýФ lrEox9cTBB. лпя
9того Eal,t поЕвдобятся нвкоторнв сводвЕця trs t?]. Ф}гЕсЕя
u с y(Q,E) Евsцввется IIoJtEEoME8JъEofi порядtв п, есJIЕ
Urr.r(€rr...rer.r) = 0 дJIя Jшбого Tl = (el ,...r€rr.+1) € З(е)

(е q Е). Совокувость TBIGX ФrЕg$й будвм обоsЕвчатъ ч9рsз
l,nъ(q,E). 0уЕgдя U € rD(Q,E) Е8зЕв8втся оЕор,щоfi поряд(8 п,
вслl ввIIоJвяется с.подпшlое ушовЕ9:

Д+п. Г ut=o (е€Е,R=i,...,п-1)2.
т€Е(е) 

l ,' tocr1?
lto l_}

СовокуrЕость вс€I оIFоррц Фппýgй trорядtв ,} будвм обозЕачать

чOроз v(u)(Q,Е). Пр!цiерм ФшOлшл шз I/'t(Q,x) явJIяется, otleви.щo,
rшбоfi поlвшом от ад.щl5lвноft ФуЕilsш шз y'(q,x) стOпеЕп ( п. В

[7] бцло док8звно, что Jmбsя ФуЕо-рtя U € !P.(Q,E) е.щIствепным
обравом фодетвалявтся в вцде сWsrн о,щордIЕЕ фýгЕt,лй

' З(е) упорядочевс пс степеfiц измель,lенця FsзбиеЕfr.

1 , sсJш fi Л е, l Р Fм вевх t-l ,. ..,пi
0 в проrтввоrl слуqsв.
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fL

u = Гu' 1tl, € У(.), п = 1,...,п,).
"l- 

1

Чптвтель легко усмотрпт здвсь gЕвлогпю с0 слуrlдgц 0онщдLт поли-
Еомов. Естествешsпl обрвзом возЕцкsет слвдrщsв

0шредвлеше ý tal. Фуrкrця U € У(8,Е) нЕзнвввтся днаJит}г{еL:-
Kofi, BcJпE онs црдстввIDrа в Rяда

Ф

u =Гч, (u.,o б У(-), п= 1,2...),
m,t

где под с}rrляоfi рiдв поmrввтся (0) - Iiд
fuý-

Z_u. " 
полуупорядочен-

E,l
ном прстрвнстве <I/,v+).

В.А.ВЕсиJьвкп'l бЕJtв доквзвЕа слвдrщ8я
tвopxa [2, теормв 4.Z.1. Ес;ч <Q,p> - леrлрчlЕсrаJЛ, нопЕLюп

с бор4еВсrсоО о-uzеброО U р € rY{O,Z), lllo фllJацJя u сндllJlmrмlа.
Ив втоfi тооремн, с учетом апедотвпя 4, полlпвем
ýпвдотше ý (BE9JEET!IщoсTь о-ЕвцрurвЕцх ф}'Iдtlлd). Пgспъ

<Q,P> - мrР,,вlясн"Ф, x,oпlд$ll с бор,rвВfдсаtl а-а,деебраО Е. lмoe
о-r{еrрербtaдя ФуllаpJя u € [(O,EJ яВlянпоя олаlsлмлtясtсоilЗ.

Щв одЕо yTorIEBEшo, евяввЕЕоэ с ослвблеЕивм условпя ргуляр
ЕостЕ, отЕооптоя к творuе об оЕорвоfi ФЕgщ ядв вlшщшоfi ко-
опврвтшной Егр Еs мвтЕч€ском KotliEBKTo [I3]. Имекrо, цв твор-
rл, 2 п тgореiliц пв [l2] вgтвкавт

СЯВДОtЪпв б (форцrла oпopgof, Фушсgш яд)в вшrуr{лой коопвра-
ттвноf; шгр). Дуоаь <Q,p> - мtFлвапЛ, $оплЕца, с боре4gВсхюl7
ощеброО 2. Дп .фаа ,впрrlrФl,d, ВВар ВащIlJф, (Nr+пllд!

u € Уr8,Е' сrlрбфlчМ (фрц.lо

hr(Ф) = J б ф, (Ф ( s(Q,E)),

аОе hч(Ф,) _ вчр(f Оф ., р € C(u)}, S(q,E) - прооIцяaчlлВол бflрсlт-
Вфlдgrlачrцх оераrчдшех ЕqlжрJдх фаша4Л,, Ф : Q+ R,
Ф(f)- ý.lрtФ(r):з€.f}l (f €0).

З Ясво, чlго усповве о-ЕешI}е1lrвЕостц lю&о заuеЕцть tla уеловдя
Еaцр€IЕrЕвооlllll BBcpI.
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