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нулЕвоsltдчноЕ вщдЕOв в IвOрш вЕктсрньтr рЕцlЕгок

l. I. i{ycpoe6, С. С . Кутматп"lгй зе

ВозrilпGlово}ио т9ории вOкторннх рsшеток гц.JIЕitято относнть х
началу трilдl8тцх годов дв8цlатого ввка и связнвать с имонамп
Л.В.КвнторовиrI8, Ф.IИссs и Г.феfiдонтвля. Изучвtма вOкторннх

ГЦюстр8нсТВ, наД{ЭЛенн}lХ ОтноШOНИOм поРллка !], к8к праВ}!ло- со-
глвсова}ff{оfi с имвюlц}тм}lся структураrд1 норtоfi , оч8видll.), мотш}ир-
в8лось но в послвдtюп очерsдь обпчпдл обс,роятOлъ,i],гвзни, вЕзваtsriш-
ми к !(изни фylп{IшональЕ{fi 8наJЕ{з, tтвр8к}lввл]ffi}гfi в тв год 9по)tу

своого фр}fffрваuия. Тут слодIот нвзваl,ь обшifю тягу lt ебстракiлд1,1

и соц,IологиtIOском]r подЕод, к }lзучеЕию фрпtщтЁ. опврашдd над нимп
и связ8нннх с ними урsвнвIfiй. Прш.tочальlпп,t обстсятольствOм бцлL1

то, что к чшслу нsблЕдвомiх своfiств фylл{lиональtшх оdъактов от-
носиJIsсь возмо8ность }tx срввЕOЕхя- В то жs врOмя общsя ко}щаIп_шя

б8нвх.овЕх пространств нв у\мтнваJIа спsщдЕЕс{ конкрOтнцх фJпп(Iд{о-
нsльнцх прстранств кл8ссЕчвскоfr шtоJпJ - наJIи\ше в нж осто-
cTBBrпrofi структурш поряд{s, tФsврsщs[цsfi вти прстранств8 в вок-
торнце ршвтки.

В те rо го.щ вsрядr с теориеt упорядочOнlпlх прстранств за-
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кладывалась теория банаl(овцч, аJгобр. Хотя в пзрвн0 го.щ рs:]Еятив
н8званннх Tecl)}fl шлс) паралJIOJIьно, вскорв ик ггути рsвошJись. Ба-
н8хOвц алI,,.эбilы IцюдемонстрtтрваJи свою искл,J]читолькую эффокт}rв-

ноеть ts Teop}:j,t функцтffi, в спектральноft таории опsраторв и рд-
ств8нннх Ha]ФЁlB,п-rн}rlr]x. iбория Bc,Kтopirнx рts,(lпто}т развквsлась мsд-
,.IбHHBB и еа достtI]t{sния, связаБннв с харsнj,ЁрilваI.Iивft рвзJичного
рода упорядсчвнннх ttг}эстранств н описаниsм цойствукщю( в них
опвраторв, н()с!{ли болеs cKрolvш{Hfi i{ сll8цла"чьннй 1арактбр.

В сврвJинв с8мидsсятнх годов нsчаJ]ся i"Iерl.!од рста интsрёса к
т8ори}! веfiторнЕх р8ш8ток, пртввдшlil к ве б}icTDoM:/ резвi{тиiO. Свя-
заЕшfr с общд{ буршм rФогрвссом фуFп{Iшональног(; вilаJtriзз в эти
го.щr oтмочsюшfi процосс опрsдgJя.IIся и особшми- rтрнчинами. Iлав-
Eofi слвдrвт назввть Ееобычаftlую пол8знооть идфи у]торядочsttного
вgкторного IIростр8нства в математиtlоскиji иссJlЁдоijанияI, внзвар;-
ЕЕк соlдальннми науками и, tрожде всего, BKoHo!\E{Kort. liзмалую

рль в скнтозо творl!и упоряд9чвнннх, црстранств с эконоtФтчOскоfi

творивfi iд оптимизациеft снграJш творчество и уншtальность .rиtlнoc-
тЕ Л.В.Квнторвlrчs. СлелJЕщвfi мЁн€8 oчOвид{оfr гФi{тl,Iliой }штароса
к BoKTopHi{M рЁш8ткам ствл8 ж нао}\ид8нн8.q рль в нестБндар,.ннх :
буловозн8Е{,lх - модвляк теории множеств. Пострвrпгне .Ц.Скоттом,
Р.Солов9вм и П.Вопеrшоfi в связи со знэм8tlитнtл,t раз:J'jlътsташ{
il.Дж.Коана по гЕпотозо контпнуума, эти модели оказа.тись }I0разрн-
ElIo свя38нннtд{ с таориоft вsктоI]Rцх решбток. Шмвнно, обнарук.!-
лс)сь, что влбмвнты таких рш9ток 0-цухат изоdрsшанияilи ввцвствOн-
ннх чисвл в подхсдщдr4 образом подобрsннсfi булевозначнU1.1 мсд9лй.
Этот Фsкт нв только вJIо]loш точ}iЕй смIJсл в изн8чi]льно0 rр;дстав-
лени8 о ToMt что sбстрактiflJв упорялочвннЕ0 пространс,гвi] суть
IIршзводlцо от вощвств8нннх tшсOл. Твм саlдlм воэi{икла ноt]ая воз*
можность вцвод{ть общиs своЁствs ввкторншi рош8ток, используя то
полож9Еи0, что они в точно формулкрувмом емцсле служат изобраli{е-
ниом подвшsток поля R. Имоlпо 9ту возможность мн взrUти за осна-
ву в нsстояцвм lлп(pокурсs лбкIдd. НsчаJо курса (пврвн0 три лвк-
,tии) будут оrryбJIиковsнн Дlершсансюш матам8тичвским обществом.
Вдесь IФедст8влонн .Фs болво rrрдЕинутнх раздола: фуtжIдональнов
исчислоЕtro в вOкторнцх ршбтках Е осколlLI ilолоп{твлшлх оп8ра-
Iорв.

Прr излохешш главЕоб мосто удоляом фytцамеЕтвльныи понятиям
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и ж llrulпстрещгй. Доквзательствs форfуJrяруsн}rт тsором дн IФат-
кости, как пр8вшIо, оrуск8пгся.

I1рlввдвшrая в конца куDсs лцтбратуFа IIп в ковfi мsро нб прs-
т8ндt8т н8 IIоJIноту как в облsстн вокторннх ршвток, так и по
ностgндартЕаftLч aEsJIцIry, Она ва рЁдки}fl{ IдскlmчаЕиямil сOстошт нв
ftit)ноIрфd н стsт8Е rrdsсрногrr }i8рsхтврS, в которцх содор&тся
'-1$tшрная бнблиогрOФдя. ф}tтILчвJьi}rs р8ботн lplтrlpyDтcrr по спо-
Lи8льннн ссюбрsuвклm*.

jIcKпiiя 4

Буrsвоавячеf, аа8да Bss,TopEtx рsв9тоЕ

Li втоfi лвкijJд{ мч Ij()KaýgM, что BBrciвfiimtg стпукцтннб своЕствs
BaкTopEilx р€п}еток .. пrюдстý&цонЕе lцýс,ryвнствsк{ фуlжl{rтfr , clIбKT-

р8льЕая Taoý8м8t ф"чшQ+i()iiвJьнов i{с.шOл8IlЕO j4 т.п. - j{ЁJlяrтся

ýзобраавrfi!дд4 своfiств ilоля деfr:твитольtтtх 1шсвл в по.щ.одящЕ}il
оулsвознsчноll модвдý.

4.,! . iФчнон с н8сколь]сп поJIозннх здавчвrпdl. коlс.рнмц EI[xa
dудвм ilользов8ться, чFсто бOз cIIBiJlaJlьKýx пояснаттiЕ. Вовьмвм
.i(-пт:остранство Е. В cE;ly таор€мн Q булввс,значнOfi роsJЕ,Iзsцm вsк-
торннх рцlёто}t (см. i21 .| ), r,{o!Glc ,:t{ит8ть Е подрошеткоfi расшrрвн-
!ого Д-цу.)с,грпнства ti, r.,цео как обнчно, ft - полs двЯствпт8лъннr,

чис8;1 в }юдsJIu о(s), ý:= 8(Е). Еr:лgв тсlго UJв8.п i:=.T(E), пOрх-
дOнЕfr мнс!9стром Е в ftJ, 0удоt фундамвнтом Ei ir oдroвpамoiElo
0-п{)поJшонивм Е. ц]тдfiца 1 ршвт!fl{ В будвт еда:лтцвfi и в Rl . В
подвшоlltо Е тошлrо грsнпrп{ сч8тIfiIх иновOстi] нsслвдIDтся из tI "

Под)обнOо, BcJи тоtlная вврх]rяя (rfi[Е{яя) гранш{s з послвдоват8ль-
востu (аrr) с В суцвствувт в R{, то.:г будет то,{ноfi ворхн8fi (tддж-

нOfi) гршдпtоЁ и в Е цр! ycJloвцll, что.? с 8. Тапод* обрвэом, бвз-
p8зJttttlнo, в Е и.ш в El вншдсляотся о--tгрдвл (о-суrfis) послодова-
твльностц цз Е, ocJш толъко рssулътsт rryкнадлstý{т Е. То шв ворво

ди r-прдOлов ц г-с]пдl. В чвстносm, MotrHo утввр8двть, что всJIп
с с Е, то слод ез и Iарактершстика е| элемвнта .r, вьг[ислоЕЕцо в
RJ. впяrtся cooTBgTcTBoEEo вломоЕтоil В:= G(Д) п отобраIеIпом пз
лв8.

9в



{.?. Taopera. Д.r.я спеIоfiро.lьноа фDда4ш аJеrеr{го проrэбо.rьжl-
ео Во-проапр+оллt8о с а'tдrrqеО 1 спдл8а0л!6ч с,rcOдшде ссаЕл(лЕ-,
lшя2

(1) s <t -*е]<е| (s,' ( R);

t2) Vrс"";= 1" Attpei=0;
(3) vtе: : s (Р, в < l} -ei (t cRi;
(4) а'< g .+ (Vt с Ple| < ei;

(5) еГg = v(е;пе| : г,в €Р, r+ s= f,) (f {Р);

(6).т}Oлу }0* ef'ts = \/{ё:леU : гоs € 8., r€ = Ё}

(ii,F,t>0);
(т) е;"=- \./{1 -"l*, а ( Р, 9 < tr (r i Р);

t8) r =. 1n!(,{) * 1е| = V осае?) (f € R);

(9) еfW = *? 
^ 

я} tt t ft);
(10) с € G(1) _"е;'= (1 - с) леТ (t €R, t < 0),

С ( ý(li -*е;"=сде? (f (ft, t d0).

3двеь Р - гfродввг]льЕоо IшоlЕов подIоло uoJц R. (В (6) п (8)

прдполsгаsтся сIrщsствовsýЕs гIрп5водOЕпIr п шЕ{ЕйЦгмs соотвотст-
вонЕо. )

( llosoм счптать, но оI?аЕIлIив8я об[FостЕ, что рвссмsтрЕвso-
моо До-прсlранство оовпвдsgт с Е{. }tc тогдs 1тsбу8мн€ соотЕошв-
Iýдя бав труда внволдтся Ев sлOмэнтарЕж своfiствл !шсOл.Док8r8м,

цятqмерl (6) ц (8). Вамопшr ЕреIдо всего, что Р - IUloIBoo под-
пол0 поля R впутрп У(В).

ВозьшенполоrqтоJьЕцв 9лвкеýпtаrU € Ц Еtllсло О < t € Р.

Тогда,,у u t^ - дs!ствЕт9льЕцо qцсл8 в модоrц У(В). Воспольsу-
омся слsдrпЕпr своПствок !псол:

3 } 0 
^ U } 0---+ (*7 < t^*,--,-
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+-+ (:lr,s t Г*li, < r ^у < 9 лга = t)).
Привлекая принtил перЁноса и прsвиJIа вшчислOния буловшх оцOнок,
прццвм к соотношвЕи]0

[4/ < r"]= \/ [э < r^l л[у < s^П

'I;:;u"
0тсюда BH,IBKa8T Tp8cyij",i0.i раsёнствс (6), acJM примонить N к oir
}tlvl частям paBeHcTIJa и учесть, что х Гт < r"] = eI.

ПустьтвпврьА-множествоврассматр!шаемом
f,.-lтросr,ранствs" Тогда,4l - Ht]KoTopcB il,Ii{or(gcTBo даfiствитвльIшх

чисвл внутри V\"i и -rправчллиt]а формула rnf (.4) ( f +-.->

* iirJ c..{,l ) ict ( 1). Тепврь McrlKHo вшшсать цепочку экtsивалонт-
H.Jl,],],Bй:

э = 1nf (1) ** [т = 1ni(.{i )n - 1 * ['Yr,c Р" )

(J 1 r 1nf (lT) ( t)I = ,i <-* (v1 ( Р)[f < f"] =

- [(_ic ( lI )(о *1 t')n +*+ (Vt ( Р)[.т < t"n = V [о ( 
'^n. 

)
асА

4.3" Итак, кахцому злом8нту Ко-IФостранства о едr{}ицвil ссот-
в.тс,гвует спвктрsльная ФуЕtIця, lтричам всв опsраliии прOобпазую,г-
сfi впол}t8 опредвлен]{лм образом. Эт,э оСс,г(,ят8льстIJо навод4т на
r{ы.,l]b о возмо]кiост!1 рsаJизаlлOt произвольного frо-пространства с
едLчицOfi в видв lтространстtsа спsктраJIьных фуюtцтft. Рассмотри}ii
BrJIIpoC подюбн8е.

Разлоrtвш.{ем -6дд{иUд в булевоfi аJгвбре В называют отображsниs
е : il + 8, уловлетворяюцsв условиям:

(1) в < I -+ 8(8) < e(t) (s,' 6_ R);

(2) V e(t;=1. л e(t)=0;
t (Р t cR

l'З,, V e(s)=e(r) (есR).
-clP о( +

Пусть Л(В) - мноаоство всох paзJloxtBHrfi вдtr*п{Е в В. Введsм
oTHoIDotInB порядts формулоR

е, < е, € (vt с R)(e'(t) < e'(f )) (е',е' € П(В)).
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Далее предюлоNим, что 8 - о-sJЕобр8, Р - счOтЕоо lшотяов под-
поло R.

В сшу своfiствs (3) всякоо разлоsеЕI[е одшцlЕ од{ознвчно
ОЦРДОЛОЕО СВОЕМП ЗЕаЧОIШЯ,Ш На Р.

Лпя Jшбнх ё' ,€' €, Л(В) мошо оцрдолцть отобра8оIпsо

в ! t -+ v(е'(r) ^е'(s) : r,8 ( Р, г+а= t) (t € Р),

е i t --+ V(е(s) : 8€Р, s<t) (t€R),
КОТОРбl I(Лб ППJIЯоr будет равло8ояпом 0ддЕшщ в в. полагая
е' + е"!= 9, пoJt}llxlrit в Л(В) структуру коlлФrтатЕваоП IрyIшi, пр-
чgм нуловоf; 0лоtдоЕт 0 п обратlцtfi 8ломонт -а пнвDт вщt:

1, осл[ t > 0,

0,oc.lшt<0.
Ilакоцец, црпэводвЕив sлвliонтае€ Л(8) цч!с.па g( R эадsдд1,1

IIр8впJIвмЕ:

(qе) (t ):= e(t/o) (с > 0, t € R),

(qЕ)(t):=(-е) (-t/a) (с < 0, t с R).
{.4. Тоорош. Пусlль В - flоднr,я бу.пеh цееOр. ШюtесrЕо

Л(В) с 66е0еrол.пr oпEp.цJM.L u пофtсол прOсtrоВмап собоО р-
ллuрlilде x-TtpofitEEдl/,/йo. йлобрепп, соlюспаВ.lмре э.Еreюпу

л ( Rl р&9Jоrв}дл eotлt.lд t+ [з < t I (t ( R), ябlяе,пся tл}о-

,офlвлол Е-прапр+впб RJ, ч ý(В).

{.Б. Еводом EocKoJtьKo вsЕцt. слодстппО пз с(Dорцrлrрвяrпоfi
т8ормЕ.

(1 ) Рsсщцрошrов Д-просц}анство Е с oддlпi0f, ,l EBoMoI{llo

Д-ЕростраЕству Л(8), гдв 8 =G(1). Ивонорфrзюм слуlцт отобрахо-
ЕЕо .т---> ((е;)r(R) (,, € Е).

(2) СЕоктра.львая тоор€мs фвЦонтsля. Пусть Е - произво.lьяов
f,о-прострвнство с одшllрfi ,l. Вспqd влsмоЕт с е Е доtrускаот
црдставrlвЕцо

'=j *,,
гдв цнтоцраJI попltш8отся как црдвл с ргуJиторм t lцтоr?8JъЕIr

-e(t):= V (1-е'":в€Р, B<P};0(t):=
t
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сумм .T(P):=E,.CZT(e?_, _- е; )' f,, ( Т* ( trr+,
,1f1 n

0 ( В ) : =suprra z(t a+,t- tr, ) --> 0.
( }lошlо сrцтать, что Ri - максЕt{альЕо9 расшФоЕпв 8,

Е.RJ. Iýсть I еЕ, F:=(t,n),n€z -разOцоЕив Rи t* ( Trn

(п ez). тогдв

bn < [t; < r < tl.*,n л [r; < т; < t]*'л л

л [t,*,- t; < 0(р) n { [|с - ."t . 0(р)"].

Учитцвая раввнство z(9) : = Il}(n"r;l, 
Frrподпи [ lg - з(Р) l <

( 0(Р) n = 1 и.шt lэ - з(Р)I < o(p)t. 0ствется привлsчъ вsмsчвIдIя
из 4.,l . }

(З ) JИя призвольЕоfi о-аJЕобрн 8 }дохвство Л(В)
(стр}ттурЕрваюiоs, как в 4.3) Еролстsвляот собоfi расшЕраЕЕоо
,{о-tтлDострвнство с адддпlвil. }Ъоборт, mбоs расшФsЁно8
,{о-прстранство Е с едппдtsfi пзоlrорФ{о Л(В), гдв 8 = g(E).

( ГLусть i - 
"no 

о-попоJIнвнив о-в.mвбрн В. Согласно 4.4 Л(i)-
рsсшЕрвнноs f,-гтрстранство. MHoIocTBo Л(В) содвршIтся в П(а).
Болое того. пэ 4.u (4)-(7) ц 4.4 впдIо, что стрш(тура вOкторноR

ршотки, а т8кжs ToIIHHв граЕuIщ счотЕЕI t{HotocтB в Л(В) Е8слодr-

угся из П(i). С.лодов8тольн0, Л(S) - ато fiо-простанетво с ад{ЕII-
цеft. l,tз 9тцх rB сообраrеюfr внток88т, что всfitоо сч8тЕов мново-
ство попsрно-.цЕзъЕllктнЕ.]r 9ломsнтов в Л(В) ограЕпIsно.

Возьмвм твпврь EpoиBBOJтьHoB Ко-rгросlрвЕство с вдппш{вtt и ого

максilltа.тьRоs рsсшi[рния Е. EcJпI 8 = G(Е) и 8 = €(Е), то 8 0сть

о-попоJIноннв Е. В сlапу (1) прстраЕств, i и Л(i) изоllорФш, црц-
чем обрsзом подrросщsнства Е будOт Л(8), к8к сладIот нs (а).}

4,6. из 4.4 и 4.5 ýвпосрбдствsЕяо вцводятся розуJlьтsтн о

фFп(I${онsльноП ре а;пrзвLЕlи вsкторнЕх рпlоток.
(1 ) Тесрша. ilyaTb Q - споуtюбскД коrпоJоп о-а-4еебр В. Вен-

пораЕ рlяпJаJ C*(Q) u ПrВ) шоrорФ{д " В члпrь.есrru,, Сiеrq) - ро-
uлlрн:юе Во-проапр+слбо с eorrtjr.{eo 0м tfroeo нВад)экйпрm,Jъ-
ноео tю.пtлlолп Q.

trри
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{ Возьмsм е € п(в). IIусть G, - открто-зашGryтоs M8olecтBo в

Q, соствtэi,;твуххlвв sлемsЕту e(t) € В. С}щаствувт одлllствоЕЕая

ввцррцшsя Фylýчщя Б : Q-, i, *" котOрfi

c6<t)cGt.t6<ti (rсR).
!!l+ соотЕошекиfr 1.? (2) слвдrат, что BBHIýiJrToo мноIвстю
П tGt : 

' 
с R) пмssт Iryступ вЕуlр8Еность, 8 оп(рцтоо мЕоавств0

U tGt : t с fi) ЕлотЕо в Q.3ващт, фýгtжiщя коЕбчна всDдI эа
иск.ш)чоцil€м, 0цть моЕот, точок нпгдв Ев шIотного MtsoIBcTBB, по-

gтot(y е е C-(Q). IIвтрудlо црвsршть, что отобрsцвЕrs е--> е п
ость пскоliпfr ЕвомоFЕвм. }

(2) Творэш. Пgсль Q - стtоtrвобспй tсопллмl ftLлноО , .dу.вбоО
аJеебр В, о t - поJе 0еdgп8rл,rеrъr{tс чuсеJ 0 .rоОе"tu YiBl. Ьн-
поwм palвlluФ C.(Q) чэсlлорйtд рсzдiрелак}цt Е-liробллр{{аrйу 'Ei 

"

ffаолорфrзл gаrпtлоаlufuпся сопосzцбJехrлд эJедеrопgl э ( Ц фrrJ€-

14д! I : Q_* R п.о фр.!,lе

irq.l = 1пr(t € R.- [.т < f^I € g}.

(3) Тъс,реrв. IIуспь Е - орсtцЮобс беmорiоя ptlE'Trco, а Q

апоуlюбснД хаппнп боач В(Q). ТоеOа Е t/sо,rорйд плlлрgп+М
пФрчяwе Ео с C.(Q). IIp.l mол Е буОып ФgпОолеtсmоr C.(Q) (оо6-

пr7Оапь с C-(Q)) В Iол ч поlьrсо 8 twJл cJ!lt{{te, ecJtl Е - ýяо
К-прослр+апбо (раJпtрtчюе Х-праlрнмВа ) .

4.7. В двльнеfuом tsвJIоtgЕIrи Еоч:абуsтся пOЕям8 Ентбгр8лs Ео
сlтвкц)sльЕоfr м8Iв. ILусть (Г,Е) - пsмершrоо црс,граяство, т.е. У

- Еопустое }rHoIgcTBo п Е - фпссlтрваЕная о*аJгобрs поддЕоцgств
f. Фtýктрsльвоfr мврfi ЕавцввFl всявOй о-воtтру_:tгквrr0 булвв гоi,lо-
морСпвм р цs Е в булову sл,вбру Е. ТочЕво, отобрsаgЕr8

F:Е*В будат eEвKTpa.lbЕofi морf;, вс"тl]д

}r(r-r{) = 1 - $(d)(,{ с Е) ш

lrtt';,.l = 9 р(,{,")

дIя Jшбоfi послgдоввтоJьвостш (.{n) влsноптов о-лtrобр Е.
ГLусть 8:= В(Е) - булввs аJгsбр8 9дIяЕtIЕнх 9ломентов

Е-щ)острsнствs 8 с (ЕшссЕровgшоf, олщрf, l. Вовьнвн цэнврпцп)
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фувqлm | з Т -. R. Дпя trропзвольяого равбЕошя влсловоfi цра.оf,
P:=(ln)n62, lb a fl*' Ф е Z), 

,r*.rr1 = t Ф, ПОЛОtШШ

,{n:=7-1 ( [Io,1r*' ) ) u составпi пптегрsJъЕнв суммн

g(.f,B)r= ý^'лt,,l*l, 6(.r,p)r= Ё^оп.'}^{rо),

гдs су}лlц внчuсляшгся в 8. ЯсЕо, что trри JпoбoM вцбор
to с ln(t € z) будот

g(./,p) * Ё/trоlч(/ъ) ý 6(.r,p).

Понятно такке, что при нзмвльчвнцR рsзбцglшя Р s(.r,Р) воsрsстs-
ет, а 6(./,F) убцвавт. Еслл с}щвствувт TаKofi DJомOнт 0 € Er что
suр(g(./,В)) = з = 1лf(б(r,Р)}, гдо точннв гр8Iпа_щ 0врутся по
всOtsозмоIGIнм равбиешлmi Р:= (Р})}€z влсловоil tц)яr{оfi,' то говорят,

что Фуlпtt{ця / }ЕIтогрЕру9ма по спвктрsльЕоfi мор р шш что супlв-
ствует спOктралъlsf, интвграл rр(.r), и пишут прц отом

r*(/):= _Г /ф:= "Г./(t)ф(t)i= 
J.

Ir
4.8. Спактральlfiй tsнтогрsл rF(.f) сущsствуот дlя JшбоП оцра-

rrтчвtпtоfi пзмврrшоfi Фрд{щд{ I. Ес,ш я(0 Е - рвсIIпФбнIrое
Д-прстрsнство, то всякая и9мвримая фуtцtщя интOIрцруама по
спsктрsльноfi мор.

4.9, Творча. Пgипь E:=Rl , а р, - стlЕмпр,^ьtiIlя леро со а}{0че-
tаlядl а 8:=€rЕ). ТоеOо 0л .tмф 1JзлЕw']оа фпл'11шj I lдiltЕер"l
Тр(!) - еОшллпбенluа э-Ёеreнп К-п1хлспр+слтtfu, Е, g0o6;emбopm4tr0

,Jc"lo8lю

[IP(./) < I tr = p(t/ < 
^.)) 

(Л. ( R).

( Возьмвм пропзвольнов чисJIо fu с R и такоо FавбиоIf,,lв прямоfr

p:=(l})}€z, что i.o = i,. EcJш b:{tr*(.f) < L'J, то

D=[]t еR )(I*(./) < f ^t <l^)ll . ВсиJугФшfl_lилs пsрмвшивs-
ЕIrя еущоствувт iэвзбиеrше (Ьr) алвмвнт8 Ь и свмоfiство (tЕ)t<з. R

TBKltB, что tE < l }r bt < [I}.(.r) ( t,n дtя всвх В. Прlвllвкая тво-
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р!{у Гордонs (см.! н8щшмвр, t21 I), отсцдs вцвод&l

bвq(r,p) < týbв < 
^'bg 

(Е с Е)

Е двлоо

Lbbtp(4) < tEbEp(r{}) < lDap(.4o) (Е € Е, R ( 4).

Прш ft > 1 ворцо Lъ ) Lo поsтоt{у Ь,н(r4о) = 0. Там саrлл,t

Фсо}= VDE< АР(lъ)О=р(f - UCb)=p({/<t)).
t.а Ъ=t }=.t
ь \9

с д)угоfi сторЕн, D*dгrp(.f) > L^] ш вЕовь по тоормо Гордона

будет lb* < b*rp(.f ) < ьП6(.r,р) rr*

l"D+р(.r{о) < D|t#(,t) (R ( z).

Прп & < 0 варно \ъ ( 2r, повто!.lу b*p(r{n) = 0. Слодов8т8JьЕо,

_ -со -о)Ь*< v р(/ь)*=р(r- U ln)=}r(i,f >t}).
.ь =-1 }=-t

Послвдlgв впочет Ь > р(t.f ( 2\u)), ш окоIIII8тольЕо получвsм
D=tt(t/<L)).

I1р€.цЕолошl, что дIя нокоторго , ( El вор{о

[g < L^I = p({,,t 1 l"}) (t с R).

Тогда в силу устаяовJIOЕЕого [э < L^I = [rp(r) < 
',^I 

IФЕ всsх
l с R. Это равцосильЕо cooTEoIпsEIao

t(vl ( R^)(f < I ++ ]P(.r) < л.)] = 1.

Уштнввя Iшотность R в R, отсDда поJryчаом рsвsнство
['z = rF(.r)I = 1, .' = r*(.lr)" }

{.,l0. Рассмоlрgм цзмoрilltую фушсддш | z t* R п спокrрsJъвую
}rору р : Е+ В:=С(Е), гдо 8 - Еокоторб f,-прострввство. ЕслЕ
сущsству9т ЕЕтsгрsл r,.(.l') с Е, то отобрsцошл0
}ъ-ч,р(t/ < l))(l, € R) совпадавт со спвктрsJъЕоП ФЕGýва 9ломоЕ-
та r* (./) .
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4.11. Теорша. ilyoztb Е - росlдlрннф i{о-прrmроlопбо, о

!r ., Х +, В,_ :=€(jql - }яЁLrи.ороя {]l?8rf7tFI,еън{IJ{ дерG. С7tеrспраlыrtiД

u}fпd)z,rа{ i,,,[.,) прvСстпсВ.ъяеrt собоfl сек,9енцrсиько o*Henpepьi87.дrй

(.jirч€ф{аО,вg,.rыlплutлсгшitrбнuС u речеmочнъrOJ еололорф.tзл ua

1-с.{еебр i.lýлеFлj.lъд],ФндпluД Д(Г,Х) б Е.
{ Не огрsш{чl,Iваq сб[Ес]стиrможем с,.ýt1I8ть, что Е с Rj, гцji.rч8м

Rl 0сть о-пополн8ние Е. Здёсь R - полв дgfiствитsльiдлх чисеJI в

i/(8), гдо Д - попс1Jнвниs аJгsбрн В0" Д{нвlЬrость н поJtокllтоль-
}{QcTb опврвторs 

'* 
очsвидfiн. Доквнвм секвашиальнуп

с-н8прерывность "

Возьмвм убнвsшцуЕ lтоследовsтольность (/r, ) r"cDt i{BMBp}дfiJx функ-

цId такую, urn *Чr't) = 0 lТри всох t ( ?. Пусть r,":= r*(l,r)

(п с D{) и О < в с R. Ес.ш обозвачить ,(п:= tf €r: ./,.(t )<ei, то

а= U* ,d_" В сиJу гр8дпоr{вния 4.9 мох(ем наIшсать

о-I1п елu = о-l1m p(ln) = V ц(,4,r) = 1.
7l,-}со " ,L* 7t=1

По гrризнаку 0-схо]цдrости получавн 
"-:,r*.r"= 

о. ДаJое, дJя любых

измеримнI фуtпсшдП .f ,6:? _-* R гри r:= rF будOт:

e|t,wЗl p(t.f v 8 < L)) = tr(i.r ( л.}) л

л({8 < rl) = e{11l л ei(s)= *r(/)vr(s),

следовsтsJIьно, I(./V8) = I(/)vI(8). Это означаот, что rF- рsшв-
точЁнЯ гомоморФ{зм. АнаJогично, Jця I > О п б 2 0 видlо, что дlя
I t Q,I > 0, будвт

eI(/.s)= p(r./ . g < f)) = Р( U t.f < r,} П i8 < 8}) =

гrа(Q+
r. о=Д,'

V tt((.r < г)) л р({8 < 9)) =

7.g ( Q+
,^6 =2\,

= oz(/),I(s)

V er(/) л el(s) -
г, а(Q+
,.а =л
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Итак, i(/ 8) = r(J),I(8). Дя призвольнlJх l' tr,I {ý послgдltsý

рsвеЕство вытек8вт из yкt) ycTsHo&IlBEHHt 0воЁстts сп8ктральнсI,о

шнтогр8ла. F

4.1Д" }fiшв потребувтся оiЕrн факт о iтредстsвлвниIr булsвнх

алгобр (см. t24, тёор9мs ?9" 1 ] ) .

Тоорма Лхьдлоэ - С}п(орскогс,. t[усть Q - trтoyнoвo l{юстраiiство
булgвоfi о-8Jгgбрн 8. Пусть aý(Q) * Rто (];-аJIобра поддtоt(вЁтБ Q,

поIюждвннаfI MlIo8BcTBoM ý(Q) асох стц)ilто-замшIутýх i{ii()xtýcтB, а 
^* о-}цдssJ,l в sо(Q), состсrilд$Ё из 1,одг.fх мItонестБ. Тогдб ал,вбрs 8

изоморФld фктор-sJЕебtrlо 8o(Q)/.r. Ес.lпt L. - :.{-qоморqеIзм Е нд

ý(Q), то отобрsжsЕиа

r:b*[i..(tl))o {Ь€В),
где l.4io -- клвсс ýi{в!flзалgнтностн l!fi{Oх(сiсilг-*э / r. sr(q) ito цд9алу

Д, явJяOтс,q шзомор(иlrмом ЁJЕýбFý ii на a"rтet5py tЗ,r(Q)/Д.

4.rЗ. Цуст}.81 ,."..с. : lR-+ 3 -,конв"q:лgfi Eв(loii спвктраJБ}тirх

Фушtцлfi сэ значt]нплJfi{ в g-аJп,,абре, В" Тогдu gущ$ству€т Ёдlнс,?Ео}I*
uдя 8*вночл8g споктр9JUэнз!i м8рts р, аfi?tsлолgк{ая IIа баралsвскLrft
c-aJE,BSpo 8(R") гrроr:транствrt R", .u,ля которý

г,(,ii t*,,Iъ)) * ./\ еоil.")-
Л=i _q-jI

к8ковн 0н ш бнJЕ{ Лt о ". ",}.r ( iR,

,{ }Ie сграII}fчивsя сtбЕЕlости, Morfio продтолок!Iть, что
Е - Е(8), где Q - стоуновсшtfi компакт В. Сущвствуlот ЕвIIрЕрнвнн9

ФуIiltlЕ{и.тоl Q --+ R тдкиg, чтс eo(}n) = g].tэ}< l) дIя Бсох l ( Щ

н ft:= ,1 ,...,n. Полоrсцit "r(' ) = (дl (t ) n...,.Tn(f )), BcJи все rо(f i

конOчнн, It.f(r) = ш, вO.ллI ]ъ(}) = t $о xoTsl ciн дIя одtого Iшдвкса
h. Твм самнм оIIродsлвна нвпррнвное отобрsxоIs{о

/:Q + Rf, Ц {Ф}. (Бgзi{с ф:льтра скрsстностеfi точки ф состоит
из допоJпrошД ко всOвовмохннм парsм с цвнтрм в нулs. ) flсно, что

.f швмбрIдrо относитоJьцо борлsвсюдх мор аJrобр B(Q) ш 8(RП).
Гlусть 8о(Q),t,[.]д - то цв, что ш в 4.12.

Оrrрsдsлд,l отобрв8sIЕ,I9 tлt:8(tRП) -+ 
8 форt улоfi
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1.1(i): = r-l 1J7-1 (l) ]д) (/ € Е(RП) ).

0човидiо, что р - спOктральнsя мsра. Ес.rш l:= П [_' (-o,Ln), то

.f-'(,Ц) = П Х='iIЁ< l}), значI{т, }r(,{) = et (}.,, )л...л err(l). Еслл

1] - 9щв од{а спектральЕвя мора с томЕ $е своf;стввмя, что ц р, то
мноа8ство В:= {д ( 8(пin):u(l) = }r(.4)} являотся о-sJIgброп и со-

дерЁит веб MllotecтBa вuда П ;_l (-.,lъ). гдо (lr,...,},n) ( R.

0тсюда вlIдlо, что В = В(RП)" D

4.1d. Возьм8м тgfiврь упорядочsIтftfr 8абор sлемsнтов э,,...,''n
fio-iTpcTpaHcтBa Е с од,пшцоfi 1. ILycTb 

""О,R 
* 8:= Е(1) -

спвктрsльнsя фуlfltlдя алвментв эо. В соотввтствпк с доказаннцм
Iрsдлохвнивм суцвствуOт споктраJънsя мера р:В(Rа) * 8, ди
KoTopoft

r ]L \ а Ф*

р[ д1-o,2t,n)J = д е i{Lo).

Как виJщо, мора р о.щозначно огФ€деляOтся упорядочвЕЕцм наборм
Т:= (g.,...,зrr) с Р. Повтому пrшут Fý:= р и говорят, что рg
спOктраJьнsя мsра нsборs S. Для Ентбгрsла от gвмOриllоfi Флпtщшt

.7":R? * [R по спOктрвльноf, мвр lk гIрпнятн обозначоrшя

*t/l,= ./(ý):= !(rl"...,з,): = I*(.f).

Еслt r = (э), то пишут,rrо" i(./):=./(a):= r*(/), 8 Ё"i= Fý tшro-

Hylyl спвктр8Jьноfi мsрЕ 9лвмонта э. Напо}длпt, что Ерстранство
В(RП,R) всвх бор€ловсюдх ФуrпtlдЯ [RП явJIяется расшроннцн
Кd-просIрsнством и Toчtofi ./-аJtrоброП.

4.15. Тэорвлъ, Сtlэtопр,lьнае лерl нМор Х!= (зr,...,jгп) u
эtэлеlцЕl !(а) сФqu собпнаrЕlаlеа

trf(т)=}Ъ'Г,
аOе f;B(R) + В(RП) - 2ололофLзл, OeoйLBypщЛ лю прбtlлу
Д + f-'(l). В члсtтuюqпt, Оlя ч,вreрlмr фшлlЛ / € 8rR'l,П) u

8 € В(П,R) бчOеп (в . f )(а) = 8(lB)), eclu сgtрапбупп f(r) u

s(l(r)).
( Согласяо 4.10 дlя каадого t ( R будвт

Р111;(*,r) = е{(Т) = [./(Т) < tI = }rт. Г'(+,t).
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ЗtrаЕдт, споктрsJъвцо мор lr7(ý) и цт о f , опр8двлsЕнцо Еа

8(R), совпадsрт II8 цнтерв8лак ппдв (,-Ф!r). 0тсЕдs стандsртншми

рsссуцдоЕf,ямЕ внводtтся, что ати морн совпвдаDт вввд6. fi,пя обое-
новаЕшя вторf; чsстtr нуsно JIиIпь ввмвтить, что
(8 . .lr)* = f о g* ш цшlенить двsцдн yt€ ycTaHoв.lIBýяoB. }

4.1ý. Творвша. Дм .lхбоео упоряlв+аlхоео rtлбор
s.,=(зr ,...,trfu) stеreюпоВ рlлtмFtа+оео Д;проdпр+апfu Е dпобр-
rerule

i , л -* i(/,) (.l, € в(Rа,R//

пфаrаВ,ьяаrt собф фч}lдrВеtаф, секВеrд1|1оtыlд о-нЕпрепd'Ыlй ео-
.rоrорФдл f-опебр,8(Rа,R) В Е, yooBtefflsopmlllД, услобtю

ýrctn) -- "n [R.,= 1 ,..,,l1,),
еOе dtr., (tr,...,tn) * f.b - ,mо &-я воорOчttоплоя фD{Iе&я 8 RП.

{ Кsк устsнов,iено в 4.11, отобр8авЕив ;* iq71 Оудет сак-
вокIIаJIьЕо о-нэпрршвнъпt гомомор(ЕIзмом /-аrгебр. По тsормв 4.15
ВВРЕЦ Р8ВОНСТВВ

}ratn(s) = }rý с (dr})* * Рэh

СлgдоватолъЕо, вломоЕпJ ilCt*) = гJtо(I) и эъ совп8дают, цбо цм8-

DT одЕу Е ту llв споктраJБвуD (WIдýдш. EoJM h : В(RП,R; + g

ОЩs ОДiЕ гомrл{оЕЕ9м,f-в.rввбр с твмш Is своfiствslrf,{, то h и ,it.l
совп8д8шт н8 всsх поJIцЕомаI. Иs-sа секвOЕиальноfi о-
ЁоцроЕiшвЕостlл h п Е(.) совпвдвlIг н8 всвм В(Rа,R). }

Кrcвтерd к леЕщ 4

(а) Рsзульт8тц шв BTofi локlgtшt ва рд{sм цскlmчоЕuом, хоршо
зЕ8комц споцдвJIшстан по т8оршп вокторннх рglпоток. Новьпl здось
явJIя8тся мвтод док8ватоJьства: всв ocEoBHHg Фктн внЕодатся гry-
т8м цЕтврIртацц в буловоsнвЕIоП модsJц простЕх своfiств IIоJIя

двf;ствштелыпrх tцсол.
(б) Поняl%я вд[Еш{н, од[Ешчного ЕлбмеЕта ц mрактордсtrики

(спвктрsJъЕоfi фylпtlлш 9ломоЕта) ввел Г.фвДд9ltт8ль. Им аs уста-
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цовлена спектральная теорOма 4.5 (2) (cM.t,!1,19]). Из тоорsмн
4.4 вýтOкает, что ди поJIноfi oулбвоfi аJг9брн 8 шIожество разло-
fislflffi одлflдщ яв.ля8tся расцшрOнннм fi-пространством, база котор-
го ttзомоi$iа В. Этот Фtкт пр}ttlsJцвкпт Л.В.Квнторвичу I19]. Тоо-
рФму 4.5 (1 ) поJiучиJI А.I.Гfiлiскар (см. [19]). Oсновноfi розулътат
п.4.б - рэаJII,!заIдя гtlю;{звоJIьного К-rцюстрвнств8 в виде Фytцамвн-
та в c;(Q) - впврвыв устsновиJи ltgзавиtимо Б.З"Вул{х и Т.Огsсs-
вврs (с}r. I11,19l).

(в) Из 4.1З внтвкsвт, что всяквя спOктрsльнsя фунtrtия со
значенияни в о-алJебро оiIDвдоJlяsт спsктрsJIьную мору на борвловс-
ксfi о-аffебрв двfiствитвльноfi щlямоfi. Этот фкт впорвнб jказал
В.И.Ссболев в tЗ9]. 0дlвксl в tЗ9] rредIолагалось, что т8кую мвру
мохно поJ]учить ь{втодом прдолr(он}Iя Квратбодори. Как поI(8зЕл

Л.А.Вледддfрв, дIя полной булsвой алтабрн сч8тного типв IIрдол-
хвкия IIо Каратеодори возмокчо лишь в том случа9, когдs она рогу-
JIярнs. Итак, мотод продоJш{Oния в 4.1З, основашдй нs прдстsвJIв-
rшях Лп,ддса - сшtорского буJOвнх о-аJгобр 4.12, сущостввЕно от-
JiErlаBTcя от прдоJп(sния по Кврвтводори. В t71 ] М.Рвйт получшI

утвврlцеЕиs 4.1З как слбдствпо из УстsновJOнноfi tш тоормн fuccB
дIя опораторв со значеЕпями в fi-iцостраяствв.

(г ) БорOлsвсIfiв фуtлсtgд{ от 9лвментов приэвольнсго
Д-Ерстранствs с вдддfl_lвft, по-видп\,!ому, впOрвце рsссliотрл
В.И.Соболев (см. t1,! ,19]). Toopeмir 4.,l 5 п 4.1Т в гrршведекlоfi
общlости получвнн в t29,З0]. В i29,З0] стр}lтся такж0 борвлввс-
ков фуrшrцон8льно0 исчислени9 (сч8т}щх иJи нвсчотlпlх) наборв
9лвм8нтов гtроизвольного К-простраIIства. Булавозначlоа доказв-
твльство тоормн 4.16 гривод{тся тsкжо в t49].
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Лвкцшя 5

0скдлtч полсrцтвльнЕх опврsторов

В втоf, леюлди мц гrршJulюстр}fруом положsнцв: в т8ср}lи вOктор-
,пJт рощ8ток и цолоlg{тOльннх опораторв вOсьмв шlодотворно соч8-
тшд,Ig булввоsнаtпillх il lдшлtЕпшдтsвимальннх мвтодов. Нв до конца
0щs ясно, каков оЕгшмвлъшй способ сочотания и каким долкон бнть
с}fiiтOтпчасшй ltвстшцsртшй анаJиз, т8к кsк здsсь имsются раз-
JtшtIEHo вовмоlclости для комбIдff{рван!и тежичоскЕt средств. По-
этому остановимся Еа одlом коЕкрOтном, но Ершflл{ш{8льном вопрсв
вц!шслsния оскоJIков положитsльннх операторв, которffi уда8тся
цзучить довольно основ8тgльýо путsм послодоватвльного приманения

Еест8IцартЕr.х м9тодов "

5.1. Для удобств9 тит8т8Jlя IIрцводом ср8sу Ев формуJирвtс4
нвкоторнк ив основнчх, утвор8деЕиЁ. Для мкожOствs J в

Е-tгространств0 чор8з ,{. обознаqш розульт8т добаRпOЁп{я к / суп-
pв}i{yliloB всох 8го нsrryстцх. коЕочнцх поддlожOств. Фовол l(t ) ис-
поJьэуотся дIя рзуJьтатs гrршсо9м{вЕi{я к Л cyпpsмyiiloв ноцустнк
возрастакщ{х евтOft вл8ментов /. ЕстsствOшдд'l обрsзом трактуют

знаки d(tl) il .{(lit).
t\усть Е - вsкторная рвшоткs, Р - пршввольное f,-прстранство

и U - полоlитsлъlfiй опвр8тор ltз Е в r. ДIя вламонта е € Е+ вв8-
дsм опsрsтор TetJ" по форау.пвм:

(T.U).T := sчн u(, л пе) (э с E*)i

(fietr).т := (теU)f+ - (Tet/)J- (.т € Е).

Логко понять, что TrLr € tr*(Е,Г). Боле0 того, ruelI - осколок опs-
ратора U, а отобраsо}шо u* те[/ (u > 0), остествоЕIIцм обрsзом
прдоJхкоЕЕоо нв tr* (Е,F), будвт поряд{овЕм црокторон. Есл{
р €Р(F), то тоfi хе буквой р будвм обознач8ть проактор tl* Ф в
f,-rrрстранствв tr- (Е,Р) .

(1) Булsвв алобра оскоJIков G(U) восствЕавJII,Iв8отся из оскол-
КОВ В}ца (р . т")U по фор{улб
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G(U) = {(р . тr)U : р € Т(r), е с B*l'(tlt).
[Нохество практоров Р в f,-грстраяствs tr-(Е,r) будOм н8зн-

в8ть Еорцдащпr, gcJM i/g+ = gtrP( (rйl)r:т ( Р} для всох
U € I(Е,F)+ иас Е. ЛустьUиУ- полохптsльннв опврsторц ив
.[-(Е,F), 8 fl - прокд{я У на (tl)rl.

(2) Еслл f - флътр (слабцх) 0ддrшl в En то лпя кацдого
, ( Е+ будOт

rg = sчр 1лftтYg + тLVэ : 0 ( 9 < J, т € Р(Р), il!(I -у) < 61.
е€ё

(З) Ес.lи Р - порlцашlео мЕоfiвство rрокторв в tr"(Е,Л), то
дпяJ€Е+ворно

Ir,т = sчр mf((EP)lv'J : тДlt ( t, Р с Р, $ € т(Р)).
асЕ

Б.2. зв!fuемся тепарь обосновsЕuем указsннЕх, ц яsкоторх д)у-
гих анsлогrпIЕцх, формул. Вначалв равбsрм случаfi ФуIпtIд{онsлов,
гриRлакая шпsрат lлtiРшштвзrшsльного aHsJиBs. При втом мЕ ис-
поJьзувм uооllпассIдlоскую уствновку, восходщJrп к Э.IЪлъсопу.
Дsтальноо иgлохвнtiв нsобходдrлх свOдOЕfr мопно H8ltтu в
t28,з4,46] (см.такхв [52,56,57,59!641 ). 3дOсь цв оIранпчпмся
слвдIщпiц крsткиt и з8мвч8ниямн. Ьз особж оговорок приЕимвотся
согл8д8нио о станд8ртности антп)8fi8, т.в. прIД использов8Еп}l тео-
рчи внутр€Енпх lшоаоств всо Еsсвяанна пормоЕнцв в фр,lвJьвоП
зшшси излагаомого с(итаптся стаIцартнцми.3вак н }IM0OT в
f,-rrрстрsнство Лобнчн}й смнсJI: IH! Nlя з,у € Fозначаот, что

1v8te € С) |.r-у| < е. Ясно, что гФи F = R речь пдот о боскоЕоч-
но! мsJIости числ8 э-у.

tfусть Е - ввкторноо прстрsнство нsд шIотннм подIолвм tR в
полв R. Пусть далвв Q : Е+,1 - сублшвltлlfi Ф$лflщонsл п Д

псрцдаIцов мноtоство дlя ч, т.в. q(J) = Sup(/(a) ,. I с Дl
(э € Е). oбознаlпD,l чgрз т топологию поточ9чно' с]сомrости в Е
-L(E,IR) нs 9лвмвнтвх Е. По KJlaccшlecкofi твормв lД.tпьмвнв при

fr = п ди мнохаств8 IФаrЕпдх точвк Ch(q) субдФэр8Еlиалв
q:=t/ € Е : (vэ(Е).f (J) < q(.")) вшIолIвно ch(q) с cl"(/). Это

заruшчвнпв - MиJIьMaHoBcKoo обращsние тоормц KpftlB - itLпьмана -
сrФаводддво х в рsссмsтрпв88мом н8ми свlПsс случs0.
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5.3. Тоорэrа. Коfiоя фrlяя ллоч,rа субOчiIiFрlацJплL лез!п В

t-айJ|IDaлL l1,opofrmlpeo 0л q пюtеслФ.
( Ясно, что т - вто локально_вшцrкп8я топологЕя в векторном

просцlвнствв Е нвд полом tR. При этом по твор€мв Тlшонова 0q
явJIяотся т-компактннм. 0бозначш черв D мношоство, получоЕноа
т-зsмцканuом вrпrрtлоfr оболоЕý{ l. 0чови,що, что D:= c1"(co(l)) -
вто вцrцrкJIов T-KolfiпвKTItoB мноfiоство. Догцустпr, что нвкоторffi

эл8монт .F € 0q нв лешлт в D. по тооромв отдоJIимости имо9тся

т-нопррнвIfiй ;пл*еftшfi фу}кц{онsл 9 над Е" твкоfi, что

suрtg(/):.f eD} =9(.fо) <r <9171 NtяIо €Dиr(R. В силу

шопр€рцвности 9 дtя Еекоторш.к I1,...,Jг," € Е, t € R и воох 7 с d
будsт lg(Jr) l ( t 111g,' ) |ч. ..ч|.r(rп) | . тsм самнм дIя поддодядих
!шсвл с1 ,...rc't € R вшпоJIнвно Q(.r) = arl@r]*...* ]r/(r*l. 

Рвбо-

т8я в ст8Iц9ртЕом антп)аtв, подбsром rмсл8 оr,...,0r1 € R, бвско-
HoElo бJп[зюtо к с1 ,...,сп cooTBeTcTBoIлIo. oTMBTlд,l такхо, что в
cmly гипот83ц стаЕд8ртности J} и tIBpaBoHcTB8

-q(-,тъ) < ./(.т}) < q(gb) внпоJноно: ;rtэп) с f\, т.в. ./(ъ)
конечно0 !исло дlя JпOбого Iе0q lt R=1,...,п. Полоrздrt

g:= Е l=,in o. тогда дlя ./ с oq сIФsвбдIивн соотношеЕИЯ

а(./) = .f(g) + Ё,* - i") .rtэо) , ./(э),

ибо о} - сh - бескоцочно малsя в€JIичинs дIя .bi=l l...,п. 0тсюда
слодIот, что р(/) + е 2 |@) гIри Jmбом стандартном е < 0. 3на-
!щт, дIя такого е < 0 шlепт мвсто оцонкш:

q(J) = suр(/(z) : ./ c,tl 4 Buptg(.f) + Е : (р ( l) < Q(.fо) + е.

Отспда "q(.u ) < 9(.r0) < r. С .щlугоfi сторнн,
(v'te > 0) r <,р(r) < it"l * € < q(r) + Е.

Следовsтольно, "q(э) > 'q(J). Получи.lпl пртиворочио, означающ88,
что D = 0q п, стало бнть, на основении упомffIутоf, пнп|8 творвмн
l,fiдпъмана с1"(,Д) э Ch(g). D

5.t[. Фпссltрувм HsKoTopoB множ8ство Р полоrg{тельIflJх пректо-
Iюв и соотватствушцее мнохsство P(/):=tp € Р} осколков поло!{и-
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тельного Ф]rншЕ.Iоналs / в вокторноfi решеlк0 Е над rшопцп,t подто-
лем R (с oдшflп{Ofi).

ЭквIвалOнтlц следrrщло утвOрsдоЕия :

(1) p(.f)-(t11) = Е.,),
(2) Р порrцsвт осколс, /;
(з) (чз е 'Е)(]р с р) р/(3) Ё .f (,т+);

(4) ФуIпfliцонал 8 пз tO,/J служilт оскол(ом.f в том и только в

том случао, sсJш дIя кацдого э € Е+ им8ет мвсто рsвsнство

mf ( (рI8) (з) + р(./-8) (э) ) = 0;
рсР

(5) (v8 € 'С(./))(vg € "Е+)(]р € Р) lpl-8l(r) в 0;

(6) 1ш( lp/-8l (э) : р € Р} = 0 дtя кsхдого ocKoJIкa 8 € G(.r)
и полоrитоJъного 9ломоЕта э > 0;

(?) дrя re Е*и8(G(.f) нsfiдOтся 9ломонт рс ptfi-(tltl,
оббспоЕвап,{иq равенство lpf-B| (т1 = g.

ИrдtЕд(ащп.l (,l ) +(2) *(з) нв внзцв8ют сошrошй.
(3) -+(4). Будвм работать в стsядвртном аЕтп)ssо. 3вмgтlд,l

Ерещ0 всвго, что вцtrоJIвOЕI!е инторсущого Еас равовствв для

дlя стаIцsртного, > О Еа.lЕtlшо р с Р, дIя которго рlglri .0 и

р(/-8)(э) н О. Стало бнть, "р(8 
^ 

(/-8))(f) < 'р(./-8)(а) = о п

'pr((./-8) 
^ 8)(э) <'р'8(r) = 0, т.в. 8 л (./-8,) = 0.

Установп, тапарь, что в условиж (3) нообходцrов нsм р8воЕ-
ство гараЕттФуOтся обнЕдш црцт8ривм д{въшlктностц:

1лf л (8(э,) + (.r-8)(.r2)) = 0.
хrЮ,tr"Ю

с., {яr=э

Дпя Фцсtrроввнното стstцартного .z отъщом внутроЕниs trоложш-

тольннв 11 д I? такао, что з' * I" = э п, цюмв того, $(J.t ) н 0

ц I@2) ,8(Ja). В сш.пу условшя (3) нs осЕоваlпм 5.3 осколок в
лоsит в сJ8бом заtдпсашша Р(/). В ч8стностЕ, имвотся эламвнт

р с Р, дlя которго 8(rr) . р/(эl ) и 8(rz) . P/(ga). Стало бнть,
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рllэr) , 0, ибо р18 < р'l" ОкоЕчатольно, prg(,T) . 0. 0тсюда

р(/-8)@) = PI@z) + р/(аl) - р8(J) н $(I") + 8(аа1 + 6(а1) -
- р8(g) . рtg(э) g 0. Это и обвспочJвает Eyкloe равонство.

(4) --.>(5). В сшIу тождвства lpl-|| (r) = рr8(э) + p(.f-8) (.т),
псдбIФsя р ( Р так, чтобн Онло р16(э) Ё 0 и р(.f-8)(э) - О, вид0,
трвбуOмо0.

Экв}ввлвнтность (5 )<-+161 очовидIа. ИtтtlЕцtаще{
(5) *+(7) *(1 ) доказшваDтся с помощью цриомов, пзложеннцх. в
i26].

5.5. llношество гцюOкторв Р яв;иsтся порокдsщд't в том u
только в том случаЁ, ecJIilI дIя JIюбых полоlмтольЕшх фуlжI_ч{оЕалов /
и 8 u тоЕtи э > Ф сгрsввдливн продстsвJIsния

(.f v 8)'r' = 
;Ёв 

(р/(r) + pr8(r));

(р л 8) (3) = i$ 
(р/(z) + рl8(э) ).

5.6.Дяполокdт8льнцхфужц,tонвлов / и 8 и порждщsго
IшioжocTBв гIректорв Р sквlввловтны слgдrшио утвOрlцsния:

(1) 8 € (/)'r;
(2) шя кацдого коночного , с ffiE,= tg€Е: (] 

'€"Е) 
|r| < 7)

будот р8(э) н 0, к8к только р/(а) . 0 при р€ Р;

(3) (V эг(E+)(V е€Р) р/(э) < 0 + р6(э) ( в.

Теореrа. Пуспь 7,g - полохлrле.l'ьнне Фунлдюнмч lа Е u I
полоплелыtМ. эlеrer{п Е. Дм проенпор пct lл нопLоllЕl{пg t/)Il
lrrfierrn леопо слФупlре пфс,поВлеюlя:

1r1 тр(э) *1пf*l"р8(э):рr"/(з) . 0, р € Р)
(зхдrс -ь сt]я8одвtФUеп поаlноопь Фoprgt.tH, п.е. 1ос,rrttлtлоспь

рВенqпOа);
(2) тд(л) = gцр 1лftр8(л) < €, р € р);

J е(о

(3) Td(,T) -->1у*1'8(у) : /(с-у1 н 0, 0 < g <т);

(4) (v Е>0)(з 0>O)(v кр)р/(.т) ( 0 --> тр(с) Фr8(.т) + е;

(v €>0)1v 0>))(] рсР)р(;(r) < 0 л р18(g) < T'8(g) + Е;
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(5) (v s>0)(] 0>0)(v o<g<ч).f(э-у) ( ý---+ f,/8(.т) < 8(g) + s;
(V e>0)(v 0>0)(з о<U<r)./(э-у) < 0 

^ 8(g) < f,/(э) + Е.

{ oбозЕstlим дн кратfiостп h:= Е,8. ЯсЕо, что П(э) < 8(э) ш,

знаtшт, pl(rt > ф(gl. вслr рr;lэ1 l о, то рlh(э) .0 п, ст8ло

бнть, h(э) ='ф(J) <"р€l(э). Следоват8льво, кstдfi стаядврпшrй
вломонт вношнвго мЕоаоства ('р8(з) ip € Р, рl.r(э) l 0} мэзорирувт
h(g). По прш!дЕv пOрносв вак,mчаом, что лOвая ч8сть в (1 ) нв
IФовосIод.tт соотвsтствущоfi rrр8воf; части. Для докsватвльствs
достIдх8ншя р8ввнства в (1 ) вамопsй, что .f л (8-h) = 0. ýвwт, в
сuлу 5.6 дIя нвкоторго р € Р будет рl.r(э), О в р8(r) . ф(сl.
Уч[тнвая, что h ( (/)11, r на ocHoBaIilEI 5.6 вцводш: prh(o) .0.
Окс,нчатвльно, р8(r) . ф(.т) + prn(.T) = h(r). Твм самнм
h(z) ='1_g(a) и (1 ) уствновJоЕо.

Дя докssатOльствs (2), ввяв 0 ( 0, в стяЕл8ртЕом аЕт}граsо

внвомr:

mf(p8(з):pl./(.T)<el < 1пf'(р8(g1 + о:р1l1з) < el <

< fifrt'glз):рrl(э) r 0) + 0 = h(э) + 6.

УЕtтцвsя црпввольность 0, вsк,пOчавм

h(r) > sчр 1лf (р8(з) : р171з; < el.
Вновь звФпtсlrровsв стsЕдsрмов шrсло б > 0, дlя каIдого 0аско-
Еочно мвлого Е > 0 нв основании (1 ) эаIUmчаом о вцпоJвеЕпп сле-
дIщвго внущеЕного своfiства:

1nf (ш(.т) : pl.r(,T) ( е} + о > п(.т).

В сsмом двле,. норавоЕство рI.f(э) < в вJlочот соотЕошонпо
pl.r(,T) н 0 ш, стало бцть, р8(,r) + 0 > рg(э) } }t(э). по прпflsпIу
Коша упомrпутов BBltlB вЕутрнЕsе cBoficтBo вшпоJIЕоЕо дIя нвкотор-
го стяндврпIого строго полоtптольного {псл8 е. Испольэуя гФ}!fldtш
порноса, окоIflllат8льпо внводп,t

(v о>0)(з е>0) h(з)-6 < firtв(r) : р1.,,(g) d е},

что и заворщ8вт докаватвльство сIIрsвsддшвостп (2).
Для првOрg (З) постуЕп,l по обрsвщI доказатвльств8 (1).

УтвsрsдвIшя (4) ц (5) rrрвOряптся сходшм обраsом примепоЕиом
aJгopиTMa lIельсоЕа. Соотввтствущ{о вцкJIsдtп опуска9lt.
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5.8. Итак, вцшо опцсяlпl способн Еорl,цопRя осколков ФЕtIщо-
Евлов Е дяIl}, цр€дставJlOЕпя ггрек@ нв глвввцо коrfrIоЕввтц. 0б@
случаfl полошатоJьЕIIх оцервторов ацаJIЕвtrруотся с по}rоцьп цоIт$п6-
ELs в буловознвЕsfr ушверсум п сгцусва получоЕнltх дtя ФrЕшдrонs-
лов рзуJътвтов. Поlтобуптся слодrщо вспомогsтольЕцо Фактц.

(' ) tIусть |:Д,В --> | - акствпсшон8льное отобраIоЕlо u

JРр(а):=вчр/(о,D).дIя осД п DcB. Тогда отобраsоIшо

tо:l 
- 

Е TaKlB вкстоЕсчоЕ8льЕо, цршtIвм шмовт мвсто рsвеЕство
/дt= /tд,1.

(2 ) Рsсс!rоттIп{ В* - ст8Iцsртноо lашя Е в отдо"туIl{ом булево-
значвом yшBopcyltg Y(В), постронЕом нsд В:= Т(Р). 0тмотшr, что
8^ - ввкторнsя ршетка Еад стsнд8ртЕцм пмоЕвм R^ поля R" При

Етом R^ - Iшотцое подFоло R внутри У(В). Здось, к8к обнtшо,
t = Е1 - поло воцвствоЕЕцк tшсол вш}rтрп У(8). осущоствим по об-
щлм ЕрsвЕJIsм подъвмц отобрssоЕй Е в З до отобрsаеЕfi E^ в R
вryтрц У(В). фп втом, как ЕослоаЕо убо.щться,

E^"l = I(г,В)l = (Ut:U € tr-E,.P)}.

СпуIц9Iппrв структурц Ероврацают E^'J в fi-trрострвЕство и даsо
В Р8сIцЕрIплJй модIль Еад алгобрt ортоllорtщзмов. фп атом мн

попадаом, по с]пцеству, в скаJIярЕуп ситу8r8ш, цзучOIцуD R}lп8.

По.пrотrr рsдt, uоясцим Еокоторц0 Еообходдлrо Еам TEIIи,JIEцB

момоЕтн.
(3) llапоtrдпдr, что ди U с tr-(E,P) цодьом Ut оrrрдолоЕ тФ8вп-

лом ЕUtf= Uэl = 1 дlя з € 8. Прп втом Ut ствновптся р€гулярЕоfi
Форr{оfi ва Г - 8ломонтоll Р- шryTpr У(В). Дпя Р < Р отобраsоIшо
U|--+ 1р11 (U € г(Е,F)) 0кстаЕсцонsльпо. В свмом доло, дIя
т € В вшIолIOЕо

т < [U'1 = u.^',n 

,;.''r,..?;; j'# = %tэ^п -'
_ (V.r с Е) f,,РUrс = тФU"r ----+ т < [(RIr11 = (P)U,)tn.

Тшсоl обраэом, оцрдолоЕ полЁом Р| - проектор Е'- ввутрп У(В).
Правпло до!ствшя Р1 слвд/щво: ЦUt = (lo)T дlя Uc tr"(Е,F).

(4) Полезво отмотЕть, что дпя U,y (tr'(E,F) будsт
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(t/ 
^ 

У)1 = Uт 
^ 

11 внутрш тr(в). В cstoм двло, учIfIцввяt что

[(I/ л Y)t ( I/t л y|n = 1, внводr}t

[(i./ л V)t = t/l л У1] = [Ut л Yf ( (U л Y)lI =

= fi(Vil с Е^") r <ut л IF < Yf + II ( (U л I/)t] =

= Л [rt<Lrtлltf (Г|+lГt((t/лУ)tП.
r€r^'(д,р)+

0бовitsчш,l т:{IГ| ( U|I л [rt < У1]. HocolдIoшto, что dr <.ldl Ё
шtfl ý ti;Ii. Стsло бнть, пlI ( тu(U л У). 0тспдв

[щ[ < (tl 
^ 

у)t] =rl.,ъ; 
:; : il] :Т,< 

(II 
^ 

y)t'n -

, €Е+

т.е. i.lнтOрвсукщsя Еsс оцонкs равна sд{нш{в. }Iltачs говоря, от()$-

РВfiSЕИS f, с tr"(E,P) * r| с Е^*1, осущбств.пяOт ttзоморфtзм стFрt_

т}? tr-(E,F) и Г*|. Твм самнм Morcio утввркда,Iь, что Т - ccкOjioii

Il в том и только в том случав, ocJm УТ - ос&олок t/t внутрн tr(В).

5.9. Длямtох(оств8гIрокторвРв tr-(Е,r) п U с tr*iЕ,P)+
9квrIв8лентнн утвOрадOния :

(1 ) р(u)'(1lT )= etul;
(2) Р порrцавт осколш [/;

(З) опврвтор Ir € t0,u] слухит оскоJIком U в том и толъко в
том случ8о, oсJIц дIя кацдого а € Е* инвбт мвсто рввsнство:l

1nf (ЁУ.т + p(u-y)r) = 0;
рсР

(4) (чз с Оg)(зр € plJ) нh -lh+.
5.10. (1) lДlоаsство Р являвтся пороIцsщщl в том и только Б

том случss, всJIи дIя JпOбщ, U,Y € L' (Е,F)+ и э € Е сЕрsввдJЕ[вц
СООТЕОШВНИЯ:

(U ч v), = #Е'(Е/)а 
+ (y'y)zl;

(U л I/), = ]лf t(Rr)r + tЁУlэl.
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(2) [{Еожество прsкторв Р:=(тЕа : е € E+i яв.Iяется порх(цаю-

щш,|. В ч8стности, имовт мосто утворццsшо 5"1 (,| ).
Frушшо .lшшь замотить, что бсJIи е:=.т+, то TE"lIr = тj/r+ = t/э+,

и пр}tиёнить 5.9 (4). Вторая часть утворждения слOдIвт из 5.9
(1). D

5.11. ДJIя полоrитOльных опбраторв U и Y п порхцашцsго мно-

ý(Oства Р гроокторов в tr-(E,P) EKBLIBaJI8HTHH слвд/щ{в утвsр}шs-
ния:

(1) У ( iU}I1;

(2) (vI с fИB)(vP ( P)(v1E € в) ,IIPUJ ry 0-утруr t о,,

(З) (vJ с ftIE)(vT € в) й]I ry о + lrч,т Ё о,,

(4) (Va ) 0)(Ve € t)(]0 с t)(VРсР)(YтсВ)тF[/.т q+тРУз ( е;

(5) (vf ) 0)(v€ € С)(]ý с t)(Vт с В)тd,/.r < 6+ тУ.т < в.

5.12. Teopra. IIgипь Е - беmорля ршелпхп, F - 11Енопорое

К-прспр+сm8о с ф)Jьпрол еOtнtл4 Е ч базоО В. Пусlпь, 0о;ее, U,v
- тюtоruлЕlыlilэ оrЕрпорrr uз L-(E,F) ч w - п,роепllJя v l1л HoMLo-
нвнлу tUill . Дм полопLле.льноао r с Е спробф.tu&а прОоrп8лешlя:

(1) }Уr = sцрtтYU + Tlt/z : 0 < 9 ( J, fi € 8, Tdl(J-y) ( е);
есЕ

(2) llt = sup 1лftтРlrУr : тRlэ < €, Р ( Р, т б В),
всЕ

ебе Р - пороrfm4ее пюrеOпВо проеюпоро8 В L-(E,P).

Кшвlпа @клеrоsпrб

(а) В ивлоrоЕии настолцеfi лвкцшl сJIвд/sм работам t2O,З5].
0сновнвя идоя, цр9дlоfi8нн9я в t35], такова. 0ско.lки поJоrитель-
ного олвратора 1' суть крsfis{о точки порядtового отрвка tO,Tl.
Послsдlао шlошвство совпад8вт с субд{ффOрsЕI${8лом в нулв (опор-
нцм MHoxtOcTBoM) ОР субJпдrвПного оператора Рэ = Tr+. Твм самым

изучони0 ocKoJlKoB полохитвльного оп8р8тор9 свод{тся к опис8нию

экстрsмально' структуры субдффорвtпдtалов. Таков оIисани€ дIя
об[Е{х сублд{sfrffJх опврsторв впsрвнs поJtучвно в рsботs С.С.Кутs-
твлsдзе tЗ2] (подюOнов изложонио см. в t271). 0тмвтпr, что под-
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ход, разрsботsнЕfr в t32], ршавт, в чвстЕоспа, п в8д8чу о lФвfi-
ном прдоJпвЕЕш полоаптеJьЕого оперsтора (rштвратуру по втому
поводt см. в t5,2?]).

(б) ФорryJrу lгшв 5.1 (1) впврвшв устацовпJI до Пагто (см.
i41 ] ) с .ЕуIrц с}щество8Ецмц ограмчвшmпа: Е Iдм8вт ToTsJlьIIoB

мЕоаество Ф-ЕвtrрорЕвЕЕr (DуЕflцоналов, а Е поряд(ово поJцо. Пsр-
вов огрsнЕчоншб усщаЕоЕо в t31 ], второs - в l2,2o1. Вов вти
случаЕ cooTBoTcTBynT p8BJIErIHцM порцдащо{ мЕоа8ств8м прокто-
рв. Понятшо порцдвшtвго мЕошоства вводоЕо в t35].

(в) Форryш црsктшрвяlпrя тшта 5.1 (2,3) фрlпсрваJись пос-
твпонЕо. Нокоторв цродстsRIонцв об BTofi Есторпц моsно поJIучить
по t41 ,42]. 0б@ по.ц,од, предlоrвппfr в t35l, повволявт по{\I-
чвть рgыЕlчлts фрtуJш Iтроектцрванпя, ocJlll 0рать коЕФеlкле
порБдашпво мноавствв проокторв.
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