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ПосМtрепса с8епло0, fKtзлпL Тlэбо Пфлобччо llаl,лоф

уш 517.s

о m$oPнof, прOБIш IflETIOB гдшргЕрА

С.д.lоlдoeчtl

Дшяsя рвбота явмотся црдоJшонц9м [1], гдо рsссмsщlвалsсь
trроблемs момOнтов ХsусдоFDа дIя поспsдов8тоJьЕости вбкторв в

р€шеточно норlо[ровапвом прстранств0. 3двсь аяыtогПllная з8дач8

ршsвтся в поствЕовкв Гвнбутгgрв. Покавъваетоя, что цри болвв
слабцх.огранtдtoнuях, н8 момOЕтцуD послодовsтоJьЕость BsKToPoB
(9п}Ё=о шэ о-поJIЕого ршеточно ЕоIхЕ[рввЕцого гrрострвнства I
сущоствувт борлввскsя мвра р : Е(R) ----+ Y таквя, что

yl =J фtСr) (R = 0,1,2,... ).
R

В от.lгtдrе от вадвlп ХвусдорФ вдось р sадавтся Ев Еа оrранЕчвЕ-
Еом пнтOрввло, а н8 Bcofi rrрпrоfi. Как будвт BElщo далов, отJIшrшв

Емоотся нв ToJIьKo в постаЕовк8 зад8IIп, Ео Е в мотодах ршоппя.
Нвдрtдмор, в пробломо lюlioпToв Гамбургера возЕпка8т ЕотршвtrальЕsя
зsд8ча о 0дшствOнностlr Еродставлящоfi морн lд. В ска.пярцрм слу-
чао Bcs Dтu вопросц пвлохвЕц в t2,3I.
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I.tT,MeTиM, ч,Iо изtsестную тоорму феfiденталя о гrредставлsЕии
[р(,tи,u:r_1Ji5ного l)лgмннта о из ;io-IIpocтpaнcTвa r' в видв интограла
п,,, r.)i],,.r: lpaJlbHcrf, мере т;|кх(в можно рассматривать как рошонпв iФоб_
лЁfolý ]{гJм+!I,гов I'iiмбургера для посJlедоватsJIьности tobli_o ствпбаоfi

элвм+ц1 s о. ДруI,ив BBKTopHdo постsновки задsчи о момантах рас-
|)Ma'i':_tyiHbJMCb В i4-6].

1 . Вопflогsтельнце peayJlьтaтu

Ё i7-9] им9ются все нвоOход,lмнЁ для даJjьнsй!8го сведания о

Д-прстранствах, рвшвточно нормирванннх прстранствах и махtори-

руомчх otlepaтopax. Далев будем рsссматривать о-поJIное рфr]lвточно
норм}IрваннOё пространство (У,1 . 

1 ,Г) с нормируlоOиl{

li-гцюсr,ранством F и BeKTopHoft нормой l .l (разлоltсшtость HopNIIl не

предIо.Ilагавтся). Через В(R) обозн8чаsм борелввскую о-алгвбрJ
i]t щ8ств8нноf, прямоfi R. Боролввскоfi м€рfi ограниченнс)ft BBKTopHofi

вариsi1ии шз В(R) в У назнвsвм о-sдд,Iтивную мбру р : В(R) * Y,
для которOft существует положит8льная о-адщ.{тивная мора
.l,:B(R) ,F такая, что lp(B)l <у(В) (В€В(R)). В
К-гtрострsнстве вс8х ограничоннцх мер ? : В(Р) + tr' суцсствует
наимеI{ьшая, удовлвl,воряl0цая указанному н8равонству. 0на называ-
етtrя векторноfi ввриаIшай мврн р и обозначаотся чврвз lpl
(cM.t10]).

OбознsчJд,' чврез Ср(П) ввкторную рsшsтку вс8х негrр8рнвннх

лоJIиноми8льно огрsничвшлrх фуrпtцtй, т.е. .f ( Ср(R) означавт, что

./ с СtП) и сущоствуот поJIином р твкоfi, что l/(Л.) l < р(1.)
(Ь ( R). Рассмотрим вс0 поJIиномц вида

q(l) = со + crl,? +...+ сrоА,2Ь,

т,ле с0 ,с2,а 4, . . . .с2.ь € 0,1. 3ануморувм !п( в oдiy Еосл8доват9rlь-

ность tq_ }]_. . Дlя данного ма]lfорЕруемого 'ollвpaтol9a.n п=1

f : C"(tR) .* I paccмoTplal счвтlщfi нsбор,послsдовsтsльноствfi

s=tt+lrlqJl=,:ncш}-
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lftof,OcтBo s облsдsвт слодrщш своfiствамtr (ср. t10, с.37]):

1 ) осJIц ien}!.' с S, то е} \ О;

2) ослt te}i;_l S, (/о)!_., с S, то (en+/o}!=, € S.

В t10] своfiство 2) сфор,чJц[рвано ди ншtрgвлонностеt п по формв
отJIшч8отся от ЕяrтпсаЕllого здвсь, но Ев самом дбл9 вти р8SJшIвIя
цOсущsстввнIflJ.

опредедешо .l. Говорш,l, что ЕвправIIоIIЕость typ}pcB . У

.ý-схо.штся к влOмоЕту у € У, BcJm с}щоствуOт посJIодоватOjIьsость

ieo)|.-.l € s такая, что дIя mОого R € 0{ ЕsЦцатся 9, € В, дIý

rготi)рого lvu-vl < ео гФи всвх р } Bn.

йr.редвшЕо 2. Маsорrрувtпй оператор ?:Сп(R) ---+ Y ItвзЕв8Oм

S^Еsпрерцвнцм, всJIц дIя Jшбоя Еагфав,l0ЕЕостЕ (/oio€a . 0р(R),

убцва[щоfi поточвтtЕо к цlлD, Еащ)авJIоЕЕость tГL}с€п S-сходлтся
к цул0.

Jlgцg 1 . JMaO nxopJplJe.M, опер@пор ?:Сп(R) --+ Y я$.rяgлсл
s-rcпрерU8юi.r.

Докsаатвльсltъо. Пусть дана ЕапрввJIвЕIIость (/о}о€д с С"(R),

убцваЕцвя поточвчЕо к цуJш. Фц(сшруом со( / ч рsссмотршм поJIIIном

qf, шз нашвго Еаборs такоf,, что /о ( 9rr. Полвгввм

p(L) = (1,2+1 )gr(2"). Полдпом р тоаs будот кш@н-то члоном послв'

доватоJьЕости (Q,")I=', цовтому послвдоватоJьЕость 
"о 

= }lГlг
(h с 0{) будот trрIDrалпоаsть S. Мя даЕЕого Р с Dl тФи 121 д будом

{

пrоть .fdo('t) < q,n(r) < *ptrl. Еслд gв la< R, то в clL,ty твормц

.Щlшýl нвЦвтся ъ> со TэKot, что дlя BcBl Л" } I} будом яноть
1

.rо(}r) < *гtr1. 0тсцдs следIот, что

l?l/с. ( еь (с } aD), гдо е} = d-lгlr (t с Dl).

Это ц озвачает, что опOратор ? и его махорsЕтная Eoplв lft явllя-
Ufся S-ЕоЕрерцвllцмЕ. Лвшlв доквзана.

Toopora L Дл .lfroeo.E oplpUeroeo опэрпор f:С"(R) --+ Y
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сlп4ЁсrпЕуеrп еOшлспЕенs.tпя борtеВскоя лерr р:В(R) + I, члm]ря
оzрlr!чен}Lw баопоww Ирлаlw, lnJщ, чmо f,' (F) э С"(R) ч
спрбЁOJt]80 1J2ilпе erдJt,цoe пф сла8 rcluя

т/ = f 
'ф 

(./ € с.,(R)). (1)

Эта тоорма явIIяотся прлш't слвдствиом лоmд{ 1 Il тоормц ,l .4.10
нз i10].

Ё. Ilp0fir,rвcý }lоцдýтов дýrj К-цtrлr.грýнствЁ

*Lтедвдвшо 3. ПосJвдавателъЕость tво}|_о из Д-прстранствs
F Еазнвавтся позштишiо[, ёcJи инвют мвсто Еsрsввнствs

оЕо "о*rоъоl 
} с (ioo}f,_o с tR, D = 0,1,2,...).

Isор€ш 2. Д.lя luu1,o0 послеОоОФlЕtьноаmJ tэоli_о . F сgцеап-

8у€rц по,.оfirnеlыля бор.rcВсхаа лер, ч:аG) --,-> F паJtая, члс

sl = J I}z(сй") (ft = 0,1 ,2,...) (2)

R

пtэеОа, ч поlьIю поеОо, ноеОа тюсtеOоМlЕльноопь tBo}}o
поыJ'.пtйtlа.

fiокааательство. Нвобходп,tость трбовsш{я позитивности оч9-
R}!JЕ18. .Щокахем достаточность, 1И ввкторном прстрsнствв Р(R)
Bcsx, ттоJIиномов с вOцsстввнннми коэtDФп{ивнтsми опредвJIим JErHBfrпrfi

Gпврsтор U пс форlулам
4п

Ul,T; =ý'сь8ъ, :J;{0 р(}.) =.Е,_.ol* (r с R).
ь=0 '- '- Ь=0 --

Тsк как Jm(.lсй Еэо,rлIт.цательý,fi полiлном нв R явltявтся cyltsdoй квsд-
рвтов двji;, дFугiп: ]ia.jиHclмoE i2], то tsз позuтшвности посJI9дов8-
тsльностЕ tя"}|_q слбдlsт ilo"TiotсIтoJtьнocтb опорsтора U. IIо Tsopo-

мв Канторвича (см. [?, ToopetrB Х.З.1]) t/ прдолssбтся до поло-
хuтsльпого опOраторs У:Со(R) + Е. Прпrвняя тоорsW 1 в случsо,
когда Y = Р, получuм полошдтоJънуD боролsвскуп мвру
р:В(R) * f, дIя которfi спрввsдшвн равоЕствs (1). В ч8стЕос-
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ти, вшпоJIIIяются все рsвенствs (2). Творма доказsЕа.
Тепврь зафrемся исслодованиом воцрсв адцtственности тгред-

ставляrcщбП мsрн 1,.

ЛsЕlа 2. Ес.tч послфобФпельноспь tэо)!__о с F п,озtапВнд, по

ноппонешпа, порохОешая эJеiе,{.rпо, 9о, соOерхuл Все oclllcrJъ'tшe

элелеllIлн 9} (& > 1 /.
Это сразу следI9т из теоремн 2, так как

"o=J1l(dl,)=u(R).R

следовsтOльно,.бвз огрsничвния обIщtости MoIGIo счит8ть, что в
Р имветея поряJstовsя оддlиць !, равная 8о. 0тносительно этоfi
ед,{н},IliN в .Е' Molft{o одl()знsчно вв8сти умножовио 9ломонтов. В част-
!tссти, все оцродаJIители

8о

-l

о'}

а9

Db
2

8. s
h

о
"Ё+ t

9ъ*r "' 9aъ

неотрицательнн. Пусть pn - носптель 9лбмента Dr, € Р. Как лвгко
зэметить, ро = {, Pn..r 2 Pn (п ( 0,|). Полsгавм тr, = P,n_, - рr,

(rl с 0i), р = 1пfзр,t. сгrрsкткруам послодов8тольность tзо}!=о на

компоненту, пороlцеЕную еддlичннм 9лементом тr1. 0бознвчив

"I') = arr,rо (Ё = О, 1r2r..-), Tn = "n,u, 
видд,, что в втоfi ком-

понвнт9 задача о момонтах вшрхцается. Точвев, сцрsводдив сло-
дlшдd фsкт.

Лешrа 3. аер, уп, я.6.1,mлряля ралЕнчЕл пробrcm, лоленrпоВ 0tя

I-lLlc.rёooBcиE .lt'}{ocmll tB{*).li=o, р!зrcЕоепся б суrrg п сrЕюnщuьttн:t
ле[-,

", = Ё "l,'pl'', "l'' € (т,r)й (t = 1,...,7?). (з)

Мвры цj'' " u.l') гrри t # J д{зъшЕктнц. Твкоо црдстsвлеЕив в

ollliЁ]ii^jl+i{HOм смнсJIе едл}lственно (см. tt 1, тOорма 4.4l ). ИмоIтlо,

,!6



ecJи цме8тся д)угоо црOдст8влеЕхв

u'=Ёоо

]ъ

ЕЕ
{=0

(п) (rв )
I Iр

с ш)угЕмп .щзъЕlЕктЕнми cпBKTpaJlьHHME мераш[
нвfiдется Malpпtla (Dr;)?,;=', состоявш8я пв

Д-Еросч)sнствв Р таквя, что

(rr )
Iр ,То

0дiншчншх

П=fL п
9лOмеЕтов

b,r А Ьrъ = О, Ь.r, А Dъl = 0 (J * П), BuPrb,, = t,

P lr' = BrrPru,rР.lr ) 
,

cl"' = Bup, u,rсj*).

Дрваэетgдс*ъо. Сущоствуgт Еабор вломвЕтов Е9,€r,...,{r, пs

tт*}Й, дlя которго

, ,lli = 0 (ft = 0,1,...,п).

Так к8к D_. строго полоsцтвлsЕ в компоЕsцто (т_}&, тоl1-1 . lъ

Е, с cE,rlЙ (t < п) Е Еабор iý(}?=o одIЕствоЕ с тоrIЕостъD до

умЕоst}Еця на строго поцуловоfi 9лвмонт пэ tT*}#. Рассlюцmr lшо-

гаlщон с вокторнцмЕ коафfiцЕоЕтаrш Ео + ýrL + ... * Еr"^'. Соfisас

удобliо будвт порfiтш к рsJшsащпл компононlч (тrr)е в trрострsЕ-

ствв C*(Qrr) (Q* - вкстроtsJъЕfr коllцакт). Тогда пв ф5mодоЕаль-

Еого рававствs Eo(Q) + €.' (q)t ,t "... + ý,r(g)LB = 0 (q ( Qn)

MoIшo будвт наfrтц п ЕвIгрорt{вЕнI ФуЕgI[S (7,a(q))T=1 , обрацдrrцrr

вто рав€Ество в тоlдвство. IIршчом вrц Фшq.Еп сlrцостваЕЕо рsвJц-
чнн, т.о. чм 

' 
# J равовства l{(q) = lr(Q) BoBMoiBH только в8

Ецгдs Е0 IUютЕом MEolacTBo. фюдовато.lьво, мц пок8з8лп, что вбк-
TopIEfi мЕогоrшоЕ Ео + €rl *...* l*f пмовт п сущ9ствоЕЕо равJIпч-

ннх вокторццI корвеf, (rr}Ъt. Твпорь вадsча о ноноЕтах сво,щтся

к наxоцдоЕпD вsкторв Сс|'))!=, цз сцстомц уравЕorтЕfr
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а
Ес
(=1

(п) i,I (} = 0,1r...,7t-1 ).

рлЕlоJел проб.rеп лоstапоа 0tа tюс.лфоOоrельtюqпl

у 0 оOдпВорлрs с оqпrlлчЕмю

8}=

Чтобв свяватъ вто рцlвЕч0 с Mopofi !п, рассмотрЕн спвкц)вJIьЕцо
мврч р[*) лпя эломовтов l,. Тогда, кiж ложо Ецдоть, в коЁ{поЕOЕ-

те (то}а поJцпIаoтся рsыIо8оЕхо 1,п Еа п сII8ктра,IьЕшх lrop:'

,, = Ё "|"lrl').

Дrвъшпtтность мор pl'' u pj") гФu 
' l J слодIот ив того, что

равонства Лr(g) = 2rr(9) вьпlоlвяштся нs нЕгдв Е0 lшотвош KEot8cT-

вв (9то ецо вквпввлонтЕо тому, что lI. - },rl является порядtовоfi

одцпп{оfi в tт.)Й). ЕддrствоЕЕость прдставrIOЕшя в $(азввЕон
смнсло слвд/Oт цз того, что корЕп (r,r(q))]=' оrтрдеJиц}тся одilп-

ствOfiннм обрsзом с точностьр до пврЕлrOрацли EI па открцто
вsмкнутЕI подfiоаествr, Qr.. Леrпrв доказава.

0тмвтш, что из лемrfir З I!ри п = 1 лsгко вцводtтся слодппIЕil
крптерrfi спокч)аJьЕоспд марц 1случвfi D = 1 в лвммо 3 кsк рвз
сответствувт твормв феЦонталя ).

СrвдсrЕg9 1. По.lоплте.lьtлая rcp р .. Е(R) ---+ Р a&tмr.ca
rTв'totp-tbHoa mоеOа ч поJько rпоеOа, коеOо

[ Л u,tаl]Д = f I2р(й) ( пр,
RR

0сталось рассмоц)оть нов}ryоцдбЕrfi случаt, которW
,:(ютвотствуsт компононтв {р)Й. OОознаtдпlt провкщц{ векторв 8h

нs Dту компоЕввту чврз ef,'), а првкtýдD мерц ?, - чороз ч(*).
Коtглвкспфшсвцш f,-rrрстраяствs Р будам обовЕsч8ть чврв Pg.

jlsшs {. Дtя.фоео ltЕваtFапаеtчюео L с с cgllpalйyпll 0м
0еюпор 1u1,1!2 с (р)@, t9., ý lл.r mфа.Е, ,arю беmюр ч ( (p}dd

уOоблайорэrп нефаtлtллйл u' ( ч { ч" rrлоzOо ч по,tъхо поеOо,
tюеOа нdD,ыtса lюлоппLеtьнпя rep, Р : В(П' -+ Р, фlmлwя

1эо
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u, = f fiе;; p@l).
R

Допдаав.rъсtъо. По }юмоЕтноfi послодов8тоJьЕостЕ tB|')li_o
посlтоЕм так tB, как ц в [2), псобшову м8трпцr с вокторЕпш коФ
ФшдвЕтцдr aуD, (fr = 0,1,2,...), дsлgо стрЕн сЕстоrу поJIЕЕомов
Ръ(l), Qn(lt) ч Ео Toliy ао само!Ф, sлгорцmц, оцрдвляоt дш дашо-
го ЕовощрствоЕlого I ( С вокторпfr lgуг IIввавлптц f,.(l) с Р6.
Рассlrотрш воктор

,r,*=Jт!д_чС'lr*r.
R

Так кgк ди цоцрръвпоf, фуЕ{I$ц втот lнтогрsJl есть (r)-прод9л
суvш Спшътьос8 по (Рпссцровяяtтоfi счепrоfi послвдов8тоJьЕостЕ рвз-
бцоrпrф, т0. ttорl'одя оIить к стоуновскоfi рвлцввIIЕп, поJIуIIЕн дIя
кацдого Q Ев вкстр€мsJьЕого кошпакт8 Q (за псlUшчOнuом тощвго
}utox8cтBa) скаJIярнуп ввдsчу ГамOургерs. Прпrcвяя TOotrBlцl 2.?.4
цз t2] ди всох тsкшх, q. поJцIчцм, что !д* е Д_(}.). Пусть R - вок-
торпri радlус IФугs [Ф(L), в С - sго цоuщ. Полагдя

llr=RФ- R,шz -fiеС+R, u=Rеrлl будомпrвть чri <tr<ч2.
0братЕо, вовьмвм влем8Ет чl| = ц)э + { Iд С. ОЕ лошт Еа rрsЕш{о
tсруга x-(l). Это звsшт, что дJtя BcoI Q € Q (lgром8 тоцрго lGloa8-
ства) тоЕtа ur*lq1 лвшт Еs цряtпrrlg обцщого кошшgксного ,Фугв
K.r(t) (q). Гфпiо воспользоваться обратЕд{ утворцдоЕЕом тоор€мн
2.2.4 лз |2J Е0 !ю88}l, так к8к скалцрЕая мора тан строцтся е

поt{о!цьD таорбмн ХвлJш I вовЕик8от тру.цЕость со "сtслвЕ8шоll"
посlроочЕ}I]t таlош обравом скsлярнЕх нор в одЕу вoltтоFIIýrD мору.
Повтоlцу црдЕарштвльпо допоJIЕшм тOорW z.2.4 us t2]. Дя втого

рассlrощsм фуЕIшщ

9(u) = л"7} (ч с R).

IlycTb сквляршая мора 9 : в(п) ._ R+ я&,иотся TвItпl, ршоЕпOм
дроблошц Iамбургвра лltя последоватоJIьЕостц CB|*){g))!=o, что
ВШПОJIЕЯОТСЯ

ш'(q)=Jт+р(dt).
п
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Чврз Фч обозЕ8wп, фушппrонвл, оцрдоляоtллil равsЕствsмп

Фр(.r) =.Г /(ч)Р(йJ) (.f ( Ср(П)).
R

.Щокахвм рsвонство
л

Фр (,9):= Mf (Фр(р) : р с Р(R), р > 9) = Фч(9) =

= Re ur(q) =,02(g)"

так как Фs - полоштв.пьюfr фуЕt]цоЕал, то О|tчl > Фв(9). По-
cTpolrм Tai:Bpb новшЁ полоклтеьrsfi футпtlцонал' Ф : CeiR) ---+ [R

слвдrrФDп обрsзом. Полоrшд,t Фо = Фрlрtпl. Далев будвм rФодоJDЁвть

Футкtд{оЕsл Фо на прстраЕство С"(R) в точности т8к х8, как вто

дsлs€тся в тýорма Канторвичв (см. t7, теорма Х.В.1]). Этлпl

способом MoжIIo поJtуlшть тsкоо продолквlшв Ф, чтобц вцtrоJIЕяJtосьдл
РsВвНство С(9) = Фо(9) = Фр(Ф). ITo теормв 1 сущоствувт полоlо{_

твльнsя борелввскsя мврв р:В(R) + {R такая, что Ф = Ф*. Так как

р тохs явJIатся рsпвниOм атоЁ ха проблsмн момонтов, то по тоорме
2.2.4 из t2] цолучsвм, что точк8

{U,= J T:T-P(cfu)'R
доJшнs тох0 црпнадlовать кругу K*(t)(q). 0тсDда сраsул слвдIот

норавsнство Ф(9)<,r2(q) itn так K8ii Ф(р)=Фв(q), то
l'дР

Фр(Q) < tor(Q) = Фр(е). СлOдовательЕо, Фр(Q) = шr(q). 3ададп,t оп0-

ратор t/:P(R) -- Е по форlулам

tl(p) = Ё_ .o"l*', гдо p(u) = ý спuеtч с П).
}=о

Так квк в прстрsнствв C_(Q) точнне ворхниs и Еианшs грам внчи-
сляются поточвчно, з8 исIUII)чоЕшом тощsго MIto8ocTBa, то из вцшо-

шзлоlвнного получ9ом равонство
А

U (9) = шltu(р): р с P(R), р } <р) = ч".

Пользуясь это' ао тOороноfi Квнторовi{чв в ввкторЕом вIце, прдол-
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хаем U до операторs У2:Ср(R) + Р так, чтобЕ вцпоJIняJIось равон-
л

ство У2(9) = U (9) = ша. Адsлогищ,t обрввом ttродоJrвsом U до

д)угого опорsторs yt:cP(R) * ?, удовлотворяхц8го р8вонству
yi (9) = url . По тOормв 1 получавм вокторЕцо поломтольвцо мбрц

Fr:вlЦ) + F (J = l,2), ршаще прблOму момонтов ди посло-

доватольЕосгя tв|'))I=о n такио, что

,l = J9(u)pJ(d/) (J = 1,2).
R

EcJm во*тор W удошIотворявт нgрsвOнствSМ U1 ( U ( ч., То

ul = Cl,Ut + ау2 rФи ЕsкоторЕх o1,oz с Р. Тогда мOра В = oiPt*
* оrЁа будOт трвбубмцм рsшениsм. Лвмм8 докаэана.

[ýсть т" - носитоль 9ломsнтд а, - ur, з то= р - тЕ. Всо вн-

шsнвлоаоЕнов соft,{ас }toБrlo сфорrуJIирвsть в одЕом утверхдониI.I.
Теореш 3" Дл tfroa lLсыJrпВнф. noc.tфofuTв.lbtloctпl беtлtоро}

{во}}_ос iP, 8о= t, сgruрсzt8gып еОtл*спбенное рзбlллцЕ еOrлаirр ! В

Orrзъшr.rятltgпэ пocJзOofuretbltoclrlb э;еrем.о8 TO,Ttl, (",}Т=' пюхое,
чпо

1 ) 8 Korlltottelarв tто )е 0м прещuД з} ( о ) = то ,зо

(R = 0,1 ,2, ". " ) пробrеf,; лолешпа8 небнроfено u р|пЕлся еOrлс-
апбеruчл обрзол;

2 ) d.tя tфое,о неltуд,еВоzо фtlttччtюzо э'l,елеюIrr т ( т" б нохtо-
HElaTe tr}M аля проенllД 

"l"'-- 
,,"о (& = 0,1,2... ) прабrc.ш

.lоrенлоб небчроrОенд u tl:eem нЕфlшФйенное рЕrilЕ;
3) 0л Jtфоео n € R 8 ltс|пLоl]яdпе tT*)f Ол npoemltr' 9(') =

= тr..8} (h = 0,1,2... | пробrcхI лолеtапоб бuроdеlа ч ее еОчtсп-
бею+ое FueHuE е(rпь lчllЕФ{,я ноМlдlп4л чз n otr.зюtrспххr сrЕкп-
ро.rьнцr ,ер.

Таорма З поJryчона qдось мотодЕtми lolЕtссшIоского фуlшgrональ-
Еого ан8Jшза, но мо8но отмотить т8кЕо, что он8 Ellooт вщ0 остOст-
воЕнуп буловозIrsЕIуD IIЕторпротsщш.
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3. tфоблэrа tlошmов дл роm?оlпо вс,рлrровsЕвоFо
lIpocц)8EcTBa

РsпвЕ{в зад8чlд Гамбургорв в о-пол{ом рашвтоIшо нор,ш[рванцом

црстрвнстве (Y, 1.1,P) в случsо, когдв о8о рsзJIошlмо по Канто-

Iюв}frIу, цо сущоству сводлтся к творме 3. Совсвм иная сптувцшя
возника8т в общOм случ8g i когдs разJIоrgшость I нв гryошолsгаот-
ся. 3д{iсь пояыIяются тоЕпг*9ски8 трудIосп{, в связи с чOм в фр-
мулшровкs тOоремн 4 трбувтся допоJIнIiтальноо условио (5 ), кото-

Iюв в скsлярном случвs соотватствуот lлsв€стЕому условцD Хврш
(см. t2] ).

Теороц9 |, Пуаrь б ьпо.lнол рJЕлпulно норлФо@tflол пFо-
спрtслбе Y dorao послфоfurеJьносmь (уо}Х=о . !опуслпlл, чло лю-

слеОобвпе.ъноаь (Bn)i _о< ? уОо\.лепВорrriп ус.еобчял

Ё
}, tr=0

t

Уъ* lo.bo r

t1.<у
Ъ, Z=0

8л* lo.botr

{on)i_oc [R, n = 0,1,2...J

ч T7pl 11Ехвпорл о ( lR, а >0, 8 Х-проспрlсtп\е F ссфtппся Tl,oloru-

ne.tblc@ р0
Ф а2Ьв -z '". (5)

l=o (2.h) l

ТоеOо сулрсл8уып йtмап&аtlлля борrеВсхля леро }r;B(R) * I ое-

ралчеtааа беюпоуttлО 0qдцr1 ллЕt!сlя, чло

U}= _Г2.}р(й) (R=0,1,2...). (6)

п

ЮвэаЕтедс*ъо. Из (4) слалувт позитЕвность послодов8толь-
ности (s}i;_o. По тооромо 2 суцоствуот борловская полош[тольн8я

мврв ч:Е(R) -1 Р, для Koтopofi

8} = J t}ч(СП) (R = 0,1 ,2... ).
R

1,1з сходдrости рядв (5) слOдIот, что цри нокоторм с > 0 Фппсlщя

1э4



"cl}'l 
цршвдJIеаuт r' (?). ОtrродOJIпм опоратор ?:Р(П) -+ Р по фр-

}lулам

(t ( R).

Ив (4) aEJFo, что rрп р € Р(П), р } 0, вцпоJlняотся оцвЕк8

llpl < Uр, гдо маsорвнта О всть ЕятOграл

щ = I.f (r")?(й) (/ с cl (u)).
R

tLусть g(P(П), 0(F<с, и последоватOльЕость поJIпномов

{pr(r)li-, схолящаяся поточоЕIо к флдg!ш сов(Р^,/2), удовлотво-

ряот оцоЕкаt tpotr)l < ePlrtzЭ (& с 0{, t с R), (Этrд* условнrш
удов,Iвтворяот, н8цримор, послвдов8тольвость чвстrrчн}rх сумм ряда
ТвfutорашяФуЕýý[п соs(В}ъ/2).) Шя.шбьц е > 0цп с [R с_\rцост-

вуот ,п € R танов, что

Iq(r)tр}(}ъ))2 - (pz(r))2]l <

* . * _* r(q(l,))2 + ,1 ] t(pb(r))2 + (pl(l,))2] =п'
= Гп,, (I)

ддя всоЕ l ( [R, Ё,I € lN, } } п, l > п. Полшо}л{

q},l(r,) = "}пl(л) - q(t) t(p}(r))2 - (pI(t))2l

неоц)l,пдsтольпr на [R. СлOдовsтбльно,

|Г(qр;) - г(qp;)l <f (Qъ,r + rо,1) du *з Jгл,, ф -

в
где p(t) = Е

Ь=0
* = Ё "non, "nf,"

=зеJ1,(сп)+
R

J
R

tat (q(r") )2 + 1 IgPlrlrlФt1.6_

Это докssнвввт
tгtqр|lli='. ив

фувданевтальность

Q1(l) = pn( .ý_

п"

фФундsмоЕт8льЕость послодоввт€льЕостц
Ервдlц}щЕ рассуцдOlтlrй слодIот такsо о-

послодовsтвJlьЕостЕ (Г(gq;));=t, гдs

- },) (h с Di). ТOпврь для фЕýд[х
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8(L) = p(r) + q(L)cog Pt + r(t) slп Bt
(р,q,r ( р(R))

поJlаг8ем по огIродвлOЕцп

Т'8 = Ф + о-lоlл (r(q(2pi - 1)) + r(r(zqi - 1))}.

Tatcпt обрвзом, получuм лшеfiпrй опврsтор ?' : Р' (tR) _ Y,
огроделешлfi нs прострsЕстве Р' (R) всех Фршlдm влца

8(r) = P(l) + 9(l) сов pr, + r(l) вlл РЛ

(р,q,r € р(R)).
Пусть Фуtlкlдtя 8, имощая такоо представлонuо, нооц)цIlатвJьна.
Тогда дlя Jшбнх € > 0 ц п ( 0{ суцgствуот,п € 0{, дtя которго

r2
-е - lv (tp(r))2 + 1] + t(q(L)2 + 1] t2(p}(l))2+1] +

n 
* t(г(r.)12+1I.t2(go(t))2+1)} (

< p(r) + q(l)t2(ръ(t))2-1] + г(r.)t2(g}(t))2 - 1]

прц всох, R € 0l, h > п. Аналогцlпfllв рsссуtденшя показцв8Dт, что

lf18l ( J g(r)т(й) + 2е J ч(сп,) +

RR

п?
л2{ (p(L) 12+1+t (q(r,) )2+1 ] (ZeP|^l+,l ) +

л **plrl
+ t(r(l))'+1](2е' + 1))x,(dl,).

0тсDдв слвд/9т оценкв

lr'8l < 
"[ 

8ф (в е Рl (П), 8 > 0).
п

Полsгая (лля Фц(сцрвsЕЕЕI plQ,г,8,t € Р(R))

81(L) = P(r) + Q(l)coBвr + r(l,)вlпВl, +

+
2

"г
R
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+ s(L)(2t (рh(r) )2 - 1 ]соsрL -t2(Qn(t) )? - 1 )slпрI} +

+ t(l")t4t(p}(r))2 - 21sшв},),

t{oшo докsзвть о-ФуЕдамвЕтаJьность последов8тольностц { 11 8} );_., .

IIосле чего шя фytпспп,

8(^,) = P(r) + q(2,)cospr" + r(L)slлВl +

+ B(l,)coB2PI + t(I)slл2FД.

оtц)одsляOм

f"g:= о-l1л?r8о.

Прдо.швя цнджтшвно тшсла построцilя, получим лЕrвftшfi опOрsтор

Гч:Рч(R) + Y, огryодолоттЕ}лй Еа прстрsнство Рр(R) всвх флцt,лдff

ввJIа

Btr.l = * tсь(L)совRРД, + dо(t)вlп.ЕР2ъl,
ja=0

[,"nrl=', id}};=1 с р(R), п с iпJ

ш гrрдолхакщtЁ оп8рsтор r" щ)ич8м сrФавOдIIЕва оценка

l I'psl { _Г sdч (в с Pu(tR), s } 0).
R

Рsссмотpщ,f топsрь гrрш нвкоторм С} < В < о послвдовsт8льЕость
Pn= F/2п-l (п € Di). IIолагввм 

'* 
= Ррrr, Р*= Ррrr(R). 0чввЕ.щ0,

что Р_с р_ - (п ( Di). мошо дOказ8ть, что дш лDоого п ( Di опв-?l 11+ 1

ратор fn+l являвтся прдолвsюlsм опвратора Ir.
froKaBaTe;bcтBo Ев пр}tводдd, т9к квк в квм Еопольвуотся точно

ТВкая к) твIЕпка, сущоствуот аДПrсТВОШIfi Jmloma опоратор
f*:Р* -* I, оцрдалOЕIlfi Еs IIрсц)аЕствв РФ= 

,rЧ' "*, 
твкоft, что

trрIл JIЕоом п € D{ оцраЕЕtIеfiв ?* на Рп совпsдаот с ?n. PaccMoTprnt

в Р* лшоfrоб подФосщаЕство Ро всох ц)пгоЕоlrоlрIпосмx поJIЕво-
}юв вцда

s(l") = Ё {.*"о, t#=) + d"slп tf-)},
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[tc"l!_,, tdn)!_'c R, п,п с N]

OгрslilдчOЕtо rФ н8 Р0 обознвIдD, чорз Го. Iiо равношервоfi ноtrро-

рцвности опврsтор Го едднствsIпfffi обрввом ггрдоJхtsотс: ,цо лпоr-
Еого оtrорвторв fо:Ро -------.> Y Еа равномерно0 вамцканпв Ро rгростра-

Ествs Р0 . 0чевидпо, {Ъод.р*т подгространство Р, всвх, нопрgрш-
внцх периодtчесшх фуtпttgd, пориод8мш которцх яв,lяDтся чrсл8
ZПttР (п е 0{). Основноft рзультат всох цре.щдпщх дrппffflrх по-
стрешдfi еостоит в том, что Pi явJIяOтся BBKTopHof, ршвткоfi Ф}rж-

цrй. Цусть ?. - огрвrптче}шо Го на по.щрострsнство Рr. Ив оцоЕсt
(7) сразу сJIодlвтl что опOрвтор ?. мsжорIФубtflJfi. Его свквонlщ-
sльн8я о-нвпрsрнвность сразу слодIот uз соквеюдвлъпоfi
о-нsrтрорнвности MBllopBHTH [/. Существувт вдrЕствоЕнвя боролов-
ская мерs p:B(R) .+ r так8я, что

?.9= f sф (всР.).
R

При втом вокторнsя вариslstя lpl нв првосходт 1r. Покаltом, что

лпя }r спрsводддвн раввпствs (6). Дпя JпOбого qотного ft с 0l ш JIь
бого нат!р8льного п пол8гаем

Bn.,,(r) = [ J*," т.rп.2пл- _
р

BcJи

}.- f,,2а-t l

Bl
T.2n-r

р

(п с Z).

}

Дlя ночатного & ( D{ и натурального п полохи}l

^ п.п,2пл- 

-
р

при Л. удовлsтворяхщд rrр.щдrщому н€рsвонству. Все Фуlч<tдшt Bn,,n

(l,п € 0t) непррнвннв порио.Еfчоскио с пориодом T,zfutp. Дя .lшбцх

R,п € [N и е > 0 сущоствуsт тригономвтршtlоск}fr полдlом t}.rr€ Ро,

Sл.,"(L) = (-1)'I
]
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ди которго

это зЕа,Еlт, что

IBu.,r(L) - tb,n(L)l < Е (r € R).

llb - t}.n(t)| ( € - _# (l24+,l ).

0тспдs слодlвт Еоравенство

|rý,(.Ъ) - r-(t},п)l < 3е J u(d2,) +

- F# f l211,2b+ 1)r,(dl),

гдо /o(lt) = l,} (t е R). Так квк r-(.fе) = U1, то

|оо- J^}p(cr)l <

* l оо- ?*(tъ.,,)I - l l (tл,,- /nlcu| <

-_1f.
Е2,22]ъ R

( 4etl({) + 11,21l2b+1 )т(й.).

Из г_точввоJъЕостш € > 0 д п с Dl сраву слвдIвт фор.fулв (6). Докs-
ватбльство 0дшствоЕЕOстп !i8pн }r во шIогшх, двт8лях, повторяот

црдtlдущ{в посцюOнпя! пoэTolrry вго огryскs0м. Тоормв докsзанs.
Пршераш ршоточно ЕсрmрваЕЕц:( rгростанств с норавлошпrоf;

Еорrоfi яв,иптся счgтЕо-яорtl[рв8ннно прострахств8, 8 т8кt0 trро-
gзвольпцо локаJъно-вýiryк,шо вокторнц0 цроотранствs. В качестве
Еоtr}rц ввкторв рдссматрпв8шЕся чцсловце свмо!ствs ц, цолунорм. В
8том сJlуч89 o-cxoдoitocTb будот вкFtrпgлаЕтн8 тоЕологтчsскоfi сх,о-

дtt остц ограншtsЕIдrт. нАrтавJlвцностоfi. Ецв од!о't примgрм моа9т
слушть чвстЕчно $порядоч9ЕЕоs в8кторнов гIрстрвЕство, ЕмоЕщаб

cll,lьвyn о.lщпшry. Здесь в качоства Еорtцрущаго Д-rrрстранства
внступ9от sго собствонЕоо двдоtФндово попоJIноЕцs.

Т9Oрвш 5. [gспь Y - дolrапoaью по,tlкЕ чt,аmlчlл gmоряOоtа+tое
бetalop+oe прспрюrа8о. Пустьь еол tюsuпBtlш tlос,лфоФлвlьrq]сrlь
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{"")Х=о. Y, О.lя натюрО пw rcrulпорол а > 0 атоОtлtся ря0
!оеОа суtрслбуеп еOшtелбеиия полоtлllЕльюlя боFrc\сrcя
?]ЕrRj +FпюJФя,чло

sд = J lt}u(d}.) (h = 0,1,2...).
R

Докавателъсгво. Гryсть F - дsдекшцово попол}I0Еив поряд(ового
идоsлв r(в), гдs s являбтся cyl,firoй рядs (5). Хоршо шзвостно,
что F .чвляотся f,-гrрстранством. СущOствуот одЕ]ствоЕнsя боролов-
скsя lisps т:В(R) * Ро рвшsщ,sя эту прблому момsнтов (вдось
гри}ii8нявтся творем9 2 в случав У = Р). }Iашв цоль - покаэать. что
i:tB(R)] с У. По услов}п0, дIя JпOбого s ( Р(R) будот

J 8(^.)у(й.) € Y.
R

Покахвм, что вто вкJiючвнltо ссхраняотся для Jшбого тригоýоматри-
чоского поJIиномs в ( Ро " Убвдпtся в 9том ýа гФимвр фyl{юпдr
slпРЛ (0 < Р < о). Ряд Тоfi.лора дIя cOS (РХ/2) sсть рвзность IFух
полоtfl{тельЕ}ц. рядов. Поэтому

r sh9r',(dr"' = 
t i 

есоs' [+ - *] - ,} ?(cil) € у.

Так как любую нвпрорнвнуш пвриодtч8скую нв R фуrпс,ддю можно Ерод-
стввить монотонннм равномврнцм прOдOJIом тригономбтр}rtlвскЕк поJIи-

номов, тробуемоо вILпючsнио сохраняотся }t дlя 8того кпасса Фуtпt-
цуЗ. Твпврь, псльзуясь только монотоi{ннми rФодOлsми, логко мохQlо

получнть лOбую хsрsктsрнстиtlsскуш фуЕfir}ш хs (В € Е(R)). Повто-
му ?(В) € r (8 € В(R)). ТOорма доказана.

Изв8стно, что прстрsнство вс8х ограншчоЕных свмосоцряхеЕнн]L

операторов в гп.льбертовом грстрsнств0 относит8льно 8ствствонно-
го упорядоч8ния монотоюiо IIoJHo. Поэтому мн получаем (см. t12])

Следствие Z. Пrюбrcлв лоленпо8 j'албураеро Fзршлrz еOшtап-
беtцнл обwол 0м tJфоО поыJrпЛно|I посrеОобспвtьноuпL o?p)lu-
чен+Фlт содосопрrенннI отlэрпор8 6 2чJьберпоВол просmрнайе,
0lя капороО сtоOtлтюя р0 ts) (пр,t нЕнопорол о > 0., В сtабоа опЕ-

рпорlлО попоlоаJL.

(5).

лер
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