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В. Д.Бул3спй, Р. Д.З1жutlл, Х. Д.Яно6.1е8о

,За.цача () внборв квадэатноfi достаточно хоршо обусловлаtп{оЛ
lIOдvатрицн в fiрямоугольноfi матрице цроизвольноI,о ранга возни-
кает, нвIIримвр, в Jинвйном програ}sr}rровании, когда матрица
(]иr,]твмн ограничв}ilfr имевт разввтвлвю{уп блочную струк,гуру
[,! ,2l. Прцесс гФеобразовsния базисноfi матрицЕ в блочно-тре-

угоJlьную учитнвает блочность значитольн() эФФвктивнбо, ocJи в

концевнх блоках рввветвлония вtiбирать нбвьгрождектfiе подблоки
зsрsнее tЗl. Такоfi подход мо}fiо бнло бн расЕространить на <i6-

работку нф только концовнх блоков. 0дtако сJlишком большая тру-
доемкость рщения этоfi задвчи в общем виде [4l заставлявт ог-
раЕичиться рэсс}ютронием JIишь конц9внх бJоков, ттpи,qeм спq-
llд8-цьного тила: узкоблочного, транспортного и двухкошIонен,гно-
го. При этом имеЕно послед{лfi тробует цривлеч8ния рядs lUтурма
t5-8] дlя оценки наибольшего сингулqрного чис.па очврвдrоfi
окаШ{ляемоf; матриllд. Тsм нв менво во всох трOх случаях трудо-
емкость мвтода сравнима с вычисJитольнчми затратами при внбо-

р нввнроIцеrшоfi под.tатрш{н в прямоугольноR мsтриц0 поJlного

рангs стандвртннмп мвтодsми rпrHBйtoil sJrгебрц.
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1. Фtаfrrпеше невЕроIдешой чатрпд прI некотоFЕl
оцравrrtlешшI на обусловленность

tIусть ,{ix,lv] - прямоугольная MBTpm.la призвольного р8нга с
множ8ствами Х и iY номерв стрк и стоJбцов соOтветстввнно.
llатрlацl .dtfl,ff] назов9м двуххомпонентноfi, BcJи в каж/lом о8

столбцв Дll,Jl, J c,IY (шIи в кахдоft ов стркв ltr,j[], 
',€ 

r)
нв болsв двух компононт, отJтичннх от Еуля. В классе .щужомпо-
нOнтннх мsтриц особо внде;пдr два пс)длласса: узкобJочные матри-
Lщ, когда всо столбцн (иJи всб стрки) олнокомпонOнтнне, п
транспортнне м8трицн, когла кахцщR столбsц (пли каждlю строку)
мохно црдстаыать к8к разность двух стоJбцов матриt{н

Еtfl,rutО) ] (пJm двух стрк мsтрш-щ ЕtШU(0),r] ) , где Etr,Il ,

Etlf,jt] - одд{ичнно матриLщ, а столбоц Е[Ш,0] и стрка Eto,1ll]
нуловне (0rxUtf).

.Щвлве рвссмsтриваsтся аJlгор}lтм внборs в мsтрицо ltr,,Ш]
подtатриI_Е ДlI,Jl к8к MoxGlo бсlльшего размора и в достатотноf,
степвни новъгруйsнноfi. Кошrромl.tсс мох(дr атими условиями уста-
н8вливается вводеЕием бsрьора Д € (0,1 ), от которого зввисит
оцsнкs числs обусловпонности мslриuд ДtI,J). Ия оtIр€двлsнно-
сти 0удsм rцЕдIолагать, что спвtЕ.t(Еtка матрицн ltll,,lr] опр€двля-
отся стрвниом ое столбцов ltX,J], J €. N, поскольку ilолучаемно
ншte розультатн гц)имониrrц к lГtiv,X] в случ88, когда споци(F{ка
опроделяотся стренпам строк л4tr,I[], 

' 
€ I. 3двсь lTtП,X]

розультат трsнспон}fрвания матрш{н / t X, rf ] .

Прдlолоrсп,l, что в внбраrпшх MHottвcTBBx r с I, J с t, оп-
радвляшцпх нsвЕрrцонЕуD матришI ДtI ,Jl размOрности п , п,
вв8дOно rrравильноо упорядочвЕие их 9лOмOнтов t1]. Это вн8чит,
что дЕужомпонgнтная (tранспортная, узкоблочнsя) матриц8
Дl I . J ) становится блочно-д{sгональноfi ( тругольноП, д{агонsль-
ноП). Пр втом каr.щfi пз блоков нв .щвгонали в двужомпононт-
ноfi матрrцо, в свою очардь, явмотся блоЕrо-тругольноR м8т-
рицоfi с одllдt tmr ддумя блокаr,fir нs д{sгоЕаJIп: тругольннl, п
(ItЕ{),_чдсп{чосtgпl. Ilэследfifi Morlo схвмвтЕчно прдствв,lять квк
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где 1 < t'< р < п 0rм 1 < р < l'< п), т.0. как мsтршцI, oTJи-
ч8кщltюся от lппшеfi (I,Uп воржsй) .вухдrагопальноf, JIишь одпlст-
вонншм нOwлsЕп't 9лOмонтом Ьо в правом ворхявм (шJ}, в ловом
lпýcreм) уг;ry. Прп отсутствши цrш.птчвскоfi частд условпrся счп-
тать t' = р, Do = 0.

Как цзвестно [1], дIя лOбого r € х \ r и .шбого i с If \ J
м8трицн

дtI,Jl
lIr,J]

дtI,71

дlr,71t
0 -,I

----l
о(r, z il

l г д|I,J1] L- 
-;- (2)

одюврк)Ено ЕOвшроцдоннц0 t gсJш веJI!п!II,Iн8

о(r,t)=дlrlu]-tлtг,JI /-ltJ,rl} /tr,zl (3)

отJичн8 от Еудя. Фактшческr шо н]пкно, чтобЕ ччсло а(r,1) бнло

отделено от Еуля достаточно хорошо.
Еслд z{tx,Ir] - мвтица траЕспортного тЕпв, то вэJIпIIЕн8 (3)

цвлаяr s |det ,ДlI ,J1 | = 1 прп лбоfi пввшроrдвшоfi матршl0
ДlI ,J1 (r с I,J с f,). СледоватвJьЕо, окsfi,UlоIшо (2) догryстпяо,
осJIц lс(r,?)l > А. Кроме того, в к8ч8ствв Евчальпцх мЕоr€ств
r,Jмоlсlоввятьr=J=Ф.

В друх друrтп случвях порд началом итOр8LЕ[онного црцвсс8
наfiдем to € I, Jo с lV Ерш условцц

|ltto,J.)l = mд4 |ltt,J]| > д.
" l€r,J(п

Еслд sто условпе вrпоJввно, то в качоствв ltвчальЕrк бавпсlпrх
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мноf,оств возьмем r = {to), J = (Jo). Исхом из лпбого

r с Х \ r, внбор Z подчrппдt условип

lо(г,I) | = пвх lo(r,J) l, (4)
J (rr\,r

а допусти}rость окsftrrлоЕия (2) - условию lо(r,?11 > До."*, гдо

оr", ) 0 - нsпбольшов сштгулярноб rшсло мsтрп-щ ДlL,J1, tлJIи,

чБ-то жо самоа t5], нsибольшеа собствеЕное tисло l|}) сшпrет-

рическоfi мsц)IпIЕ

г 0 llтtJ,r],l
8tJUr,JU11 =|_--_l----_l (5)

LltI,J] l 0 J

3дось ocTscTBoEHo ctMTaTb, что Еумвраllия стрк и столбцов раз-
лшчна, т.е. что I 11 J = Ф. При Етом собствоЕншо значония I|.'),
l = 1,2,...,2п, матриt{ц (5), упорядоqoшшo по ноубнваЕию, по

крsfrIоП меро Еострго раздоляют [8] собстввннне значOния мат-

рrпщ BtI U J U tr},r U J U tг}], которнв тsк х(о раздOляют соб-

ствsЕgн8 значаЕия I|П+t l, l = 1,2,...,2п+!, матрицд

BlI U J U (r,Z),r U J U (r,1)l, отк5,да слбдrот, что

Есл{ ltl,If] - узкоблочная матриLlа, то о,о^* - наибоJlьlлая абсо-
JtDтнsя воJичинs 9лементов на дtагонаJи в ltI,J], т.8.
оr." = ;lt to,Jo ] l . По оцрдолвнш) t51 чпсло обусловлонности

новцрlценноfi матрlпlн равно отношstдшo нsибольшого спнгулярного
числа к наименьшOму. Ив нвравенства |о(r,z)l/оmбх > Д очвви.ц-

юrM обр8эом слвдtот, что число обусловлеЕности совпадапщ.lх в
9том случав матпц (2) оl,раtплчоно свOрху вел{члtоfi 1/Д.

Если ltl,iY] - двужомпонентная матрш.ls и о.", < l =

- lо(r,1)| / Л, то число обусловлеrности рй+t гrравоfi (блочно-

дtвгон8льноfi) шз матр}rц (2) либо рввно числу обусJовпвIп{ости
оrrrл, / o,Etn матршlд дtI ,J1 в случао оr* ) lо(г,z)l ) оrrr,,

л{бо такхе ограничOно сверху чисJIом 1/Д, всл{

|о(г,z)l ( оmln пJDi. оr.* ( l(r(r,l)| < оmlп /А.
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Нарушошrв посло.щвго Евравонства овнвчаот, что

''*tЖ,*}. F**, = 'ЧiiР'
но ввJIичинs (3) достаточно хоршо отдолsна от нуля, поскольку
Io(r,zlD ll:' > l/tto,Jo]l.

Провврка норsвsнствs оr." ( Л, всть нu что ино6, к8к одfiо-
кратноо внчислонив обобщвЕrо' послодоватOльности Штурs .rr(Л,),
в - 1 l2,...,2п, в точкб l лля характористЕIIвского поJIинома

Ir_{t) мsтрицы (5), которая перстановками стрк и столбцов
Mof,oT бнть проврsщвнs в обобщоIfirуI0 трхд{агоЕальЕую t6,7].
Своfiства ряда Штур{s, огФодOляOмого дпя 9того случая в слодIп-
щвм пвраграф, позволяют првOрить ItвpaBBHcTBo оr* ( l, нв
вЕчисляя оmаr, поскольку число пOромвн знака, опродsля9мое t6]
дIя обобщsЕ{оfr посJtвдов8твльности .r"(Л.), 8 = 1,2,...,2m, сов-
пвдеот с числом корнвfi поJIинома lrл@), лв!(8пп{х.лавво точки Л,.

Так квк lшт9р8сушlиfi Еsс коронь опдх яв.пявтся нsибоJьш,пr, то
9то чисJIо долllсlо бнть равIfiп, zrn. В пртивном случsе следIет
отк8заться от окаfititлвlпая (2), т.s. отбрсить стрку l[r,lf] кsк
ноцрlrгодIую для окsft\rлOния.

Общвв число опервцd прЕ ITpoBopKo условия (4) в ryдЕOм
случав оцбIIшв8Oтся сворху лдrоftrоfi фужшеfi ,цвух пврмsЕннх
пlfl-лп, гдв п l n - размврность матрицн l[r,[], так как внчи-
сл8нив стрки gtr] = Дtr,Jl,А-1 lJ,I) ,замsЕrlотся рпоЕцом сilс-
тOtл* ytrl ДlI ,JJ = Аtri\, тр€бущп{ поряд(в llt опвраI.@ ггри

прsвшIьЕом упорядочении мноfiоств I,J . Внц,tслOш{о строки
-ytr U (г}] z{tr U tг},ir \ J] гри уtr] = -1 с Wотом фрмул*
(4) ltlпl боз но9 трбуOт порядtа п - ,rt опвращfr, поскольку в
матриц0 ,4tr U tr),If \ J] но болвg 2(п-п) нонуловн.х влвмонтов.
Замепц,l, что в узкоблошоfi мsтр}ще стркв z{tr,Ji ц столбоц
Дtr,Z] нуловце. Кsк будот видю из дальноfuвго, число операщй
прш внtlисJIонии ряда Штурllа ди обобщвЕrоil трх,щвгональной
м8ц)ш_щ, подобноfi (5), таrсяg оцоЕЕв8отся лшrоhоfi Фlпп<tчавfi от
,п цри услоtи[ правl.tJlьного упорядочsЕц.lt tпlolвcTB r,J.

Talm обравом, 8слЕ Е8р8 г,Z допусlmlа ди окsfiдIоша (2),
то rравшльtаJfi порядок в MHolBcTBax r U (r), J U t?} до,rпвн
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цоддерсiваться порстановкамц, чхсло которЕЕ по доказаЕпому
[,l ] являотся лцпоlhоfi ФуЕýщоfi от m, црlrо узкоблошоfi мвт,рп-
lд, которая вообщо Ее IýrЕдаотся в такцх поростsЕовках. Прцесс
закФпIпваотся, когд8 в }rатрш{е ltl\r,r] останутся раsво JIиIць

cтpolm, Еоцрцгодrнв ди окаlttrпоншя, в частности rгри J = Ш.

9ашчашо. Ес;гt мвтрlшlа /tx,[J ntвoт полlцП раЕг, напримор
[3J, состошт пз стрк Е.,ш столбцов д)угоfi, гsрsнтирванно но-
шrроrдешоfi, MаTpцlEl, то olиcaнHцri вшш0 аJгорптмом Motfio вы-
брать невнрцдеЕlуп подlатршцI Дll,J'1 uм ltl',r], ош{раясь
JIишь н8 условtл0 (4) п.,п

lо(r,z), =rжr|o(l,z)| (7 € Ir \ J)

соответствOЕно Iryu Jпшвfrюfi Еоз8впсиllосп{ стрк rrлr столбцов.

2. 0предвлешв рядр Штурlа для обШоlшсf,
lроIдlаювsrьвоt rаrщ

Прдrолоrоп,t, что ква.ФsтЕая llовЕрrlдоЕнвя подrsтрпцs
ДlL,Jl .щухкошIонsнтноfi мsтрlцs /tX,r] Hg распвдsвтся на нgза-
вцсхмшо блоюi п что rввостЕо IФввп.rlьЕое упорядочоЕпе мпоаеств

i = (1,2,...,{'r...,п), 
'- 

CJr,t.,...,Jj,,...,Jr}. (6)

ОбОSНа'ДО' ЧеРэ о} = r{tR,Jr], 1 < R < п, вломентн глsвноfi д{в-
гонаJIи, а чер8з t} - номOр внедrагонвльноl компоЕентн
Ь* = z{[tл,JoJ, от;шчноfi от нуля в столбцо ltЛtЕ),Jh],
1 < t < п, ц црдIолоlOдм, что мsтрица z{tАtпJ,.А(Jлll - нIдсlяя
троугоJьн8я, т.в. fb > t, 1 < fr < zt. Тогда оq,и Дtl',Jпl # О
лпя нOкоторго r' < rп, то r} = R+,l, r' < n < п, t*= t, и щшс-
лхчоская чвсть матрш{н Д'tI,Jl совпвд8от с лввоfi t{з матрпц (1 )

ЦРИ р = п. В гцютивном случаа (l' = п, Ь?l = 0) вся Maтpшla
ДII ,Jl - шдlняя тругольвsя.

Дя любого Ё ( r обовнsчиil чорgа S(a) шro8ecтBo тох номе-
ров t < h, дlя которЕх ti = Ё, т.о. мнохоство Еомерв стрк,
отввчащх нOltуловцм компонвнт8м дlh,,J |] = Ьс в стрко Дlh,Jl
слова от глsшlоfi JцагоЕsJш. 3амотшi, что п | S(l' ), хотя
Д|l' ,tп'l l 0 гФп l' < m. fuя квrдого & с r обозначим чорв ro
объедшеЕ{е мноцеств
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ro(0) = 1Р1, Io(B) = U_ .S(t), 8 = 1,2,...lвtrl
c(r* (B-r )

где 9r - наибольшd из номерв 9 > 0, при которм Ih@l # Ф.
Полоrоо,tJь= (Jr: t €r})из8м9тим, что Т=I_, J=Jл по

цричинф двужомпонентностл1 столбцов дtI,Jh1, 1 6 & < rr.
Пострешrе обобщеЕlого рядs Штурмв лця матршlЕ, подоб:{оfi

(5), прводвм в усJlовиях твк н8знваомого усиJIонЕо-тIравиJIьЕого
t1] упорядочвния мно]квств (6), которе состоит в следlщsм:
для лOбого R { r элементы мноfiеств ro с r, Jo c.I в trEloltвcтBax
(6) располsгаются подрядi номора fr,Ja являются послодlими со-
oTBeTcTBetЕlc в iЁ, "rо, а матрицs .4[r},J}-l (1 < е < rl) - нихfiяя
треугольн:lя . В стрении матршtн At I ,J1 усиJlsЕно-гравиJIьнов
УЛОРЯДОЧ9НИе (ГJ) рекурсивно цряв.пяется в том, что дIя любого
ё ( ,I, начиная с k = п, матрица ltIfr\{&),.I}\{Jie}] - блочно-
д{агснальная с независи}iнми троугоJIьннми блокslд.l ДtI L,j |1 ,

t ( S(h), которы8 Moxfic распсло8ить на дrагонаJи по вовраста-
нию t F, .9(tt). 0тсюда ffсно, что прстое и усиленн(j6 превильнне

упорядоче}rия отJичаются порядtом рsзве JIишь пsрвЕх t'-1 HOItE.-

рв в мнсfiествах r,J. Заметmа, что усиJIвннцfi порядок в шiоже-
стtsаI- (6) нуr(вн JIишь для нвглядtости выводимнJ( нюкб фрмул. Их

вцtlисJиl,е-цьная раJIизация мож8т бЕть тровадOна в условиях гФо..

стого пр8виJlьного упорядоч8ния, обOсilечшваlщвго тр9угольность
матри.цн ltr \ tn),J \ {Jn)].

Пераетановка стрк и столбцов матрицд (5) в соOтв9тствии с

упOрядочвни8м
L=I U J=(1 ,J,,,2,J2,...,fi,Jr} (7)

является пробразовsнием подобия [5], иl сл9доватольно, матри-
uд (5) u BtL,Ll имеют одIнаковнв спвктрц. EcJtrI ltr,.i] - двух-
ДlаГОНаЛЬН8Я МаТРИцs, Т.8. Ь* = 0 u t, = |1| для всвх
t с I\(п), то матриц8 (5) с упорядочOни9м (7) ст9новится обцч-
ноЛ трхд{вгон8льной t5]: в неfi гJIsвная диагональ нулOвая, а

каrц8я из побочннх д{агоналвfi состоит из чорвдrшщ{хся алемон-
,lов о1 ,bl ,оz,Ь2, . . . .Dm_r ,оrа. Мsтрща BIL,L\ явллOтся нокоторым

оOобщеIием t6,7] трвхди8гонаJIьноfi, 8cJи 1, > t+.1 дJlя нокоторнх
t в uрдеJsх 1 < t < t' ( п. В атом случао (t, > l+1 ) элем8нт
D, иэ позиLttй Bll+1,Jr) u BlJr,{+1 ] побочкнх д{sгоналgfi "сдви-
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гаетсяп соотввтственно вниз п вrrрвво в поэш.lии Blt |,t |1 п

Bt!|,t| !. Кромв того, 8[1',lл1 = B[Jr,t'] = Dп, осл{ t' < п.
Oбознsчд,l чорез Eltr,trl вддптчнуп матржшr и полоlи}ll

DxtL,Ll = BtL,Ll - X,E\L,LI. (8)

Как слвдlет из доказаЕнЕх ранае tфpTyJl [6,7], обобщоЕIоft пос-
JIедоватеJьностью Штурма в Torlкo l лля характOристич9ского по-
JIинома м8трицн В[I,t], иJш дпя оцрдоJителя матриuд (8), яв-
ляотся семеfiство

.f2}_1(Л.) = d,et Drttrl\(J}), .Ъ\(Jh)],
(9)

.r2}(l) = det Drtlb,trb], & = 1,2,...,п|

лде упорядочонпо в trr = rп U J} индущФуOтся порядtом в мноr(а-
ство (7). Структура матрш.FI Drttr},tr}] (R € I), распsдаrщоfiся
посло вЕчеркивsния Еух пocJtoдlldx, стрк и столбцов Еа нsзави-
СИ}rНВ бЛОКИ Dъ!_L|,L| l, t ( S(R), ивобр8жвЕа на рис.1 дtя лобо-
го R = 1 r2,...,п-1, 8 также .цjя R = 7t, есJII{ t' = п, D* = о,
lLли на рuс.2 дIя h = п, ecJи t' ( пl.

LL
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lmIjLl k J* L Ji, m l?l
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В ceMeficTBe (9) наЦцем ркуррпmцо сооlЕошоЕпя Еа оснок)
cтpрtтypш матрп]щ Dr[tr},.t}] в поряд(о воэрgстяпrя
h = 1,2,...,п, что соотвотствуот слодrхцеtу, вообщв говоря,
ч8стЕчноW упорядочOнип t6] мноаоства Ендоксов (1,2,...,Йll
втого coмOficтBa: дUl .шбого h ( r влементу 2}, ЕаtIпЕая с 2tп

(м8ксtоr8лъного), нOпосрдствопЕо trрдоствуOт одlЕствOЕЕtfi
9ломонт 2R-1 , которlýr, в своD очордъ, ЕопосрдствоЕЕо црд-
Еоствуrt Еsсрsшпдде 9ломOЕпt 2t, l е s(Ё). ЭлOмонт 2R-' будем
н8зшвать минuмальЕцм, ослш S(R) = 0.

Такш,t обравом, пол8гая

G2}-l (I) =,Д(п)/.,(^), G2}(l) = |zk-.l (t ), 1 ( & ( п, (10)

гдв Grп_.i (l) = 1, ecJи 2h-1 - rпппп,lвльюfr вломgпт, опродоJIшм

Еоследов8тельность

/2}_1(2u) = {rь-, (l).{t *,p*",oi ffi}, 1 < & <,n, (1,1)

./2}(}") = -}u . Gа}(l) - oi G."_r(L), 1 q R < п, (12)

/2,,.(л) = -I . G2п(L) - ofl . Gап_.l (L) - Ь;.9(^,) -

- 2о_Ь_ . h(r) (13)
,tl й

в поряд(о возрастацпя h = 1 ,2,...,rrl, которая с точЕостьв до
обозначвшfr совпвдssт с получвпtоfi раЕво t7j. Ясно, что нпхняя
тругольЕость мsтрtд.щ /tЛt'It), J\{J,B}] и оЕр€дgлgшде мноа8ств
s(Ё), R € r, обвспочпваDт вшtшслявlrость въrрвrввй (,l ,l ), (12) в

укавsllЕом порядtе. Ес,m Dl't = 0, то Форrулr (l2) гФЕ R = 7l п
(1З) совпsдsют. В пртивном cJEFIso р9sлохвЕие опрдвJштвля
матрш{н (8) (рис.2) гтрtвод1 к фрlул0 (13), гдб

9(l) = det Drt.l \ (t',Jn), l \ (t',J.)],

h(l) = det D}ttr \ {l',Jn), tr \ {n,Jr}l =

= d.et D"[tr \ {п,./,п}, tr \ (r' ,J.)]. (r4)
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Матрица, получаомая из (8) внчsрю{ваЕI,rем стрк и столбцов
с номорами l' ,t_, распsдаотся на ноз8висимно блоки

Dr[I{,trt], t с S(t'),

Drt(.E\(Jп))\(li,\tJ.,)), (l\(J,n})\(trc,\tJr,)),l (15)

(рrrс.2 ). Следовательно, 9(Л) - Gzl, _, (l) .92п_1 (Л), где

9rr_1 (Д) - огtролвJмтель матришд (15). Поэтом:t его мошно вЕчис-
JIить по внsлогии 

" frл_r(l), нsчиная с gzl, (l,) = -}i и учитн-
вая, что g"(I) совпадаOт с /r(I) дIя всOх 9 в IIредвлах
1 < s < 2(l'-1 ). Тогла очовид{о, чl,о

g.о-, (I)=-8.o-, (l),t^lЕ 
.,r,-_, ,D;, ffi-o }h-l

82ь-2(2,)
9;Jгг

h = l'+1 , l'+2r...rп,

p2}(l) = -1.82ё(l) - oi.8ro_' (I), Е = l'+1 ,l'+2,...,п-1 ,

гдо по аналогии с Формула[о{ (10) пrоом

82{, (?,) = 1, ý.o(l) = 9а.ь_, (2"), t' < Р ( п,

(16)

82}_t (2") = Ч,ЖrJЦ, t, ( ё < п.

Прщ0 tlBM цриводlть оцрадоJитOJъ (14) к в}цу, удобному
для внчислешd, заметtпt, что мsцшца (8) IIослs внч€ркивания
стрк и столбцов с HoMOPaMt! l,t+, | = п,п-1 ,...,L', расп8давт-
ся нs нвз8висrпше блоки

DxtLl,L|], , € s(t,) U {,,%* (s(R) \ (n-1))}

(рис.2). СледоватеJьно, оо оцрдвлитsль, обозначавtfrf, чбрэ
ht, (l ), MoffHo внчисJить по фрlулв

сл. . (l)
hc, (2!) = G.,_l (l) 

,,Ъ.nn t'"frгJ-. (17)

бI



EcJи теперь, используя первое из рsвенств (14), оцрдOJмтOль
h(l) разлагать по ненулевнм влвмOнталll столбцов с номврашr t,./*
по воэрастаtшm { = t',l'+1,...,п-1 и учитнвать, что внчерки-
Baн}te столбцs и строки, пер8сOкаЕIID4хся вне 0го главноfi дlsго-
HaJи, д8ет цулgвоfi огФвд9Jштбль (рЕс.2), то Еа осЕовании (17)

получ8вм

n(t) = hr, (r) .,,Д.'o ooDo. (1В)

По огц)еделешю t6] числом пOремвн знак8 в послодоватвльно-
сти (9) является число отрицатбльЕых вЕачаIffЙ в coмoficтBa

Qs(fo) = lв(Хr/Gв(л.), 8 =1,2,...,2п, (19)

откудs и пз формул (10)-(12) слвд/ют peKyPpBHTHH8 соотношония

},?

Q2}_1(^) = - I - rЕ,*,чir, R = 1,2,...,П, (2О1

оЗ
Q2h(f,) = - l - т;.]D, ft ='1,2,,..,п-1. (21)

Аяалогичноа внражвни8 дIя Q2r(I) в случав Ь* = 0 совпвлавт с
(21 ) ПРи Ё = п(={'). В случао t, ( ,п полохсjrм

Q.(f,) =9r(l)/8"(l),9 =?I,,2I,*1 ,...,2п-1 , (22)

и нsй,цом внраilания для 9(l)/G2r(L) и h(I),/G2n('l) чвр9з аломен-
тц семвfiств (19),(22). Ушtожвlпе и долоЕи0 pzr_l(L) снач8ла Еs

82й_1 (2r), а затом н0 8rr_.(l} с учsтом (16), (22) вrIOчот вЕра-

fiония

P2r_l (^,) = q2._, (l)
G.r_,, (L) р?._2 (I)

r 2п- 2\7,)

G2п_t (},) 9ап_з (f )
(23 )= Qz-. , (l) g2*_2 (l) r.;Jxr

Пробравуя 92il_з(Л,) аналогшtппш обрвзом, цбпочку равsнств, (2З)
MOIBO ПРДОЛДrТЬ ВIШОТЬ ДО ЦОЯВЛеНrIЯ В tIПСJШТОЛВ MHOEITOJИ
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Фr{,('t) = Q.r, ('t) (tФи l' = п-1 достаточЕо первого рsвsнства),
откуда }r из (17) слOдrот црвдставJIониo

9(r) = h{, (L) ,.r,тr."'. qs(^,). (24)

Уtлохеrпле rrравоfi ч9сти (l7) нв, G.*(f,)/.f.ъ_, (L) =1 , l' ( h < п,
и дsлони9 обвtц чsстбfi рввенства (17) Еа G?п(Л.) = /2,*_l (L)
riрхводrт к фрмуле

пt'(}(m ч;_;Фr-; q;(rr ,1

0тсшда и из (18),(24) следIот rц)едставлани0

Q2й(^.) = -l - 
";i" 

, 
{"; 

- bi , .,,{...'' ЖЬ -

+ 2а^Ь^ ' 
,,*Т.," tfr}- q;Ьr-]}, (25)

При этом послодовательность (2?) внчисляется такжв по рокур-
рентнцм фрмулsм

q,fr-. (l) = -^ - ,esr#lto-'l

{'<ftqп,

g2}(^) = -}, - ,aiЭ;Iтт-

I]i
0-r;TD

L2U}-r

Е;;lгг,

, |'1h(п,

(26 )

(27 )

Е8!IИЕ8Я с Qzl, (l) = -L, в поряд(о воэрвствния fr > ,,.
звмотдtr,t, что в црцессо вЕводs ркуррsнтпнх соотЕошOIffй в

cвMeficTBax (9) п (19) ЕоявЕо грбдIолагаJись ЕslrуловЕlfi{ всв
9лвмвнтн сOмоfiства (10). В Еашвм сJIучве это Ео ограЕпtIиваот
общностд, поскольку бJЕзость к нуJID некоторого вломонт8 Q"(L)
цриусловиях,Q.(r) <О,1 { t бв<2л, црЕвоIит, кsк будвт
цокааgно HIдlo, к отк9зу от окsrЬiлвIц{я (2). 3aMBTnr так!(8, что

oJ



прI{ условиях 8r(Л,) ( 0, 1 < t < s, норавенства

ga(^,) < Qs(^.), 2l' < ,9 < 2п, (2а)

начиная с очовиддого для 8 = 2l' , лOгко доказнваптся по шIд/к-
ции сравнениом опрделOшй (20), (26) и (21), (27).

3. Вцgrслrтельная реа.Е{эац{я

Вычислонив свмеfiствs (19), улавлrвашцого пормвнн знака в
семействе (9), гФовадом Е условиях црстого прsвиJIьного упоря-
лочения мноfiеств (6), гарантIФушцего нIjшшюю тругольность всой
матрицы ДlI,Jl в случао l' = лп, Ь?l = 0 пJIп ва части
,{tl\(n),.r\tJn}'l в случав l' < п. Крме того, здесь доtryскаsт-
ся, чтонекоторыестолбUд ДlI,J|lпри1 <t< 

'' 
<rtl,к8ки в

случsе l = l' = п, могут быть одlокомпонsнтЕнмп (tt = t,
bl = 0), что автом8тllчески учитнв8втся 8лгор}lтмом.

Дя обаспечOю{я бовsвsрIф{ости ЕIд(вследlпщого црцвсса
вввдем некоторые нообромонитOльнно ограничвЕия на нормировку
мsтрицн lt[,l[]. Пусть Е. , 0 - характеристика рвзряд{ости вн-
чиеJитоJIьноR машшл [5], нв допускаIOцбfi опорsl_чfr с числами,
больщlо,lи 1/Е2 ilа sбсолютноR ввJшчин0. Тогдs IT.Dи встоствOЕном

требоваIfl^и о = |ltro,Jo) i ( ,l /в, будвм цр€дIол8г8ть, что

о < 1/ (2/ е, ). В пртивном случао (Ы Еа > 1/2) вшраsение
(3) и числа о},Ь}, 1 < R < п, мохG{о умнох(ать на

ýо = (,1 /2)/(d,/ Е2 ), что по рбзультsту совпадавт с уlчlнох{ением

всех 9лементов матриUд ]4ifl,iv] на норt{IФушц,fr мноllитеJъ 0о a J .

Крмо ToI,o, гФвдполохO{м, что Л = |о(r,z)l/А < 1/Е2. В против-
ном случаs (Ea.lo(r,1)l > 

^) 
Morfio положить l = 1/sа, умнох(ая

числа оЁ,Ь}, ,t < ft <,n, н8 норtптруtшдfr мнох{итвJIь 0, = А/(еz,

|о(r,z)l) < t. Замо1,}оr, что обусловJIоIfiIость матрш{н ДtТ,Jl Ее

зависит от оо нормировки tsl.
Н8 п9рвом шагв (fr = 1) полоrgш [I.' (t) = -L, l = 1,2,...,rl!,

и црвдIолояим, что для нокоторго а в гФgдвлах 1 < k < ,п вн!п-
слвно семеfiство Uo(t), l = 1,?,...,п, тако8, что

-о?h
чтЕг ,Q2b(I) = -I +
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ff.llя } = 1 это сцраводдиво, пocкoJlькy Q1 (l) = U, (,| ) = -r Е,
слgдоватольно, форlуJtц (21 ), (29) сошIадаDт. Дlя того чтобЕ
вЕполняJIцсь рsвsЕства Qar_1 (L) = 0r(t), 1 < t < п, очевидIо,

достsточно пол8гать Uп*.t (t) = IIь(r) дIя всох l = 1,2,...,п,
ocJи столбоц ltu,J}1 одIокомпоноЕтlIъй. В rryотивIпrом случsв
гц)авшьЕо0 упорядочеЕио мкоавств (6) прдIолагаот доступннм
номер t} > R такоf,, что l[tn,Jo! = bt, т.в. R с S(tл). Это

знеrшт, что в свмsfrство Ub+r (t), 1 < | (,}1, слодIgт пвр8с(итн-
вsть оддlстваtппfr влоlilвнт

-ь?
Uo*1 (t") = tlr(to) - r;tTr (,t < R < m), (30)

что согл8суотея с формулоfi (20). Есл{ ДlI,Jl - троугольвsя
МаТРШ{а (Ь"l = О), то р8ввнство (29) ворно и прп & =.п.

В случав L' < п правшьноо упорядочоЕи9 мно!(еств (6) прод-
ПОДаГаОТ }tЗВосп]нмI{ гряlтЕ[,Iр l' u п lддtJIв. Боваварrй{ость вш-
rIислвЕпя црввоfi частц (25) цри Q"(l) < 0, 1 < 8 < 2 п, обOспо-
чивавтся, в чвстности, твм! tITo вмосто вOJIшчин

(u(l.)Z4.(r) > 1, 2t' < 8 < 2(rп-1 ), лспоJьзуDтся обрsтЕJв к нпм
нэ осцове нsравоЕств (28). Крме того, полагая

о. ь-
Рzъ-l = с;]tu, p.n = 4;Ь, |'( h < rt,

вндOJIим в мноаоство R= {2l'-1 ,2l',....2(,п-1 )) подд{оsоство

Ro = {2Е-1 € R:lo}D}l(lQ.o_,(t)l} U (2& € ft:lQz}(r)l > 1),

чтобЕ внч{слять отдольно пропвводвЕпя d, п хл !шсол ре,
s € fto, ц чисол 1/ро, s ( R\,Ro, cooTBaTcTBsHHo.

Итак, Еs ш8го с Еомерм R = t' полоlgм
I,Lr.= -|, U|, = Zl, = dl, = 1 и шредIо,ло!{ин, что дIя нsкоторго
h в гrрдвлах 

'' 
< Н < ,tt вц!шслон8, в€JItrчица чъ < 0 таквя, что

с3g2}(L)=-r-d-, t'<P<,n, (3t1

гдо о,с, = 0, С} = о}, l'< R < п. Для & = t' форryJп{ (27 l, (31 )

совп8дают, поскоJьку {.1, (l) = -l,. Прп условпяI U}(}) < 0,
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Q2}(h) ( 0 и опрд8лвнил воJIrчин

u"=t} l есJIи в ( ДRл,
atBcJи8€Ro," т"={,{|,,33#зЕflТ.,

прдолхоФ rrрцвссs в порядке возрастsния & = t' ,l'+1 ,...,п-1
обвспечив8ется перsсчвтом пsраlllsтров

U-. = U.ё+l -Е

do*' = do 9rо-'' 9

у} (R)

ц--ё

Q2fr (r )

T;;тгI

?}, Zh+, = Zb,'|"ъ_r,"|zh,

ьзD (32 )

и IIарsметра (З0), гдв tъ = Ё+1. При атом очавидlо, что

0 . uo*1 < lUr.(t')l < Л., ldb*, l ( 1, lZъ+ll < ,t 
,

8 внчислвнио U}*1 согл8сов8но с форулоf; (26). Тогдs при

о^ - @1,1zпl+ 2о,пDпdп,slтц z,), }, - Ъf;.tz*t,-F ,

ГДе С, = -Uп, 8СЛU Uп < iUr?it ItЛК f,, = Url BCJM U* ) lЦrl, В

соответствни с фрмулоfi (25) Moxlo положить

-а
Qz,(l) = -I + тJ-mгJгzh@1т. (ЗЗ)

Такш образом, рэ8Jизаlия прцвсса (29)-(З3) по возрsста-
нию t = 1 ,2,,..,m доJIцýа сопровохдsться првOркоfi норавбнств

I/}(R)<0, Q2}(l) (0, 1<&<п. (З4)

Есл{ стоJбвц ltr,J}] (1 < е < п) о.щокомпонвнтЕIfr, то достs-
точно rцюверять нервввнство Q?}(l) < 0. В остsльЕtl' сл}паflх
нарушениб одlого из неравOнств (З4) слOдlOт из нвдопустимости

делвнuя в фр,tула-r (29), (30), (З3). flаfiствительно, rrрцосс пр-
доJD(в9тся JIишь до пsрвого нsрушоЕия хотя бн одIого I{в нвр8-
вонств (З4 ). 0дlвко бл{зость к нулп отршlатоJьного доJII{твJIя в

T;T[r,
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фрlулах (29),(З0) долsот вторs сл8г8емов сJIиIIком большш
полокитольннм числом. Поэтому првOрка конца ггрцвсса rФи нв-
которм & впрвдолах 1 <& < п свод,{тся к првsрк8 нвравOнств

а?ое" + tIb(fr) < 0, Ь!е, + Q2h(2") < О. (З5)

Нарушвние первого из Ellx озн8чаот! что ;ибо Uh(&) > 0, ;мбо
при t/о(ft) ( 0 втор9 слагаомоо в въrра*6нии (29) стало бн

большв 1/Е2, откудs слOдI8т, что Qzb(l) > 0, поскольку
I < l,/s2. Царушsше вторго из нOравенств (35) влечвт либо

Q2h(},) > 0, ;Еtбо Uto(to) } Uo*' (to) , 0, поскоJIьку эJвмвнтн

Llt(fh) нвубнвsютсвозраст8ниоi{ l вцроделах &< 
' 

<rЁ при

Q2J(r) < 0, J с S(to). Легко видвть. что допустимость дOл8ния
в формулах (Зf ), (За) слодует из нF]раввнств (28).

Внражешrв (33), в которм ldrl ( (loп.l+lD,ol )2 < 1,/Е2, им6-
ет смнсл внчпслять разво Jтишь при вцполнsнии условлтП
Uг(/п) < 0, ап > 0, так как в д)угих сJIучаях Jмбо гrрцвсс обрн_
B8si,cjl (r,Е(/п) ) 0), ;мбо моанс заклiOчить, что Q.'}()u) ,. 0, нв
I]Ечисляя (33) }три бо ( 0 (u'l ( Ur(пJ < 0)- Нарушвtше условия

€rd, * i/r}(rп). Iznl (Um,/о) < 0,

анti.лOгичноI,с первому из неравsнств (З5), вбдsт к oKoIItIaIEtIO

прl.\0сса (Q2r(Л.) > 0), g иэ вЕполlg]tия ýтаго условия слOд/ат
бозавариfttость внчислвниfi в iцавоR чзст!r (ЗЗ ) с лосJед/кщоfi
t];xtBepKofi яврsвOflства Qro (\) < cl л

В зsкJпOчвняа отмотим, чтс прсr,ш]сложЁIIи8 о нsраспадении
мзтриriы ,,4tr,J] ýв нов8Бис:lтцrJ,J 0лок1 ча(rтично бнло снято в н8-
ча.лs llsраграф, ,IaK K8ii сто.I5ltrц BH.j| ]iIýiJIa мот,л4 бнть одtоком-
ll()]loHTIlHMи, т.е. дolryýiiýJl,JLlb р8спs;цt-]}iи9 мsтр}шн ДlI ,,Т1 чs бло-
]tи, р8зво JIишь одш itB которнх с циклом, 8 остальннg - тр€-
угольнце" Логко видвть, что блочная ,Iр{агональяость матрш{н
/tr,J:] ттри i{sJI}Iчии iдд{лв бо;lоо чбм в сдIом блока н8 ,щ.lагонаJи
Taкto мох{8lI бнть 9втоматтпlоски учтона iTpsдto,fioнHнM алгоритмом.
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