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В РаOОТВ ГФИВодятся условt?tя, обоспе,rваЕщ{о сущоствов8ЕRо

рошония нOлшоlаlоfi зsдачи о дополнитOльЕости для монотонЕого
отобраsоЕЕя I: Р *л', .f(зl = (.rt(.T),lr@),...,./rr(з)), ш

сходоrость мOтода Ьптона дlя рошsния sтоfi задаlш в случаs
строгой монотонностд отобрвшешrя .l' ш вопryтости кацдоЁ вго
компононтн l|@), l = 1,?,...,п. Крмв того, !ilоЕотонн8я сход{-
мость послвдовsтsJьности rФI.tблшоrпй позволяsт полуЕ{ть квад-
РаТ}ШНУЮ СКОРСТЬ СХ,ОДД,lОСТШ.

1. СуцgствоваЕIе рвшэrпя для спеIцальвою
IоЕогоЕЕопо отобрцешя

PBccMoTplлlt ЕолшоfrIуD вsдачу о допоJIIIительности: наfiти
воктор з ( Rп, удоLлотворfiщдfi условЕя,

, } 0, .r(.т) > о, f I@) = о, (1)

гдо / : Rl * fiп - негrрернвноб отобр8хонив. известно [1], что
BcJи l - сиJIьно lюнотонЕов отобра8оIшо, т.о. вцпслlвно
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нвраввнство

(э - glTr.r(a) - .f (с)1 > plc - yta, (2)

гдо ir > 0, а з,у с R|, то задача (1 ) имеот одшствоЕноо решо-
юrе. Есlи ,е отобрsцоlшв / явJIяотся JIнпlь строго монотонЕшм,
т.о. дlя всяlgлх э,у с {, гдо з l yi имоет мосто норsвонство

(э - у)Гrl(э) - .r(y)] ) 0,

то задача (1 ) моlвт Е Е0 имоть рsшоЕIдя.
Paccмoтpmi| неrФерЕвное монотонноs отобрsхоЕ{е

/ : Rl* Р, т.о. такоо, дlя которого вцпоJIЕоЕо Еорsвбнство

(з - g)Tt.r(gl - .f (g)] > 0

дlя JпOбых х, у € ft|. Прошrолоroi!нi црмо тогоt что имоот liocтo
соотношOние

11л 1nf_ эДl(з) > о. (з)
tct-+o, эсЛ|

В частности, послед{им своRством облsдаsт KoBptщтиBHoe по ска-
лярному призведениD отобра8вlшо, т.о. удовJtотворяЕцвв условию

11m ,Д,r(rl = *..
la! -,-,о
э€а|

Лепдs ,l . I1уопь н€пFЕрlбЕсе ,онопоннф dпобрденilЕ o6@aern
сбоftr.тпбол (З). ?оsOG зсOспrо (1) шееrп pJElaJE.

Докааетелъство. 3аФд(сЕрувм гризвольнов Е > 0 и рассмот-
рп,t отобраl8l}rе /" , 4 * RП, опрдоляOмов форtчлой

/'(э) -./(э) +е.т.

Легко вшдеть, что отобр8хонио /е сильно монотоЕноо: для ного
вцполнsно нOрsвонство (2) с р - е. Слвдовsтольно, суlцsствуот
ом{ствst{но€ ршsЕи9 э' задачlа о допоJIнитольностII

I 7 о, .f'(a) > о, 
"Д.f'(") = о. (4)

Пoкattoм, что MHof,ecTBo точок {э')"rо огранiпено. Предtолоrол,t,
напртив, что нsЦдотся послвдовsтвльность (en} такая, что

|r'nl + m llpil } + ч. Дя всякого & с il соотношония (4)

мохно пер€п{с8ть в виде
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)0,

в- е-
./(сi)+Е}сi>0,

1зё}lтllgв}1 + еutэ'hl2 = 0. (5)

I,tз tшдх внтокает, что (J'})т.l,(,r"}) = -Ebl.т'}|'< 0, IIо 9то пр-
тшворчит усJlовпю (З). Тшqд, обрsзсм, tшоrество точвк {Jе}.rо
огрsЕгIвно. СлодоватольЕо, цз B8гo MofiIo внбрsть сходщ]rЕся

последовsтеJIьIlооть Сэ"hl!=,, дпя котороfi вшполrвно соотношвЕчв

1lm е* = 0. Тогда Bc.lm ,т*= 1]л .т"ь, то в сиJIу ногрорнвности ото-
Д ---rоо * ]i ---)Ф

брsпsкля .l'Morвo совершлть rrредольmfr пsреход в {Dрулах (5) и
ПОJIУЧИТЬ СООТЕОШВНИЯ

gs 2 о, ./(э') > 0, (r')т.r(f') = 0,

которн0 докаsнвах}т лOшry.

а. СIодц.ость цsтода Ьртопg дпя сlтоFо
llоногонвоr!о воIщrтою отобраrвЕrЯ

PaccMoTprпl твпврь д)угоfi кrlsсс отобрдцsшй. ![мо}п{о, dудом
с!штвть, что .f : R? * Р - стрго HoEoTotIEoB отобра8оIп{в из
Itпасса С'(Е), и каЕдая вго компонgнта lt явпяsтся вогцутоfi
фшпttдоfi. Крмо того, Iryсть допусп!моо мнохоство отобрацеЕ.rя .r
во гryсто, т.о. сущоствуgт точкs а с Ri такая, что .f (r) > 0.
Наконец, црsддолохи}ir, что матршls ./'(f) в кsцдоfi то,п(о э с fii
явJIяотся Z-Maтpmlofi (I|t@'l < 0 гФш L # t). Иввsстно [2], что
в сочвтаЕllи со сrрого! uюЕотоЕностьп / послвдrвв своfiство в.ло-
чет ЕOотршI8тOJьность всOх 9лOмOнтов обратноfi матрлп_щ

tf'tt)]-l > 0

длявсохf€Е.
Пршlвшпr дпя Еаx'оsдвЕ{я rrриблдsаЕного роIпвЕпя зад9чи (1 )

мотод Ьптона, н8lш8шщй рsботу с Eoкoтopoil точg{ r0 с П|.
Есл,t к Еачs"пу (} + 1 )-го шага шмоотся TotIKa ,Д, опродвJиом

l+' как ршонше лЕIotЦоfi з8дачи о допоJtЕцтвJьностц

д ) о, ч = ./tll + r, (gЬ)(э - с}1 } о, fw = о (6)
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(оно суцOствует ! одlвствоЕно в сLпу ст!огоfi монотоЕноств
отобрацвшя /).

Тэорэrа 1, Пpl проtlзбо.льtl.ол,taмLtb}.o.r пFлБ;lчлешш ,Ос 4
|lос;rфоfufЕrзьrrлсllь ty'l сэоОrлrся в ,'с 4 - р!ыл,Ф зoOc,.u
(I).

.Щрпааатвльс*ъо. Рассмотрш цlпб.lшеrпа zt+i црш t > о и

ввбдом обовн8чоЕця J = J(r}+i) = (1 < J < o,d*'} о},

r=I(l+1)=(1 <t<п:л|+l>0).дя Еонврв tcr в сцJIу

фрrylпrршсt зsд8\ш (6) шепт мосто равонствs

./rtэ}l + f|(}l(f"- y'l = о;

шI моано заIцс8ть в векторtsо! Форrо слsд|щi обрввом:

ftrtl + /i(ll(l*'- l) = о. (?)

tфвдставш msтрцчJ l1C}l в блоЕIом впдв

l,rt}l = [л;rtll iri"t/l]
и замотим, что lrrc}l, как глввная подrатрЕIlв Z-маrршu
r lf), такцв явJиотся Z-мвтрlп{оfi. Слвдов8тольЕо, в спду во

полохитoльноfi оrrрдолонвостп, она имоот обратнуп t/iT(lll-' с

неотршlатsJьвцми коlшонент8мп. Далоо, вЕравим 
"i*' 

оa равонст-
вs (7):

"i*' = 4 - ttir1зД;]-'lTty'l -

- tlilt*lг'1irц} )(l"- 
"Л);.

По условш тоормц, всв Ф}цпOлЕr lr,, | = 1 ,2,...,r2,
вогнутЕми. Это означавт, что справвдддво норавопство

&(а) <.frtfl + Ii(*l(э-r}),
которо удобво пOрпасать в слодtIщем вид0:

(8)

явJиDтся

./rtll > f{i) - ftr<*l(э-l1r- lir<}l(э - l1r;
здвсь i с { - допустимвя точкв ди отобрвавЕ{я .r.
правуD часть последtего нврsвонства в (8) вrесто

Подстsвляя

lrt}l и

учцтцвsя неотшlатsльность коttlпонент нsтрЕLщ tf Tz(})'t-' .



поJIучпм сOотношоЕп0

,f*' < 4 - rtirt*1l-';rtа) * 5: -

- лf + ltiTt*ll-'yl"tfl1a - с}l" -

- |Itttlll-';rlrlУ)(l+' - y'l".

РасIФнвая вдось скобкп и пршводд trодобЕlе, поJIучим, с учв*
том того, что {*' = 0, норавовство

,f*' * iT- tfit(*1:-l;rla1 +

+ t/iI(l) l -'4rtl)a",

ШЗ КОТОРГО ВЦТВКВOТ ОЦВЕКВ

,i*' ( 7,

в cиJty cBof,cTB 

'I(r) 
> 0, /i"ty'l < 0 и 5, > 0. крмs того,

понятЕо, что (0=)4*' ( }". TBrcor обрввом, lrц показышt что
дIя Jшбого tltвга с Еомврм t } 1 спрsведдшвв оцвЕка

о<*<а,
которая вJIочот ограЕI.I.IоЕЕость послодоватольностц (У}.

Покаавм топsрь, что послодоватsJъность t*l!_' нв убнвsвт.
Дн атого рвссмотрпм птораlsпo У ,цп нокоторм П > t. tlycTb
т8пврь.r =.rtdl = (1 ( J < п:{ = 61, I = I(l) = (1 (t ( п:

,t r or. ясно, что {*' , d *" J c.r. отмsтlп,t д8лоо, что в

сшry вогцутости сщ)sввддлвш соопIошвЕtrя

,/,ty'l <.rс(rД-1 ) + f,t(y'-'l(с} - ri'-') = 0, t с т.
Покацsм твпорь, что а|+' > фп прш t € r. В с!iлу (6) имоет
мосто нвраввцствс

frt}l+ц<*)(з*+'-l)>о,
котороо порпишоt{ в формо

/rtсДl * /i:tУl(gЪ+' - сД), * lrrt}l(э}*' - "")" > о.

У}воrgя обs его ч8сти славв нв r4rtэ})]-r, полуЕд,l соотношо-
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Еи0

4*'' >4- tt,rrtz})l-'1rtll -

- tцztэ}ll-'.F:.rll)(У*' - Р);,
Ез которго вцтекавт тробуомоб норавоЕство 4*' ' 4, в сшlу

справоддвостп неравонств ./rtл}) < о, 1l+'-l)" > О,

t/iT(g}l]-1 > 0 п /iJ(l) < о.

TalgФl обрsзомr мц доказаJIи, что посJIодоватольЕость tсДl но

убнвgет: **' > *, Ё = 1,2,..., ш ограЕшIоЕа: О < з& < r,
Ё = 1 ,2,... Слвдоватольно, с},цоствуот продол r' = rШ l.

},-+(\,
Тогда, порвIодя к прдOлу при R+Ф в норввOнстваI п рsвонств0

*" > 0, tл =.f(y'l + /,tzil(C't - С) > о, (С*')fч = о,

с учетом нOпр€рнвности ,7' п I' поJIучим соотношеншя Z' ) О,

l@') > 0, (з")l.я(э") = 0. из Едх вцтек8от, что r" - ршвнив
зад8tIи (1). Творма доказанв.

Получrш при вокоторЕх допоJIнптоJъIпIт црдIолоаOЕпях оцоЕку
скорости сходдrостl,t послодоватоJьвости t*l. Дlя 9тоrо сначала

установим почтп очввидlоо своrство стрго монотоЕIlого отобра-
авЕия.

JIэшэ 2. Пуапъ f - qпроео лоноIпоrйDе опобрхенчэ ua хлюса
С'(Ц),о ff с fii - бъmуrиое нопtхIное пФrrеcrпбо. ТоеOо lлdDеп-
са lюrопrлЕJьхое ччсJо }r = р(К) пмое, чло

(з - y)?t.r(c) - .f(U)) ) рtэ -у|2

0.ья 8сеg э,у с R|.
Дрпэаателъство. Введsм в рассмотрни0 п8рамотр

р = 1лf _ (з-ч)Т[t(g)_- r,u,, (> 0).
,,ueГ l3-Yl'

x#tt

[Iродолоrпп,t, что р = 0. Тогда Molclo вндвJить послодов8твJь-
Еость пsр (r',dl ( К , Д, * * уЬ, TaKIп, что верпо ровоЕство

пJц

I1m
l-Ф

т

?4

2
-0,



11п tg}-dllr,{o1ltf-rfl = о,
} ---х\) lz}-yn!'

где е} с tl,g}l. Двлео, сtrраводливв слвдIшlая цопочка соотно-
шошй:

tз}-t'lтr, (в}) (l-y}) = 
1 trly'-,f.)rtf, (е}) + у,Т{о}) l t.f-t'l >

> I}lf-t'lr,
где L} = lыи(1 /z|!'G") * /'"(еЬ)]). Но тогда мохно зшисать
оцонкп

0 = 11п ty'-,J}lT{, lgh]tl-u}l
ъ_+<ч lf-yol 2 >'o*n Lb ) 0;

пэ которн.х внтgк8ет, что l1m l. = О. В ct{.,Iy вЕIIлцости Е точ-

tm 0} лвшат в [, и 
""nry 

i#*i"o.*" 9того множества из по-
слодов8тоJьностц (0}} MoEIo вцбрать сходялцIDся подIослодова-.ъ-ъ
тольность tO 'll__ l ltplпloм Ербдол последrеfi 0 = ilm 0 ' такж0п=1. п....ф

лоаит в ff. тsк кsк .r с С' t{), то ' ,rrr, (0h) + .f,Т(оё)1 _
4, '/ztl'(0) + /'(0)] прц l?l--+ Ф, а сI{лпаотрIдIность 9тих мат-

рш{ обвспвчцв8ет рsвоttство

11п д,. = 0 =?п^*(1/"r/.tБl + /.TtБlil.
ъ ---.Ф д

Но послвдIао р9ввЕство trротпворчuт полошлтельяоfi оrrр8долеЕ-

Еости мацшIщ .r'(В). ФIодоватольно, с.пучаfi F = 0 невозмоЕен,
что Е трбовалось док88ать.

Твп8рь но8но полJFIить оцвЕку скорсм сходдt ости.

Тоореча 2. Пуспь апобрелчэ / : 4 + Р уOоа.лелйоrgкirп
усtоВчяд, фрулttрfullчл б ttпllлle п.2, lJ, кроrе по2о, llpl.-
tллO.леп-пt llлtЕсу С2(Ц). То2Оо rюс;tфоМtельнюсmь t*l прМtч-
,rенД, лLоllgчеrýФLt reпВол Еыпоtло, слфwпоя н cЗ-ptr;tllл Фо-
чu (,l) с вЫрпJчrлоа схороапы.

Доrдэатвдс"tъо. В процессо доказвтоJьствs тоорш 1 уста-
Eoвrtoвo, что поqrloдоватолъвость (д}} лошт в шар Se(0) с

цоЕrроil в вачаJIо коордrЕат п рвдцусом р = mдl(lзit,|.чО!). по

75



лемм0 2 ди 9того MHol€cTBB hюЕо оцродеJить сквJIяр р > О та-
коfi, что вцпоJtвsво Еgрsвонство:

(.т - y)Tt.r(r) - /(у)] > рlэ - yl' (9)

лля Jшбцх з, v € sл(0).
Рассмотрп.t скафвое црuзводоЕпв (z}"- .т')Т(чР*'- urt) =

= -1f+t)Tu'- (зr)тйt' ( 0, гдо tllr = !(rr),, а ?дд*' =./(zдl +

+ l't}l(l" - y'l шя нбкоторого R > О. это ао цризводоfiцо
MoIGlo оценить по-д)угому, пспользуя ЕорввOцство (9):

1f+ l -зr ) 
r (чrД+' -tur ) = (l+r -g* )r r.r (l )-r(а' ) +

+ ./, tlltl-'-g}l1 = 1l+'-э')Тtl(f+' )-.r(.r')] -

- (l*'-a')Tt.f (l*'l - .rtfl - /,ty'l(l+1-1)l >

> }rly'*'-з*l. - (**'-c')Tt.r(l+') -

- лtll - ./,(з*)(l*1-1)].
0бъsдп{яя дFе получsЕIно цопочки соопtошошйi поJцIrIшr нOрs-
в8нство

р1,1*'-э'|' < ;з,}+1-а|1,I.r(l*' ) - /(l) - | t*l1y'+'-l)l,
из которого сJIедlвт оцонкв

tg}*'-з*I * frlrtf*'1-1ti>-1,ty'l(y'*'-lll. (I0)

Далвв, так как f е С' (fi|), то &1я ограничоЕвого вшI}rклого мво-
хества Sp(o) суцоствувт екаляр г > 0 такоfi, что лпJl JпOбнI

з,У € Sn(0) B}EIoлtвHo нOравOнство

l.f(эl - /(у) -./'(ylta-yll < rlэ-уl2.
из ного и из (10) внтекает оценка

ll*'-r*| a Ёll*'-ll', h=1,2,...,

которая впвч8т трэбувмоо нвр8вонство

lf*'-з'; < D;l-;'1', & = 1,2,...,

с D -- г/lt, так как lr}*'-ll < ll-a'l rryп Е = 1,2,... в сшу

,lб



моЕотонностш послодоватOJьностц tfli_, . Тоорма докsзаRа.

В зslс.lmчоIпо црлводвм пршорц отобраrешй .l', удовltатворяь
пчЕх условЕяi't Toopotл 2.

пtrовр 1. ГIусть отобрахоIшо / : Ri -* Ё оцрдолоно фр-
Wламш

r<",y1 =Р" 
* In(l+э) * у + 1; l

' 
[-r - 2u +tп(l+g) - 2 - '* ,|

Логко вцдеть, что каtдая коlлlонвнтв .f,, l = 1,2,
фуIпýЕя нs 4. Далео, матрЕIIа призводдtх

|,(с,у) = [ ' 
- -тЬ

г1

-1

2+
l
J

f(c,y,, =["+ 1П(l+э) - v - ф- l - iпz 
l

[ -J - тЬ: +2у + 1п(l+у) + 2 
J

вогнут8я

1-fтг

trродставJIяот собоfi Z,-матршд5l, полоаштельно оцродолsЕIуп на fif.
}Иконоц, отобрsаOIшв .f IarBeT, очевпдIо, Еsгryстоо доrryстцмов
MHot€cTBot а Totкa 2l = 7О,1 1Р явпяется (вдЕствоЕýпr) ршенп-
вм з8дs!ш (r). В соотввтствиu с внIпвЕзло8оннцм Moloto ваIiпD-
tпTbi что мотод ЬютоЕа, цршмон9Iппй к ршвЕдю вадаlш (1 ) с
даЕIIцм отобрашоIf,домt будот схоJшться к z* с квад)sтlлlноfi ско-
рстьп.

Irрtор 2. Пусть отобра8оIпrв / : Ri * R2 вадаво фрrулаIiш

IЬтрудо убедиться, что ;r,, t=1 ,2, - вогцутчо фушсlцш.r н8 Л?.
llатрlпда привводfl{I

1а * 1$- -l * бfr1. l
Д=|' (r,9\ = l l' [-t*ф1. z*ф 

J

яапяотся Z-MBтpmtefi Е полоtштольЕо оцрдолоЕа ва Лf . В самом
дело, оо сшотрЕчЕая ч8сть ш8от впд
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(2
;t*.'.,trl = 

[-.'

3+ э
(r +.т) 2

л,Iя JIDбнI з,у с Л|.

1

1_1
(l +з) 2 (l +U )2

* #т -.l - +[п+о. - п+D,]
-+[t-Ь.- й.] а* ф

det[+(,l + /Т)] = n * # * Й*
+ fi-+:а}птr-r * бft1.* ф1.-

2д
(l+a)2(l+U)a (r-yI
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