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Ll.A.Kpacc, В.А.Дукъянова

в лднноf, р8бото шсследоваЕа Iодель эковоlrllчесi(оfl длнацишr
деOнтьезс8Oго tппаi в котороil каrддЁ продlкт требует дJlя свое-
г0 прOпаводстЕа ФЕдов. Ilрш отош Фпдшr на вотOршх прои9водlлт-
ся 

' 
-fi продtкт ( a=Ir2r.o.1 п, ), долrвш проfiти 7,. перпо-

дOв стрOитепьсlва до го!овностш. tlаfiдено соотвошенпеr опреде-
лярщео тоцп роста дшной шоделп. {ля получеввоf, велшшеfiнсй за-
дачх р8аработан чтератllвньй алгорштI, }tспользупщшй ва каIдоr
шаJе птерацхп с?епенвоfi процесс. lвпнrfi алгоритtl прише}r}rl к
весьца широкOw кrассу ааддч об 0пределенив неOтршцательнOг0
соOсmеf,шOго аЕачеЕшя в обобценвоfi аадrче ва соботвеrвше 8вя-
ченпя, чt0 п показшвается в перв0I параграфе.

ý I. Мгорlатll редевшя обобщевцоf, эаддчш
0 IаксшшшьвоI воотрпцательноI собствонвоll аначепшrt

Пусть дашо сеrеfiство J2'(d) кtsцдратнцх llатриц раэчерносtи
/?, пепрервво аазисяцпх о! параIетра '' , HeHyJteBшx li ЕоOт-

рrцательЕшх Iля d-77(ъ6o Рассчотршr слодуDI1уD аадвчу:

ЗДДАЦ I. Средr всех пар h-,.r)|,Iдо ct >.фо| "zё ВТ ,

удOвле!эо ряшц!х вераэ eвclBxt

z>/л-Ditl r, (l)
ваfiтп пару (drЕ) о rаrсошrальшшц d .

тавуп вашчt Фдеr Еазцваlь обобцовttоfi эаддчеl о IаlсспllвльЕоI
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ве оlрицатепъвош собствеввоI 8lачовIш.

ЛЕltlЦ l. Il у с т ь I ) ш в о а о с ! в о а п а р
(rLr;lс) (где cc2.d-9 l.TlB,r)l у до8ло !эо ря n-

щ}tх перавеЕству (I), пвпуо!о;
2) существуот поотрчцаtодьвая
ненулвЕая trатр!lца Dl r т8вая0 чlо

D;*.l >.D1 д л я i 2- to (вдесь неразенство повцrlае!ся
поалеrrентно). Тогits решенпе вадачп су-
ществует.

дOкА3Атд[ьстВ0. Е}ашетпч, чтоrЕо ушевьшая обц!остццш шоIсI
счиtаtъr что в задаче I ша t{cкollyD пару (e-_..z ) вшоrево or-
равшченпе

ltэll=i , (2)

где EOpIa повиIается в сIнслв овклшдовй цо!рпвш.
}lB условпя 2 лешш u (I) шIееI, ч!о еодЕ (drz)ёQ , то

.Z>,а-Dlft. Так как D,+о , то э!о веравенсзво вшесте с (2)
прпводит к ToIy, что цпоIа_ство Q4=|a, оСаёQI огрФrичо-
во сверrry. IlJcTb Z =slf Qа_. Тогдв'суцрствует посIодо8ателъ-
ltостъ пар |ta^r,z^)| ( К = Ir2.... ) тав8я, чtо d-*-+d.
ПРИ К-ф .

Еак ;rre указаво вшцеrшш цоаеш с!mтать, ч!о llъцll=f , так
вак пересеченше едшнпqно' сфор с Р:- кошакtr то t8 по-
следовательпос.!}t _t-"J шоrво пrбртъ GкодяlryDся подпOследо-
вательЕость l-n^|(&o^*E пFr fuH+oo ). Делая перход
по этй послодоватЪльшос!и в (I), поJIучаоtl, что пара (4rz 1

удовлетворяет (I), ч!о lt довазшзает лош!rу.
Решенио (Т, э ) ааддчп 1 будеш Еа9шDа!Е оптщальвй па-

pOf,.

06обqsя теореlу Гфла па рабо!ц [r], до8ааоrr пецr.у.

пшшr2. Всякая оптишальн8я п8ра
(":"Е ) удовлотворяет равенотву

z:аDса)а. .

ДOШЗДТUЛЬСТВO. Полоплц цро!1,1ввое, ,о осtъ суцоствуFт ро-
!tонпя вадвчш I, J ко!орш( в (I) rrоптся с!рогше BoIlаBeEclBa.
Пусtъ (Zr.:э1 есть_8авое-Ешбудъ рошовио вадачп.I ш цусrъ
z =(эr...rеili Dro=tldijrфtl ( i,l = Il.. ., fo ).
Ввидч вопрерзшd завпсrrостЬ Dra) ол Zc во шIе! сIiчх!ь-
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оя, tllo лля Dсъх /=|,2r...rrL \!gот цосто с!рогоо воравовство
s-_/

-l'i!пd-d,lj@-),Ъi ,

Тав rав шпоtоство пар (Lr.r)еQ, lo ос!ъ IвоIоспво рошевй
8адачш I. обраэует вшryвдое IBoIEcTBo, то сJцосlЕуо! п8Iв
(аrZ ), у возорi шrеетоя IдsсхIальвоо чхФIо Ееравонств в'
(I). Пусть

7-d;o@),T;

а dr, ia)a-,

Z,
d

zi.
PL_ý---

i=,l

ддя /.j.^,
вя н.j<п

fL

Е
i=l (5)

Шв (4) вш!в8ае!! tllo d,;r(a-)=O др i < н ,i J = н
Доlсвuтшьво, цуо!ъ суцеств}от пар io< К | ,f"=K !аваяr
что d.;u{&)>O. Раоошоtрпt Botclog Еg=(drrЁ;r. . .,Эio-rrii;

-€r-rл,/,-.. j*\ , tдо € >О п столь IaJIo, _что первше К стро_
гвх вЪрвевств,в (4) сOхр8Еятся п Еrе Pi. $аr to'r Z;о>о
звltду тогоr чtо io1 К , то это шоrво сделать)

ttоtрудво Ешдотъ, чпо ( 7, .z]) еотъ оЕова рецеЕпе ааддчш 1,
а тап ваs d;ucd1>O, то- 7Ь--е равевство обращается в ше-

р8вевсrво, чr 0- протшво речит щ)едпоJIoIoв}ID о чаасш8льноц число
ЕераэеЕств в CJ).

Ш8 !ого, что d,;;rD=О уп iz К з J , К, ФIед/е! что
пара 17rа1 TaKr8 есть рошевпе 8аддчц Ir""де E!=Ei для
i = Тr2r..., К ; Эt=О для i = Ц+Тl.ос1 tL. Во д.пя этого

рошовшя в В) ччептся только строrие веIввешоlва. qто, ввиду
ЕспреIшвостш Фпкцпi DC&l t цроrt|вореtllf цшlсшшаJIьвостп
а Лоша доваванв.

Нарялу с аадачаt I pacclloTprl вспOIогаЕапьвуп sадачу лля
тOг0 IB соrеfiства ЕтIшц.

ВАДш 2. Пуатъ оС >-dо3 сред воох Еар ( В ,э), гдо

,РrО, её Ц, удовдотЕоряпщlх шврвепст"у/

a--.pDca-)a , (а)

ваfiтu пару (Р@,)r.Х) с IавошIаJIьвьц f .

JlЕШU}.3. Рецовrе (Р@.1136 ) эадачш Z
оуцос!вувт r удбвдетворяо! со-
0lЕOцOЕпD

эЕ=р(ф) D@-).T-. (5)
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дOdдбАтi:.jlьстВо. Так как Dta> - воотршцатедьная вонуло-
зая шатрица, то согласно Teopele ОрОевиуса [3] у пеё сущест-
BjeT неотр!tцатопьное собственное аначенша l r отЕечаDщоо не-
0трицатеJ:ьвошу собственЕо\у Bolcтopy .z]. ПЬра { У-lrZ")
удовлетворяот (4), !о есть допJстпцше решеЕия нефвевства (4)
суЩестзуDт. Повторяя рассуrдения леrrш I, полуqаоц существо_
в9ние решения аалачи 2, прt{ценчв BaToI ав8Jtог лёIш, 2 прч

ф::кс;lрозшrном j\- , получl,tl (5). Лешrа докавана.

3ДJЕЧАilИЕ. Еслш (:- r.Е ) есть решоппе аадачll I п шатрr-
цё _},il нераэлопашая, то ,з€)=Е. Деfiотвштельво, чв леI-
uы 2 следует, что а-l есть Еео!рицательное собственвое
внsченио веотрицатальноr нвраэлоrrrоfi шатрпщl Dra> , отве-
чаючiее неотрицатеJlъночу собственноtlу вектору .Z . lla дока-
заttпоfi лешшн вштекае8r что тец le своilсtвош обдадаез ш ч}lсло
ГвtilJ-| , sвt{дl нерsэлошlцостп шшiрrrшш Dli1 шз второя
теорецш Фрабсвиуса [3- следует, что tPa)J'l-a-l r !о есть

1=Р,'х)| а ве8тср Е>С (то есть EirO i i =Lr?r..,lъ).
TiЛPbllAI. Если Dl*> при rt2.ao есть но-

0трl|цьтел ьЕая, вепрершвная, lr0н0-
тэнно вOзрастаDщая rlатрпчвая
ф J н к ц и я ( то есrь 9!шц свOfiствош обладдет ваIддя }la

Функцй С"rхЦi. j =тr2r...rе)). то па Ф1 2zd2
следуdт P(nil<P(d2r.

ДOКА3дТЕЛЬСТВО. Шв лвlоlш 5 слелует суцествовавдо ршевпя
задачи 2 в рассвтрltваешоlt случае. Согласво опродеденш) ре-
шения заддчи 2 сJцествуеt такой Jэl € BF. чtо чшее!,шесто
вOра8епство

,21 =!з@1) D@-,),zr.
Ввиду чонотояпосtш Drф п условчя 4z <dt оtсDда по-

лучаеш

,z7 >-,p({1)Drar)a, ,

что и о3tвчаетr rITo Р{а2)>- pbQ). _( p(d2l{sxcltlвJlbнoe число,
удовдеtворяпцее нерЪешстЕу '..z =-вD'rчхэ мя,z€ l2;.)

сДЕдсlвllВ. Есдr
tc

вшподшвЕц услов}lя
децIо 3, ,о ааd->,,--

а хэ t<Z одедуо!с!едlеt p(oL\lZ,
Р@) >rd с
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Таlсич обраЁоIt оrрlтся пlораrпlвая посподоватолЪвость,} +z
длrI т>-| , ао!орая сход{lся в v, 8as гооIсtрическая пfь
гроссuя со 8ЕаховатOлоI * (пбо ва каIдоI !агу ш)овод[!ся-
двхотошхя). Элоrевтарвй цаг даввого sJtгорхтIа остЕ опрдоJIо-
вш0 lrаасIшаJIьвOгo по IoшlлD собо!веввOго зЕачевпя воO!ршIв-
tольшоf; , веравлоrпrй lalpllщ.

ý 2. Itа:соlдавие тоIпа рос!а uодеtt J[eoBtbeBa о Фовдаш

в рссrалрпваеlrй в ддшвй рботе Iоделх Тft. шеоюя ru
прOдуктоЕ. 9тп проryrтш равбштш ва к гIryдп. Пролувзч первоl
группцr ишоDцло пЕде8св i =Lr?|...1 lL1, воспроп8вOдятсяrкаа
в прЬстейшей r9депr Деовтьова (or. [] 1. Дя проrэводстза
одпвпIЕ а -го продув!а ( i€{t,2,...,forl) вад0 sаllвшть Фаi
едившц про4укта ;l (то ость ввsтор 8alpat оо!ь d-;=(&;1 l
аi2l... 1 Ф;77). - Пролуrтц вlорой групtlш Ц t с {rLr+,tr..., r"r} )
дш евоего воопрох8водства трбупт фовдов. Прш BTor ддя Ер0-,
шаводо!ва олпвшцл а -го проду8lа. alofi групtц вадо аа!Dв!п!ь
воктор пролувтоэ 4; l одtпlщ а -го Фвда (сац фOвд прl
е!о!a аIорllапруоtоя с 8оsфIцшовlоI аIорзl8яцпl /-/lil tдс
о<7ш;аl ). Едrвша а -го фцлд ддя пролук!ов эtй группш

Y:#ýi,:'""":.*;;#;* j:'';кйt,
( /z ъ<к), кав х в случао второfi групш, трбуеtоя ваlраlшть
одпЕ!цу соо!веlствJrпцего Фвда п ве8rOр продувтов 4;
( iс{rъ"-п+У,.. ., rr-"\). 0днако qонлц у этоfi групшr прод/8!ов

тробупт пIя сЕоого вбопропвводсма ', Z - У )-першолов вроцоЕп,
!о бсть одвuцв L -to Ровав ( iе{rur_7l,...,rъф проход[!
чореэ (z-,/ ) -ое проrоIчrочвое соотбявпе (от Glt) -го 0оото-
яЕшя до первого) прсIдв, qоI оЕа прпд0! в сос!оявхе rо!овнос-
tп, tо осtь rolo! бшть употреблева прп соэддЕшх едавпщ i-lo
продlв!а. fuя перевода ол!Ехцл l -го фовдв аа (S+l) -го про-
Iоrчто!вOголсостоявдя в S -or вадо вs!ра!в!ь Boltlop пролув-
юэ8|=69r|,...,lirl , гдо J =Ir2r..,,Z-| lодпЕшцу
l -го Фовла э GS+/) -ц проIеryточшоI состшввп. Вдооь олучfr
s= z овЕачао! оtоу!с!Dlе ддввOго Фвлв (в кавоr бш tо вв бц-
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по проIоý!очЕоI сосlояЕШ), !шС чт0 для сOалдвЕя oдпшUlщ 
'-г0

фошдв в (z - t )-r прOч_еqуточвоI о00!0явпв вад0 8атIвтЕ!Б ?олD-
во Bottтop продуt(!оэ В;-' лля z -i групttц ( Z *r..., к ).

0повчательш0 соотоянпе лднЕой Iоделш ость сOвOвJппOсть ш8

( к+ t ) вектор (э, Ll, . . . , цл-t), r'де ,7ё Pf; оам эоктор.
l -я коUповеВ!а Еоторго ос!ь колпчество .L -tO продУк!а в

Iододlt (в ддвнй юIоЕ!); воатор Lч=(tLi..,*/ э.. ., шL)-
есlь вев!ор наJll,tч}tя Фвдов гOтOвнх в пр0l8вOдотву, рааIерЕOоll
э!ого вов!ора ос!ъ fu-tъr=01. Саоtэело!Еовно, воsтор
tbg=(Lf,yoa1,...,t;;s,.)ccт; вов!ор ЕалшtIпя Фовдов в ý -I ( J =Ir..
..1 д- / ) - процеry!очвоI сосloявпtr, раацервOсть э!Or0 вевtOрв
ос!ь /z -fus='?s. EcTecTBeBBor всо вектоDш es xIoDT Е€OlF-
ца!о[ьнш0 воIIIоЕонтш.

Плстъ Е:f!;, гдв !о= rъ. Тогдд состоflЕпе раооцатри-

ваоrй Iодол; есть вовтор пв IвоIоотD " Ре* . Перше i -
ортов просrравс!Еа Qё , то есть ортцi относяцдося в п0!36д-
f ору ,.z в68тора оостояЕй, обовначrr череа ё| 1 i=tr...,!ur).
Слодупцшо !,, ортов проотIввоtЕа Ре обознаЙr чероЬ 

'li
( L:fur+/r...,fu)t ати ортн о!8ося8Oя к подвевтору lrl веs!ор8
соотояшй. Прп тавй вушрацях орзоэ / -шJ продукту, требуь
щецу фопдов, ооо!веtсtэуе1, фнд, паходяцдiся в первоll состоя-
вшп ш о!веqашцЁ орту !r; . Согдасво эзй нуrерацип ls
ор!ов просЕраЕоrва 2а, оtвечапцпI подэовтору Ц.8 воЕтора
состояшй, обоввачшш черев 0| {t-пr*/ r._., ru;з = lr.. .,K-l).

Лроцосс в rrоделх Тfu есть пара вокrоров lls tlpooltвдcтBa
R", шlвDщдя вuд (а, ш/r..., шн-tr!/rDr,..,rDд_1), 8 тоiхЕOлоFш-

чосвrfi Koвycr опllсшвао!ся следупцд1 обравош:

Х, = |Са, Ц|, ... , ШH-.tr!r?)rr...rU^-t) i (2эИtr.. ., Ш"-, i!r?)r, ..., /,1-1 .)=

=f, rо, ,!,9|ý/ * 
fu*r + 2/, €i+vili)ý/ *Д,_п{!rl,е,') gf+

-,п,t{:2,2, e,'lgi f ,, * 
Ё"ýf, u:,sf -#"{f-N;-: е;)ý;-

- 
Йr,(g: : e!-'lý!-t E,u,',ol2! *Е 

,_/t,io)Z1* 
,

*Е .(е:-П"фt;-'}. (?)
i=lLK-/ +/ L 

'
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3десь {;' ,.О ( ý =Ir2r...r к- ! з i.=з_r+/,...п;rъ;OЬам
пвтенсивнбсти прOцессOв прOпзводства; 7oi ( s =Ir...l к-l i
| =r7r_ r+ /,.,., rL : пr=Э'|осtь uН!оасивЁости fрЪцеaсо" недовшполЁе-
нI|я пJIана ва од}tЕ перпод (лвтенсившость процесоов Пуltичтоше-

ния|'). 

^2/Наряду с Iодольп TTL рассuоtршц ходедь ПZ , состоявше
которй есть к Еектороэ (i,йr.4,...,4,), npnru" а.,й;е Р'}
( : =Ir2, ._.:r,F-/ ). Если :; ость перDчо /z ортоэ..прост-
равства ВО-^ (отttосяшпася к пOдвоктору Е ), а !.{ есть
ортш с ношер8rlш ru(j-/)+/r...rпjл:_це,f =L12r..,rF,:,f , |о
технологическй койус шодопп ТП пл{ет зuдз

J, ..,Ji_n,, - ЁЙ, * !r', !," -1, !r' lý' *f, ( ri - !,'. €it l g | -

*-frc!," *{:*n. li,sf +..,+)j,cB,*! €|-';s|,' -
ц-J ":

-Е| t{.!.c.:ii}, (s)

'Oij =L12r...16-7 . 3дось

!., L={r.,.rtЪf ,

lL", i =ru1+lr., эfu l

!о ес!ъ в чоделl ffi, KalДd продук! трвOуот ддя своого вос-
производсrва Фовдов, tсоlорше долтнЕ проfiтп чвреа ( Д-,{ )-а
проIоry!очшое оостоянtiоr одlако дtя продl8тов z -f, групш
(с воrерш L:lъr_r+{...., п') для со8лаяшя едRвпцш фоцла в

сооlояхпш S>lZ ве тробует аатрат.продlаlов. ltlloet I0сt0

IЕllШ4. Пр б о П (Z;C,).T) -т рае 8 т о рв х

iZrtlli=i в lo доlпГТ7 соо!ве!ству-
е! <Zrcl.T1-1p8eBTopшя в IодоIх
Т,а.rп ввобороl.

t ; ii',

"ю ý!,-о; i{

/i
г
1

L

х |о, i=|r,..,fus,
ёr= 1."

Pi, L=fus*|r..,rn",
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есть ( Zto\T )-траокторця в_Iодедп тп, . Оп9алодшI эоктор

rrtti:rfrjtti, .,tfri9сР} J =I, -.-, к-,| ; f =0,I,..,T,
!ае:

lli(t.)-_ fi

дOкАадIЕJIьств0.

{t +sl ,

шспOпь9уя шетOд
!раокторrl, прl
Icr пOIуqа0I, ч
троtrа (a,,{zrw)rp),
trяа! сOOtOявtrсделс,ТrL. .

Пvсть 
{ 
z (il}:* 

{оzc 
t l, ч-,t t,,. _ _, u*n, tllj

сопи t *S rT,
r 8до i =l l2l. . l l1.t t

еслш t: +5.Т,

I 
u.!сt+J7),сслп t *s-p.T

П!tt1=] " r,гдс t.-rLpry',...,fop*{," 
L О , оап t +s -р>-Г, p=Irz,r..., ý- у,

ircLl=uf cL>; ддя i. = tls+/э...,l?.

8лесъ -Tr(t) i U,|Сt1 ос!ь коIпоlевтш 8екЕоров J9( L7, t*"CL1
( J =Ir.,.l K-,l ). -Тогдд, вотрудlо проверитьl q!о_вsкторш itt1=1r,7rrйrtLlr. rш*ttl)
ооставJIяD, траовlоршD в шодолп Т-fL . Lsвлогхчшоt GcJt!

{Z с t ff \ х: t t2, й, t L ), . ., t л_, t t lfr|}oo !аэ21яD! !раеш оршD в

Iоделu TL , !о вовцOF ZсL)-t,rсt),u.rЁ),...,tl-*_пril} где
u,!ttl-t,|ctl пя i = rLs*t...,*, опреiодяпt. (Ziol,Tl-tpaeп-
TopuD в шодЕпп T|L , tде ý =Ir...1 К-{. @шошrш9 чIо

ш"tLlс Ре|., а !" = 1ъ-lъ",; S =lr2r..., к- у ).
сJlЕДсttsшЕ. Пусзь tpofiBa (a,c{,Йl,/) оп-

ределяе_!_ сOOтOяЕl0 равшOзесшя Е
I о д_о_ д ш ТП, r r. д е Z<z,Q, ..,t"_r);Й=й4,...,Тr*_r\л(/,й)-о пlпIал ъЕая па}'а'. "f dЪдfl

Ереобраэов
цевёввшt в
,0 сувOству

вOtOрая 0п

аЕttя
д0I-
е!
рOде-
Е IO-

Всвrор Z = 1а, t l r,.. ., Lо й gдс,L = (zr,..,.ъfu) 
; lLz = @п| _,*1, 

. . ., Й),
Z -Jr}|....н-_| , oд;lcryyclg с поIоцъэввtýора Ё'J(Е,й,

. . ., Е 
"_r7, 

лдо,а = (4,..., ао)в Ъ -- с Е|,..., fr|\ 7-I,2 r. . .
..1 К-! 1 оIOшlDцiI обрааоrз u.;z=Ez;2i=Ei. двалогlqЕо
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опрOдедяв!ся вск!ор и/ п IвэЕовеовцо цоЕц р .
0братво, еслп tроfiва (цсz,V),р) опрдбпяG! состояЕlо

IввЕOвесltя в шдеIп 77L , zo сучеЬзэJет тройва (a,.c/.йl.T),
в0!0рая 0прсдOляс! сOс!l9Епс равЕоваоuя в llоделп Т' ; rfё
оптпr&льшая пара ( ЕrЙ) опродsляотся !ааз

ц,; =

-K-fШi-

I

t

t

шil

d=&,
*4'j ,

а.сшf -yru!1,

i =It}l...1 ГL1 2

i.= Ч+Ir..., fz,

i =Io2lo..1 lL2 l

i = tLrlIr...1 tL 7

i =l12r..., foH_.t ,

L = fLл_п+Тt...1 !,L 1

р9
ll7= u!,

. к-1
|nn' ,
1 н-1
Lшi,

Й=а,il.
8дсоь оsптаа!ся, ч!о оптшальЕая пара ( Z,W ) вшбрва тав,
что W=d-XP а!о Dсагдв I0rBo сделать, ta8 reв э уодам TтL
шIOD'Oа прOцеOош увхчlot8шдя прOдувrOЕ.

lls сваааЕЕод9_слодуо!, чrо ldЕвоJlогпч.оокro ,оцпЕ рос!а Iо-
долф ТП, п 'TfL 

IBBEH, а оарп IодЕtl э Eoвolopol orпlclo
подобвg.

llташ, бrагодаря шодс!вtD r8 лсIш I, ш юteli вс yIoEF
лая обцдооtI, rссIодоЕаlь IoдсID ТТL, rлс rаIдй Ерош8!
tрбуот lls свосго ЕоспроrsDодова ФЕI, воючfi рлýев прй-
Tlr Пдо гоrовЕосllП ровво ( Д- / ) проrсryлоqвос соо!ояЕIв.
В лальасlлаl всё поолсдовsltс фрt проведаЕо lIсЕвD ддя !а-
B0l дrсш, пOЕrOlry эOс вOдпIоtвс дхIIп щд псроIоЕЕцIl I0дв-
п ТТЪ ш булоr опуо8аrь. @ часшослr, булуз оп!/лоЕц вод-
вIс!ца IпЕIп в Форчло (8D

Тсrвологrчесвrl воцуо Z юдвдI TТL 1as. ( В)1 rошо
опrса!Е п веово!ъво Iв8qс. Шшеrво, IIоо! I0с!о

ТЮРВIА2. Дrя tсго, тлобц пара
аrЦlr...rЦкчr!r?)1r...r|к-tlёZrl со бrодхI о l до о !а-
!ortEo -BBEO!Bc!lc l0раЕOЕоlD
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-=.Д! + Briu, -уgl+ВrUz+ ",* BH-t uK-t ,

!,tS =.US-{ >-Or,S=3, .,, н-4,

!L2>zUl -ru =.О l (9)

l,t,{ ,r! =-о t

гдG ДrВ, оу!ъ воOtрIца!аtrьвце
взадра!Ецс Iатрвцц paEIOp0I |Lхtъl
в о!р088а в0!0рцI стOя! ЕсвrOрш
err8fco o rBO rcf в GBB о ( ldr...rtъзJ=Ir...
..tK-y')l а, |L сс!ь дшагOЕаIьЕаЕ
I8!рlц8r' i -l лвагоЕадъпцl 8по-
шсв! rotopof, 0сть р; (i4r...1 lL).

@пошпr. чзоrоOrлаOЕ0 oщ)одслOЕID !ахпоаOгпч8OвOго ЕOву-
оа Z (crr. (8l) о почоlъш юЕуоа Z (сч. (?)), поlвше ruз

строЕ Iа!рпщ_ В." вупеэшаr а оо?аIъшо о!роsт оовЕаддп! о

вов!орщl ВrО , J. = tъs +Ir..., /а ; S =Ir2, ...| ц-7 ).
дOЕАаАтдIlьсltso.

,П 
'

L=,l ,2r..-rfu,
, H-f ; i:lr2,

(I0)

i S=2,
L""i,:€: +Zr*/ ; S=,|,2,...,K-,l; i- эfu'

учlшrвая, что ff ; fi ( i =lrzr...1 fu; ý =Ir2, ..| н-7 )
воо!рIцв!одьшl, вэ (9) доодо вебшьпвх прообрвовавй попуча-
оr (I0); [ýотъ запорь, Еаоборо!, (&, L|,...,ьн_7,ьzsо'.,/ц_1)
Jдоэдс!зоро! (9). 0продалrr f,втоЕопЕвоотr .вtогб процоооа Tass

€f"'--uis ; ?/:!, ; ý::ur'-rrll;,li*'=,"f -si,

ui -*r-Ё*,, Fi - ЕF,ц Ei. l (II)

шс!рудrо Еровсрп!ь, ч!о !а8 вэодоввцо f,Е!овсlвЕослr обоопо-
,rдэаD! вЕлDrlоЕlс (zr:,trr...rшкчilr?/r...r2к_)ёZ i что l дова-
8ьва8, ,еOрOцу.

Пуоть (-z, шр..., Lм i! о ц,... ;?)н4 )ё Z . Тогв

ýrl *ё F n; 
a's 

f 2|i,.,--Ёо,о

р:ýТ ; i=7,

ui=€|*ti?| ;

'r" 
- F"r" ,fu'

f12r.



Норвовство (9) ссrь, по cJrlt дOIаl вшtGь !еЕодогtчос-
8ого аоЕуса Z с поIоцыl опорвlJr гппсрппосrосtоt.

ФIЕДСltsШЕ. Еолш процеос (,2rшl 1...1 llц4i
!r?) r.,.rUц_l)ёZ во испоIБаJr о! про-
{ессоэ увпчЕоIенпя продуslоэr
!о сOоrвошоЕrя (9) прпЕпIаD!
впдз

*: Д! + Вt(ч -/r!)+ Вrо;+ + BH-.t Z'ц-l ,

(I2 )
rL5= Uз_1 >zO 1

Шz= ?./ -Н --О ,

S = 
,/., н-4 l

шl --t '
0IррдЕпЕш}Iв I. Будсr говорlt!ъ r ttlо (э, tl,rr..., tlл- l'r!, | у., uц- )

00!ь,прOцосс с пOч!п пOстOявщ !оIпоI рOс!а, аоIп

(&, tl-r, .. ., ш н- l i !, ?t,..., !н- t ) : (4 Ч,. . ., ш н- l i Ч Ч * u|,,...,d-2 uх_ХIЭ )

гд0 d1 t d22О .
Ша леорш 2 легrо спешlе!

ЛЕШIД5. В rодоJIп m lцеотся про-
цссо с пOчlI п00!0яЕЕшI !оIпOц
роо!а lогда I rольв0 lогда,
ttогдs суцос!вуD! d/.О i a,r>:l I
TeP.i, !акrс qто
z >- d-![ А *( Bt +ф В2+ , * Jr'' Вл)@rЕ -[ )J.z . 1r+ 1

ДOКА8ДIЕI[ЬСШ0. Подотавдяя раэевства, вш!оваDцlе чв $3),
в БеIпзоtс!ва (9), пOлучасr (I4), что в доЕаанваоl доо!а-
!0чЕOстъ.

IIвобороз, осдп оуцоо!ЕуD, фl=О з d,2>.y'i -7.ёР1 ,
удоваоlворяпцrс (I4), !0 опродадш эеrтоf !=drт i Ео=а,rЕ;

4=dtфzT ;Tl =d:'2@-2Е-//Е)Q ;T'i =d,.r,o; i = 2,..., н-1,
Ввпду to o, чlо d-r>-!_ , а ./Ll:.! (ллс |li- i -t N-

аговqльцfr эIсIоЕ! ца!рrщ Л ), все опродеiовЕцо вовrорш
Еао!Fцдrолъвш. Цепосредствсввй подсзавоэвй ýчrшвая (I4))
убоIдаоrоя. ч!о э!l BeBtoIlц удовдо!ворЕD! (9). Еа освовавrr
!сорош 2 отоэда слодуе!, ч!о процссс С,z,Е,r...,i*_, ;!,4,...,а*-r)СЪ
о друго! с!ороЕцr хэ Еос!роеЕ!я вп.ztsоо ч!о JказаЕпФ процссо
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00!ь прOцOOо с пOчll пOс!ояЕЕцI !ошоI роо!а.

сtrЕ,шltsшЕI. Еслв D IодолI TlLaIoo!ca
прOцOOс с пOч!I посrOяЕшшI !aI-
п0I pOOtaD прп 80rop0I Е0 lс-
поIьвrD!ся бавшсЕцс прOцсссg
уЕtч!оIбвlя проду8!оэt !о Е (8)
lIСа!ОЯ С!РОГОС paEe!uTEoo В
оIучао, ооII d-2>-t1 .тва8авЕос раsое
СrЭ0 ЯВIЯС!СЯ Ш ДOОlаlOЧВШI УС-
I0эI0I оуlOо!ЕOвавIi прOцOсса с
пOчrl поOrOяввцI !сIп0I pOctar
пдуцf,I бсв процосоов увIч!оtе-
ЕП8о

Е9п в опролсдсЕпl I вшполвяо!ся IвэоЕсrво d-l=d,z=фl ,о
!огда процосс (ЕrQ,...,Е*-rДi.r,...,4_, ) ваэшаеtся процсо-
00I 0 П00l0ЯЕЕЦU 

'СШ0I 
POCI8 (CaI0 'ПСI0 d, 0С!Е !СШ РOС-

!а даввOго процооса). Шв довавацвоi лсш rrсоl
СtrЕJlСIts[З2. Для !ого чlобц в Т7Lаl-

lcO!EoBaI прOцосс 0 дOоtояЕЕцI
тсIп0I рOс!а, вообходrIо (а всIучас
ф>-l lдOо!ашчшо) вш по'IБо в lс ра вO Е-
с!ва

Е>o'Гд+(Вt+а.Вz*. . *nr-'B*-r'l@E-y)Jэ, (I5)

гдс aBP-i. Всдr оцс l8вооtно,
q!0 в уваьапЕоI прOцосос по
3tпо!ребляьrся баЕlоЕ.цЕ процсо-
0в уЕlч!OIевlя прOду8?0вr t0 в
(9) пIас!ся сrрогос paBoEotBo.

Еав пввоство ( [а] ), волп а ос!ь tеЕЕодогrчосвй тош
роо!а Iоделt TTL, tо вЕIлу lого. сто в даЕвой Iодалl суцос!-
ByD! процссоц увпчlоtOЕIя проN/в!овr в ТfLc.Jqосrъус! про-
цосо о пос!оявЕьп rcIпоI рос!а, раDщI & , |lB следсrвпя 2
вЦ!Oвасt, tlтO ддя вахOIJIоЕIя а!Oг0 прOцосоа вадо ваirп рапс_
Ett Еораэоrотва (I5) о ааа IoEo болыrr d. .

Ташr обрзоI, заддtlа опродолсЕrЕ d- сDолIlся в вадача I.
IвооIо!роЕЕоfi в ý Ir гIс !са>-Д4вl*пВr}-.. +цr-20ц-z)@Е-уi.
Правда, для !о о, с|о(Б D(ф) бцrа Есоrрltв!одъвй rатрrцоi,
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цц долlвц расоIа!рЕЕs!Е эчl .шrрхчЕJD фввчrэ !опьао пя ф>/!-
(вапоrвиr, чtо р; < t r !до |l; - матоЕшьЕцо 8IоIеЕпt
дцаговшьвй ш'тричш f ). Шак'опелуел хs сtlвдс!впя r лоdе
5, ООДП Е В!ОI Фу'rас оуцвсrвуо! допус!аIое ро]свхо воревоц-
отва (I), !о ос!ъ Q*/, llo t цодOлп IIсо!ся процосс с по-
с!ояввдц !вц!оI рос!аrбольшиr I. В своп очердЕr9то вIочоlr
что d->.y' . Ваоборт, аслп d>-! . ,о, ва.в овававо вц!оr
это ведо! в тоý, ч!о оуцос!вуо! реIовпо (I5) о а ш Bcro-
тоrшш .z-z Pi i Е+о , !о ость Q+,/.

Поатоrу ш будоr в лдльввйпеI продподагаlьt ч!о oL (!0х-
вопотшчосmil !очп рOс!а шдоJш) во цоцЕ!о елшЕшщ (то еоll,
фо=t ). Эло отрвrgоЕlс ве вrяо!оя очовь с!соЕхrодъвtпо
Деiолвпrольво, есдп lэBcotвa ЕпlЕяя оцовrа Р дIя Е , !о,
а8IсапЕ Iа!рвцш Д,Вi utД;tВi< i=Irёr.... К-У) r
!оI сашfl порlля в вовой i одrд" Тп! , ве!пудlо проDор!ь0
ч!о !еIвоIогrческй теш рос!а у 7П,l- уш во rвЕъшс одIЕlцн.

}illав, 5lоаовпо I лещ I прп -d,>.l вшпошоЕо. Iоловrс 2
озоl rc Iещ lols ЕшполЕяс!ся, лбо Йа)rrД+/ , поэlоцу
рспвЕlс BaIatll I суlсатвJе!. Бодоо lогоl соI[ @rйrr...ri,^_r,
& а, dаt r...,-Ел_ r) оаzъ вовулсвй процеос с поо!оЕЕвцI !оIпоI
роо!а, равЕцI !dxЕодогI,1ес8оlц_lsllпу pocta шдош, to пара(Еr"Z)
ссIъ р!евпс валаtrп I для D(a) . Доiоtъrшrьвоt оогдасlо
сIедо!вш 2 в дсше I, пара (&rЕ) удовлGтЕоряс! G), Ео-
эrоrry ссш (аrЕ) Ео оо!D репеЕхо sадвчl I, яо су]эсrвуоt
паDа (сL,.-э) ,-гдG 4 >d- з.ъсP.|.i z+o, latE удовIсlЕо-
ряD!вrl (I). Шв !огЬ Ic Федо!зlя поду,lасI, qrо в эrоI оцучас
э TfL суцссtвус, процосс с цосrоtЕtцI !оIпоI росш d.>E ,
q!о про!пЕоIlош! опрсдодевш Е .

Тап вав вагв (аrЕ) оо!D рс]сllс BaB,rl I, !о ооглаово
Iсшс. 2 вшподtясrоя tЕDовс!Еo

7:d_ГД*(Вt *vВz+...+dН-еВц_r)СаЕ7)7а . G6)

0tо раэоволво по8аапвасr, ч!0 sадOрша по Фвдr yloвbfaol
!сш росm ltо с!епеЕЕоIу ваsоцr. Уrввьцевпо аIортхэацll Фоцдов
всоьщ сЕrьво IoIc! уволlrl!!ь !сIп pocta шдапх. (flапрrор,
асм -а-=!. l Fi=1 i i =Тr?r...1 tL,1 !о sцдэDrsа по ФоЕдвI
парссlао! влпitь). Bpora тогоrrэ (16) I сIодоtв!я 2 в лешс
5 вшзаrает, ч!о в оп!пIальЕоI процссос ве употробшоtоs пDо-
цOсOш уЕпtIrOIаЕlя.
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Вспоtоrалольвая 88вча 2 эвовоlrшsосвх 08Еаrlаоl 0!шсвавпс
!акоD0 прOцOсса с пOrIтп пOстOяЕвцLеIпoI рOста. у вOтOрOго

прп фплсrров8нЕоц lеIпа роста Фвдоэ с/ бшд бц вав lorш0
более вцсовЙ rош pocta прошlвтоэ PGL) . Тсперь ЕOсш8 дег-
во шЕ!орпротхроЕа!ь аковошlчоскп teollory I ш оледствпо ив ввё.

Иs опрдоIоЕIя впЕOr что Фвшtчя Dc,xl вопро$lввая х чо-
Ео!оцЕо воslвсlsDщдrt по d , поэтоtiу еслш потрвбоваlь, чrобш

Drа) Фш шерэлошша (лля аlого досrаточЕоr sтобш бшаа ве-
рааIоIшIа шаtрвlв Д члц оЕа trв Iатриц Bi (i=Ir...rK-l))l
то в .ссчсlсзву Drа ) шоIез бшть прrrсшеЕ аIгоритц, опrсавнrfi
в ý I. 9loT алгорull лаGт Boвllolвooтb роlпвть валачу I, !о
естЁ опрвдеппть шIп рос!а IодеIп ш опrllадьвй эевтор Е,
8, .8Ё8чп!, lt опrЕцалБвчй прочеос (сч. доваэатоJIЕство лошш 5).

0ппсаввй аJIгорпI.u суцествоЕЕо оlлпqается от аJIгOра!шOэ н8-
IоIдЁнtrя воIrquвш сс r шавоспtшх по пхшра!уре L4], [S]. соглас-
Ео_sдгорш!Iу ВсПq9 |а], шадо бшло бш,ваfiтп всо рецоЕшя аадачв
аТz=Бхп тд0 [,б-чатраltш за!ра! п вшпусаа Iодедх ТfLбсs
уqв!а Ероцоосов уЕпIоrевпя (рзчорвость а!шх ц8rриц (ru,K)x(rL.K)tr

Посlе того, Еав эсо рошеЕшя урэвевпя (I7) ваfiдевц, 18 впх
эшбчраолся роЕеЕпс, оrвечаDцео Ееотрlца!опьЕоlry' всIзтору _z с
I8tGсшrадьвЕй- r э!о oL п будЕт совпадаlь g Ф . Таr кав
Ialpltщ Аr'В' в ддЕвоц сJIучао иIcDt paвIep tъ,К , то да-
Ic прш Ее очоЕь фIьпхr п- а к опtлсаввьй шгоршtч впечст
ЕопроодоrшшсэвqlоIшtепьпшс lрудlостч. IIравдд, Е даЕЕоtr олJr-
tlac Is!рпцв В llee! очояь простоt впд. Тав, вшрIraер, в
случа0 К =2r Iа!ршцs d,={Е Р ), гпо F-едпвrrчвая ца!рш-

ца pa'Icp'oclr lъ . ЬrИraf /.""о 
",,*u.*r, 

'Ё1
(Б L(-E^ !)r, ,, сдодоваtшьво, проблоша ЕахоцдоЕltя тсша

рOс!а сЁOд!оя 8 Ёgxol,lевхD IlЕIцадьвого соб_ствовЕого аЕаqо_
i"" 

""прй Б-|Т . 0дв"*о хаlршtв Е-'Т ylo Ео явдяO!ся
вооlрlцд!одьвоТ п сtеповпй дроцосо в Bot, вообце говоря, Ео-
врпIсЕдцо TagB случао ru =Ir оодп О-=IrЪi В аrЪilt=I,
то стспеввй процесс соiдется в воI;;,qпвс )r=Ё, Е во в

водшчпlс Аr=*. Поэтоll5r рtrеЕпе проблешr все раЕЕо повдо-
tlo! прпIсвsЕIо чо!одхвl Вайдя.

В а:tгорштrо В.Д.Щшрва [5_| апеrевтарЕнI шагоI явпявтся ро-
цсвlс 8адаqп лввоiвого програlоlпроваЕшя о rL.K порошошшцIl п
rL.H огравlчоЕпяIд (для данвого случая), tпо TaBIo !рудЕо о

вшчlош!ошЕd точrr вровlrя.
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