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А.А.Каплав

В рбота rcслодtоlся вOпрOс 0 п0Olроешпд пOOлOдOватOIъвOOIп

Фувrцшi, о пOшоцьD вотороf, чоrc! бц!ъ раадпаовав чоЕод lцlрв-

фов ллп рошошuя sадвч вшпуIздOго проrраr.чпроваЕил. Прttзоддтоя

оппсавпо cTpyBTyptlцx cBoioTB ФJвr(цшf, ш!рафr охзатвваDцво ши-

ровпй власо вшпукльхх фувкчttfi,
Для шллпотрацхп поIучоЕшшх ревупьтаtов рассшаIрчвsптся

Фувшlлш шfраФаr суцоотЕоЕпо о?дпqаDщtося от обшчво пршrcвяоtlнI
ва прав!пво 8аs п0 способу овOOт0 gадаЕля, taa ш п0 опособу
решиаацчr гралпOв!шдх цеlOдOв 0шtсканшя авс!рOцуrlа.

0дяэtш пв увхввроальвшх Iе!одов ршош}tя эвс!роliальвшх 8адач
о 0гр8пшqвЕияцЕ fiвляоrOя laк Еавцваеlшй шотод цтрафов, в 8о!о-
рOц lloхOдiая аадача свOдтOя lc пOсдOдOва!еIьпOстш аадач на
бовусловшй аsстроцуll пут8ц вводбвшя втраф ва ЕsрJш€вио 0гра-
шиtlонпf,.

Схв!.а цетодд прlлцопцтблъво fi 8адачо чивtrцlrвац}tш фввчпш /
прu оrр8шшчеЕиях

2J(z)<0, /=/,2,...rffi,
(здеоь ш в лдльвоOrеr всв_функцшп 8адапш Е л- -черЕош аршф
шOrхчеоЕош просlраЕотво Rn ) оостошт в ол8ш|пцоц.

llачпвая процосс пв повоrоро0 Фшзолровашв08 !очlзп э:" , ша

ЦК-/ 1-а шаго llш опредOляоI lоч&у z''| а па к -I [8га
0 учвlоl *^'/ илш 8oBaBlo1llo о!рош Фвкцшэ rtрфа

?* @) = ук(?|(х), 2a(z),.. ,2^(z)).
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Дапоа, вшбпрая в lcacocтbe чсходвоl !очк! Ja'-', ваходiI т^
Ша уоловпяril) что

F-k9 =ж F*(-,),
гдо F" (-) =f (z) ' Р* (х) . Вшбор ФЕuцхr П допrcв па-
равlпроваlь сущвс!воЕsшпо у последоваtольвоотп {.^} прерпър
ЕШХ !0чOк, sаrIдя пs воtоршх лOсl8вдяаt ршопllо ltоходв98 бrбдд_
сш (в предполоtоЕшп, ч!о !а8оЕоо cyEpotвyoT).

Слеryот otшotltтb, что Е воrоtоFх рабо!ах раоошаtрпЕаDтоя
цтраФвшq фувкцшlt 9* , валдвпчо лпшь Е допJtстlttlоf, обласлш, шо

обл8лаDцшо Toll овоfiсrвоI, чtо IЕDовuа ваtдоf, вопоtlогвтельпо!
ваддчп лоrв.tт строго ввуlрп допустпчо[ областш х дJtя бго оtшсва-
пия с Hoкotopнtilt услOrпеншячDt шогул бчтъ псполъвоваЕш обцчшцо
tlеsолш отшсвапшя боsуоповвого авсtрgшуIа [2I, [э] .

В вастчящеfi ота!ьо цOтOд шзраФOв псследJотся прlшевпrвпьЕо
в вадsчо вшпукпого програшпровапшя. Qушrчпr l ч ф ,
j = /, 2,..., furпродtOлагаDrcя ввпуклsllш, IEorocT во Л : { т, 9h)< 0
/ - /rZ,...,mJ огрsвичоЕнцц х оодорtачrш слоfiтероэсrуп ш{ву. В
Ьтош олучае есlоошоапо расOштрllвatь вшпукпцо Фвrцrr Рл з

прп пх пспOльзоваsшп 0уцOс!вOЕц0 упрOчд0l0я прOцOOо ро!Oвця
вOпоIDгаtельпttх 8адаlr.

Веоьша обшуэ хараrlершо![ку Фувrщ[ !!рафа Iля sалд,l вшпJв-
лого програrшровавшя лаоt сподуDцвя Toopolrаý).

тшрЕхА I.
цпlt.

Пусть ?^ -Ешпувлшо Фувп-

I) *Ц_?*1*1 =0 , ослш zei:,d.Q;
z) _Ц_?^(z,)=** r волп хёП ., к+ф
ТогIв, вачпвая о ЕввO!орого К,

Фу вв чшв f F)=l(4+9лlz) доо ! I гаD! с D о-
0го QовусдоDвого IlшlIуIа. По-
сIOдова!OаьвOоtЕ !0чOtr IIBlIJrIa
Фуввцв! F* (^>-К ) rrooT продолЕ-

r) Прsлполо!вЕпв о досtпlшIоо!п IпЕtцlIа в шаlпоl вOпоIOгоlоtrD-' вOп вадвчо.ýl9.frэляоtся, вообцв говOр, 0бя8аlвпьшlr (оr.,
*.)"i"Ё;3В3 ltl 

)'conot',l'oo 
у?ворпIовr9 дова9авq прl .llцOоt-

вOшЕо ппцх !рбоов8вllяI о!воGlt!о!Ево qrЕвцш l , Yк .
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вш,о !очвш; IDбая ЕрOлсIьЕаfr
tочва э!о8 поодедOвцтOльшOо!ш
прпЕаддоIш! lЁoIoctBy 12_. ч до-
с!8в!яо! lllEl|IJц / ца П -

. ДOКАаАТЕПЬСТВ0. Пусть ). - !опесЕнil IвогOграсвшв о Еер
lxвalll ?| , /2r..., ?ёi ýс tпt{) . Шетрулдо вшдоlD| чlо
прп qпrоqпро#вво" €u=о r ваtlпвая о шевоторого .К t

mдАr Ф^ r_ъl , е.эёý
Доlотвчледъпо, ввifo вшlуклоо!п ФуввцпШ Й досrаIOчЕо Itrпъ

проворцrь, ч!оr вачlваf, с повоrорго К , оправодJlшвш вора-
BOEctBa

Ф^ ryil.e, i=/,2,..., r.
Ilоолодпее Is oчовf,дшо ввDrш JолOsrя I).

Сопосзавrш !опорц проDlвЕодьвоцу d'=О шпуlслоо IноlвGrЕо
О*={"z,рс"ъ,аl<t} l Dдб рqП) - !аостояппо оt loqrl
_? ло йоrеЬзва^ Л^, п росtотрrr rвоrоотэо i2S.O& i

очш!8я, что oz ёi.ф . Пусть .z|Bi;rlý, zlc Q=[6,-d2Д
(чера оанач8в! ввtплкавше). Точву -z2r li(a4xQ) -вшбЬреч

ва orpoвt(o о вOвцаIi ..7t l za . 0човшлвоr 'Iвoloofвo

S': {" :.z2 + )-(ъ" -z), ). =О, -, *nl I
сOдер]tl !0чrу u

8адаваясь € >О
ЕаqпЕая 0 волбрtiго

mа,е
-eeS

фсzl.€ ,

Фr-') = М
Ввпду вшпуклоотш функчпfi Р,. отсDда сдедуотr чт0 при н>К|

Ф^с,.zl , М шr. ,zc U
А так как 24 - пропвЕодьs8я !очва rlвolealтя Q , шоtцо утвер
tдатьr что прш лпбоl /u/zO п лDбоll uёQ шаДдотсп Borop

Kt u. l таfiоf,, что прп к > Ktu.) ЕераЕевс!ва йrэl, М бу-
дl! одsоврохевшо вшпOл8яlься в воrоторой ошршоfi о8рс!вос!д
l0чпш а

На ос;яовавии аоIпакtвооти шоrоства Q ошDлд олодlо!|
что lioшнo п0O!рOи!ь кOнечшOе пOкрдтшо

с ввкоторо[ оrрстчосзьп И .
а М >€ , цоlво уваsа!ь ltollop Kt !
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tr9'i, L= |,2,...,D ; Уý' =Q,
ш пptt вloli Еачпвая с пекотоfо'iо L' l шп .z.cý' пцоеr
ф"rq> М . Теш сашrr прl к =rL- , ryе L'=пr4а Li r

ворsвовотво Ф^сz7 = У долтво вЕпоJIпяться 
"" 

,J.liloo"n-
ваq,.

Ввплу огрнпqоЕвостп фувкцrш ./ па l2$, п проrr9JоIьЕOсrl
е п М !вперь ясво, ч!о, Еачшпая с покЬорого К , Bar-
дая п8 Фувкцпf, _& додIва достuга!ь своего IпЕпцуча, прпчоr

.#t*Пral. Пrg ) r 80лЕ ч, ВО,12.Bt . слодоваtолiво,

ив {.z(} чо"по вшдеш{ть подlосподоваlошЕостъ |-ri\, оIо-
ддпryDся 1 ввкотолоf, точке.7 . Ilри а!Oчrвввд9 !роlввола в
вшбор di о ёz|тоqка .Z долrв8 прппадлоrаrь -(2 о

0отаотоя пока9а!ьr wо JrE)-ffilc-l . Еслl 0то Ео

!ак, !о вепрIввво ваfiдезая !очпа -z-4 an о , в BoTopoi
пцоот цес!о воравsвс!во JcEl.JrZ l t jrQl:J(a)- а-, аrо).
Тогда чошо укаsа!ь толесвd llвогограЕвхв G с lпt{2
(=фС, {Z*lrZ-аэ),Л.OJП ,"tG +Р ) п чполо .f
!а89 чlо \рr J > J лstя .z,e G пIоD, чосто Еораэовсава

Jrzlzfr.zril-*
в, 0додоватOлъgо, вOрвЕOпства

фr,(2)>Ф,oull**. (I)

С друтоfi сторOшш, 
"'"* """ Gu - оооогрвввrr, ва!цуtся чltола

t(Hi) такЕ8, чlо ддя .ze е
Фн, Czr'fur, , (2 )

прпч8ш lL(Hj) -> ф лу j -+- ю .
Зsшвсая т8пOръ, tltoi 8а8 бЕ вЕ бшдо lвдо 8 = О , прв

доs!азочЕо бошвшх 7 tlн ý}lвЕц

Фrtil,-Ъ| р)
!i

{= *А(Е - z*i l, д,о| п Q, + 0,
ЕоlцгFо BOEaввlbr ,l!o GооlпоЕовпл (I), (2) п О) пр боаьrrх

i проlвlоIвспвв DEBIy вшвtЕлослп фчrчrl аРк .
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llraB вltдпО па дOlзааsтоJIьсtва lоореIц l, тробовавп0, чтобш

Фувпцшш ф. бшлп вшпувllш на BcBI Ро , roleT бшть lос8одь-

rо ослаблево. Шшовпо, спраЕOдlпв0 0лOдуDц00 уlвOрццOшх0.

TBOPBIЦ2. ВввлDчоЕпо ,оороIв I пrо-
0, ll 0clo, всдш вшtlодвOвц у0I0-
впя I) п

в облао!
BOTOp0I
' гlп.вс0lr к,

ТЕOРЕlIДЭ. Пус ть вцпOлЕ0 нш у0 довIя
!оороIц I плr 2 п1 BpoIa l0г0.
дая гранпчвшI !очOв IвоIосrва_(2

фt,эs >-с. о , к= !,2, ...
Тогда, ЕачпЕая о ввво!орого К t
точвg,zХ лвIа! вЕуtраЛ . '

ДOIц3АТшьстВ0. Ввпшr вопроЁвЕосrп Фввrrrп l шIпо ува-
8а!ь IвогогрsвЕпв ýс iЁа i 8ошва! {2' (+,rtl2'эi2 )
la8n0, чт0

ж,fr.zl..#у!Сa)-%
В оплу уолоэпя I), вачпвая о вешолорого К , б5rдвr шчель

Фцr.zl z С2 мя ,z в ý о

0тспда ввпý ававIзшlryвлооrп Фупвцпf,
ф^r-) =, С мя .rе{2\О t

ar спбдOзаlOпьЕо,

gffit jr-z.1 +Ф*Lz)\ < rz7- {jc-r.l + Ф^сzl} <

z rrbln. /t:.z) + % " %< rпаъ {Jra * Фосоl! ,.zc_Q,r' /Z- .L 
zс_йr.

2), s Фуввцll}tл,
, ! 12 з ={.z,, p{.z,{2).6'
ёL-о n fвавпв'ч

Pn вшп!влч
} on" ц0-
пJ,rлц ва

ф^ прп К.. К

9то п дает а.Не lsrt-Q,
В прпведенчоfi впrо тоороч8 4 форчулируDтся доподЕитолБцно

требOваппя оIЕосlлтодьцо фупвшвfi Етрафа| пр! вшполвoншlt 8оторшх
ше!Oд шrрфов 0дЕоврочеЕЕо о рвцеввец псходlоil аалаччrпо су-
цOсlвr, дsоl решевtrо дво!сшепfiоf, аад8чп. 0!чв!иш, чrо aвtlIo-
гпчпш0 рзtлыатшr по дtя птрафпшх Фупrцшй споttпаJIьвого ви.ца
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(rrвшво, fr.4=Д^С(gфrв?-\..r8*в)) r Rдо в 8аЕlсII00-
лr оr овоfiслв фувrчlп- Q - лчбо Н*=*_а , лшбо Ан-* о )
прхведец в шовографшч [4l (or. taKro LЭl ). В сдолаввшJ( вцшо
продполоrонпях оlцосtl!одьцо llвoteoTBa Л, 9!tд рsухь!аrш
прдс!авшDt ообоl часrвd оIучаfi*) !оороIш Ф.

В8поrвхr, чш Е продпоIоIвЕпl о лшфоровцrруоцос!ш ФвrцШ
lrУrd=1,2,..., m- , ро!ственвая аsдача (оч., вшрrчор, [С]1
с00!0ч, в 0!цсвавlх lвfiсllуца фпшцrr

_/,.l "Ё ,, !l,-l
прп oгранхчOltхях

fu =-О , d=fr2r....,fu,

чJсzl *Р. у, vglrzl = О

Допуслпrоо рошвшше Z .шсrолноfi вадачш п допусfпшое рвщевчо

'у , 3 { f =(!t,",rlл|') двоf,ственвоf, sадачш свяэаша соо!_
шошеЕI0I

/rz1,-772) *Ё ?l Bbl ,
I в валшх предlолоIеЕиях отвосп!ольно цноIоства f2 в обошх

8адаqах оуlцOсIвуDl оптttIаJIьпце решеншяr прш пOдсташOва0 8010-
ршI пOсдедtоo серавOнс!в0 прOЕраlцеrся в I}aBOшOTBo.

Iu)PEllA 4. П у с т ъ Ф У ! в ц l, J,!d,d= !,2,...,fu,
дIФфороsцшруOшш | П, кZцZ,..., дt Ф
ФOроЕцшруOIш ш удOвлOt8OряDl
услOвш8ll тоорвIш I. Пусль !a8to

,^чф Lz,,:P y!,-l vgdr.z) ,

lдо фуввцuш Yiп пOпрOршЕЕш
(J пооrодовsrв
схOдп!ся к О,

r) СледJвз ихеIь Е вишr чl9 в lак ца8шэаеIцI Iо!оддх Brytpoв-
Еох ,0чвц прr ш8II0ц к Фп8цпD !!pa{Dg 9r , 0цдацвуD лшць
ввJtрв -rl , I0пI0 сqптать дродOлrcцllOп с некOтOрOг0 аацвпу-

'ОГ0 
ВНПУ8ЛОГ0 Ilt0IOClBб l'lк< lkti,.! 0 00ХР8ВеВПеЦ ВШПУtr-

.пOс!f, п дифаревцша;lьнчl своВс!в Tatrttc 0бразOш, ч!0 uaotacт-
ва tOчOк цпfiцшуllа в0 вспOшоrатOльltнх 8адqах прtl aTol, пе па-
IоняDrся Г5l :

я9O!ряца!Oльвш
ша РО п прд лпбоч' {rz^llльвOвt}_|'fi

еслr hп. ga(z( l.b.
К,+ф U
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Тогда, обовнача "*)шt=,у!6z^) ,
IolEo. уrворIдаlD, что /

I) п.о о п о_ д о в а , е л ъ в о с t ь_ |n-l r г д с
ll!7(ъi,...,tl-|}'rr ro е т п ро до л ь пш о l очв l i
2)то.чха(Е,т) , явдяDцаяся продо-

IоI лп,боl оiодsцеfiся подпOслад0-

0t рOшешп0
п а {с,.z^, 

u")} r д о о l а в л я-
двоf,о!вовво[ вадаqх.

ДОКАаАТЕПЬСIВ0. В сплу вео!рпцв!ФIЕвос?ll фуввцrй y!
lloвt ъ! ,, о . Тав ка8 tочва эк досlавдяо! шаксrrфr цувr-поцlх rк r to

О = v П (.7Х ) = чJtа,Х l * f; r,!,-" ) vgirg.,l =

fzL

= чlt.ъК) *Н *! vglt,z*)

п| слодоЕа!оtrъво, (z', zlr ) - допусlпIsf, ,очЕа лэоf,ствеввоi
вад8qп.

Вовьllеш пропввоIьвJD ф}rкспровапцуD ,очr5l .Z*c l;*a .
На освовавпх ЕшпуклOоlп фуппrrпП f , gr, d=/r2r.._rm. l

./ c-*.l - J r- ^ ) =- 
( v/ r.z^), -* - .z^ tr =

=Ё r!-Ц l ( v g*,zr), .ъ"-.z* ) >

--Н ylr-'l {glr-^, -gQ-*' .

ltJom .Z :Ц -*' (ош. теорешу ц,Jt(Е)=li,gtа=оl

" J'6z.l:{ j ,gdray6| . В сплу своеств Фввцпfi .у! 8с-
Ео, ч!о QЬ"u.!е-о прl 1cJzre) . l"

/*- d

[алео, дJIя дооtа!очво бодьшпх / прI 1е f 
{ 

uwёч

!j,-^, ) -7|ir.* ) > - Р, о,

l) Цод -zH йфtрgrпеlry повпIав!оя !очва lцЕrlуш ФуввцдвЁ ollJl toор€шl д, Еачlвая о повOlорого лк l ФJввцlI fi
доOтlгаD! свOOг0 вапI9шъшого 8Еачевшя. СOоrвоlоrвошЕо;'irвоt ошсл лр н> К .

F'к ,

., Ц
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I 18 ооо!Еодовхl

/,,zhl -/сz.r"2-Е, Y/r,-*rVrо^") -8rr-\) =

= -jj, yi,-^', Т-'u -Ttr'?\ Е, .;,
ЕlдЕо, чtо Sf о;"'" r гдо 4 - ЕOкоlOрая 8oEolaвta.

Ввuлу допусf;i-цослш тосек (z", zL')yrвoplдoвцo !6орешl слолJ€!
0rсDда ЕOпOсредсrЕочв0.

аАUЕЧД"Вliý. Улвердошшо tоороIц 4 сохраняе! ошпу, ос!5
лребовавпо вшtу8дос?п фуввццfi ф^ Еа BcoI Д'' вадоншrь
соO!вотствупщиш требовsвЕеш пз тоорешл 2. Докавательсtво пе-
роносп!ся на 9!о! олучаfi бев скодь-вчбудь существонншх ш8l|о-
шончfi.

llашбодео подltо иsучеЕц в лиtераltр09 по-впддIочуr следIпшiо
фувшцпи лтрафа;

Ф^r:с.l =,4^Ё*r*ГОrg*аfl, оде Д*.о, l^*с, прп к *ф
_ о!ц', 12,Р^i-r,)=Ё^Еlпuъ;l:tоs'lс.z'l{, lвe лн,о, Дч-- "о пр}t к+со

d=t

Лрушо прчttоЕяешшо в пlвкlцко вепрершвшце фувrчшш llltpala TaBlo
в tоl uлш ишоfi Форlrе оппраDтоя ва идоD l!сровкпП. При отшска-
шttl цшвпшуча талпх Фвшttsi по 8адавЕOrrу ваправдопиD прпIOдп!оя
прOдзарш!Oлъв0 0продOлять rOчк! переOечевпя лJча 0 шцOtoс!ваllш

Pc:7dra,l=oJ , d=1,2...,, tTl, , f,лlt с частьD шв 8!пх Iн0_
rB-cTB-, что tробуоi родоЕп8 Еа BatAoI шаго н880торого (вшачш-

!ольпого прш бодьшоl lra ) чrсла, вообчр говоряr нелшшеiпшх

5l рэповшil.
Рассlалрпваоццо впlв фушвчrш flpвФ свободвш о! ушааашного

!0дOсrа!ш8.
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ляот сrпорповlцlD вшпуrлоfi rовоrовпо воврстапшв! ф
п вЬпtуклоf, Фfiпuс Z-ll gd6z l ц ttоЕtоцу вsпrкла

2. 4r^ r.т , =t,tVl,, ,|1 ,n./. | 
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4. ФПАКК0 Д.l llДК-КOИlltК._Г. Недцне!воо програIIпровапшо (по-
роD. с авiлШсttогO). Двд-во "IпрП, I9?Z.'

5. I(АлДдIl А.А. Чпопошdшо lоtодlt DоIlовля оадlq Dшпукпогэ пDо-
граr.шроЕsшltя.фпшrальшоо iiлаЙпровавпо|- I970r Ё I7.

6. ;('ЕГЕ ct д dчвutу_thеоrеш fог попllпеаr рrо8твmiпg.
Qчзrt. Дрр1. Ьth., i96rrч.I9rIIr.

'?, шоIZкIп г.ý. хэш tecbniqueB fоr 11довr lnequвllttes sпd
Ьфitпtzвtlоп'. РrоJэсt SCOOP, фщlоэtчп оп Lineer iinequB!,1-
ttея Bail Ьо8звщlпg, Dlвпаtпg Вэgевrсh DivlBloB, Dirесtоr
of ЦвDвяЪпэRt 

^nвltэlв 
Se lcв, U.S.Air Ротое, WsвЬtпдitопt

D.c., tr992, чоrО.

Поотупшла в род.-швд. 0tд
4.YIl. I9?2 г.
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