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0 сущвстtsOвrшиш 0пOршцI пшнвашх 0пврдlOюв к
шшшflЙшц 0IIЕрАторш со зttА,lвIlиялп в с@)

0,9.trlвво

В оmtьа rЕуqаD!оs оубпrшеf,вше опоIвlоtнt !.о. 0убадш!хs-
Ецо, поdоtх!олъЕо одпородЕвоr ограпшчовнше оIO0рааошпя бавахо-
Dа. проо!рвшоIDа Х в КВ -длвоал С(Q,) rcgрершвriшх Фупs-
цd ша шоцпаr!о О о топологпеil равшочерпой сходшшоо!r ч о0-
tooтBeш :о! упоFдочеЕшость!). tIпвеfiвй (ограшrчепшчil) опOратор

д,Х- с(Фfаацваеtоf, опорпцц, оолп до. Р,р длп ffаIдого
.rе,Y . llшolaoTBo Qр Boor опорt{нх в суФtrшеf,ýоlry опеFs-
lор5l Р ша8шваоtся оtlорЕшI ш8оааоtв0I. В сrаtьо для сопарв-
боrьшrх Х доаавнвао!оя сrцро!воваяЕс опорпшх опораtорOD в
ауФlпвеlвшr 0псратораr (п. 3); даоfоi опЕоашпа опорЕшI IЕо-
racTB (п. 4).

Суб.пrпоfiпшо опореrоршl доfiозвуоqдо э' К -проо!раýс!во (в
lашоц оцучаа, коглд а - эЕоlрошадьвй rошпакт} rвучалrrоь в
овf,вI о'теоршй Jhrа-Банахв Л.В.Кавторовпчеш Ш]. В пOопед-
l0Е врOIя 0шп р8ссша8рхвалпсь в ра8дlчпшх, Bollpocax зыпувJtOгo
аЕшr8а [Z, Э_l. Шптереснýо пряliоllоltия сублшноtашх (пад:tивеfi-
внr) опOраторов даItн D [d. 9тп операторш паходяt прпIон8-
пIо laкro прr шsучеtиr шоделф экоttot ячесвоЁ шшашlви [5] .

Сублrвейпш0 опораlOрш, деilоtвушtцrе в CQ) 1r вооОЙJ в К -
лrшоаш). прш!цf,п!шьпo оIдпчаDтоя от оублпнейшшх опеlвIоровi
деiотвsпцrх в К -прOотраlотво, пO-вIшllotцlr Teш| ч!0 первш0

!в IIoD!, вообщо говор8, опорнъtЕ в точке, т.0. суцоотвувт оуб-
лrшейвrfr опора!Oр Р , лля воlорого. в векотороfi точво ;q,; Х
цо оrцвс!ЕJе! опорвог0 опораf ора ДаQр т&кого, что А:со-- Р-ъо
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Првrвр tавого oпераrорq пшвOдl!ся D п.5. Тоr оаrшr су6rr-
Еоfiпна 0пера!оршi до!tотr.упщпо а CQ), Ео Iогуl бшrь rвучо-
lш о поIоцьD ,оорецц Jiцца-Ваваха.

В озатъв оуФtшвейшше 0пЕра!Oрц Iзуча!тOя 0 п0lr0цьD leopol
о lвпрерЕввцх селекtорах ш leopelш о преr.сrаsлевrп сублrввi-
вшх опораrороп (п. 2), обобцвпцеf, шOрtry 0 шрлоrаDIOtlt лl-
поftццх опOраtоровr деilствJпцдх g CQ). для э!ого в п. I
0 lадшI оуФlппоfiпш 0порq!ор0I 0вя8шЕавrOя loкolopoo ItOгo-
вIsчllоо отобраrение фр I по8аашвавтся, чtо эад&ча 0 сJчоо!-
BoBaBxI опOрпог0 0пOраrOра эrвrв8rtoшlшr oJIцoO!вO8ашID iешрв-
рцзшого овIокто_ра оtобраrонпя Фр

I. Пуоть Р, X*C(Q) - оублiшо*ввfi опертор. СвяlеI о

вшш сошоfiство сублrвеfiпgх Фувкцпошшоэ (оублrвеfiншх опораlо-
рОв, дейстэупцш э С(цЭ) r гIо rоIпаs! а оооrоI! ra оллоi
лочrш) р7( tc Q2 tалоо, чrо p1r.z.l=(Pa.Nt| l|зваолво, чtо
оубrпнеfiпй Фувкrчопш 'р* продOtавIsеtоi Е DIдо

Pt '' + suр 0с,zl ,
!с'О.2

гдв опорвоо чноIеотDо !2+с Х| Ео пуоtо, эшryrлоi эeшIcEyTo
в !0пологlI d(X', Х) r бгрвrчев0 f5].0бозшачrч черэY(Х')
00DоtзупвOс!ь в00I Ео пуO!шх, DdttувлшI. ва!!кЕутьш t tOпOлOгrr
dШ: Х ) l 0гравIчешвшI IноIоо!Е просlраЕо!вt Х' . шqrт*

оублl'llейвшfi опоратор Р пороIд8е! (rвоговпачвоо r Х' )
оtобраrонпо фр , Q---+ 

'axl)r 
вofopoo шеIдоIу tc Q 0о_

пос!аЕляоl опорЕоо rвоrеашо J21 оублrвеf,вого фувпцповала

Р+,.' Ътоrдеотэляя лшttоliвй оператор /: f-----CQ) о- 8епрершЕ-
ЕЕш ! топололп d(X', Х) отобрrевrеч p,q*X'i опtоIp-
,яешоI прш rаIдоlt tcQ Gоотяошенt{еr 1Ьш. тоореry Б. r п.2)
(Да)rtl = 9rtlrz.l kB Х), полJчаеш " проо!оо i

IIРЕЛЛошнllЕI. Лпв ей вшfi опс ра т о р А
опореп к сублrпеf,вочу опора!ору
Рт

пOр0
fяtlllя

0гда п tOлЕff0 тOгда, IогIа
IдаDцая вепрорЕlЕая Фушвцrя
вtrяо!оя оелов!OроI оtобраrв-
Фр (t.о. fltl, Фоrtл прr 8аIд0I

Le Q ).
tlапошниц Еашtоs в тооршп шепрершвпflI оолокIоров tSj

53



OРЕДЕЛЕПltЕ. llвоговнаsшоо о!образенuе ф,Q_-Y (QrY -
tOпоIOгпчео8и0 прOотравства) ва8шваотся пOлJшопрерцвнtt| овl_
8у, оспш лля лобого oтfiршtого Iпоа8сlва tLc{ IвоrоOтво

|t с ,2 : фсtl п ?L t?} 0ткршт0.
Как отцечешо r |_8_[, условrе полуЕопрершввос!х сшttзJ от0-

dраrения ф яlдяе!ся шеобходпшшr для суцоствоваЕця вепрершl-
ного селектOраt проходяцЕг0 чорев лшбуп (по фшксирсвапвуэ)
Tocкi грфrка озобраrошшя ф . Тач lB установIеша

tFДРiluД А. (Iаfiвл fВ]). Е с п r а - п а р а ш о ц -
па8!, Y'-6aBaxoB0 ш полунопре-
ршвв00 0вlзу цЕOгOанаqвOа 0!0-
браrондо ф,Q*Y !а8ово, что tlBo-
teeTDo фсtl по пуOто, вшпуtзлоr
8aIBByT0 дхя вооI teQ. r Iо оу-
цоOtDtот ЕOпроршвшшf, оед8r!ор
p,Q--zY оlоОраlешпа ф .
l

Тавrr обрgвочr BoBHllKaBT нвобходlдцость з lзучепич I0пологl-
чосЕ!I oBof,cTl отобрrевпя фр , которое r пршведет Е8о 8
пуrпй -aopollo о суцес!воDзЕtil вопрорцsвшI оелеЕтOрOD, !.ts.
одвоfi тоорещ А недOотаточво.

2. 0бцttf, вrд лrшеfiвогo оператора 0пшсшваоЕ

TmPEllA Б (Р], стр. 528). П у о т ",Q.- r 0 ш Е а к Tr

Д -trшЕеf,вшй опораторt о8обрааа-
эшtшl dавахово простравство Х t
C(Q). Тогда суlцоотвуот такое

пепрорвваоо D тOпологIп d(Х',Х)
проо.!ранстD а,\| отобраIеilше

vfQ'Ц--д', чт0
(Д,il(t):9rt)t.п,t,,эrсХ о trQ, (I)

tlд ll =ste tlyttltt (2)
teQ-

0братвоi 0олl аадаЕ0 таfiOо 0то-
браrеяле f r т0 опера!ор .Д r 0п-
родd'!яошц'f, раDопо!Dош (I), оо!ъ
лпвоf,вшfi опOра?Oрr 0тобраIа-
пцrfi Х э С(Q), а норшоft, опрод9-

Ёr4



,яеr.о& paEoBo!Bol, (2). Прr aToI
опорsтOр А rошпав!оп !огда I
тOrIьп0 тOглаr rOгда F вOпрOрнD-
но в тополOгttш, о.tродеаяешоf,
яоршоfi проотравотва Х| .

Цель втого пушsта - дока8ать авалошчшуD leopolly длл оrб.rr-
веfiвд.t опора!ороЕr прпчвIr ваdегая Еперодr oтltotlilt ч!о роrь
вопрвршЕЕшх отобршенй будут шграть вопроршЕпцо D тэпологпп
Хаусдофа отобрrония а t VШ'). В овяэ:: о атшх Еапош-
впI ряд определенй п оlшетпш свяаl IеIду Hrur, швO6ходllIцо

длядальвеЙшего. Пусть а -тOп0I0ричеOко0, а /-tопOлo-
гпчоскоо векторноо простравство. Утоsвич опрвдодевдо поIуЕе-
проршDпостс сшиау, даншOо в п. I ддя прошвlольЕо!о l0пол0-
гýческогOпрострашотэа !. .

OПРЕIФJlЕНllЕ I. llшогоавачноо озобрrенпо ф,0--*Y Еа-
вчваотоя полуЕепрерывншt, онtзr, всл1.1 для лрбцх тоsев LcQ ,

!осФrtо1 икаrдоfiокрестностиi) ЕуrIя U l Y Ъ.Лд.r-
0я о8реотЕость Vrt; точк[ to (вооdще говоря. 8азЕOяц8JI l
от вшоранвого ео ) твкая, что

фrilп(!о + tl) +.9 , tc Vtt; ,. 
(J)

OПРЕДЕПЕttИЕ 2. llногознаsвое отобраrешпе ф,Q--Y Е89п-
ваOтOя равЕочерш0 пOлувопрерцввшI снuау, еOлI 0ш0 пOлунепрs-
ршвво спиау tt окрествость Vcto1 шопtо эшбраtь одву длtт DоеI

€о с Фсtо1.
0РЕДЕЛЕНИЕ 5. l!погознаsвоо отобраrеlпе ф:Q.--*f ваэш-

ваотся полунепрерцвltшш сверху, осл! для кашдо} точw 'to е Q
п лпбоfi oкpвoтttooтlt вуля ZL ц Y ваfiдэтся окростнооЪь УrЁr,t

точкп tъ Taкaвi что

фttl.Фсtпl+it . tcVttol . i (4)
\/'

В прострашство 2 I вссх не пустшх псдrЕо8еотв прострацоt-
,а у' DЕOдптся топOлогчя Iвýслофа. OкpeoTнocTlt лпбоft зоrlкп

А,с 2\' обрвупт шнOтества виIа:
'!l.A 

={ в, zY , д. s + l.L ; В. Д *Li.L



OШtsШШН!Ш 4. llвогоаначвое отобрrоllдб ф;Q-+-l вавн-
Baorct пшуlопроршввцI опп8ч в Iопологпl J(aусдоФа, оодr дs ,

rацдй точrr tо€Q ц лпбоf, oкpcctnooT[ шупя ?1, э Y ва!-
Iо!оя о8рес!Еость Wto1 ючкч tо такм| ч!0

ФсtоlсФсt.l+?/., te4hto1 . (5)

0тlеlпч, что подушепроршввооЕь свор]ry в !оItолOrчш Iвусдофа
оовпайот о опродеIовlеI 3.

ПРЦДJ[OIFJttlВ 2. П у о т.ь Ф: Q--+-Y
Е о о о l с 6'р а I е ш l 0 .

а) 0лобрslоЕtо ф рав
trЕOпрOрЕDlо ошl8, l0
во ,огдаr вогда ф под
ш0 0ElEy в l0пOдOгпl

6) Еолr фсtl -Еоцпа8!
tBQ r !0 l8 ПOПУВеПР€

свI8i оtобраrевпя ф с

равЕOцOрная пOдувOпре
сЕп8J.

ДOКД-АТВ[ЬСlВО. а) Пуоть ф равшшорно пOпrнепрершвЕо

свшзJ| lогда для каrylого to с Фсtоl в дшбого tcVtto1
ваflryлоя 0s в Фrt1 l Цt с ?L тlвхла,- чло €+= to * 74+ . Тоглд
to= !+ - zr* шt 0лодOштепьцоr tо с Йtl * 7L (тал как U
Iolso счп!аrD сrшrетрrчшоЛ 0кроо!Еоо!ьD). В силу проrlЕвOльво0-
Tl вшбора !о оправвдлlва qорrула (5) прп tс Vrto). Та-
кпш обрвоl, ф полJЕOпрершвво cвtlвy Е топодогпч )hусдофа.
Повторяя аTti р8ссуцдовпя в обраtвоч порffдкеD шц пOпуqшч! что
шв llолучопроршвЕоO!х сшtзJ в !оподOгяд Хаусдофа выlокае! рав-
ЕOIорвая пOлy8опрOршввOOть oEliзy.

б) Ilуслъ лочrа tо€Q r 0врес'lЁос8ь цуля а э Y эш-
брапш проt:ввOлъво. Лпл дока:атохьотва рвношерноit пOлуuепре-

ршвпоотI oltшay требуезол ввйтп 0кресtвость Vrt; такушt ч,tо

Фсtпr!о + ZLl+,И , t, V:tol , !о е Ф:t"1 .

Пуоть 7|6лкреалвость вуля в У такая, что ZLo+ Цс |l.. Иа

оtкрfого поrрштrя коIпакта фrЬl шпошос!вашl вuда Ео + И,о ,
гдо !осФrt;, вшбереш ffовбчЕOв пок8шlrо. llyoTb ато булут
tп*Zо, ... J lon %о . llайдеr окреотнос!u V; ttol r соот-
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Допуотлr, что фр ва слабо допувопроршэltо ошrву. Тогдд
вайдутся tоё Q , слабая oкpaoTltoclb дуля 7l=Ц,(E,al,...,pz\l
ш дtя повоrорого QсФоrtо) ваfiдотся аетъ tп-i7о'Ъакая,
чю фrtпiП(tо+U):./. По теорцо отд€лпuостш ваf,дутсп

/na Х l llNn-lt=l., Йвдопяшчtlда Фrсtп1 u 0o+?,l,, |,в.

!Сgпt< !о сtrь)-€ , !, Фрrt*t (6)

3аrеtшrr, чз0 !а пришлдOsат поляр
леIаl в плоовобтчrчашвутоfi Bg &{,а2,

LL , следоъа!адьвоr

",r7'nlt
rъ

!^:Ё,Cta^
Сети (cil огравlqочш. Вв ушевьшая обцшоо!п, сч!!аеш, что

ct.-* ci ( к=.|,...,tL). !i поаточу En* Uo. lta BepaBottoT-

ва (6) сдедуо!. чз0

Pt*(yn), !осу;-е
Пореходя к прOдопу в пOслвд!оrt швравевсшо n испOпьвJя пеIцуr
пOлучаOц

Р*о(,ф)4 to tуо) - € ,

чtо прO!шворечпl соо!l!ошеншD !о е Фрrlо). Слвоsате;tъЕоr фр
олабо пOIJrшOпрOрtsвo 0вш8r.

б) Доrцуотшш, что фр пе слабо шопупепрорвно cBoplcy. Тог-
да ваfiлrrg !оч_ка toё'Q , 0о!ь t*4tо, слабая 0кростшооть

8Jдя 7L с ?а. ёфр(t) tа8до, ч!о edf (фрftо1+ ?L.) .
0тдедяя en ol Фр{tчl+ И адоI8Еrацв faaX , llalt-L i
пOпу чаOи

!о(а/&)? ?cg,n) +ё , 
', 

Фэ(tс) .

Поатошу

PxntYnlz. !а-(3а_).-Р%(gd)+€,. (?)

Тав re, чI " f а\ шоrпо счхтаtь0 что !4-+!о. Пероход tc пре-
дбпу в (7), oroBa полJr(аоч проrrDорочl-е. ПЙеддоrевltо дOtt88аво.

м rоrпаrтвнх оуtlлt{шоftпшх опортOрOs проitлсrонше 3 rоrшо
J|точвчть. Суdшшейвнfi 0пораrчр Ев8ццrо!ся fiоuпаfiтншI, еодш ов
пореводltЕ шар в Х в о!80оIfаrьво ttочпактшое (в !0пологш1,

рвпошорво! схOдпr.осllt CQ) ) uBorecTBo. По теорешо Арцела-

q8



-Асшолlt оJблппеilвшft опоратор кOшпа8теЕ !оглв п !0ль80 тогдаr
rогдд дrlя rаilдого €>о п лпбоfi точки 4rQ наfiдоrоп ок-
рествос!ъ V{to) точкп t" таtrая, ,lтo пр! t с Vc|1 п

tt.ztt. l DшполЕепЕ шоравошсЕа

(Р.ъхt )-€<(РэХЬ< (Ра)(|)+е. (s)

ПРýlЦОДЕНlIЕ 4. 0 т о б р а I е Е ll о Фр
DOlствуDщее
поfiноttу опор8lору Р , пd
в0 в с}tльшой топологшп Jt

Фа.
ДОКА3АlЕJlЬСТts0. [опустиш, что фр Ео полувепроршвно свп-

ву в оtллъвй Iопол_огпш J(ауолофа. Тогдв ваf,дутоя rочва bBQ,
мр BrqD ъ Х' pamryca ё=о с'соtъ trt" , ZпrФосtо)
!al00, lп0

?а/Фр{t;+Всо,€l .

ПoBTolly найлутся !п€ Х , nln/=y'r стделяпцпо 2n о,
Фосt;+В(Q€) , fi.. v

Lncщnl>!ry*)+e , !сФr(td). '.

0ткуаа слелует, чтЬ

Pto(ln l = 
!о r{n l >- Рц ( 

!ф ) 
+е .

Для зочкп |с Q no .'l, паfiдется otlpoctвocTb
to Т8каяi lпо Ешполпепц веравенсма (8) о 72

прll toe Vrt") шшоеш

, Рао( !n) а Рцt !-) +-2, ,

что прOтиворчит (9). Авалогичао шошlо доrаеr!ь п полушепро-

ршвность свор\у в оlлльноlt tOпология Хауодофа. Прэд,цоiэвпо .

дOк8ааtl0.
Теперь шш порохOд1,1ш s тоореrо об общеш впде субдишеftвогп

0пOратора.

ТК)РЕША1. Пусть Q -воllп8кт, Р -су6-
rlllвоfiвшfi операторr 0тобраrапцпi
башахово простравоIво Х с С(Q).
Тоrла сущоствуот та8ое вопроршв-

,о
0, б
пра
8,0

0lll-
пl-
pll в -
дOр-

(9)

V{t; юrвп
. Поэтошу
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вOо D оrаб0l !ошолODи! Iаусдор-
Фа оrобраrовшЬ ф,Q*Y(Х'), что

( P-T)(t) = sry !с.э) , (Io)
!с фсt>

ltPll=sLp fry tt|tt . (II)
taQ !6Фсt)

0брат
6 ра re
рЕдбr
сублш
пцпfi
ляешоf,
0пOра!
!0Iьк0
проршв
Iауодо

о. 0спl
лб ф tоццf; рsеfrвчfi о

ь C(Q)I
рав880

ор Р 8о
Е !0ц

Е0 в оl
РФа.

8
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ДOКl3АТДIlШШО. Нообходичость. СублшнеfiЕоtу опершору Р
оопосtiвдr отобрrовпе фр . По предлоrевшш 5 Фр удовдеt-
вOряо! вссц уоловlяI теороцЕ. Еолш опервтор Р коl.павтоЕ,
!о Еа.4о сосдаIься ва проллоrбЕшо 4.

Доста!очвосзь. Пусть вадано отобраrовше ф r удовдотво-
ряDцOа JrодOЕшяI tоороtц. По8аrеш, что фрчула (I1) опреполяаt
сублппеfiвd oпоратOрi действупшщf; шв Х ъ CQ) . Вgачапо

УсЕsповlц. tпо 0пораtо9 Р , определешй Фрlулй (I0), делt_

сшует э CQ). Пoкatrott, чзо фшчпя Ра пепрершэпа пр}l

лобош 'а, х . Пусть €>о . Раосшотршll слабуш окрастшOоlь
sудя LL s Х| DиJIа 7L: Z,эrа,.ъ1={!<Х' , l !.a.li:€.1r .
Ддя шацдой точки ЪZQ паfiдотся опрЪстшостъ I'rro) 'точкш

tu а Ф'rt,l<Фсtо)+а , фсt")сфttl+?/. прtt bel'i--o\,
0!IсJда спеш/а!t ч!0

P,ilt|) - е < ( Рz)(t) : ( Р_ъ)ё",l 
" 6.

пр}r t с Vcto), чtо в дOкаацвает волроршвшOсfь F-- .
Топорь покаIеlt, чте отобраrошшо Р сублшшеilно. Полуадди..

тlЕшOсть и попOIиtФtьшая одfiородносrь очевпднь:. Oсза,ltось дока_
sЕть огрsнt{lrвЕпос!ь олобраrепия Р , которая gквшвалGнтir& ог-
равшчеввосttt llнorac?Ba ФrQ1= U _фttl в Х' . Oгранttчонность
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пOслOлЕег0 rвoloclEa вш!оваst па ого шаdоfr воIпакшосtl в
Х' , KoTopyD лог8о поlаваrъr пспольву, полувапро1швпос!ь

сЕерIу отобрrевпя ф r олабуп кOIпактЕосlь цшоIоств

фсtl (fuq1 .

Дя вавершецпя IоваааrольстЕа осталооь поrа88!ь, qtо осдl
оtобраrовrrе ф Еспрорlчвв0 в опльпоf, топоIогшп ]Ьусдофа, tо
опGра!ор Р коlпавтов. Пусtь ё>о фrспроэапо. Тогда для
rаlдой точвr tо€0 паftдетоя oкpootвooTb VCto1 точrш d
,авая, ч!0 ворвв вкJmчввхя:

Фсt2. Фсtо1+ Bro,c) ; ФсLоlсфсЬ+Вrоrс)
прп t.e Vсtо).0тспда слGдуоlr ч!о дrlя опорslора Р спра-
Dоддивш Еорввевоtва (8). Коrпаrтшосtь Р уставовлова.

3ДllЕЦНИЕ I. }tэ tеоршr 1 вште.rавл loopallа Б в сшлу того,
,llo одяOвЕачвос отобрвrонпе ф :Q--Y(X') цспрршвво Е crJtD-
воfi (сшбй) tопологшr Iяусдофа Iогдд п l0IЕво ,огдаr Еоглд
ф спльЕо (шабо) нспррвDво в Х' .

3АХЕЧ.АIlШЕ 2. Теорrа I остается спFведлпвоfir ослп 8оllпав,
а 8аIовпть пропавольsшr tопологчqеовнI проотраffотвоll, а
С@) - lФосtравоtЕоll BC(Q) -огравпчsRнцх нопрершвшrх фпв-

цri с топопогшей раввоrервой сход}шостп u пр alou'B условпп
,аороIш потрабоэать огIвцпчвнчOоть в Х' lвoloclвa ф(Q) .
Ottотчl, что прl4водOвlов Dgдс довава!ФlъсlЕо проходпl доодовЕо
tввtаlвэlOIсrrqас.

3. Ша рауrьtаtоs дЕух проллдуцII пJЕrtOв яопо; tпOлоуцесI-
ЕоваЕпв опорцш опоратороЕ в суФшвоfiвоry оЕораlору Р слс-
дуе! пв оуцЁсlsоЕаlшя олабо аапроршвЕшх osJloвlopoE озобрrочип
фп . Ва с8Iш Iвш спDаводлпва болоа !очЕ8'l

Ырвrда. Пуоtъ Х' -оспs.р8ббльвос
баваlоЕ0 простраЕс!.в0. Дусзь ф
олобраlsа! trOIпакrt) а э W(Х')r,
прпчсI ф(а) оодорlп!ся э Eotroro-
poI f арg проOrрашсlв8 Х' . Тогда
эOtrl ф сдабо поJtJrвспрорвЕво оЕи-
эуr ,о оrlсо!Dуо! олабо вопро-
рпэвп! оо!сr!ор отобрsIrвlя ф

а - пapfltзollпаЕl.r) Тоорв опFDс!дrЕa, Gоrп

бI



Теороча 2 солорштоя в обобs{,еЕшях тбороIш
чич llайrлош t9J и Гейперr,ll Е8] .

А 1 .(ffl!b!x с&-

ТЕOРЕШАЭ. Пусть Х -свпарабольЕое
ба f,ахово прострашотво , lтp -Itt0-
аостЕо зоох опOрвшх к сублиноfi-
воцу оператору Р . Тогда (2р Ее-
пустоtп 0правOдлпв0 првдсlовtrс-
Elt0

Рэ=5цэ ДU,- trrila, (I2)

гдо супрочуI баретоя з С(21 .

ДOКА9АТЕJlЬСТВ0. Рассшотрrш отобрrевпо Фр 1 cOOtBo!-
o!вJrDщоs субпивоf,вочу оператору Р . ЬноI8стзо ,Фоrq1=
:L/фо(t) содврil,t!ся в ltolGolopot щЕрs ,\'t , пршчаr Ф;,
LeQ'

олабо полувепрбршвво ончву (ато саодует пз lворешн I ш пред-
Jtоаонпя 2). . lBorooTBo l2p не пусто0 (это шедеl хз пред-
JIOIошиfl I, тоорошr 2). Справелливость фрlуаш (I2) вштеваот
шв OдOшlDцtго ЕаIЕчашшя. Поточ9чншfi супрешуш фупrсцrrЙ Ао- ,
гдо l "l2p , а ,z - фикспрованвшfi адешэпт шв Д , асть шс-
прврЕэваi фун8цпя! рsэпая Pz (т.к. чорвэ rатдуD точку rра-
Фпша фр цOrпо прOвести c8Jteкlop, т.0. для лшбоfi !очtсI

toz Q. u !о е +orto) суlцастзуOт слабо шопрерЕцМ 0олв8тOр

р оtобрахо-вил фр такоfi, чtо f Ёо)=ео [В_]).

Дпя ;ошпавтвшх сублшнсйпшх опсратоРов тсоречл J llоrоз бцтъ

уrочшона, ссдш вшOото tворешн 2 воопольвоЕатъся тооречой Д .

TmP}:llA4. Ilycrъ Кр -шпоасство fi0r-
пак!Ешх 0пOрЕшх 0пара!OрOв r
Е0llп8к8воцу 0ублпнайпOшу опера_
lopy Р . Тогде-Кр во пуOтOо IЕо-
tOc!B0, и оправOдлllDа ФOрхула (I2)
(прr {2р= hp).

4. Вадвча опшOания опорЕцх ваttлшчаотсп в слвдпщеu. Ilуотъ
даЕо чноtество дпвсttвнх опорторов С . iiогда сJщаствуст
сублlrвсftнй опвраЕOр Р tаrоfi, чт0 !27,=з2 ? 0тtдстиш сле-
дуршtий простй факf, вшлскапцпй rв щ)одJlоfiеЕия I ш тсоречш I.
tlпоtаотво Л ляшсfiввх 0псра!Oров (или, что то Ic сa}toв' Iв0-
Iооrво слабо пепрсрцвншх отобрrевий f ,Q ,--Х' ) будет
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!орв0 Ечпуtсдо, пOду!апрOршвв0
0Bopxyt дпаговалъво 8aIEEyloi
0гравх.чеЕ0.

ДOКАЗАТЕЛЬСlВ0. llеобходшчость. П9оворшl, чtо оцоршоо

IEoIoclBo (2р r сублчвейвоцу опер8!ору Р удоЕIеlворrе,
всоI усдовшrI !еорошt. llпоrвозво Ор Ее Iryсlо по tеороtо 5.

а) 0перторшая вýцуклосrь ар .IlycTb Дt , ДrеОр,
t.е. (!,2)(Ь< t Р.р.)ё) : (д"z.lttSа( Pa)ctl, 3аrетпш. чrо
опораторl В, деf,ствушЙе i СQ) ш удоЕдеtворrDцtiо Jсл0-
эuэ O.B.ll продстаЕляDtс, в вf,до q.ёll r lдв d,, - gо-

прерlвЕое отобраrечше а э ГО,lJ . Пoalolly ЕаIо пова8ать,
чtо лл; каrдой пепррлэшоЁ Фуввltдп o(,Q---- го, lJ операlор
.x.I\ +i,t-с-)lДzсl2р . В саrоц деле, шeorr а<tltД,а,,){t),

,,- а- < t) t Рэ )с t l,' с l, - i: t Х !r.rr') z (,| - а t t l,y Рз yt ), ciorrB
0rш церавенстваt полуtlrч лробуеrое соо!вошевпо

ac,t li Д,,z )(t,l +11-аd)Аzz)(t)< (Pa.)rD .

б) Ддагошальша, за|lкшутосfъ {2 р . Пуоть Дпсl2р дI8го-
taJlbвo сходlтся r ,4 . ШоваtеI, что 1af2p. Для лшбой rоч-
tcl to Е Q по опрOделошшD дшагOцаJlьноf, сходдllостч шаf,лутса
oolb tр*tо х подсоть Да, соtп Дп !а8поr чло (Д4"z)(tо1

сilодпlс, в (Дz)(t"^) ллl ваIдого -теХ . Таfi шав Дпс!2р,
ю ( доr22(t7j)-(Ра)(tр). tlоатоцу, пврsход, к прододу др!
ваIдоц .ze .Х , nleel ' {ДаУ|)zСРа,Yt), В ошлу прош8водь_
восtп, t'Q покававоr lllo АСI2p.

в) IIолунепррlввость сверIу i2 р . Будеш рассшатрuватъ
J'2p Еак lrоrcс!во ооле8торов отобрrевчя qrP . Пусть
t-;-to (tnrtoeQ) 9 уа(/*) слабооход.ttся в аоаХ| ,
где ,fa_ - осiлевтор отобрdrвншп Рр . Д, докаааrедьсlва
пOлувопрерlвпOстп 0верху достаIOчЕ0 ус!аfrOЕlлlь, чт0 чер08 пару
mчвв (Ь , ео ) прOIодх! оодоs!ор оrобраrеншя. Фр . По опре-
делоЕrD л F,ф цIвеI fr(ёплt:.zlо- , P.rrto)ru, сд€ловаlельlоl
ёi.з <{Pb.)(fa )l поэтоllу cyloolByo! содоrтор f,, Q р TaKoi,

ч!о ,/(Ь)=€о .
г1' ОгршпчеЕцоо!ь _l'2p вштевsе! nB огрltшшчеЕroоrr 0пбIп-

торе Р' . НообходtIость довааана.

Достаdочшооть. Лустъ .(2 удовлOтв9рrоt Bcвll уоловшrI тоо-
рочr. ltaK yIE отIоils.пOоtt uHOtecTBo .i? опоршо тоrда r тодько

l
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tOгда, Еоглв оlо совпаддеt с шIOIоствоI слабо цOпроршвшцх 0о-
Iак!ороD воt(O!орого цепрорвшог0 в одаOоi lопоJlогtlп Щуолофа
отобраrепшя ф ,Q+ Yrr' . поэтоllу pacottg'putt отобрtrв_
Шrо (uпоговвачвое) Фп:Q-+ Xl оледlпцого вшддз

Фпrtrtусts,fr2У Телорь плаЕ докs8атольотва. очбвц[Е01 ФI0-
IJOlциt. 

'Надо гскваать, ч!о

t7 frCi) ё Id(X|) прш каIд0I {еQ р,е. фл,Q-,--*ld(х')i
2) отоdраrешие фо шOпрершвЕ0 в слабоft I0полот}ш )(ауо-

Дофа;
Э' !2 ооо!оп! п8 вовх соле8торов оtобрrенш фо .

I ) Вшпуrспосtь l ограпшченшооть t BorOcTBa Фпtt ) вштекает
0оотвOтсlвевн0 ш8 опораторttой вшIryклостll [ огIвндчепшостп Г2 .
0оталось докаваtь слаOую ввнквJтOсть Фпсtl . Пуоть !о-см-
бо продолъвая тоqfiе Фпr-t1 . Тогдд наftдето; соть 2ne Фпс*1

ошабо охорцдrlоя 8 ео . Воаьшеl ооть {аr=11 при лшбош d .
тотдв в 0rлу пOдувопрорlвЕоо!f, овещу чпоt8отва ll шаfiдетсл
оrобрrевпе FrП rа8ое, чtо yrt):2o. Пvолоц !осФпсt),
r спабап EaIBEyTOOTь шцоаосlва Флсtl доЕ8заЕа.

21 Ппr докааа!олъствs подуЕопрOршввосtи св}rаJ в слаdоi ть
пOлогчl Увуодофа отобрrепшп Фа,Q---> h'(Х') доOтатOчЕо
в сипу предJtOшнш 2 докаватъ его слабуш пOJIувепрерIвнос!ъ
овпвуr кOтора, вопOсродствовв0 EllToKаe! п0 0прододопll, отоdр-
lошп, фп . 0сталооъ дOfiаватъ поIуЕопрорцвнOоть свещу в
слабй топологtiш Jhусдофа. ко!орая следlот f,з пOлувопрервшоо-
тш oвep]qy п огРавичоквоOтш uHoIeoTBa ,(2 (озtlч tt оdэяопяотс;
!арlдив попушепрорlэвоотъ сверху1. Доrryотrrш про!l|зпое. Тогда
наf,ryтся соrъ t;*to, смбаа ошроо!вооть ?,L вуля в Х' ,
сdть 0n , lnc Фпr**)такие, чtо !п|(Фпttо1+?Ь). так

шак !* лоIат в шsре Х' r то, но уllаJlяя оОшrоотш, чошrо

с,lиtатъ, что 2n ваабо сходt?ся в !о (шар в /' олабо коц-
пактен)..Но !о lфл(tо) , тав вак !о,S(Фосt;2Ъl, ч!о
прOt!вOречит цOпувепрервнOстЕ свOрry llвot9ctBa J Z .

IlyuKT 3 ) в вачlеч доlсазатодьство 8аrrевп! lrшTopecнoв !l oauo
по оеdо
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ПРtsДrlOЬЕН}lЕ5. Пу с т ь liц 0Iо от в о о п о рs -
торов а опорsтOрttо вtlпукдо ч дп-
агошалъЕо вач8Itуто. Тогда лпбоf,
слабо попрершввшfi сопектор 0т0-
браrо8ия фп пршЕаддеIшт О .

лOкА3АтЕльсltsO. Впачалв уотаЕовllч следуюttшit факт. Пусть

{tiJ -.ковочноо швоаоOтво р88дп,rнtlх !очвк коllпакта е п

Е, BPnri;) вшбраttп проtlэвольtro. Тогда шаfiдется отобрапевив

/2€!) такое, что g(t)=!1. Докааатолъство 8тог0 факта про-
Ъвдеr, индкцпвfi по ч{.rслу точбt(. Если точttа Есего одIоr то шс-
8or.oo отобрахевие суцоствуоl по определонип отобраrенпя Ф12 .

Допустиш, чtо атот факт вереш рlя числа точев _Z'rz. . покаrеr
ого справедI}tвост.ъ дlя rL+ | точ8}t. Пусть даш ti , i=ir2r...rп+!.

По прдполоrен}tD суцостryат. p*E!2 TaKoer что fntti)=2;
прп 1е ru . По опрделенпп ф; паtlдется отобратоiио yr0
laкoer что g{tо*t)=!п*t . Воаьцеш нелрорнвнуп функцип
а- , Q -,> Lo,-| j т8кую, что

lit"l=t ! , l 
,= 

1,2, 
.," 

,l,L ,

LO, L=lL+l ,

0чевидшо, чло отобраrенше fп*l , опрелеленвоо форllулоt

fo*l {L):b(L) fпсtl +(l -аrtl\ftt) ,

прпшадлетпт О п fo*rttr)=Q пра l=1.2r...rп+1 .
[:tя того, чтобп четче шдрлхтъ пдер док8эательсtва! ввачале

првдполOilиlir что d - чотрпч.скиt кочпакт. Прш атоц ваfiдOтся
посл8дов&твльшость_ [to} в Q , вOIорqя яýляется всвдl плот-
вшцlltlоIествоцв Q .

пустi р - слаdо пепрерывншt селеmор отобршенпя фп

lIoKaпBrrrKaK постропtь последоват8лБносlь 9nc!), диагонаJtь-
по сходя!ryрся tc Y" . Вшбервш r., i2 Ъледупщшш обрааош:

fп t tm). - УоС 
t,* ) пр}r tfu z п .

Локаtош, чtо Рп длsговаIьно оходtтся к чъ . В calrou деле,
длп пропэволъвЪil точки tъЕ Q_ наfiдется подпOсJIедовательвосIь
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to;-to (в случае, если t.:to , делаеil 00 стащиоs8р-
ноf,). Но !о_!да |,ьл(tолl=роtti^) слаOо сходи!ся к

;4{То) . llиагOltальная схOд}rхOсзь ш r" усtанOвлеша, слOд0-
ЗаТOJlЪПo, tpo ё tl .

. tlустъ TtinBpb а - прOtlэвольвьй кодпакт. Пустъ lL - свтъ
ковечнцх покрштrrtl Q 0 упOрrtдOченпýх по ра9цоаьченшш. Вшбо-
pot 8 кацдоц элецеЕто пOlсрштttя по Totllco (обяваrельно раэлич-
ные). Пусть Ро-слабо пепрерлввшtt салектор отобрьения фо
Посtроиш coTj fztel2 с0 олOдlDчiltll овоfiоrвоц fцtL)=уоttil,
rдо l;-конечшшfi вабор точоtс, вшбравшtlх иs БаIдOrо oJloleilTa
поврцтttя Z . Шока*еш, что f', диагопалъв0 схOдlдтся s Fo .
Пусть to{Q , 'l/(t) - сотЬ оfiрOстностеfi точкlл tоёQ .

flусть 11.'-подавtь соти ?l , в Dлоl|овтах котороfi содOрIаIся
пOкрýтця lл8 сети а(Ц). 00оашачшш чорев tч, fOчIсJ, Bll-
брнвуш ъ Zlrto1. Тоt.да f"lltt7y): fоЁцr) * fоrЦ.' !

по!оlry чт0 tч, сходится к t, пl следOвательшоi F"rП
Теореша докавана.

tsАlIЁИlШli I. 0тrrетиш, чт0 сепарабельнос!ь ,Y шOполъ8Oв&-
на лиlль в докааатальс!во чеобtодllцостlt (таш, где докаац8аотся
подуltелрорlвдсоть сверху шношестDа ар ) дJа приrrовшшос!ш
теоречп 2.

3АШЕЧА}lИВ 2. Пршведеи прпшорш, пOказшЕаFlIшtе, что ви ол!о
lta уолозий в тоOреrо пG шоаЁт Фть получено иа 0с!альRЕх.

ПРИНЕР I. (ПолунепрершD}tостЕ cBep:qy _r2 ).
Пусть Q =fо,Ц, l= Р . 0прврлlлч ф,Q * b'it''.) фор-

шулой
(loL ozt+/,-

фсt)= i'"J ' |*"="
|tо,l1 , 2z пtzl .

ПJстъ J2. - шнохесl:во нопрершв8шх ce;tefiTopoв оrобршеашн Ф.
ПРИilЕР 2. (0пораторвая вlllryýдостъ).
IIусть Q =ГOrlJ , Х= Д. . пусть .r2 состо!{т шв фувшциf, tto-

otoяlllнxl т.в. 9iL)= а , где а€[Оrl. Тогда а!о шоIосlво ll
oграfiпчвн0, и полjlнепреЁэн0 oBep)qy, и диагOшадьп0 аацffвут0,
н0 це я8ляетOя 0пOрныц.
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ПРt{llЕР 5. (0грвпчвlшоO!ь С ).
ПУоlь Q=д9, 11 l Х= Р . ВоашеI двоrр[цатодьцiD Еопроршs_

пуэ ФувкIrяв *,Lчr)*Р, прlчеr в У Фувrцпя lIво! ворtп-
lальЕrD вспшRt0lr. PaocttoTpшrr чtOIос!вo селвкторов О слодуD-
цег0 ьtO6раtOшя Ф, Q*Х'

:. Ге, o<!.a,cL| ,LвГо,f),фtLl-- 1' |го,-1 ,L=l,
пРпшЕР 4. (Дшагонаrrъ!ая вцчкшутоотъ Л ).
Луотъ Q =[o.1]l X=CGo.rJ). Расошотрпч сублttввfiшй опвF-

!ор Р,Сtо..rlf.-СGэ,tJ) Taкofi, что Pa:ttэInф) , гдо
lrtl фув,ция э .. C(iqU/, развм тоцротвеппо У . PaocroTpшil
IBoaocTBo лuшеfiшшх оперторов Л 0лодуDцого вшдв:

П={fаlОе;!' о гдо al, - шопроOцЕ8оо о!обрашшв ra,/J

в L'qlj | !; -опоранйФункционшв ll.zll| la -проIsводь-
воо ватурsпьшое чполо. Тогда _Г2 удOЕлотворяоl DовI уOлоDпfrI
!аорочцr ц8 ЕляяоD пи]ь дltаговальво 8аIквутчч. Поолодвоо пог-
ко Еltдотъ, !.к. в Л входят топь8о коllпад!Ешо опоралорвr а
lоIдоOтlовшй опоратор, NOтя п являе!ся 0пOрцшIr Е IE0I80!B0
!2 Е0 жодtт.

TEOPE!|A6. tl о пу 0 тоо шЕоIооlвоОrоr-
павrвшI лпltвtцшr 0пораtOрOD
Д,Х*СQ)V,Q-Х') яз tr я е ! о я r оIпаr tEo
опOрцшr l0гда ч !0льк0 ,0гдаr
80Dда 0ш0 опOра!о
пOJlJяOпроршвЕ0 0D
Еальшо ваш8ву!о (

воIпавlвшх опOра!
qоЕ0 ш дrя каtдOг
IrЕц ооотЕ0Ilошt!в 3

впуtсIOr
дrаг0-

0lpaEc!l,
r 0EpaEl-

а опраDоt-

Ё

рв0 в
0 Рхt l
Е пр0
ороэ)
о toe

!u*t-to

ь,L*Lо

Stlдt м
p;rz уъtrz

sцр iпJ
yzLn уliП

пй (t) - prto)ll=o ,

tl 
у, 

{il - f, ctol tl= О

Фэ}

.(Е,4}

ДоваватодьотDо !оороraц rolшo провостtt по cxole дOmвбrэтъ_
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ства предшдJщой tеорецш, ecrll,t yqeoтbt чIо условиfl (1r) ш (Ia)
ЕкЕиваltештшш вопр€ршзвOст1,1 в сильltоtl lопOлогиш Хауодофа оrо-
браrешшя qh , пр,lчЁu аналItв докаваtелъства пO8вOдяе8 сде-
лаlь следlюще0

.ЗАlIЕЧАШИЕ 3. Пршводопнше в Teopct 8 усдовшя шошво оодабитъ.
При вшполнениh соотшоцtониfi (1Э), (I4) пOдунепроIшвность сверр
ху шноrоства 1] 0боспеqцваотся вшпOдhешио}t сдедDщого усдо-
впя. Есди при HoKoTopOш t"Q сеть д,l) , rлв fa cl;| .
одабо сходtлrся к Kaкolly-To !е Х| | т0 oущостlуеt ye.i)
такое, что yril=! . Пptt вшltолнЕпиI,l соотношеший (I5)r/ (I4)
диагоffаJlьааil вашкнутость (в простренство кошпак!нцх опорато-
ров) шrrошоотва -(2 обеспочиваотоfl ааriк}Iуtостьп относитодьЕо
сходишоOтп в слодуsщеш сшнс.ltе. Сетъ опервторов ul1 'X--C(Q.)(pn,Q --Х') сходтся к оператору Д,Х -C(Q) ['9,Q-*X|l ,
еоiи рrя каIдого toe C| пайдутся сеtъ t6--f," и/лодсеIь

fot сетД fа_ такиеi чtо уэ^у 
(tp.) (iак прошзводошпе со-

тЫ 1 спдьно /схOдиlся в F(t)' ,

ЗАl,tl]ЦНИЕ 4. Поско;tъку кацдыii К В -пшеал ограншчешншх
алошентOв п0 теорешо Креftнов-Какутапи шохет бшть роаливовав
в видо прOсlр&Есlва шапрершвЕilх функttй на пекотороч кOrlп&rто,
!о длf, сублttноfiншх операзоровt деfiствуюrliлtх в Х -линеаJIв ог-
раsичецншх эдецевтоDrсправо&lцвЕ теорочш 5, 4. J{ля атого сау-
ЧаЯ ШOШl0 ПОЦУЧtlТБ TaKfie 0ПИСаНИе ОПOРНЫХ linOЦeCTB.

5. В эточ пушкто прfiводится пример оублшпеfiного опор8тора,
ше ишоDцего опOрпото в HeKotopofi точt(8. liудеш гозорить, что
оублппеttншfi 0ператор Р шчеет опорБшfi оператор в тOчк0 .2эз ,
вопп сущоствувт опорпьdt опарsтOр _ дсар TaKOii. что Аэi:l\.
}lсходtшш дJtя нас Фл пришер ив [а-| вшIlj|кдоrо оператор, доfi-
сJвуюlцlrго ив р- в С(гt.lз\, субдиффаренциал кOтOрOго есtъ
пусrоg }tнofrl,,TBol l!}teHHOi r.rЦrYt\,,-t,".-tl , ас Р , tвг. {rtJ
Испольауtt схеиу Хорuапдера ICJ пOлуquнлrl сублинеfiшого функчltо-
нала ша fitrлуклоt,о функцлtонаr.а лдя ttа8дOг0 LСГ,'.. /J, получаеш

следJющий олеретор Р : [!l -((РЦ11l.- действупшitrfi,Ьогласно фор
иуле (Д.п !,))it) =1j -gi l, Lct71,1.,] , (цу)ё Р'. Его субля-
нейшооть прOвсряетоя яепOсредст8енно. Такшо ношосредсшенн0

устsнавлива()тOяr чт0 в тOч}се ( 0, / ) нет опорног0 оператOIв.
В заклюqсние автор lttJpaмeт глубокуп 0лагOдарнOсть Г.Ш.

Рубlrнштейну, А.li.РуOинtlву, С.0.1(утателадве аа tsшиltанпе к рабOте.
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