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l1.I.Рубппов

В pOolo El Dao.Iotpeвo пOцяllо вцUrDоццо! подуцохlIш 8а-
дачr rшцоlвого прогвшl[роDашlt (в.tr.л.). Ввулрошвяя поrJвор
Iа,8.л.п. _ _tlo8Dotrot пsrqаlD ЕOпроOш, drяаirшвшо о двоlсtввв-
ЕoO!ъD BoJl.п.

Саrо повялпо Еry!рвдого пр0O!равства Ь.д.п. 1 !.о. Iро-
оlрашO!ва, оЕдбIеввого вшулрOпввl попуворчоl. овд8пва0108 по-
I0ЕЕII ва ,otbso в вOпросаI, ЕапосродO!ъоЕЕо свяЕаsЕшх о lзу-
чоЕиаI Ь.л.п.r ЕаходяцlхOs Е двOйоlвоЕвоOrпо Шапрпrер, шзвОо!-
шая шоDIа Еавторовпча-Рубпвцrоtва в прOсtрашс!во шр [Z] rb
lor, расOчs!рпвs!ьо, 8а8 вцу!реаЕяя пOIувOрllа трвопорrпоi
,В. JIо П о

Впутровняя пOrуворша опродоляв!оfr свачаlа ва кошJOо. В вао-
лояцоЁ aatrolвб рsосIа!ршвап!сff 8o80!0pla споообш распроOlрашо-
Еlя пOIупOрЕ{ с 80шуаа па прOстраЕOlв0 ш FрпвOдIтOЕ 000180!0!_
вуDещо Ер5шеFl. BaTer прuводtlтся прlI0р в.л.п.r шrорцвf, овrrч-
Еоо впаqOшиб 0l 8ЕачеЕ![я ставддрtв0 пос!аэJIевшоt рйстDOЕв0l
в.Jt.пo. 9rот пршер бцл шаfiдеш ltрччероч [Э]. В Фrчао вводв-
stiя вшу tpoпtloгo дрос !равOtва дЕоft ctвeвBoolD пO-прO]rвцtt tuооt
I0c!0. ,л./

I. Пуоть Х а 'Y 
- лпшаtвце прос!рацсr8аr Кх - Ед9-

прошавOдrцld воЕуо в гроотранолво .Y , Кr - ,?,цу. э ý ,
lrЦеfiпrfi опоратор .4 деfiствует пз простравотва Х в } .
. Пустъ проо!равс!ва ( Х , Х') ваходятов в дво!отвдglнос!п.

Цц будеr расоlвтриватъ в цросlраЕOrвsх Х , Х' , 'Y 
0!ЕOцо-

ншя подrУпорядоЧвflшяl порOIдвоЦIо оOOIЕоIOIЕешшо кOilуOоI Кх,

G
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сопрпrоввшl в BBlry 8опусш Ki
воtовпя будоr обозваsа?ь aBaKoI

Раооrоrрпr вад проо!рsЕOtЕахш

п коцтооI Ку .9лп ol-
>/ . л./
х а Y сOIеrо!вов.trопо

@y)цcY | @-8,) Jс.э,l--,-* шj,
дz=-?,
ZzO ,

гдо l,=K: .---Lyt;"'X=AKx 
* К7 , Y=JC-il.Y . Послрошr ваI

прOс!раЕGЕэaIп Х .l -У вовоо сеrеtсrво волопо {fpycJt 3

(Ру) lc.l ------ ф ,о::!.,
0л_вошввше поtуудорядочевхя в Y с,шtаor пвшlц!роDаЕвшI

lз 'У . 06оавачпч сшачовliо а.л.п. (Рц,) чороз pt!), ао-
!рудо ввдо!ь, что Р(у) п9п yrJf О 

рввяоtся'п-вв8чонш
'а .1t,п. (dц) . OJtввцлtiваr Р -сJбаддпrшЬоп, поIоIш!еIDвo о!-
Еородов ш 

овеолршцаrо!ов на шбвусе J{ .
ФyBBltltolвr р шоrеt фть продо.II0Е.прп ЕоаOrOЁх продп0-

JtоIошпяr ло полунсрlпtl вадапвой ва BceI прOстравсtво Y=J|-J{,.
Таrуп поIrвOр\у Ba8OBoI эвутрешпеfi полунорrоf, ооlеlсзва 8.л.п.
СРу) r а проо!рапOтЕо У . спабrоввое этоi поIушорlоi,-
йвirроввrr проо?равс!воl oatrвficTBa s,л.п. (pg) .

В даrьпоiшI продtолагаоtсrr ч!о воlцlс Jd I[ЕпадрадеЕ.
тогдв каrдil эtоIвв! ?, Y од[ЕO!вовшч обравоr прOдстaDIев
в впл0

у = ?*- з- , !*, 7-'J{. ,

ч+:sч(о,?) о v-: iч{O,f),
тдо оупроryr п чвФпryr пош!шаDтоя в сIцоло о!вOдоtlхя пOдJуЕo-

Будвr предпола8атh qlо cylвcтByeT сопряrенвэй r А опв-
ра!ор Д* z Y*-* Х' , tдв Y* - просlраttсtвo9 сопряIоs-
вое r Y в ошlсIо вцутрошнвt полуворlrс.

Теперь вад прос!рашЬзв""r, Y* п -,\' 
р" каrдоfi а.л.п.

,/э!) Iorпo раосllотроть двоtствепвуэ а.л.п. (f!,,l 3
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Pi) !,y:;-F' 
,-!=С", 

lrV*.
Прп BeBoToplx астесriевпrrх предtолоIевчяI 8.л.п. (fu) п

(в::) буд!rт ваходаgьоя в двйствоппоотп прl к9Iдоr'йrfi ,
ШЁа{е yoBopr оOIп qu) эпаtrеЕчо воtr.по (Р;) . Yo прr

уr{|С вцполвяе!оя'рЪовотво P(g)- Vr7l' !- Во rвогrх sадачах фувrцловаr р ,дODпOтворяo! oлorl.rDцOцу

уоIовпD IоЕоlокЕос!а (М) з '(М) вgIп 7t , laet " зr=!r., to FPvPry).
Часто уаобв0 рsопростравять фувкцtаовш Р о вOпJса *Лi,

Еа всо прооrрsвотЕ о Y слелýlnцttl обрзоr.' Пусrr вшполвово

'слOвшо 
(ln|) .Iогда полошц ,тля !, Y

(I)tlТll - Pq")+Pq-) .

Доваrец, что функtlшопал l1,1/ яЕляо8оя полушорчоfi. Шеоrрш-

цатолъвос!D l1,1l оIедlе! хв воо!рицатапЕцооtlt фrввцшовала
Р . Для дошаватOльства веравевст!а !реугошншЕа ollott|I

оЬчала, что ?r** ?r*-(7r*?")*, повто\, rl уоловпя (.ДУ,)

oloдlet, tllo

р(V, + ?)+) 1 р(!/ + gr+ )< р( g/) + 
P(gz+ ) .

llrеечз

l зп 
* g, 1: p{'(fu + ц)+) +p({fu + 

3/2 Г )< р(?r*) t
*р(?r+1 -r p{/t-) + рqr, : lllt |l + n g2 I .

Врошо лого, прtл Л>С
i, l-y i: р,Йi, pt) + ptr ) ?)-) = ) г p(yr+p7)14 ll! ll.,

Прш ДzС }ruoel:

tt)y tt= ;1 -1)ly li :р((- t),t у)+)+ pti-ilty)-) =

= l^lti:(r!)t)+P(r!)-.)J=/,,l lгрi,/-) +3(y+,)j= t)t ttgtt ,

такка8 t-!)+:z7- п i-f;l'=y*.
Такпц обрааоЙ, фуЙкцшопал !1,1i однородоЕ, ш //,//. доlствп_
тельн0 пOпунOрtlа.

В некоторшх случаJlх удоtjно Евспростраця!ь р по форчgле

I!l!= mа.,х(lэt11+l, ptg-,l). (2)

1с:,



0шолш, ч!0 ооII Фувщrовал р шпо!овоЕ h ого раошрос!ра-
ЕOв!0 ва в00 прOтрsпство проr'вводоЕо по Форцуле (I) члr (2).
!о Lц80! U00!0 loopolв IDо!оrвоЕЕос!Е.

?О. Рассllозршr Eolcoloplo пршорl!
I) Щуоtr х оовпадаоt о Pn /t.-IopEuI овr,]rвIоЕшr Еро-

otpaвclDour коцус К х совttаддg! qgоЕJооrl РУ во8rороЕ
о BooTplltalalDнllllt воцповOв!аllп l Y= Р* , Kl={Ol ,Д - ш!рlца m- х tъ , t=Д К" + Kv: ДК, j Byi.', .""-
talbr т!о Y=I-!Н=В* . ваiадrr'подоrдйьй лпвоl_
Blil Фуввцl*о |9 ВП о пOIочDD Ее8rора 2=(С/rС2r...rСп) .
Рассrолрrч э.д.п.

t

,

(ф) са-> m-алz.

Д.z= 7 ,

Ф>О |*r!i#ror" 
оrrr"..1 ч!0 

'..JI.II 
. Clu,) вепшроrдоша в

счшсro лоорdr сиIпдеrс-Iоrода.
Прr вояrоr уёХ 8ЕачsЕ!о Фрвrпшопшrа Р(у) опредодr-

отоя фапсшшш рflповшеш 8.Д.П. (l'y) о

Odоввачиl чероэ tor rr... irn," ццоlосtво !аrшI э.lolloвloв
1/ё;-,{ t q!о рецовrе вdлfч (lo) оЕредо!яо!с, бааrооI
u{A 

"i,, 
Аrr, ;..., Дe;_l, гдо "'ter, €2,...оеr. } - есtеошопнпt

баэrо Ёроотфвоrва "- р,О .
Шоrрrдво зшдоrь, что а'rr lr.ь_Lrtъ - KOByC! lt осл[

7,#r, iz...ё,". r !0 iiif=Е'i|rr zr^ r Et]o'E ri" "r" - СOOтЕО!о!вуDцео dБйсвоо роцовIе.

М !аrдого чёil лоrдiо увqватлr_э_ообщо гозоря0 Bee&la-
ствепшril швбор нЫrоров [Ё,, 

с.,. crJ lаiсЬili чrо !, X.i' L2...i,tz.
Вам 21rуrс frцiz... i72 , lo p()fu *rуr) =Др>tуr) +

+/P(g2)- 0ryzO} Тцrшr обрввоч, фупrцloа,ад Р аддшlдввв
f lor-orшToltEdo 0дворOдоЕ Еа sаIдош ЕOЕrOе й.',оr...i,п. Про-

Ц000 РOГеЕШi 88ДаЧr 0ПIПЛOВO-Ц0!0Д0I 0аЕ8Ча0? [аХOtДOШlto ЦUýtl-
IYш m

р(у)- mircErrr^&i^,

!до IllEшryI берется по BcoI бависдцч рошоЕrrflI.
В paocralpnBaouolr оIучаа, 8cлti р(У) опредодоltо, то с
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пolofDD офчЕоЁ шOрOш IЕйоrвOцшOоll пOýqшli ,lto 00лl

уrЖ , to

р(у ): lтъ*& gy.
a 8с

,с рТ

"8д
G OtорIв oIолJrоrl ,lto o0rl 8аопро!равrtь Фввцrошаl п0 Фр-

ryrш (I) шш (2), то ошlв7чМ IаD DrytрOпшOго прoOlDsаоlDа
,lIrвl08 0гравlчOнпgI rЕOгOrFвЕъш IEoloolDol.

0бралпо. ryotb оу6,лшпоtвшi фвлurопаI l повO,IЕOIоDЁoI про-
о!9а8с!ве продсtавш вsв rsкcnrryr ввачепfr лlцоlвш ФJвсцхь
Еалов rD воко!орого хЕогогрsввого lcoteolвa. Iогдв Iошо п0-
о!роr!ь oololctBo Ъ.i.п., впда (lil . вЕаtlоЕIя rolopr r бr-
ýt аца,rонlяItr этого субпшшg[воSо Фшrцпошала.

В фсrовоsвQtlорЕоI сrrчlо Eto ва !аЕ l рав€Ес!Dо эвдсовd
прrй r дDоtслвоrвоl а.л.п. прошсходl!, пO!о\, ,rr0 ooolвat-
olвrDtoo lgoloolвo лrвоtдшr Фrвrцrовшов Е 00ЕшIоll0I в Ецr!-
рэнЕ0I, прос?рsЕоtв, Фдол tостаlogшо шр08lI.

2) Iorшo glraaa$ цопй tr!аоо Ъ.л.п., эвуrрввпоо прOоlро8-
ctтo rOтоIЁх явIяотоя прос!равоlвOш 0ушпрrвшr фввцfr.

IlJcrb х совпаддо, о лшнslвшI просrFЕоlвоц orцJшtц7аllЕI
аа EQIJxto, /J ФуЕrцпf,r rоЕчо Кх оовпяёlо! о tGоцrооI Ес-
оlрпцвrольвшх ФJцsщй stoго пpoclpaвOtвar Y оOЕпалво! о
просIDaшO!воI 0ушшэуеIшх ва Cor17 фвruri, Ку_аоэм-
Iвеl о rовуооI Еоо!рчцд!шьшвr фJшзцril проотршолвf l/ t
Фуввцrя Всs,tl>оопрwоЕц r oуширrвtа ва EorlJxEo,!7|
лrвоlшrl опоратор Д'Хг-Y,

Д*=J Bs,t.l.zcs,ttd.t. . .

В рссrатрпв"rчо, .onyo"o полоIr;l,Н =ДКr, Y= ДК r-ДКх-
Elo явлпелся аесуц9сtвевЕшц пвI€ЕевшеI опI08lшоl рапео схбII.

l
в шатостве Фввцпrопала !сх l раоошотtЕtl

t! ,,,r,t l cLs d.t ,
сс

. (ёч ) сдедlшщдя:a'!l

JJ rr,r, i las clt u lлъУ ,
о1

!B,s,t| ,ъс,s,t lCt >;- $/G) lо

Пjtстъ а.л.п

III



t
тоrда оOIп /rХ , ?о p(p=J#a, , rдо *)

lrsl = es: g Bcs,tl .
tёЕС, l J

Раопрооrряrч фуплцпошш р по форчуrе (I). Тогдв про-

озраш'отво Y будвт состоятЕ 18 !8х оJцIдруоllцI Еа гo,iJ
ФrшщпI, кOrорцо сушпруOш l о Becol /hrr,, . Прп эtоr ворв

ttytt=lffi as

l DвутрЕЕ08 прOOтраЕс!в0 цOш0 ololдOс!вttlD о прoO!рашсlDoI
Фrвrцпf, ва co,lJ , сJIIпруоllшI с Bocol |/trl

3), 06шчвоо определешпо поryворlоl h -шпоша оrравlчош-
ЕýI алеIецrов [+.-] чоrет TaKIo pacolatptвalbc, ваЕ опродело-
вiе внулревпеf, воrryшодпlп вевоtороЁ 3.JI.П..

IIусtь Т - К -дшвоаt огрilrшqоввшI sIоцевюэ, tl - €лд-
вiца этого К -лчltовла. ЧOрев Кч обовначпr коЕJс поIOIЕ-
!оIьвшх 8!оIонтов 9того К 

--лпrrой, 
Х= Р', , йr--Р| ,

ФУшпцшовал /r.T1=;p , опора!ор Д , Р'-,? , Дi=r"!. .

Раосшотриll ма 7е 
j.=Д Кх + Ky : Кт оашfiопЕо

в.tr.по Gr-) ПосmЁлоЕцшх вад opoonpаronrid* Х п f= Х-3С=Y

Gl) ,z, * i4
-z,!, .. 7

,7>.о

Вцвrrв"" 8опопо ёу) а поввоIяDт опродеIптЕ пOлуsорryr по-

IoIпl l!tl7пLалLlуt*)rр!у-)J. Ташшl опоообоr rlш легfiо
пOtrча8I 0Ф1,1цуD пOrr8Oру л -лrЕOала 0грашпчевЕцх ал0I0Е-
!0Do

аШЕtlДgПЕ. Eorr Y - архrшедов К -лшвеал, !0 поIiчоs-
lая полушоЁа Фдол шорlй.

'О.," 
Раосrо!рхц прпсор 8.:I.Il. для воторо[ дDоf;отвевнав

Dадача, I0сrавIеЕЕая lаI 0tавдар!Е0 опрOдедOнншI прOсtр8fiсr-
Eotl, шIоо! Iопьшоо звачоЕttо. Вэедошпе ваJтронЕего прOсrраш-

l

a

х) Для простOlц предполоIпrl чtо >О (O=.ýsl ).

t



t

о!в8 Еао! Dо8I0ш0O!ъ оФорryлrроваlD jFololEOEEtD 8.trоп.1
IIсDцуD lо to 8ЕаqаЕlо. Пусrь ,{- l-f го,0 " Pt r 8Iо
|-IrqЛ - ш)OатраЕо!во ФЕrцIйr oylшpyolnx о rвaдIlslol ва

[о, п , К1=L-|гqi)\ Pi 
"ю 

(i-|го,|J)+ - ЕOЕJ. Ео{,!рхцв-

lоIъЕц элоIоЕlOв проотflавоrва ЁrqП, Р*=В'* rЪЁгqа,
K{=(L'ro,rl)*_

0шредолпr опЕрatoр А,Ёсоr.l1rРl -*b2cortJ по Фор-
Iylos ý

Д4x,zl:J.zltsdt +Z ,
On-

РаооrолршI ,в.Jt.п. ( fu) п" g, V : l-|Eo, t] :

(ýil 
[ Lacts,/-tо 6ý
!,zё>d.L
о ,z >о

2х ---* i,rry'..,

Z =, ?сs),
Z>zO.

+

+.

,

Двйотввввая !.Jt.по1 поо!авIоцЕая вад проо!Dаво!воI Ё Гоrt],
!.0о oопрвIоцвIIrп L?гortJ , олодуDцдrIз

(5i) 
!ц"lgrtdu 

_- зtlр, 
.

!!с,|d-sзt ,* jgcslds.Z,
О guo , {rЁго,r1

Ilчл_ g-Д вEs,Ioвlto ,.о.о.l (<n) рвво 2. g 8Е8qЁвlа 3oltoпo

Bi)' рвввlотся 0. Таrпr обfiЁоr, CSd l {Sj)' ве ва-
хOдi!сr! в дrоf,стэовЕOоtпо

0дпаsо оолп лвоfiсrвовЕуD воlt.По фоlцушрова!ь ЕаI ооIl!я-
I0BBII r ЕЕуrравЕецу прOо!раЕоtв.ч. !о 8вачавп8 ooo!B9!o!BrD-
ц!tr Е.л.тl. буryл рвввво .

0ппшоr DЕJтроввеа проо!рsвоtвo в.trопо" В!) . М азоl це-
дп полOlхI ý

,a61:lactldt *Z .
о

Почш всDш сrцос!вуе, проIsволша, #=-(l). lrccr:

IIз

a



Z(o)=Z, !tz.,Ц*tr!z. :.itоэ |f!'", *2z =

/
= z(il -[zctl сtt +,2 zrol :

о

Фувшшrя z(t' доч!l Есllду uа [or.tl во8F8с!ао! ш ддФо-
poн:lxprels. Теперь в.л.п. (Sg) 

iuOIEo 
поропшпа!ь Е sидо :

(Sl) 2z;ol+ zt:l,t-!ыi-1,1,t: ..+ jn{,

ё$) >/ 9$) |

dzдi - лdsvv'
z>o,

t

Решчш атзr sаIачу дя
cuolpt{ll Фупвцtlш 2o6) з

,ус ft=,'L2to,11)| r хllвпhor вс-

| Пtsl ,

ёо{,S1= 1

|*r*lЬ(i)аsrr,р l t,

tло lt (s)= esssttp !tt' r" "
сzLз3 "

оOди о..sд i !

}еолп i. ., а l о

dt
d.9

Почrш вспду сущOсtвJol производrая >r1.lla постро-

эшrя фвкuшt ЪrL слGдув!, чtо ZпB)>.t6) t
d*lsl, n

пOчтп Dсr,дJl п Zo(S.l>..o . Таfiиш оdраоч, Zr{s.l - допJсr}r-
utfi плаш'а.JI.п. (s;) .

*?rn *o Еfiло!ьl "чтl,сущоствJоt 
i

*: l""u,lcLs : !.;. i'lb:s)as +,U*!"t"Js)ll',-ý=

: И- ЧП :r::н ft,s ) : 
rr;ir;т, э," :

Еслч .EGs) - доttустицuit плвtl в.л.п. (Sц) r то zi.{l т
>z aSSSllp |c€.l . 0тспда сл9цуот, qто "tz,r\ " 

будст лочль-
оаsв7' v

дов8тслъноOтьп, дос!авляшцей рпl}|l!алъпое значешие в 8.д.tJ.

S!' .. 
Прш э!оll вflачениш зсJlопо iфi бlает опрёлвхflтьсil ве-

,

ilч

I



a

IпчпЕоfi

?rru esssttt, цв)g !о .
11, oBs<{ cl Q

Тапшш обраэоI, аопf, ч€.Х r !0

рV) =Vorol: Z lrol .

Iш получltлп, что вояус _-?. сос!ои! }rB воотрuцазольЕшх
эtrецов!оЕ просlрцЕства l!rqtЭ таких, чт0 !tO).- .
Распроотраппч полJворшу по форrцуле (I). Тогда полJчпц, чr0
вву?ропвоо прострвство У в.л.п. ( Su ). сосlоп, пв таsII
адошонIов.прOстравсtва Ёсq ti, utо 

- \!rФt..- t
tlroЁiy\?o1* llol . Полупорuа влечевОта у, Y

П7l=2l,!tФl
-Сопряrеппое 

просtрrнсIвo в охшсtrе вцуlроввоП полуноршв /*
0ва8швается очепь Епрокпш. llаrr дос!аlочп0 sвать 0дtако, qlo

YL l| rо, 0 п { 7 : t lrot< *} = lЗ го,il п Z, Z. !_| rо, п
Супевпе бплияеПшоfi Фршн, прпэодяцоf, }' п У* э двоf,оt-

Е8Епостъ Еа YrZ, олsд/Dцео:

gry,=!ol.!ra \f€Z,lrY).'
Доаrоцу ва рассIатрuЕаехо}l суrcнпп дJIя 7-Дr-rоl полJ_

чаеI: 5 с

зq/) : {(Аьr, t )):g( i zсЬd,t * х) = lact йt !,ol * z lrоr
liоl:1,ЧР)(t,z) 

О

отвуда А o\,-,i";.!rсУ
ш,, l!rl д3.пчrоч"о рассt!отреlъ суrcвио 3.л.пq (S; ) ,

посlllвлонноf, шад сопряпеппш, к вву!р€пЕеrry простраЕсшr,
з.л.п. (ý7 ) :

(ýi ) !io, -slp,
,,l r
а0|=. l ,

0човпдво, .'," ,#;iJ;;1.;.r. Gi , рвпо 2.

,.q
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Тад rаr вшачовЕо 8ол.по (Sд) tarle рчво 2. а BBatIBEшo 
I

8.I.ц. (Si) Ео фIьшs ввачепшя aоtr.по (Sл.) l to пglчrri
,l!o tвачоili-o !оло!о вх) равЕо 2. Такпr йfrвоr, в.trjпо
(Sl) , (Si) вахiдя*лся в lвоtотвешвосrl.

lвлор ФагOлврп, Д.I.Верrшrа ва оdоуlдOаше.
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