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1. Введение и формулировка основных результатов 

В последнее время значительно возрос интерес к проблемам, свя
занным с точностью приближения в тех или иных предельных теоремах 
теории вероятностей и ее приложений, в частности в предельных тео
ремах для случайных процессов. При решении задач такого типа доста
точно эффективны так называемые методы одного вероятностного прост
ранства, появление которых относят к концу 50-х годов и связывают 
обычно с именами Ю. В. Прохорова и А. В. Скорохода (см. [ 1 , 2 ] ) . 

Сущность указанных методов состоит в построении допредельных и 
предельных процессов на одном вероятностном пространстве с «близки
ми», по возможности, траекториями. После этого уже нетрудно сделать 
те или иные заключения относительно близости самих распределений. 

Методы одного вероятностного пространства получили дальнейшее 
развитие в работах А. А. Боровкова [ 3 ] , Я. Комлоша, П. Майора, 
Г. Тушнади [4, 5 ] , П. Майора [6, 7 ] , в которых, по существу, оконча
тельно решены многие проблемы, связанные с изучением скорости схо
димости в приципе инвариантности Допскера — Прохорова и скорости 
сходимости распределений эмпирических процессов. Отметим, что все 
описанные методы, носят сугубо «индивидуальный» характер в том 
смысле, что их применение ограничено рамками конкретно решаемой 
задачи. В то же время некоторые задачи, возникающие в приложениях 
теории вероятностей (например, в теории массового обслуживания), не 
укладываются в уже имеющиеся рамки и требуют создания новых ме
тодов, по возможности более универсальных. 

Настоящая статья посвящена методам одного вероятностного прост
ранства для произвольных марковских процессов на числовой прямой. 
Полученные здесь результаты в известной степени обобщают результаты 
работ [ 1 , 4] и в то же время дают возможность изучать скорость сходи
мости распределений марковских процессов, существенно отличающих
ся от случайной «ступенчатой ломаной», построенной по суммам неза
висимых случайных величин (с. в.), и от эмпирического процесса. 

Итак, пусть и Т1(*), г е 5 п р о и з в о л ь н ы е сепарабельные 
марковские процессы со значениями в Я . Для определенности положим 
5 = 10, 1 ] . В дальнейшем удобно считать, что ^(•) = Т 1 ( ) = 0 на Л\[0, 1 ] . 

Говоря о распределениях процессов и будем иметь в виду 
соответствующие распределения в пространстве . ^ [ 0 , 1] всех числовых 
функций на отрезке [О, 1] с о-алгеброй, порожденной цилиндрическими 
множествами. 

Для сепарабельных случайных процессов и т)(|5), заданных на 
одном вероятностном пространстве, положим 

р(^,т1) = '8ир \1{1)-г\{1)\; 

Хр(|, т)) = Ы {е > О : Р(р(|, т]) > е ) < е) . 
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Отметим, что в силу сепарабельности |(*) и функционал р(|, т)) 
есть случайная величина. 

Величина Хр(|, т)) называется расстоянием Ки — Фана между 
и цШ ^К В терминах Хр(|, т]) мы и будем получать оценки близости 
распределений случайных процессов и цШ. 

Прежде чем перейти к формулировке теоремы 1, введем следующее 
обозначение: 

/ ^ , % ( х | г ( г - А ) , 1(г + А)) = Р{1{1)<х\1{{-А), Щ + А)), 

где 1^(0, 1 ] ; Д > О, а И-) есть либо |( - ) , либо 'Г]{). Для того чтобы не 
вводить новых обозначений, условимся, что при любом А > О 

Р^^,^{х\1(-А), Ц А ) ) ^ Р ( Ц О ) < х ) . 

Не ограничивая общности рассуждешш, считаем, что Р1(1){х\и,и) 
как функция от х при любых фиксированных и, V, А, ^ является функ
цией распределения. 

Далее, через ^а будем обозначать двоично-рациональную точку к2^'^, 
где й = 0, 1, к = 0, 1, . . . , 2*. Для удобства обозначений введем 
точки 1:^^, ^ - 1 , которые по определению положим равными 0. 

Для любой точки (0,1] определим множество Г (*^) двоично-
рациональных точек из [О, 1] , которое есть совокупность левых и правых 
концов отрезков, вложенных один в другой по следующему правилу: 
каждый новый отрезок получается путем деления пополам отрезка, пост
роенного на предыдущем шаге процедуры ([О, 1] — начальный отрезок), 
при этом точка ^а должна принадлежать одновременно всем отрезкам; 
если точка ^а, совпадает с одним из концов вновь построенного отрезка, 
то процедура деления прекращается. 

Более формально, если [Ьт, ^т^] — отрезок, полученный на т-ж ша
ге процедуры, и не совпадает с одним из его концов, то следующим 
отрезком будет либо [^т,^^т+1], либо [ ^ т + ъ п̂*̂ !̂ В зависимости от того, 
какому из них принадлежит {а- Если 1^ = 1т или = ^т^, то даль
нейшее вложение прекращается. Например, Г(1) = {0, 1}, Г(1/2) = 
= {0, 1/2, 1}, Г(1/4)=={0, 1/4, 1/2, О, Г(3/4) = (О, 1/2, 3/4, 1) и т. д. 

Кроме того, по определению положим Г(0) = (0). Отметим очевид
ные свойства введенных множеств 

Г и^) = т (гГЛ); г ( ^ Г - ) = г (^^-) [Гг (^^,) и (1) 
Условимся, что на протяжении всей статьи символ С (с индексом 

или без) будет обозначать положительные постоянные. Сформулируем 
основной результат. 

Теорема 1. Пусть |(^) и цШ — произвольные сепарабельные марков
ские процессы на [О, 1]. Предположим, что существуют 8>0 и нату
ральное N = N(6), для которых выполнено: 

1) ^ Р / б п р | г ( 0 - и * я ' ) | > б ' \ < С Л где1 = %,г\; 

7Л 2) функция Рщ1) {х\ V) непрерывно дифференцируема по х, и, V 
и равномерно по всем х , и , V и I: 

'> При соответствующих ограничениях на 1,(1), можно было бы рассматри
вать Хр(|, Г]) и для других «метрик» р{-, • ) • Выбор «равномерной метрики» обуслов
лен главным образом простотой формулировки условий теорем. 
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+ 
при этом к{-)>Ои Я = 2 Л (З"™) < оо; 

т = о 
3) для любых X, и, V^Н, I, А е [О, 1] найдется такое ч = 

= '1̂ (А, X, и , V), что 

Р^^^^ ( х - у \ и , г ) ^ Р^^^) {х \и,у)^ {x + у\и,V)•, 
о1У 

2 
А=0 

Тогда существует такое представление процессов и г\{1) на одном 
вероятностном пространстве, что 

где С = юах {2С, + С^,2 + е"). 
Прежде чем формулировать теорему 2, введем следующее обозна

чение: 

^̂  = 1 1 Р (5 (^^=0 е «̂ гг; I ( ^ ^ 1 ) ^ л^) I 

Теорема 2 . Пусть выполнены условия 1, 2 теоремы 1. Предположим 
дополнительно, что 

3) 2 2 | . ( ь ? ' - ' ) < С з б ^ 

Тогда существует такое представление процессов |(^) м на одном 
вероятностном пространстве, что 

Хр(|, ц) < Сб, 

где постоянная С определена в теореме 1. 
Далее, положим для любого натурального ^^ = к./N, к = —{. О, 1, 

2, . . . , Л̂ ; 

Р]''' {x\и) = V{^ Ни) - I Цн-г) <х\1 Ц,-,) = и), 

где, как и прежде, К-) есть либо |{-) , либо 

xи,N (") = 11 Рг'"" Рп'"^ {х\и)\ к^О. 

Теорема 3. Пусть существуют такие Ь>0 и натуральное N, для ко
торых выполнено: 

N 

1) 2 Р/' 8ир I г ( ^ ) | > 5̂  <<7об, где1 = 1,ц; 

2) функция Рц'^ {х\и) непрерывно дифференцируема по и, х и рав
номерно по всем и, х, к: 

- 1 9 рк,М I ч 

3) т а х ЕVи,N{^{^^-1)XС^Ь^!N. 
0-^к<N 



Тогда существует такое представление процессов |(*) и ц{1) на од
ном вероятностном пространстве, что 

Ир(1, т]) ^ СЬ, 

где с = 1 + Со + V{^ + Со)' + 4^^ {е^""^ - О/С^. 

Отметим, что теорема 1 позволяет получить оценки порядка 
0^п~^'^1о^п) для Хр{|, ц) в случае, когда = 5„(г) есть эмпирический 
процесс, а 11(0 — «броуновский мост» или когда ^(0 = ^п(0 есть «ступен
чатая ломаная» (при выполнении условий работы [4 ] ) , а г]Ш — стан
дартный винеровский процесс. 

Теоремы 2, 3 дают удовлетворительные результаты, например, тогда, 
когда процессы |(0 и Г1({) имеют конечные абсолютные моменты невы
сокого порядка. 

Б разделах 3, 4 мы отдельно остановимся на условиях 2, 3 сфор
мулированных теорем. 

Автор глубоко признателен К. А. Боровкову, прочитавшему руко
пись статьи и сделавшему ряд полезных замечаний. 

2 . Доказательство теорем 

При доказательстве первых двух теорем будет использована более 
общая по сравнению с [4] «диадическая схема», суть которой состоит в 
задании последовательностей {^{{'к)', 0 < А ; < 2 ^ ] и [т[]{*%); 0^к^2^'} 
на одном вероятностном пространстве с помощью так называемых ус
ловных квантильных преобразований. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Первый этап доказательства 
состоит в построении ^(О и Г1(-) на одном вероятностном пространстве. 

Введем следующее обозначение: 
{х \и,у) = зир {г : Рщ-, (г \и,и)<х], 

где (, А е [ 0 , 1 ] , X, и, и^В. По определению, полагаем ^^(^)(^\-
Пусть { г , - , 1 > 0 , }>0) — бесконечный двумерный массив незави

симых с в., каждая из которых распределена равномерно на отрезке 
10, 1 ] . Теперь определим значения /(0) и Ш) (напомним, что КО — лю
бой из процессов |(0 или цШ) по формулам 

г* (0) = (г„,о|.); г* ( 1 ) = <??(!) ( 2 1 . 0 ) г* (0) ,0) . 

Дальнейшее построение будем осуществлять с помощью следующей 
рекуррентной процедуры. В двоично-рациональной точке » к = 
= 1 , 2 , . . . , 2" - ' , й = 1, 2 , . . . , положим 

Лемма 1. Для любого целого й^О совместные распределения со-
. вокупностей {^*{^а)•, к = 0, 1, . . . , 2") и ( г (4) ; А; = О, 1, 2"} 

совпадают. 

Д о к а з а т е л ь с т в о проведем индукцией по При й = 0 имеем 

Р {I* (0) < X,; 1*{1)<х,)= | Р (О]^,^ (г .̂̂  \у,0)< х,) йР (1* (0) < у). (2) — оо 

-1Д Из определения функций ^г( . ) ( - ) следует, что 

Р (1* (0) <у) = Р {д'т М - ) < у ) = Р{1 (0) < у) ; 



Р ( ^ ' ( 1 ) (21,0 \У,0)< X,) = /̂ ?Ц) {Х^ I у, 0). 

Подставляя эти выражения в (2), получаем требуемое. 
Предположим теперь, что наше утверждение справедливо при б, 

— к. Тогда при й = А; + 1 имеем 
/ 2 ^ + 1 

Г) { г*(4+1 )<а ; г1 

\ г = 1 ( ^Vк+1 ) < 
: ^ 2 г - 1 ; П \1*{*1)<Х.гг]\ 

г=о ; / 

По построению с. в. [I* {1к)\ = 0, 1, . . . , 2*} не зависят от с. в. 
^ = 1> 2, . . . , 2*}. Поэтому с учетом независимости (г,,,} и в силу 

индукционного предположения 

/ = I . . . |р( П [1*{А)^Ау1] 
\г=о 

X 

х Р 
/ 2 " 

]• Р ( П и (4) е йг/Л) П ( ^ 2 г - 1 I Уг). (3) 

Далее, в силу марковости процесса Ш) имеем 

П / ^ ^ Л 2 ' - П ( ^ 2 г - / | г/г1Т, ̂ 1) = ? ( П {I < ^ 2 г - 1 п и(4) = ы . 
г=о 

Подставляя это выражение в (3), получаем требуемое. Лемма доказана. 
Если совокупность двоично-рациональных точек 3) = \^)^^, к>0, 

йХ)} является множеством сепарабельности процессов и цИ) (для 
этого, например, достаточно потребовать стохастическую непрерывность 
процессов | (0 , 11(0 на [О, 1 ] ) , то лемма 1 позволяет на вероятностном 
пространстве В."" (на котором заданы (г*, Д) построить случайные процес
сы |(0 и Т1(0. 

Если же множество сепарабельности |(0 и Г1(0 отлично от Ф (точ
нее, от любого подмножества 3)), то, как нетрудно видеть, доказанная 
лемма обеспечивает построение случайных процессов |(0 и на ве
роятностном пространстве ^ [ 0 , 1 ] Х ^ [0,1]х-??^'''^^ для любого й ^ О . 
Отметим, что на подпространстве П.' задана совокупность с. в. 
{г,, <г; О ̂ 1 ^ 2 ' ' } , с помощью которых мы определяем значения {|* 
0^А;^2 ' ' } и О^Аг ^ г " * } . А на каждой из «координатных осей» 
^ [ 0 , 1] с помощью соответствующего семейства условных распределений 
строим траектории одного из процессов — |(0 или г\{1). При этом задаем 
процессы |(0 и Т1(0 условно (относительно о-алгебры, порожденной с. в. 
{г,-, с1\ < г ̂  2*}) независимыми. 

Далее в доказательстве предполагается, что %Ш и заданы на 
одном вероятностном пространстве указанным выше способолг. 

Обозначим через 1^(0 и г\ц{1) кусочно-постоянные случайные про-
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цессы, определяемые равенствами 

где [а] — целая часть числа а. Имеем 

Р(р(|, Г]) > ( 2 + еПб) Р(р(|, 1.̂ ) > б) + Р(р(л, > б) + 

+ Р(р(|^, г 1 ^ ) > е « б ) ^ 2 С , б + Р (р ( Ь , л^' )>е ' 'б ) . 

Здесь мы воспользовались условием 1 теоремы. 
Покажем, что 

(4) 

(5) Р ( р ( Ь , Ц^>е"8)<С,8. 
Очевидно, что из (4) и (5) следует утверждение теоремы. 

Предварительно введем следующие обозначения: 

Ах =^^^^-г) (2.,й 11 (4=0,1 ии)) -

Отметим, что А,(0) = |(0) - Т1(0); Аг(0) = 0. 
Далее, имеем 

р{^N,'ЦN)= т а х 11(4) — Г ] (4)1- (6) 

(7) 

Легко видеть, что при (1>0, к>0 

I ( « Г О - л ( « г о = А^ (4^-0 + А, ( « Г О -

Лемма 2 . Для любого « й ^ ~ \>0, к> 1, 

А. ( « Г О I < в, {ег') \ т) - ч т) I + в , \ («^-о - г, («^-о | 
где 

Вг {*Т О = ^ л ( < Г О ' 

5 2 ( « Г - О = [ ^ ^ ^ ( ; 2 . - 1 ) ( 0 1 | в 2 , в з ) 

- 1 

01, 02, 03 — с. е., зависящие от с. в. {г^^^•, г^к, а также от рас
пределений процессов %{•) и !]{•). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим 

= < ? ^ ( ^ . - 1 ) ( 2 м и ( « Й ) , 1 ( « Й - х ) ) ; 

X, = 0'~(^2и-г>^ {^кч I Л («^=0, 11 ( « ^ х ) ) -

По определению функций ^^^.) (•) с учетом непрерывности Рг\(-){-) имеем 

^5 ; . . - х ) (^х 11 т), I ( « ^ х ) ) = ^ ^ ; ( ; . . - х ) \1 («^=хО. л ( « ^ - О ) . 
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в силу формулы конечных приращений 

- Р\(^и-г^ (^21 ̂  («^=0. Л {й-^) = Р'ч) (011 02, 0з) (^1 - ^2) + 

+ ^ Р'ч) (01102, 0з) (г - л + 

+ ^ ^ . (о (01102, 0з) (? («^-1) - л ( « Ю ) -

Осталось лишь воспользоваться неравенством для модуля суммы. Лемма 
доказана. 

Из (7) с помощью леммы 2 получаем следующее рекуррентное со
отношение: 

1 1 ( « Г - 0 - г , { 1 Г ' ) \ < \ А , ( « Г - 0 1 + В , ( С ' ) 1 1 -

--ч{1'а-4)\ ВЛгГ')Ш-г)-М-г)\. (8) 

Неравенство (8) позволяет нам получить оценку сверху для раз
ности I I ( « Г О - Л ( « Г О I в терминах с. в. | А 1 ( ) 1 . 

Лемма 3. Для любого ьТ »̂ (1> О, к> 1, имеет место неравенство 

(9) | | ( « Г 0 - г 1 ( « Г 0 | < е - ° V | Д Л « Г 0 
« Г - е г ( < ^ / - 0 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы проведем индукцией по При й = О 
утверждение очевидно, так как 

^ 1Д,(1)! +5,(1)|ДД0)1 ^(1+.М1))(1А1(1)1 + 1А,(0)1)^ 

^е''<'>(|А.(1)Ц-|ДД0)1). 

Далее, пусть (9) выполнено для всех й^т. Тогда при й = /п + 1 из 
(8) в силу предположения индукции следует неравенство 

'"1 

11 ( « Г х О - л ( « Г 1 О к IА1 ( е + 1 0 1 + в , (^+7) е - " ' ^ ' X 

X 2 !АЛ«Г01 + / ? 2 ( « Г 1 0 х 
*Г-^-г(4-0 

тах(т^,т2) 
Е й(2-») Е ,,(2~«) 

х е - 0 2 | А Л « Г 0 1 < ^ X 

х [ | А 1 ( е + 1 0 1 + 5 Л - ) 2 | А 1 ( « Г - 0 1 + 5 2 ( . ) 2 | А Л « Г 0 1 

где 7711 и 7^2 однозначно определяются из равенств « ^ ' = «т^ * и 
= «?«7̂ ' Нетрудно понять, что шах (7?г,, 7712) = т. Приводя подобные 

члены в правой частИ' этого неравенства (с учетом условия В^ («т+0 + 
-|-52(«^т+0<1-Ь/г(2~^™"'"*^), неравенства 1-^х^е'' ж свойств (1) мно
жеств Г( - ) ) , получаем требуемое. Лемма доказана. 
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в силу леммы 3 и представления (6) имеем 

Р ( р ( | 1 У , т 1 ^ у ) > е « б ) < 2 Р 
Й=0 1*Г^ег (4 ) 

(10) 

По определению функции •)(•) из неравенства 

следует 

Положим 
2-й 

Тогда нетрудно понять, что 

(^1(4'"') ^ " ^ ' ' " ' ^ ' ^ "̂•'̂ ' ^' ^̂ ^̂  

Таким образом, из ( И ) и (12) следует, что 

I ( « Г О I < 7 ( 2 - ^ I (С-'), I т), I {*'а-г)). (13) 

Наконец, из (10), (13) и условия 3 теоремы лМЫ получаем 

Теорема 1 доказана. 
Доказательство георемы 2 отличается от предыдущего лишь в за

ключительной части. А именно с помощью леммы 3 и неравенства Че
бышева получаем 

Р(р(I^V,Л^V)>е«б)< 2 Р / 2 | А 1 ( # - ^ ) | > б \ 

< б - 2 , 2 в и л г о 
к==0 ,21-Г - е г ( 4 ) 

Остается только заметить (см. [1 ] ) , что для любой точки ^Т~^ 

ЕIА^ (^г ОI = И р ^ ^ (^^ч) ^ ^'') X 

X 3 Й2 
О 

01^^к-1) (21 г̂ , - ^ ' ' -1) ( 2 1 ^ ) I = {й'-'), (14) 

и воспользоваться условием 3. Теорема 2 доказана. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3. Пусть {г,; ]> 0) — последова

тельность независимых с. в., распределенных равномерно на [О, 1] . 
Построение процессов ^(0 и цШ на одном вероятностном простран

стве начнем с задания величин |(0) и 11(0) по формулам I * Ф) = 
= 9"'^(2о(0), где Ш) по-прежнему обозначает любой из процессов |(0 
жлжцШ,^^'''^x\и) = 5пр{у:Р^^•''{у\и)<x]. 
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Теперь с помощью рекуррентного соотношения 
к+1 

I* ^^к+1) = I* ( « . ) + (?^^-'' 11* ( « , ) ) = 2 <?1 11* 
3=0 

определяем значения процессов |(0 и в точках г̂ , 1 =^ Л г ^ Л ^ 
Лемма 4. Совместные распределения совокупностей {^*{^^)^, 0 < / = ^ 

< М и ШЬ); 0^]<Ю совпадают. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем сравнивать распределения совокупно

стей 0 ^ 7 ^ Л/} и иИ^); 0^]^М} для М = 0, 1, 2, . . . , Л'. Дока
зательство проведем индукцией по М. 

При М = 0 утверждение, очевидно, выполнено. Пусть теперь утверж
дение справедливо при М = к>0. Тогда для М = к + 1 с учетом марко
вости Ш) имеем 

/к+1 \ /к-1 
П {I* («,•) < г̂,-} = I Р [\ (1^) < X)}; I* (I,) е ф 

\ 3 = 0 / _оо ^ ^ = 0 
X 

х Р ( ^ ^ ^ - ^ ( 2 й + 1 | у ) < а : ^ + 1 - г / ) = С Р (]{^{^^)<x^}; 1{1^)^(1у]х 
-сю ^ ^ = 0 / 

X ( ^ , + 1 -у\у)^р{'[\{1 («,-) < 

к-1 

где П {• • •} при к = 0 есть, по определению, все пространство элемен-

тарных исходов. Лемма доказана. 
Таким образом, на расширенном вероятностном пространстве Н^^^ X 

Х ^ [ 0 , 1 ] Х ^ [ 0 , 1] (подробнее см. доказательство теоремы 1) с по
мощью леммы 4 можно задать случайные процессы и Т1(0. 

Далее, поступая так же, как и при доказательстве теоремы 1, сво
дим оценку Р(р(|, Г 1 ) > 2 ( Ц - а ) б ) к оценке Р(р(|^V, т])у)>2аб), где а > 0 ; 
Ш==тN]N-^)•, 1^10, 1 ] . 

Обозначим 

А['^ = ^ 1 ' ^ (2,11 - <? '̂̂  (2,11 
Д<2) = С»̂ -̂  (2, I г - (?!̂ '̂  (2, I Г1 

Теперь, применяя неравенство Чебышева для первых моментов, по
лучаем 

Р(Р {Ь, т 1 ^ у ) > 2 й б ) < Р т а х 2 А1̂ ^ 
к=0 

2 А1̂ ^ 
\ р шах 2 А1̂ ^ > й б 

к=0 1 

[ ^ 

(аб)-1 2 
1й=с 

Б А^^^|+ 2 Е | А 
о ь=о 

(15) 

С учетом замечания, сделанного при выводе (14), имеем 

Е|А11)| = Ег,,^у(|(«й-г)), 0 < / с < Ж . 

Лемма 5. Для любого к > а 

Е | А 1 ^ М < V ( 1 + Е)^ (16) 

где г = С^/N•, 'у = С а б У Л ^ ; С1 , С а определены в теореме 3. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через и и V величины 
(гиЦЦк-г)) и (?л^(2й|т](^ь_1)). Тогда, рассуждая так же, как и при 
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доказательстве леммы 2, получаем 

Отсюда, а также из формулы конечных приращений и условия 2 теоре
мы следует неравенство 

| д 1 ^ > | = | и - г ; | < е | ; И « й - 1 ) - ! ] ( « А - 1 ) | , (17) 
где А: = 1, 2, . . . , Л'. Поскольку для любого к>0 

I ( 4 ) - Т1 ( 4 ) = I {^и-г) - т) ( « й - 1 ) + А̂ >̂ + А̂ >̂, 

из (17) при к > \м 

ЕI I < еЕ IЕ ( 4 _ 1 ) - Т1 Ци-г) К е {Е11 Ни-^) - Л («.-з) | + 

+ ЕI А1̂ ^ I + Е1 Лк̂ ' I} < е { (1 + е) Е I ^ {1^-,) - Ц,.,) 1 + 7 } < 

< . . . < 8 7 2 (1 + 6 ) ^ 7 ( 1 + 6)". 

При А; = 0 оценка (16) тривиальна (АО^^ = О). Лемма доказана. 
Далее, имеем 

2 ЕI А['^ I < 7 2 (1 + е)*» = [(1 + е)^+1 - 1] < 

< 7 е - 1 (е^'^! - 1) = бЧе''^^ - 1) С ^ / С ^ . 

Кроме того, в силу условия 3 

2 Е А, 
к=о 

(1) ; 7 (Ж + I X 2С^ЬК 

'Таким образом, 
Р (р ( I , Т1) > 2 (1 .+ а) б) < [2Со + а-^ {2С^ + (е^^1 - 1) б. 

Понятно, что в качестве оптимального а необходимо взять положитель
ный корень уравнения 

2 (1 + а) = 2Со + [2С^ + (е^^1 - 1) С^С^], 

откуда 

а-=^(Со-1 + У(^ + СоГ + 4 (е^'^! - 1) С,/С,). 

Теорема доказана. 

3. Некоторые частные случаи 

1. Конкретизируем условие 2 сформулированных теорем в случае, 
когда в качестве предельного выступает произвольный гауссовскии мар
ковский процесс цШ. Сначала остановимся на условии 2 теорем 1, 2. 
Пусть 4̂ < ^2 < ^з, «; ̂  [О, 1]. Тогда для любого гауссовского процесса 
Т1(̂ ) с корреляционной функцией В{1;, з) справедливо представление 

Р(Л(«2) < ж|т1(г.) = и, ц{1,) = у) = Р(т1(^2) -
(18) 

— сД^,, «2, «з)г|(^1) — С2(«1, «2, «3)11(^5) < Ж — 0 1 ( ^ 1 , ^2, 1г)и — Сг{11, и, иЪ), 

где сД-), С2( - ) удовлетворяют системе уравнений 
|Л (^1, г )̂ = («1, «1) + («1, *з), о 
1 Л ( / 2 , « з ) = ^ 1 ^ ( « 1 - У + ^2^(«3,«з)- ^ ^ 
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Это является следствием того факта, что с. в. т](^2) — С1Т](^1) — СгЛ^̂ з) не 
зависит от пары с. в. 11(^1) и пС з̂) (поскольку с. в. — С1ц{11) — Сгциз) 
и ац{{1) + ^ц{1з) для любых а, не коррепированы и имеют нормаль
ное совместное распределение). 

Если ^) = ^?(*., г,)Д(^з, ^^>)-ЯЧ^и {,)Ф0, то система (19) имеет 
единственное решение 

с , ( г„ «2, «з) = ( Я ( г „ 12)Н{1г, и)-п{к, и)Е{1„ и))о-^; 
С2(«1, «2, «з) = (^?(«1, «,)Д(«2, 1,)-П{1и 

Отметим, что с помощью леммы 6, которая будет далее сформули
рована, нетрудно показать, что с , ( ) ^ О, 1 = 1, 2. 

Если же В = 0, то при некоторых а, имеет место равенство 
ат|(^1) + Рт1(̂ з) == О с вероятностью 1. Это означает, что система (19) име
ет бесконечно много решений, так что в качестве С1, С2 мы возьмем лю
бое решение (19) (например, 0 1 = ^ ( ^ 1 , 1г)/В{11, ^4 ) , С2 = 0). Всюду в даль
нейшем для определенности считаем, что В^О. 

Таким образом, из (19) следует, что 
Р^^1){х\и, V) = Ф(,д(а; — С 1 ( . ) м — С 2 ( . ) г ; ) , 

где Ф ( , д ( - ) — функщшраспределениягауссовской с. в. Т1 ( 0—С1( - )11(^ — А)— 
— С2(- )т1(^ + А). Следовательно, условие 2 теоремы 1 в этом случае перей
дет в требование 

сМ - А, I, г + А) + сМ - А, ,̂ ^ + А) « 2 1 + кШ (20) 

при всех I, А е [ 0 , 1] таких, что { — А, { + Ае[0, 1] , причем }1{)>0 и 
оо 

2 к ( 2 ~ * ) < Например, в случае, когда цШ = и>{1) — стандартный ви- , 
8 = 0 О 
неровский процесс или т](г) = — «броуновский мост», имеет место 
сД-) ^ С 2 ( - ) = 1/2. Так что условие (20) выполнено. 

Обозначим через Ж класс гауссовских процессов на [О, 1] , корреля
ционные функции которых представимы в виде / ? ( ^ , я) == 
= ^ ( т т {I, 5 ) ) ^ ( т а х (^, я ) ) . Это достаточно широкий класс, включаю
щий в себя, например, гауссовские процессы с независимыми прираще
ниями ( ^ ( • ) = соп81) и стационарные гауссовские марковские процессы 
(Г (г) = Ве" ' , Ш) = е-»' , а ^ 0). 

Отметим, что все случайные процессы жъ Ж — марковские. Для того 
чтобы в этом убедиться, достаточно воспользоваться следующим крите
рием марковости гауссовских процессов. 

Лемма 6, [ 8 ] . Гауссовскии процесс •цШ будет марковским тогда и 
только тогда, когда 

для любых 11<12< 1з из области определения цШ. 
Отметим также следующий полезный факт. 
Лемма 7. Для любых функций Т(.) и Ы-), удовлетворяющих ус

ловиям 

Т{8)/Ы8)^ТЦ}/Ш) при 8 < « ; Т{$)Ш>0, (21) 

функция ни, 5 ) = Г ( т т {{, 8))ЫтАХ и, я ) ) есть корреляционная функция. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Нам достаточно показать, что для любых ^1 < 

< и < . .. < ^^ квадратичная форма 
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неотрицательна. Не ограничивая общности рассуждений, считаем, что 
Ф О при всех 7 ̂  г. Тогда 

^=-ЪТ (и) Ь («г) 2| + 2 2 («О 2г . Е («,•) 2̂  = 
г=1 

г - 1 

г=1 ^ I 5-=г 

и=1 ^ г = 1 

1 1 ! 1 ± 1 ) _ 1 1 ( ! 1 ) ' 

2 Ь( « ; )2 ; 

г 

|=г+1 

Лемма доказана. 
Условия (21) сформулированной леммы в терминах Н{1, з) выглядят 

как Е"и, з)^Н{1:, 0 Л ( 8 , 8 ) и Н^з, з)>0, т. е. они яв.ляются необходи
мыми для того, чтобы ни, з) = Т(.тт{1:, 8 ) ) ^ ( т а x ( ^ , в)) была корреля
ционной функцией. 

Таким образом, для представителей класса Ж условие (20) перейдет 
в требование 

I {( + Д) [Т(( + 2Д) - г (I)]-Т{( + А)1Ц1 + 2А) - Ь (()] ^ \,и1К\ 
1(1) Т и + 2А) —Т и) 1(1+ 2А) ^^-^'^'\^^) 

ИЛИ 

1Ш + А)-Ш}]тг + 2 А ) - П1)]-[П1 + А ) - ПШЬи + 2А ) - Ь ( 0 ] < 
^ЫА){Ш)[тц+2А}-т{т-тш[ш+2ю-Ы1т (22) 

при,'всех А, Ь^Ю, 1] и некоторой Ы-) > О, удовлетворяющей условию 

^11{2-')<оо. 
8=0 

Легко проверить, что гауссовские процессы с независимыми при
ращениями и стационарные гауссовские марковские процессы удовлет
воряют (22) с функциех! к{-) = 0. 

Соотношение (22) несколько проясняет вероятностный смысл усло
вия 2 теорем 1, 2, которое в известной степени можно понимать как ус
ловие регулярности траекторий процесса цШ. 

Конкретизируем теперь условие 2 теоремы 3. Пусть по-прежнему 
т) (О — произвольный гауссовскии марковский процесс. Тогда по анало
гии с (18) получаем 

(̂ 1 и ) = Р (Л ^^^) - Л ( * , - 1 ) < X IТ1 = и ) = Р (Г1 ((,•) -

- с 1^) Г] {1^-^) < х + {\-с («,-_1, (23) 

где с(-) удовлетворяет уравнению Н^з-и г,) — сНи^-и (1-1) — 0. 
Для простоты рассуждений будем считать, что с. в. т](« ; -1) не вы

рождена (т. е. -й(«^-1, «^-1) =7̂  0). Тогда 

Таким образом, из (23) получаем 
^г,(у (х\и) = Ф,- (х + (1 - с Ц , - г , Щ и), 

где ФДО — функция распределения гауссовской с в . Т1(^р— с ( « ; - 1 , 
Условие 2 теоремы в этом случае сводится к соотношению 

Д ( * ; - 1 . ^ - ) 1 - (24) 

равномерно по 7 ̂  Л̂ . 



Для представителей класса Ж условие (24) имеет вид 

^ ( * ; - 1 ) 

равномерно по / ^ Л̂ . В свою очередь, это будет выполнено, если 
вир \Ь'(1)\ 

т а х . , < С < оо. 

2. Проиллюстрируем на конкретных примерах один способ проверки 
условия 3 теоремы 1. ; 

Рассмотрим сначала классический принцип инвариантности Донске-
ра Прохорова. В этом случае 

где — независимые одинаково распределенные с. в. с нулевым сред
ним и единичной дисперсией. Для упрощения записи считаем, что п~ 2^" 
(УУо — натуральное число). 

Предположим, что выполнены условия теоремы 1 в [ 4 ] . Тогда спра
ведлива следующая 

Лемма 8. Существует такое е > О, что в условии 

Р'~^^2Н-1^ ( X - VI и , Р^'^^^2п-1^ (̂  I « . г̂ ) < - ^ 1 ( ^ ^ - 1 ) + 7 I ( 2 5 ) 

в качестве 7 ( ) можно взять функцию 

у {2-", 1Т\ и , V) = ^2^'""'" {{и - х)^ + (х - 1;)^] + С./Уп, (26) 

если только 

и - а : | < 8 2 ^ ' ^ / ^ - ^ \и - х\^г2'''^'-\) 

и '^{•) = оо в противном случае. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что в нашем случае 

Р^^^Аx\и, V ) = = ' Р { ^ { ^ ) - Ц ^ - ^ ) - [ ^ { ^ + ^)-^{^)]<2x-и-

— V\^{^ + ^)—^{^ — ^) = V — и) = {2x — и — V\V-и). 

Для 1(1) — 8 „(I) асимптотика • ? ' 8 „ ( ) ( - ) в области больших уклонений 
была получена в [4 ] , откуда и следует справедливость (25) при условии 
(27) для функции 'у() вида (26). Лемма доказана. 

Далее, нетрудно понять, что в силу независимости и одинаковой 
распределенности с. в. {'ё^), а также способа построения множеств 
Г ( ) с. в. 

Л (^ГО = 2 У ( 2 - ^ {^^'), 5п («ГО, 5 „ {ги)) 

совпадает по распределению со с. в. Л В свою очередь, на мно-

жестве Л , = П {| 5„(«0 1 < е 2 ^ / 2 - ' ; | 5 „ (^1) - 5 „ (*К0 К е2^^-^ } 

Л («О = С, 2 ^ 5п («О + С, 2 4 - [Зп («О - («1+01̂  + 

+ С^{й+\)1Уп. (28) 
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Затем к выражению 

81 {Ф = [Зп {(I) + {5п {{и) - 8п Ш +... + {8п («1) - 5 „ 

применим неравенство Гёльдера вида 

при д = У2. 
/ м \ 2 / М \ / М \ 

< 2 2 ^ - 0 
\ г = 1 / V г = 1 У \ г = 1 / 

Тогда первая сумма в (28) оценивается сверху величиной 

^=0 V'^ г=0 

а-1 

/ 

сг-1 

>Й V " й ^ -

3=0 к=0 

Таким образом, на множестве Ал 

Ь=0 

Теперь положим б = Кп'*'^ 1оё п, N = N0 — 1оё Л̂ о. В [4] показано, 
что при достаточно большом К 

Р(р(/^, / ) > б ) < С 5 б ; 
/ ЛГ-1 \ 

С 4 2 2 ' ' - ^ [ 5 „ (11) - 8п {А+1)Т +С2NоIVп> б 
к=0 

< С б б ; 

Р(Л^) > 1 -

Следовательно, теорема 1 утверждает, что 
Хр(5 „ , IV) ^ Си-*'" 1од п, га > 1. 

Аналогичный результат справедлив и для процесса «5п(«)» распре
деление которого задается формулой 

Р{81{.)^В) = Р{8п(-)^В\8п{\) = 0) , 

при условии, конечно, что выполнены предположения теоремы 2 в [9 ] . 
При б = Кп''^'^ 1о§ п условия теоремы будут выполнены и для эмпи

рических (классического и обратного) процессов (см. [9]) 
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ОБ АСИМПТОТИКЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ, СВЯЗАННЫХ С ВЫХОДОМ 
НЕДИСКРЕТНОГО СЛУЧАЙНОГО БЛУЖДАНИЯ ИЗ ИНТЕРВАЛА 

В. и. лотов 

Рассматривается случайное блуждание 5 о , 151, ^ 2 , . . . , порожденное 
последовательностью сумм независимых одинаково распределенных слу-

п 

чайных величин 1,, . •., '5'о = О, 5 „ = 2 1г, ^ (х) = Р ( | 1 <аг). На про-

тяжении всей работы будет предполагаться, что Р(.х) удовлетворяет двум 
условиям крамеровского типа: 

1) Р{х) имеет отличную от нуля абсолютно непрерывную компо
ненту; 

2) ш{ {X: Ме"''^! < оо] < О, зир {Я: Ме"'^^1 < оо} > 0. Пусть, кроме 

того, М | 1 = 0. Для а > 0 и Ь > О введем = Жа, Ъ) =т1п{к : 8,,^ 
^ [—а, Ь)} и функции 

Р^^\х)^Р{8^<х,М>п); Р^^\x)==•р^8^,<x,N^п). (1) 

Результаты работы позволяют получать полные асимптотические 
разложения распределений (1) в случае, когда а = а ( « ) - > - о о , Ъ = Ып)^ 

"О при п-*°о во всем спектре уклонений а+Ь — ОЫ), а+Ъ>СУп. 
Отметим, что та же задача была решена ранее автором в [ 1 , 2] при до
полнительных предположениях о рациональности функции М(г'^^1;^1 < : 0 ) 

Исследованию распределений граничных функционалов, связанных 
с выходом случайного блуждания из интервала, посвящено большое ко
личество работ (библиографию, хотя и далеко не полную, можно найти 
в [2 ] ) . Хохюшо известны постановки задач, приводящие к исследованиям 
такого типа. Вспомним, например, классическую задачу о разорении 
игрока. В настоящей статье метод асимптотического анализа, развитый 
в 2, 3] для решения аналогичной задачи в схеме блужданий по решет
ке целых чисел, применяется к исследованию распределений в нашем 
случае. Изложение ведется кратко, подробности применения метода чи
татель найдет в [3 ] . Основное место в работе Занимает получение асимп
тотических представлений для производящих функций вида ^^"Р 
^ А, Л' '= ?г) и 2 2 "Р (<5„ е В, М^п) (теоремы 1—3 и следствия из них). 
К полученным результатам непосредственно применим асимптотический 
анализ [2] '\й модификацию метода перевала, что позволяет 
сразу же выписать искомые полные асимптотические разложения. Неко
торые из них приведены в теоремах 4 и 5. 

Обозначим г, (X) = 1 — гШе^^^; 
оо ь 

(?о(2,Я) = 1 + 2 2 » ] 1 т Я = 0, | 2 1 < 1 ; 
п=1 _ а 

'> Полное изложение метода содержится во второй части [3] (в печати). 
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