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О СКОРОСТИ с х о д и м о с т и в ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧАХ 
^ЛЯ ОБЛАСТЕЙ С РАЗРЫВАМИ 

И. Ф. ПИНЕЛИС 

1. Введение и формулировка основных результатов 

Скорость сходимости в граничных задачах была предметом иссле­
дования многих авторов (см. [ 1 ] ) . С. В. Нагаев [1] предложил метод оп­
ределения скорости сходимости в граничных задачах, нозволмший полу­
чить оценку скорости сходимости «правильного» порядка ИМп для обла­
стей весьма общего вида. 

Пусть ^2, . . . — независимые случайные величины с общей функ­
цией распределения Р, М ! , = О, М^? = 1 , Сз = М||,Г < оо . 

Рассмотрим случайное блуждание в К", определенное так, что если 
(г, х) е есть по.ложение блуждающей точки в момент времени т, то в 
следующий момент времени те + 1 она оказывается на луче {I + \/п} X 
X (—0°, у) с вероятностью Р({у — х)Уп). Обозначим 

| „ (г, X, т) = (1^^' Ц, X, т), (I, х, т)) 

положение блуждающей точки в момент времени т при усчовии, что 
блуждание началось в момент времени О в точке а, х). 

Пусть 1х] — целая часть х, \х[ = —1—х]. Пусть ^(^) — стандартный 
(непрерывный) винеровскпй процесс на [О, °о). Для произвольного 
Е полон«им 

ВЦ) = {х:Ц, х)еП}(,-оо<г<<х,). 

Пусть 
Р„(^, X, О, Ь)=^Г%М, ^, т)^В{0<теап{Ь 
Ра, X, в, Ь) ==Р{1Ы)+х^ВЦ+и)(0<и^Ь~т, 

если эти вероятности определены. Иначе говоря, Р,^И,х,В, Ъ){Р{.1,х,В,Ъ)) 
есть вероятность того, что траектория случайного блуждания (винерон-
ского процесса), начавшегося в нулевой момент времени в точке (̂ , х], 
будет лежать в 1* в интервале [О, Ъ — 1\. 

Из [1] вытекает, что если 
В = {(г, х): ^ < к и егШ<х<ё^И)), 

где §1, §2 удовлетворяют условию Липшица с постоянной К, то 

{Р„-Р){0,0,В,\)=^О{{К-\-\)с11Уп). (1) 

Здесь и далее постоянная в О(-) предполагается абсолютной; как обычно, 
значения разности функций равны разности значений функций. 
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А. и. Саханенко [21, используя метод работы Г1], доказал, что с1 
в (1) можно заменить на Сз. В дальнейшем, не оговаривая этого специ­
ально, будем пользоваться замечаниями из [2] относительно замены с| 
на Сз, Сз на 1. 

Отметим, что оценка 0{{К+ 1)сз/Уп) неулучшае.ма в том смысле, что 
в правой части (1) нельзя шгеать 

ОЩЮсЛп), если ЛЮ/К-^О при К->оо. 
Действительно, рассуждая так же, как в Г2], из справедливости оценки 
Ои1,Юсз/Уп) выводим, что 

Р / •/ вир {1'^^{0,0,т)-т/п)^х\=. 

вир (^{^)-^)^x) + 0{!(VN)с^VNп] 

следовательно, 

Р / зир (О, О, т) - т/п) ^х]^Р( вир (I (I) - г) > х], 

что, вообще говоря, неверно (см., например, [ 3 ] ) . 
Перейде.м теперь к формулировкам основных результатов, получен­

ных в настоящей работе. Будем считать, что В^Н^ есть область, имею­
щая не более « разрывов на [а, Ь] ( « > 2) (в точках а = ^о<^^<.... 
...<^.-1 = 6), если для любого ^е[а, Ь] (сечение) ВШ есть объединение 
конечного числа т{1:) непересекающихся непустых (открытых, замкнутых 
или полуоткрытых) интервалов бД^) с концами ё ' г ' Ч 0 < Я 1 Ч 0 ( ^ = 1 , . . . 
..., тШ), причем тШ ^ при г ̂  Д, = I,) и функции ^1'' (г), 2̂"* (О 
удовлетворяют условию Липшица по I с постоянной К1 на интервале Д, 
(1 = 1, т^, 7 = 1, . . . , 8 - 1 ) . 

Например, все области, полученные из областей вида 
В = Ш, х) : ё^Ш <х< ^ , ( г)(с ^ ^ й)}, (1 ' ) 

где ^1 , ёг удовлетворяют условию Липшица, путем вычитания я областей 
такого же вида, принадлежат к классу областей, имеющих не более 
.28 + 2 разрывов. 

Области вида (1') с кусочно-липшицевыми границами §1, §г также 
принадлежат рассматриваемому классу, для них тШ = 1 для ВШ Ф 0. 

Особо выделим области вида 
В = Ш, х): ^2(^) <х<. ёМ) {с<1<й), х<у (* = й)), 

где ^1 , §г — липшицевы. 
Центральным результатом является 
Теорема 1. Пусть 

В,= Ш, х): ёг^^) <х<ёМ) {0^г<1), х<у (г = 1)}, 

где ^2(*)<Я1(*), ^1 , ёг удовлетворяют условию Липшица на [О, 1] с по­
стоянной К. Тогда 

(р„ ~р)ш, X, Ву, 1) = оак+\)с,/й). 
п 

П о л о ж и м = 2 1г ( и = 1 , 2, . . . ) . 
1=1 

Следствие 1. 
Р (шах 5( <х, 8п<:у] = 

= Р [ шах 1{г)<х/Уп, 1{1)<у/\^^\+0{с,/Уп). 
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Назовем область В, имеющую не более « разрывов на [а, Ы, правиль­
ной (на [а, Ь]), если !)(«,•) Е / ) ( * , . - 0 ) П 1)(^, + 0 ) ( 1 =^/ ^ 8 - 2 ) , В{а)^ 
^В{а + 0), В(Ь}^В{Ь-0), где 

ВЦ±0)= и « { ( ( ± 0 ) ; 
1=1 

бг (< ± 0) = (* ± 0), Ц ± 0)); (1 = 1 , . . . , т (*±0 ) ) . 

Введем также «правильную» вероятность Рп{й, х, В, Ь) для правиль­
ной области В следующим образом. Для и, х)еВ положим Ш, х)=1, 
если X е б((^) ([ = 1^ . . т { Ь ) ) . 

Предположим, что (/ = О, . . . , 8 — 1) — целые числа. Тогда пусть 
Рп{а, X, В, Ъ) есть вероятность того, что |„(а, х, т) ^ В(0 ^ т ^ п(.Ь— 
— а)), причем 

-1- О, (п - а))) = г - а)) - О, {п {1^ ~ а))) 

для «(<;•-, -а)<т< п{1} -а) (/ = 1, . . . , 8 - 1 ) ; здесь {т) = (а, ж, 
т){а= 1,2). Иначе, Рп{а,х, В, Ъ) есть вероятность того, что траектория 
|„(а, ж, т) пребывает в В, не пересекая границ 

Теорема 2. Пусть В есть правильная область, имеющая не более 8 
разрывов на [а, Ъ], причем п^^ {] = 0, з — I) — целые числа. Тогда 

\{Р'п-Р) (а, X, В,Ь)\^^,с,/У71; 

где 

|А^| = г ^ - г ^ - 1 ; ц̂  = 2пг(«,) ( / = 1, . . . , 8 - 1 ) ; 

Ь — абсолютная постоянная. 
Следствие 2. Пусть В есть область вида (1 ' ) с кусочно-липшицевыми 

границами, точнее, В есть {не обязательно правильная) область, имеющая 
не более 8 разрывов на [а, Ы, причем т{1) = 1 {Ь^{а, Ъ\) и п1) (/ = 0, . . . 
. . . , 8 — 1) — целые числа. Тогда 

1 (Р„ - Р) (а, х,В,Ь)\^Ь 2 2 '-^ {К^ + 1 / УЩ) с,/ / п . 
3=1 

Если же, например, точки разрыва иррациональны, и, следователь­
но, п^^ не могут быть целыми числами, представляется более целесооб­
разным использовать случайные процессы с непрерывным временем, по­
строенные по случайному блужданию |п(^, х, т).. 

Так, пусть 8„(и) = 8„, а, х(и) — случайная ломаная с вершинами 
1п(г, X, т) {т=0, 1,2, . . . ) , (и) = 8п,а,х{и) = 1п\а, х, [п {и — а)])— «сту­
пенчатый» процесс. Пусть для правильной области В, имеющей не более 
8 разрывов на [а, Ы, Рп{а,х, В,Ъ) есть вероятность того, что 8„(и) е 
^В{и) ( и е [а, Ь]), причем 

Ни, 8^м)) = т^-, + 0 , 8 „ ( ^ , - - 1 ) ) = нь - О, згМ^)) 
для < к < (/ = 1, . . ., 8 — 1). 

Для В^В.^ положим 
РМ, X, В, Ь)-=Р(з„Ы)еВЫ){и^[а, Ы)); 

Р„{а, X, В, Ъ)=Р{зЛи)еВ{и){ие[а, Ь])). 
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Замечание 1, Введение правильных областей и «правильных» веро­
ятностей связано с разрывностью в^Ы) и |„(^, х, т); оно позволяет из-
бен«ать излишне громоздких формулировок. 

Каждой области О, имеющей" не более 5 разрывов на [а, Ы, можно 
поставить в соответствие правильную область О'', заменяя сечения ВИ^) 
на П{1^)ПВ(г^-0)ПВа^ + 0) ( / = 1 , . . . , 8 - 2 ) , В{а)-н& В{а)(]В{а + 0), 
В(Ь) — на В(Ь) П В{Ь - 0). Очевидно, 

Р„(а, X, В% Ъ) = К{а, X, В, Ь); 
Р{а, X, В', Ь) =Р[а, X, В, Ь). 

Используя лемму 11 (см. далее), можно показать, что 

Р,{а,х,В\Ь)^Рп{а,х,В,Ъ) + 0 ^ ^ Т г Н 

8 - 2 

Р „ (а, X, В\ = Р „ {а, X, В,Ъ) + 0 "-у=^ 

При рассмотрении «неправильных»_ вероятностей Рп(а, х. В, Ъ), 
Рп(а, X, В, Ь) вместо Рп{а, х. В, Ь), Рп{а, х, В, Ь) .мы столкнулись 
бы с членом вида 

О 

где 
й̂  = ш ! (О - (О : г = 1, . . . , - 1 , * е Д }̂ X 

X ( / = 1, . . . , X — 1), и > 2 шах К^/а,. 

Теорема 1 ' . Пусть 
В = Ш, х) : Я 2 ( г ) < ж < ^ . ( { ) ( с = е г < й ) , аг< 1/(г = й)}, 

гЗе ^2(/) < ,§̂ 1(<), ^ 1 , ̂ 2 удовлетворяют условию Липшица на [с, й] с /го-
стоянной К. Тогда 

(Р^-Р){с, X, В, й)^0{{К+\/1й-с)сЛп), 

и такая же оценка имеет место для Р„{с, х, В, Л). 
Теорема 2 ' . Пусть В есть правильная область, имеющая не более 8 

разрывов на 1а, Ь]. Тогда 

где 

Ц.Р„-Р){а, X, В, Ь]\^Ц'.сЛп, 

= Кз + АХ}-, 

— не целое число), 
— целое число) 

(очевидно, ^К^^^/'^^^-^-а + К} при / = 2, . . . , 8 - 1 ; Я, = Я , ) ; Ь — абсо­
лютная постоянная. 

Аналогично 

| ( Р ; - Р ) ( а , X, В, Ь)\^^,с,/Уп. 
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Следствие 2 ' . Пусть В есть область вида (V) с кусочно-липшицевыми 
границами, точнее, В есть (.не обязательно правильная) область, имею­
щая не более з разрывов на [а, Ь\, причем т{1) ^ \ {1^[а, Ь\). Тогда 

{Рп - Р) (а, X, В,Ъ)^0 (Ъ 2'-' (К) + 1/К|А71) о,/ Уп 

и такая же ои.енка имеет место для Рп(а, х, В, Ъ). 
Замечание 2. Если, например, Яг̂ )̂ ^ ю в следствиях 2, 2 ' имеет 

место оценка 

(/ь• + 1 / / | Д 7 I ) ' ^ з / V ^ ^ 

Это вытекает из доказательства теорем 2, 2'. 
В разделе 2, наиболее объемном, доказывается теорема 1. Основную 

трудность в доказательстве теоремы 1 составляет по.иучеиие оценки устой­
чивости решения граничной задачи но времени, т. е. оценки разности 
вида А„(й) = Р„ (а (а + Л, х, О, Ь)—РЛа, х. В, Ь). В разделе 2 будет по-
лучена оценка АЛЮ = 0Ц1Г-1/{Ь - а))к-^-(К1/1/(6 - а)кс,/Уп+ 
+ к\\аН\/1/Ь ~ а)). Эта оценка, хотя и не вполне точная, достаточна для 
доказательства теоремы 1, В свою очередь, используя теорему 1, можно 
получить более точную оценку 

АМ) = 0((К'+1/(Ь~а))к + (К+1/УЬ-а)с,/Уп). ( 1 " ) 
Этот результат является обобщением леммы 9 пз [ 1 ] . 

Выводу оценки ( 1 " ) и аналогичной оценки для винеровского процес­
са посвящен раздел 3. Отметим, что оцепка для винеровского процесса 
вытекает в силу принципа инвариантности пз ( 1 " ) . Мы пспучим, одна­
ко, сначала оценку устойчивости по времени для винеровского процесса, 
'из которой, используя теорему 1, выведем ( 1 " ) . В завершающем разделе 
4 доказываются остальные результаты из числа сформулированных выше. 

Автор выражает глубокую благодарность С. В. Нагаеву за поста­
новку задач п ряд полезных замечаний н А. А. Боровкову за внимание 
к работе и за^гечания, способствовавшие ее улучшению, 

2. Доказательство теоремы 1 

Доказательство основано ва методе [11, и в основном мы следуем 
обозначениям, иринятЫдМ в этой работе. Для удобства часть из них вос­
произведем. Пусть 

В==Ш, х): С1^.г^ Са, МО <х< 

где с?1, с1г — некоторые функции на [с1, Сз]; 
хМ, X, В) = 1пг Ьп : 1„(1, X, т)ФВ, »г > 0}; 

РпО-, X, Ей Ег, В) = Р(1,,а, X, x^^, X, В)) ^Е,Х Е,); (2) 
X, Е„ в) = Рг.а,х,Е„ К', В), 

где — борелевские множества на прямой; Р^И, х, В) = РМ, х, 
(сз, оо), В) при [I, х) <^ В,0 ъ противном случае. 

Будем считать {это не умаляет общности), что непрерывна, а: = 0. 
Предположим, что 

ёМ)~К1п>у>ёг^1) + К/п. (Г) 

Вначале докажем некоторые всполюгательные результаты (леммы 
1—6). Основным техническим средство.м доказательства теоремы явля­
ется 
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Лемма 1. Пусть О < & ̂  1 и на [О, Ы задана неубывающая функция 
М1, причем 

М1{1) = 0 Рз- УпЬ 
\ 

Уп(ь-1) ь - г (3) 

для любого 1^ [О, Ъ) и некоторого (О, Ь). Далее, пусть — заданная 
на [О, Ъ] функция с вариацией Уаг Л/з = 0 ( 1 ) , причем М2{Ь) = 0 и 

М,Ш = 0 ( ( Х + 1)((Ь - г)/Ь + дсП'пЮ). (4) 

В (3) и Ш р^>0 (1=1,2,3, А), д>0. 
Пусть выполнено по меньшей мере одно из двух условий: Уа.гМ^ — 

4 

= 0 (1 ) или в условии (4) д = 0. Если 3 + ' 2 /'» = 0(1)1 

ь 
I Л 1 , (*) аМ, (О = О {{К+ 1) {р,к 11п к \/Ь + с,/ УЩ). 
о 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 1 достаточно провести для 6 = 1, так 

как иначе можно заменить I , к на Ы', Ък', пЬ на и' , М^{^) на (*') = 

= Мг {ИЬ) (г = 1, 2). Итак, считаем, что 6 = 1. Тогда 

I ( 1 ) Ш, (О = - М, (0) М, (0) - I М , Ц) йМ, {I), (5) 

так как М^а) = 0 . Учитывая, что Уаг Жз = 0 (1 ) , получаем 

Л/.(0).1#з(0)=О{Ж.(0)), (6) 

и в силу (3) 
ММ = 0{р,к + (К + 1 ) с . Л и ) . (7) 

Далее, 
1 К/(К+1) 
{М,А^)'^МА^)= \ \ (8) 

(9) 

о о 
К1(К+1) 

о • \

так как Жз(1) = О, Уаг Л/. = 0 ( 1 ) ; 

о 

М,{К/{К+1)) = 0[{К+ 1){р,Н + сЛп)). 

Учитывая (4), находим 

МАг)ША*) = 0{ I {К\1){1-{ + дс,/Уп)Ш,{П 

(10) 

( И ) 

(12) 
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Так как либо д = О, либо Уаг Д/1 = 0 ( 1 ) , то 

[ {К+\){\-1-\-дс,1Уп)Ш,{1) = 
кцк+1) 

1 
= [ ( ^ - Ь 1 ) ( 1 - ( ) Й М 1 ( « ) + 0 ( ( ^ С + 1 ) с з / / й ) . (13) 

К/(К+1) 
Возьмем интеграл по частям: 

1 

(14) 
В силу (3) 

1 
I {К-{-1)МА1)(И = 0{{К-\-1){р,к\Ык\ с,/Уп)). (15) 

К/(к+1) 

Объединяя соотношения (5) —(15) , получаем 
I 
171/1 {^) йМ^ (г) = О ((Ж + 1) {р,к 11п /г 1 + с./Уп)), 

что и требовалось. 
Лемма 2, Пусть 

В = {{I, х):0<къ, ам)>х>ам); а.а)> 
\Мг + к)^а,И)\^Кк(о<г^г + к^Ь); < г , ( 0 ) > о > й д о ) . 

Тогда [см. (2)] 

Р„(0, О, (г, Ы, Д) = 0 ( ( Х Г М - 1)((& - {)/Ъ + сЛпЬ)). 
Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 2. При Ь = 1 утверждение леммы 

легко по,пучается, если учесть оценку (2.16) из [1]. Общий случай отсюда 
получается так же, как в работе [1, см. (2.88), (2.33)1. 

Лемма 3. При т<п = 0[т) 

Р(5„. < X, 5„ < г/) = Р(|(7ге/и) < х/^/щ |(1) < у/.Ьг) + О^./ЬИ. 
Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 3. Пусть — функция распределе­

ния (А: = 1, 2, . . . ) . Легко видеть, что 
X 

Р ( 5 „ < X, 8п<. У)=\ (у—и) аРш {и) ; 

Ф 

где 

йиФ I и 
\У-Г, 

Отсюда 

где 

Р{5'™ <х, 8„<у)= ТЦЫ/п) < х/Уп, |(1) < у/Уп) -Ь Л 4- / 3 , (16) 

Й„Ф / . . | [ . _ , » - » ) - ф ( ^ ) 
— СО 

X 

/ , = I / ' „ _ ™ ( н ) й , [ ^ ' „ ( м ) - ф ( ^ ) 

У^1 
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Известно следующее неравенство С. В. Нагаева [ 4 ] : 

\Р^{хУк)-Ф(х)\^0 

Используя эту оценку, находим 

1 д-и.^/^т (14-
у-и 

\ "У п — т 

\ \х\У 

, - 1 Ли 
) У^Г^п 

= 0 
Ли 

Уш 1 + I « 1=* ^ 

Взяв интеграл по частям, имеем 

/, = {Р^ {х) - Ф ( х / Ут)) (у - а:} -

= 0 ( с з / / « ) . (17) 

- ,( \РМ-Ф{и1Ут)\Аг^Рп-ЛУ-^) 

откуда, используя оценку Берри — Эссеена, выводим 

1^^0{сЛп). (18) 

Утверждение леммы 3 следует из (16) —(18) . 
Лемма 4. При т<п = 0(т) 

Р ( 5 „ <х, 8„>у)= Р{8„ > -X, 8^ < -у) + 0{с,/Ь^). 

Лемма 4 следует из леммы 3 и симметрии распределения процесса |(^). 
Следующее утверн;дение, возможно, представляет самостоятельный 

интерес. 
Лемма 5. Пусть т . = т ! {т : 8^^ х), у.х = 8^^ — х {х>0) — соответ­

ственно момент первого выхода и величина перескока через уровень х. 
Тогда 

Р(5„ - 2х, ^х)= Р(5„ ^х) + 0(с,/Ы). 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 5. Положим 5 , ,= т а х 5^. Очевидно, 

что 

Р ( 5 „ > д : , 8,,<х)= 2 I Р ( Т х - А - , 8^таа)V{8п-к<x-^^). 
к=1 2оо 

Из леммы 4 (при у = —ос) получаем, что 

Р(5„_ь <х-и)= Р(5„_^ > м - ж) + 0(.с,/Уп - к), 

поэтому 

Р(8^^х, 5 „ < ж ) = 2 1 81,^аи)Т{8п-н>и-х)-]-

А=1 - а 

+ Д = 2 1" Р(т=е = А;, 5 „ > 2 м - л ( ) + Л = 

= Р ( 5 „ > 2 х . + 2;) + Л, (19) 
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где 
/ П 1 

Н^О 2 Р (Тх = к) тт [с.,/ Уп- к, \) 

= 0 \шш{с^Уп{\-^),\)Рп{^,о,с^^,^,) ; (20) 

С̂ , = {(^, м ) : о ^ 4 =^ 1, и < ж}. Положим 

Ж Д ^ ) = т т ( с , / У « ( 1 - * ) , 1); (21) 
М^(1) = - Р „ ( 0 , О, (1 - I, \\, О.). (22) 

В силу леммы 2 

Л/,(«) = 0 ( 1 - г + Сз/У^. 

Поэтому условия леммы 1 выполнены с Ь = \, К = 0, />! = = Л = О, 
/'2 = 9 = 1, Уаг Л/, = 0 ( 1 ) . Значит, 

1 
1 м , ( 0 Й Л / , ( 0 = О ( с з / / « ) . (23) 
о 

Из (20) —(23) получаем Л = ©(сз/Ул), что вместо с (19) дает 
Р ( 5 „ > : г , 6 \ < х ) = Р ( 5 „ - 2 ) 0 с > х ) + О ( с , /У^ . (24) 

С другой стороны, 

Р(8„>х, 8„<х) = 'Р{8„^х)~Р{8„>х). (25) 

В соответствии с основным результатом работы [2] 

Р { 5 „ > ж ) = 2 ( 1 - Ф [ л ; / 1 п ) ) + 0(сз /Гй) . (26) 

Оценка Берри — Эссена вместе с (25), (26) дает 

Р(8п > X, 8п < ж) = Р(5„ ^х) + 0{с,/Ы. 

Сравнивая эту оценку с (24), получаем утверждение ле.м.мы 5. 
Лемма 6. Пусть х>0, О < г < р = 0(г). Тогда 

Р[8т>Х, 8„^.<х, 5 , „ . р > ж ) = 

• .. = Р(5,„ > X, 3,,+г > X, 8,,^^ <х)+ 0{с,/Ьп) 

( 5 ™ = шах 8^ ( « 1 = 1,2, . . . ) \

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы (3. Положим 
Л. = Р ( 5 „ > ж , 5 „+ , < г : , 5 , „+р>ж). (27) 

Имеем 
т оо 

1^1= Ъ I Р{х^ = к, 8,,^ аи) Р (8^+г-к <х~и, 8т^р^^и > ж - и). (28) 

Так как [т + р — к)/{т + г — к) ^ р/г = 0 (1 ) при к^т, то по лем­
ме 4 

Р{8„,+г+к<х-и, Зга+г,-^^ х-и) = Р(8„^г-х> и - X, 8т+р-и<и - х)+ К^, 

(29) 
где 

, , Л2=^0(с:з/У'и + / ? - / с ) = 0(сз/У/?г-А;) . (30) 
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Из (28) —(30) следует, что 

А=1 - о о 

= Р (5,„ > ж, - 2хх > ж, 8т+р - 2хх < л;) + Л, , (31) 

где 

^Р{х^^к)тт{с,/Ут~к,1) . (32) 
к=1 ' I 

При 771 = п сумма в иравой части (32) совпадает с суммой в правой ча­
сти (20). Поэтому [ср. с (23)] 

П, = 0[с,/Ут). (33) 

Далее, 
Р(5„. > X, 8^^г - 2х. ^ X, 5„+р - 2х« <х) = Р ( 5 „ > X, > х, 8„^, < х) + 

+ 0 ( Р ( 5 „ + . > х ) - Р(5,„+. - 2%. > х ) ) + С»(Р(5„,+р > ж) - Р(5,„+р - 2х« г» х)]. 
(31) 

Из (27), (31), (33), (34), используя ле.мму 5, получаем утверждение 
леммы 6. 

Пусть 
а = Ш, х): 0 < ^ « ; 1, ё^Ш<х<ё,М)}-

С = Су,„^ Ш, х): 0<1^1, ёгИ) <х<§,, „(()}, 

§^1) при 0 < { < 1 — 1 / п , 
у при 1 — 1 , ' « < г < 1 . где ?1,п(0=-

Положим Рп(1, х) =Р„(^, X, & ) . 
К сожалению, функция „ разрывна и тем более не удовлетворяет 

условию Липшица. Однако, по сун^еству, условие Липшица использова­
лось в [1] только при доказательстве лемм 8 и 9. Леммы 7—10 являются 
ана.тогами соответствешю лемм 8, 9, 16, 17 из [ 1 ] . 

Лемма 7. При 0^1<1 

р„и, х + 1)-р.м, х) = о({к + иа - г)(/ + сз/Уи)). 

Формулировки лемм 8 из [1] и 7 выглядят одинаково, однако в лем­
ме 7 Р„(*, х) имеет другой смысл. 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 7. Пусть 
В = {((, х): О =6 г =е 1, с1М) >х-> Л-М))-

Положим ЛЛВ) = {т„(0, X, В) > п), если (О, х) е В, А^В) = 0 в про­
тивном случае, В (у) = Ц '̂̂  (О, х, п)<.у], В-1 = [[I, х) -.И, х + 1)<^ В). 
Очевидно, 

ПАЛВ)) ^Р,ЛО, X, В), РШВ-1)) = РМ х + 1, В), ААС)=АЛа)В{у). 

Пусть знак + между событиями здесь и далее означает симметри­
ческую разность. Тогда 

АЛО АЛО == АЛа - 1)В[у -1) + АЛС)В(у) ^ 

е(В(у-1) + В{у))\]Ш0-1)+,АЛ5)). : (35) 
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По теореме Берри — Эссеена, 

Т{В{у-1) + В{у))^0а+с/УпГ. (36) 
в [ 1 , см. (2.22) и ниже] фактически доказано, что 

РШО - р)) - ршоо) = о{{к+ 1)(г + с,/Уй)) 

при р = 0, I, где 01 = 0 П (0—1). Поэтому 

Р{АЛ€; -1)+ АЛО)) = Оак + 1){1 + с , /У« ) ) . (37) 
Из (35) —(37) следует, что 

РМ, х+1, а)-РЛО, X, С) = 0{РШС--1) + АЛО))) = 

= 0{{К+1){1 + с^1/пГ), 

что доказывает утверждение леммы 7 при г = 0. Переход к общему слу­
чаю осуществляется так же, как в [ 1 , см. (2.28)]. Лемма 7 доказана. 

Лемма 8. При 0^г<{ + Н^1: 

А)_ РЛь + ь,, х)-РЛ1, х) = 0({К' + \/и-1))к+{К+\/1а-1))у: 
ХсЛп+1Н/{\-1)); 

Б) РЛ1 + К х)-РЛ1, х) = 0{{Ю + \/{{-Ь))к+{К-\-\/У{-1)Х 

Х ( с з / У « + / 1 1 1 н / г | / У Т ^ ) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 8. Как и в [ 1 ] , положим 

С , 4 = { ( * , х ) : О =е ^ ^ 1 - /8, ёгИ) < X < ё^а)}; 
Сл, 2 = { « , х): 0 < ^ < 1 - / г , §^{1 +к)< х < §,(1 + к)); 
Оп, 3 — Сг1,, 1 П Сп, 2 . 

Из доказательства леммы 9 в [1] видно, что, не ограничивая общно­
сти, можно считать; ж = О, ^ = 0. Введем события 

А < = {т„(0, О, &,,,)> п,} ( 1 = 1 , 2, 3 ) ; 

Вн=[1'-:^{0,0,пн)<:у], А = А,_„ В = В,. 

Здесь и далее и» = 1п{1 — к)]. Очевидно, 
РЛО, 0) = Р(АВ}, РЛк, 0) = Р(Лл, 2В,). 

Поэтому 
Р„(й, 0 ) - Р „ ( 0 , 0) = 0{РиВ + А,,,В„)) = 0{Р{А + А,,^) + Р{В + В,)). (38) 

Далее, 
Ри + А,,,) < Р{А + А,,,) + Р{А„,, + Л„ з) Ч- Рии. 3 + 2 ) ; (39) 

Ри + А,,,) = Ри,, М) = РЛО, о, ( 1 - Л , 11, 0) = 

= 0ак + Сз/Уп)(.К+1)) (40) 
в силу леммы 2. В [ 1 ] , по существу, доказано (см. доказательство леммы 
9 из [ 1 ] ) , что при 1 = I, 2 

ри,, г + А„,,) = р(А,^,) - ри,, з) = оак+1){Кк + СЗ/У7О). (41) 
Из (39) — (41) вытекает, что 

Р{А + А^, 2 ) = ОаК' +1)к + (,К+ 1)сЛ^). (42) 
Далее, в силу леммы 4 

Р[В + ВЛ = Р{В\В,) + Р(В,\В) - Р(|(1 -к)>у, 1(1) <у) + 

+ РЦа -к)<у, 1И) >у) + 0{сз1й), (43) 
так как, не умаляя общности, можно считать к<. НА, что мы и сделаем. 
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Имеем 

Р ( П 1 | ( 1 ) < I . - « ^ . 1 - . > ф ( 1 ^ у , = 

= 0 / й ] Ф(и)с^ц = 0 ( 1 / й ) . (44) 
\о / 

Аналогично, 

Р{1И-Ю<у,1Ш^у)^0(ГЮ. (45) 

Из (43) —(45) вытекает, что 

Р(В + 5 д ) = 0 ( с з /1 ' гё+ VI). (46) 
Из (38), (42), (46) следует утверждение «А» леммы 8 при ж = С = 0. 

Из (41) следует, что 

Р(Лд.. + А , , = оак + 1){Кк + Сз/Уп)) . 

Отсюда 

РЛН, 0) = Р(Л,, ^5.) = Р(/1^, А ) + 0{{К+\){Кк + сЛп)). 

Поэтому 

РЛП, 0 ) - Р „ ( 0 , 0) = Р(Лд, А ) - Р ( Л В ) + 0 ( ( Х + 1 ) ( Л Л + Сз/УЙ)). (47) 

Далее, 

|Р(Л. А ) - Р ( ^ 5 ) 1 | Р ( В ) - Р ( В , ) | + | Р ( Л . А ) - Р ( 1 В ) | . (48) 

По теореме Берри — Эссеена 
|Р(2?) - Р(В,) I = |Ф(г/) - Ф(1//У1 - /1)1 + 

+ 0 ( с з / У и ( 1 - А ) ) = 0(А + Сз/Уп), (49) 

так как при 0,5 < а < 1, ж > О 
ф{х) - ФШ = (1 - а)хц,(&х) = 0 ( 1 - а), 

где а < 6 < 1, ф (м) = Ф (и). Очевидно, что 

IР ( Л д В л ) - Р (АВ) I < I Р (ЛлдВ,,) - Р (Ап,,В)\ IР {А,,,В) - Р (1в) |; 
(50) 

так как .4*, , ^ у1, то в силу (40) 

Р ( Л д В ) - Р {АВ) = О (Р = о ((й + Сз/ /И) + 1))-. (51) 

Нетрудно видеть, что 

Р ( Л л В л ) - Р ( Л л В ) = Р {Ан.^ВиВ) - Р (Зл.аВ^л). (52) 

Введем два события: Ск, заключающееся в том, что траектория (слу­
чайного блуждания, начавшегося в точке (О, 0) в некоторый момент вре­
мени, не превышающий Пн, выходит из области С (т. е. происходит со­
бытие Ан. 1) и зател! в некоторый момент времени, не превышающий га, 
пересекает гори,зонтальный уровень у\ Сп, заключающееся в том, что 
траектория в некоторый момент времени, не превышающий п^,, выходит 
из области С (т. е. происходит событие Ал, 1) и затем в некоторый мо­
мент времени, не превышающий Иал, пересекает- уровень у. Говоря о 
пересечении уровня у после момента времени тга, и до момента времени 
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гпг, МЫ имеем в виду следующее: 

(|(,̂ > (О, О, т^) - у) (?̂ >̂ (О, О, ш,) - у) < 0. 

Лег1;о_ виде_ть, что _ .^^дЛлВиАд^ / ? , , , причем С л ^ Л , 
Поэтому А/11Вг,В = СпВ^^В, Лн^гВВ^ = СнВВ/,, откуда, так как Ск^С„, 
полз'чаем, что 

Р (Аи.гВкВ) - Р {СнВггВ) \^\Р {Ап,фВп) - Р (СлВЛл) | < 

< 2 Р ( С л \ С л ) . ( 5 3 ) 

Нетрудно видеть, что 

Р ( С Л \ С Л ) < Р ( Л Л , 1 \ Л А , 1 ) + 
1-2Л оо 

+ [ I РпФ,0,А1,йх,С)Р^{1,х,{\~^2}1,\\,Оу,х). ( 5 4 ) 
О —оо 

Здесь С „ ^ = {(г, Ы ) : 0 ^ { Й ; 1 , М < I/}, если х<у; Су_^=Ш, и):0<^<^, 
и> у} в противном случае. 

В силу леммы 2 

Р ( А . ,) = оак + 1)(А + с, /Уп)) ; 

РМ, X, ( 1 - 2 Л , 1], ву,,)=0Ш,(1)), 
где 

М1 (О = пйп ( 1 , + Сз/ / « ( 1 - 0 • 

Поэтому вследствие (54) 

Р ( С л \ С л ) = о ( ( А ' + 1 ) ( й + С з / / « ) ) + I МА^)ам,(^), ( 5 5 ) 
о 

где 
.1/д*) = - р „ ( о . О, а, 1-2к],а). 

Снова применяя лемму 2 , получаем, что 

М.И) = оак + 1 ) ( (1 - 2к + Сз/Уп)). 
Теперь, применяя лемму 1 с Ь = 1 — 2/г, р1 = р2 = \, Рз = /'4 = 0, 7 = 1, 
Уаг ^ 1 < 1, получаем 

1-2/г 

I Ж , (О ЙЛ/г (*) = о ((А' + 1) {к 11п й I + Сз/ / « ) ) . 
а - • 

Отсюда и из (55) заключаем, что 
Р(6'ЛСд) = 0((Л:+1)(/1|1п А| + С з / У « ) ) . (56) 

Далее, нетрудно видеть, что 
1-2Л оо 

Р {СиВьВ) = С I Рп (О, О, сП, ах. С) Р (Л<̂ > (I, х)); (57) 
О — оо 

1-2Л оо 

Р (СлВВл) = ^ Рп (О, О, й*, йж, с ) Р {А^'^ (г, X ) ) , (58) 
о — оо 

где ж) = {траектория, вышедшая из точки И, х) в момент «1-1, 
до момента Пгл пересекает уровень у, причел! в момент Пл проходит ниже 
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этого уровня, а в момент п — выше), а событие Л'^Ч(, х) отличается от 
А"Ч1, х) только тем, что траектория в момент выше уровня у, а в мо­
мент п — лпясе. Согласно лемме 6 при О ̂  ^ < 1 — 2к 

ри" ' « , ,т)) = р{А'»а, хп + оилпН -гн - « ) (59) 
(надо взять т. = 1пЦ — 2И, — 1)\, г = п„ — Щн, р .= п — п„). 

Из (57) —(59) вытекает, что 

\

где 

причем 

М^Ц) = т1п ( 1 , Сз/У/г(1 -2Н- И); 

М,И) = -РЛО, О, а, 1-2/1] , О), 

МгШ = 0 ( ( Х + 1) (1 - 2/г - ( + Сз/УЙ)). 

Вновь применяя лемму 1 с 6 = 1 — 2к, р1= рз^ Рл^'О, р^ — д = 1, 
Уаг 1/1 (?) « ; 1, получаем 

[ мл()ам,{^)='0((К+^)с^Уп). (61) 
о 

Из (60), (61) следует, что 

Р (СьВпВ) - Р {С,ЯВ^) =0{{К+ 1) Сз/ Уп), 

а это вместе с (52), (53), (56) дает 
Р ( А . <й,.) - Р ( А , ,В) = 0 ( ( Я + 1)(/г|1п /г| - I - Сз/Угё)). 

Отсюда, учитывая (47) —(51) , получаем 

РЛк, 0) - Р„(0, 0) = 0{{К' + т + {К+1]{сз/Уп + к\1а к\)), 

что доказывает утвернгдение «Б» леммы 8 при ^=^x = 0. Лемма 8 пол­
ностью доказана. 

Лемма 9. ПриО^г < 1 

1 , „ К + 2 Р„ (/, . ) - Р „ а, X) = 0\^[К+ ' - ^ - г 1 ^ 

{здесь, кап и в [\], Р„(?, х) 8''' (/^^5 (Р„ {I, х))), где 8 - преоб­
разование Фурье). 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 9 в основном повторяет доказатель­
ство леммы 16 из [ 1 ] . Отличия следующие: 

1) вместо леммы 9 [1] для пол5^чения оценки вида (2.66) из [1] сле­
дует использонать утверждение «А» леммы 8, которое приводит к оценке 

РЛа+ \/п + 1,х-у)^ РЛ1, х - у ) + 0{(К -Ы/У1 - г)сЛп); 

2) вместо леммы 8 из [1] следует всюду ссылаться на лемму 7; 
3) оценивая интеграл 

Л = Л {Рп{.г — з,х — у) — Рп{г-\-а,х — у))дпг{з,у)с1вд,у, 

{ -(к -|-1 / /Гн;)~^ <»<—«} 
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который появляется в левой части формулы С2.79) из [ 1 ] , с помощью 
утверждения «Б» леммы 8, получаем /1 = 0 ( / 2 + / з ) , 
где 

(к:+1/^1^^)-г 

1п ^ 
„1/2 Аз. 

В [1] показано, что (при а = с1/п) /а = 0{сз{К <)). 
Далее, 

1 \

/3 = 0 
1п + 1 + 

Отсюда, как и в [ 1 ] , приходим к оценке (ср. с. (2.84) из [ 1 ] ) 

Поэтому 

Эта оценка вместе с соотношениями (2.69), (2.74), (2.86), (2.88) из [1] 
приводит к утверждению леммы 9. 

Лемма 10. Если уя<х<у, где уо = ^ 2 ( 1 — 1/ге) + К/п, то 
( 1'" 

Р „ ( 1 - 1 / п , х)^\ 0 

если же х> у , то 

\ 1^ 
/ 1/п 

Р „ ( 1 - 1/п, х) = 0 
\ {х-у)^ + ^^ 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 10. Имеем (ср. с (2.89) из [П) 
1/п Х-52(1-1/п-1-8) 

'Чи. 

Если X > у , то, как и в [ 1 ] , получаем оценку 
/ 1 / п оо 

Рп(\-\1п,х)^0 
^ о х-у 

/ 1/п 
= 0 

\ (^ - УГ + « 

Аналогично рассматривается случай уо<х< у . 
Завершим теперь доказательство теоремы. Для этого надо повторить 

с соответствующими изменениями заключительную часть доказательства 
основного результата работы [1], начинающуюся после доказательства 
леммы 17. Опишем эти изменения: 

1. Вместо П„ = П„(К' ) надо положить П„ = П,1((—<», у ) ) . 
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2. Для оценки интеграла 
81(1-1/П) 

У„= I Р „ ( 1 - 1 / « , а:)П„(йх) 

нужно исходить из представления 

ез(1-1М у 

и пользоваться леммой 10 вместо леммы 17 работы [ 1 ] . В результате 
получается оценка 

3. Вместо (2.100) из [1] в сипу леммы 9 имеем 

: 1П 

После этого для оценки интеграла 
1 - 1 / » _ / - -

. - ] / ^ — ^ 1 - * у у „ 

1 - 1 / » 

где 

/ / п — 1 
Ж , ( 0 = - П ' Ц ^ ^ , 

используем лемму 1, полагая & = 1 — 1/ге, / ) , = ? = О, = Р1_= Р>. = 1, 
в результате вместо (2.103) из [1] имеемТ ;̂1Г = О {{К + ^)с^Уп)) и ана­
логично 7 ^ = О ( ( + 1) С з / / г е ) . 

4. Оценка вида П^ (((га — 1)/га, 1)) = О {{К -\- 1) /«) может здесь не 
иметь места. Однако, используя (2.106) из [1] и (44), (45), вместо (2.106) 
из [1] имеем 

п „ = Р ( о , О, Ву,1) + ои/и + к/п). 
Теорема 1 доказана в предположении (2 ' ) . 
Чтобы доказать теорему 1 в обпа;ем случае, потребуется следующее 

вспомогательное утверждение (которое будет использоваться и в даль­
нейшем). 

Лемма 11 . Положим 

(е) = зир Р {8щ1 Ут е (а , р), / т е ^ (а + е, р - е)) +• 

-^ зир Р ( 5 ̂  Ут^{а + г , ^ - е), 8^_^ Ут е (а, р)). 

Тог&а рЛь)=0{сЛт + г). 
Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 11 вытекает из (46) и того, что 

Ф(ж + 8 ) - Ф ( а : ) = 0 ( е ) . 
Итак, пусть условие (2 ' ) нарушено, например г / ^ ^Д! ) — А/га. В си­

лу леммы 11 
Р„(0, О, Оу, 1) - / ' „ ( О , О, Ву, 1 - 1/га) = 0{рЛ2К/п)) = 0{сЛп + К/п). (62) 

В силу (1) Р„(0, О, Ву, 1 1/га) - Р(0, О, Ву, 1 - 1/га) = 

= 1 9 ( ( А + 1 ) с , / У ' й ) . • (63) 
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Аналогично формуле (106) из [1] имеем 
Р(0, О, 1 - 1 / г е ) - Р ( 0 , О, 1) = 0((К+1)/п), 

поэтому 
Р(0, О, Оу, =Р{0, О, 0 „ , 1} + 0{{К+{)/п). 

Отсюда с учетом (62), (63) получаем утверждение теоремы 1 для у ^ 
> ^1(1) —А/га. Аналогично рассматриваются значения у^ёгШ + К/п. 
Теорема 1 полностью доказана. 

3. Оценки устойчивости по времени решений 
^ граничных задач 

Положим здесь 

? Д 0 ) < 0 < ^ , ( 0 ) ; ё,{^)<ё^(^); 
\8<а + Ю-§<И)\ + к<1, 1 = 1, 2 ) ; 
С-п = Сн.у^Ш, х)^С:х<у {1==\-к)}; 

кп =• ]пк[/п. 
Теорема 3. Для О «5 / К 1 

Рп (О, О, Сл„, 1 - Л) - Р „ (О, О, Со, 1) = О {{К^ + 1) /г + ( А + 1) Сз/Кга). 

Теорема 4. Д./гя О =5 й < 1 

Р(0 , О, Сл, 1 - / I ) - Р(0 , О, Со, 1) = 0{(Ю- + 1)й). 

Замечание 3. Пользуясь теоремой 3, можно улучшить оценку, данную 
в утверждении «Б» леммы 8. Действительно, переходя к обозначениям 
из разд. 2, имеем 

Рп (О, О, Сл„, 1 - А) = Р ( Л л В л ) ; Рп (О, О, С„, 1) = Р (ЛВ). 

Поэтому в силу теоремы 1 и формулы (47) получаем 

Р„ (Л, 0 ) - Р „ ( О , 0) = о ({К^ + \)Н-^(К + 1) 

Это доказывает в случае ^ = а; = О 
Следствие 3. При О < « < * + Л < 1 

р^(,^к,х)-Р^и,х)^о[{к^+^;^п-^[к+^;)1^). 

Переход к случаю или а; =^ О совершается так же, как в доказатель­
стве леммы 9 работы [ П . 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4. Приведем сначала три вспомо­
гательных утверн^дения. 

Л е м и а 1 2 . Неравенства 

X - У Г ^ X + КйК, {, х>0) 

имеют место тогда и только тогда, когда: 
1) при АКх < 1 либо I ^ либо г^^Ь^Ь^; 
2) при АКх ^ И^Ьз; здесь 

1 - 2 К а ; ± У 1 - 4 К а : _ 1-|-2̂ Г̂ ; - У1-Ь 4Хж 
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Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 12 предоставляется читателю. От­
метим лишь, что <1.2 —корни уравнения = х + К1, а (3 — (единствеп-
пый) корень уравнения 1/1 = х ~ Ш, причем ?з < *г ̂  (при АКх<\). 

Лемма 13. Пусть аЯ"^(А) — класс неотрицательных {измеримых по Ле­
бегу) функций ё, удовлетворяющих условию \§{^) — §{0) \
Положим для § е Ш^(К) 

1 
/ (^) = I ехр ( - (*)/20 ё (О Г^'Чь. 

Тогда Л/к = зир {![§) : § ^ Т1^{К)] = 0{К + 1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 13. Положи.м ^8-
> 0). Эта функция возрастает при У? > ^ > О и убывает при ^ > У .̂ Да­
лее, для §^Т1^{К) выполнены неравенства х•-К^<§а) ^х +К1, где 
X — д{0). Будем считать, что х > О, так как в противном случае ^(Ь) < 

]К1: и / ( ? Х А [ / - ' " ' Л = 2А'. Тогда 

^ ( ? ) < 2 / . . (64) 
к=1 

где Д = 

ё1 {^) = V'^, ё1 (О = ^ + ё1 {{) = х - К1; 

Е,='{1:0<1^\,х-Ш^П<х + К1); 

^ 2 = (^ : О < ^ =5 1, 11> Х + К1); 

Оценим сначала / , . Б силу леммы 12 Е1 Е [^^, 1\1 [1^, при АКх< 1 , 
а при АКх>\ 1 ] . Далее, при АКх<\
а при Шх > 1 ?з > 1/4X^ Поэтому при Шх < 1 ' 

1 / 1 \ 
,-3/2 Й? 

«1 «1 
2 

<3 

0 | ]• ГЧ1 
1/4X2 

(11 
\«3 

= 0 ( 1 п ( А + 1 ) ) ; 

= 0 1 п - ^ = 0 ( 1 ) , 

а при АКх > 1 

| а | 5 ( / 0 * ~ ' ' " ' ^ « = 0 ] ГЧь\ 0{\л(К-\- \)). 
«3 4/4X2 / 

Следовательно, 
/ . = 0 ( 1 п ( А + 2)) . 

Оценим теперь / 2 . Имеем 

5* 

1 \ 

о / 
О = 0 ( Й : + 1). (66) 
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Оценим, наконец, /3. Очевидно, Ег^[0, « * ] , где {* = т щ ( 1 , х/К). 
Поэтому / з < / ( А ) , где 

«* 

о 

Так как ^* не возрастает при увеличении К, то при КФх 
I* 

о 
1 

< Г ехр { - {х - шут) ^1^1111= 0 ( 1 ) . 
*) ^ 
О 

оо 
С 2/ ' 

Кроме того, / ( О Х е~''^Ча. Поэтому , 

/ з < / ( 0 ) + А т а х _ ^ ) = 0 ( А + 1 ) . (67) 

Утверждение леммы 13 следует из (64)—(67) . 
Лемма 14. Пусть \7{Н) (0 5 5 / г < 1 ) — событие, состоящее в том, что 

траектория ;(Ю выходит из области О до момента времени 1 — к, после 
чего впервые пересекает горизонтальный уровень у в интервале времени 
(Л-к, 1]. ТогдаР(тк))=0{{К'+1)к). 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 14. Нетрудно видеть, что 
Р{ШШ)=1, + 1г, (68) 

где 
1-Н 

1,= I Р,(сЦ,0)Р{{1-к-1,1-{],у-ёкт 
о 

РЛ-Е, в)=ШЯт^Е){У1<г)%И)ев, |(т) = г , ( , т ) } ; 
Р{Е,и)=Р{{'Зх^Е){Уе<х)1Ш'^и,1{х) = и}; 

Е — боре.тевское множество в К', А; = 1, 2. Пе умаляя общности, можно 
считать, что к < 1/4. 

Из леммы 2, устремляя и к «>, получаем в силу принципа инвари­
антности 

рД{„{,], а)^о{.{к+ти-и)/и) и = 2), 
где О < ?1 < 2̂ ^ 1. Отсюда следует, в частности, что 

/ , = / з + 0 ( ( Х + 1 ) / 1 ) , 
где 

1-2Й 

(69) 

(70) 

/ з = $ РАИ,0)Р{{^-ь.-1,\~п,у-еЛг))-
о 

Положим 
"1/2 

/ з 1 = I РА'И,0)Р{{1^к-г,1-1],у-§Ат 

/з2 = / з - / з . . (71) 
Имеем при О < ? ^ 1 - 2/г 

Р{[\-к-1Л-Ь],У-§г{1))-^ Ф 

I - ШУ 

Ф 

VI-г / 

-у\< 

. 2 « ( 1 _ 0 - = ' ' ^ и , « ) - у | , 
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где О < б" < 1. Поэтому 
/ 1/2 \ 

Н • шах {жф (ж)} I {й1. О) (Н), 
* в / 

и с учетом (69) 
1,, = о{(.к+т-м^)='0{(к+1т, 

ввиду леммы 13. Последние две оценки дают в силу (71) 1з=0{(.Ю~\-1)к). 
Отсюда и из (70) следует, что Л = 0((А^ + 1)А). Аналогично 1г = 0[{1С + 
+ 1)А) . Поэтому, учитывая (68), видим, что лемма 14 доказана. 

Завершим доказательство теоремы 4. Положим 
Аи = (К*) е С(<)(О < {=^ 1 - й ) } ; 

5 , = {|(1 - й ) < г/}, Л = Л„, В = Во. 

Утверждение теоремы 4 равносильно тому, что 
Р(Л А ) - РС4В) = 0{{К^ + 1)Л). 

Рассуждая подобно тому, как это делается в доказательстве леммы 8 
(все выкладки значительно упрощаются, вследствие непрерывности и 
симметричности процесса |(^)), получаем оценку Р(ЛлВл) — Р{АВ) = 
= 0{{К+\)к) + 0(Р{Ш(.Ь))), после чего остается воспользоваться лем­
мой 14. Теорема 4 доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 8. В силу теоремы 4 достаточно 
показать, что при О =^ /г =^ 1/2 
А„ {к) ^ Р„ (О, О, Сл„, \~к)-Р{(), О, Сл, 1 - /») = 

= 0{[К + \)с,/]Пь + {К^+\)К), (72) 
а это следует из теоремы 1, если гей —целое число. Далее, в силу тео ­
ремы 4 

Р (О, О, С,- , 1 _ - Р (О, О, б;^^, 1 - Ц = О ((Я2 + 1) + А , ) ) , 

поэтому Д„(71) = Д„(Ай) + 0 ( ( Я * + 1 ) ( й + 1 / г е ) ) , что доказывает (72) в о б ­
щем случае. Теорема 3 доказана. 

4. Доказательства 

Не умаляя общности, считаем, что Р непрерывна. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1 ' . Можно считать, что с = 0. Ис ­

пользуя лемму И , нетрудно видеть, что рассмотрение можно свести к 
случаю, когда {с — й)п — целое число. Путем растяжения (сжатия) по * 
приходим к й = 1. 

Положим теперь 
/?„ = Ш, х): + К/п<х< - К/п; О ^ < < 1). 

Нетрудно видеть, что 
0 < Р „ ( 0 , ж, Д 1) - Р „ ( 0 , ж, О, 1) < 

< Рп(0, ж, В, 1 - 1/и) - Р„(0, X, П„, 1). (73) 
В силу теоремы 3 

РЛО, х,Лп, 1) = РЛО, X, Л„ , 1 - 1/га) + ОаК + 1)с,/ГЙ). (74) 
Далее (см. (2.22) и ниже в [ 1 ] ) , 

РЛО, x,^,^- \/п) - РЛО, X, Б„, 1 - 1/и) = 
= 0аК+1)Шп + сЛп)) = 0{{К+\)сЛп). (75) 
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Из (73) —(75) вытекает утверждение теоремы 1 ' для Р„(с , ж, О, й). 
Оценка для Р„ (с , х. В, й) получается аналогично. Теорема 1 ' доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м 2, 2 ' проводится индукцией по «. 
Пусть 8 = 2. Тогда теоремы 2, 2 ' следуют из теорем 1, 1 ' . Пусть 8 > 2 
и для областей, имеющих не более 8 — 1 точек разрыва, теоремы 2, 2 ' 
доказаны. _ 

Пусть ^ „ = (?„(а, ж, О, &) — общее обозначение для функций Рп, Рп > 
Р„ , Р (напомним, что функция Рп (й. л:. В, Ъ) определена только для та­
ких областей В, что п?̂  —целые числа). Не умаляя общности, можно счи­
тать, что все |Ду| > 2 / я . 

Положим для краткости т = ] Ы^-^Ип. Тогда 

^„ (а, X, В, Ъ) = 

где 

Поэтому 
где 

^п (т, и, В, Ь) (^и^п (а, х, В, т, и), 

^п(а, X, В, I, и)=д„{а, х, Ви, ^); 
Ви^В\Ш)Х1у, -)). 

( ( ? „ - Р ) ( а , X, В, Ь)^1,+1„ 

I (Оп - Р) (т, и. В, Ь) йи^п (а, X, В, т, « ) ; 
т+о) 

I Р (т, и. В, Ъ) (((?„ - Р) (а, ж, 1>, т , и)). 

Положим 
!)<" = {(?, а:) :жебД* + 0 ) ( т = е г < 6 ) , 

а : Е б Д Ь - 0 ) П 1 > ( 6 ) ( ^ = 6 ) } (1 = 1, т , _ , ) . 

Тогда для м е 5Дт + 0) 
^ „ ( т , и, В, Ь) = <?„(т, к, 6) ( I = 1, . . . , ; « , - , ) . 

Далее, в силу теорем 1, 1 ' 

(С>п-Р) (т , и, С" ) , 6) = 0 ( Ы й ) ( / : , _ , + 1 / У 1 д 1 ^ ) с Л й ) . 
Отсюда заключаем, что 

где 

/. = ОЫШК.^, + 1/У 1Л.-.1 ) с Л / г ) . 
Далее, интегрируя но частям, имеем 

/2 = - 2 , 

2 = 2^ I ( 0 „ - Р ) ( а , ж , Д т , ц ) й „ Р ( т , г . , / ? < ' ' , б ) . 

В силу леммы И для и е 1)(х + 0) 
<?„ (а, ж, I ) , т, и) — (?„ (я, х. В, 1,-^, и) = 

По индукции. 

I (^„ - Р) (а, ж, В, ( з -а , и) I < 4^2-1 

(76) 

(77) 

(78) 

(79) 

(80) 

где для ^п = Р ; , ^ - 1 для Р „ , Р ; , р . Из (79), (80) 
следует, что 
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^8-1 

V " 1=1 

где Г , = Уаг Р{х,и,0^'\ь) {1 = 1, ..., т,^^). 

Для оценки VI потребуется 
Лемма 15. Пусть О = {(^, х) : <х< дМ.1) {с<1< й)}, й!=̂  — не­

прерывные функции, = §о(^) + я;, где %М) — непрерывный случайный 
процесс на [с, й ] , \а{с) = 0 п.н., 

п., ЛЕт) = Р(|х(г) е ВШ{с ^ * < й ) ; 1М) е й ш ) , 
гЗе Ей — объединение не ?олее чем т интервалов. Тогда Уаг Пх,п {Е^)^ 

— 0 0 < Ж < ю 

< 2 т . 
Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 15. Достаточно, как нетрудно ви­

деть, показать, что для —<» < а - < а+ < «> 
Уаг я ^ . в ( ( а _ , а + ) ) < 2 . (82) 

Пусть, Д Л Я X ̂  ^{с),л^,^{а^.) есть вероятности того, что или: 1) %хШ 
выйдет из О на [с, й), причем в момент первого выхода т» |«(тх) = й * ( т 1 ) , 
или же: 2) |,({) е 0({)(с ^ г < й), "но ±|, (й) > ± а ± . Тогда 

Л х , в ( ( а _ , а+) ) = 1 — л+д (а+) — 1 1 -о(а_) , (83) 

причем Лх,о (а+) не убывает по х, Ях,в ( а - ) не возрастает по х. Поэтому 
из (83) вытекает (82). Лемма 15 доказана. 

Продолжим доказательство теорем 2, 2 ' . Из (81) в силу леммы 15 
следует, что 

121 < 2 т ( ,̂_1) -Ь О (АЯ,_1)) Сз/ Уп. (84) 

Подытоживая (76) —(78) , (84), видим, что 

I « ? „ - Р) (а, ж, 2). Ь Ж 2»^ (^-1) + О + АХ,-,)] СЗ/ У ^ . 

иначе говоря, 

1 ( ( ? „ - Р ) {а, X, 0,Ь)\^ Т ; С З / / Й , 

где = и . - 1 + Ь%-1] (8 > 2); Ч'̂  = Ьц^К^; ^ > О - некоторая аб­
солютная постоянная. Отсюда следуют утверждения теорем 2, 2 ' . 

Для доказательства следствий 2, 2 ' достаточно отметить, что (х, = 2 
( ; = 1, . . . , 5 - 1); ДК- = 0(Х,-1 + ^ )̂ (/ = 2, . . . , 5 - 1). 
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