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Предлагаемая работа состоит из двух частей. В первой излагается 
общий принцип, который можно было бы назвать «статистический прин
цип инвариантности», позволяющий конструировать асимптотически наи
более мощные критерии для проверки близких гипотез. Этот принцип 
тесно связан с идеями Ле-Кама, в частности с понятием контигуально-
сти, и является некоторым обобщением результатов Чибисова, получен
ных им для одномерного случая в 1969 г. Вторая часть работы посвящена 
построению асимптотически оптимальных минимаксных критериев для 
некоторых специальных классов гипотез. 

Всюду, если не оговорено противное, пределы берутся при тг «з, 
а интегрирование производится по всему пространству. 

1. Общая форма статистического принципа инвариантности 

Чтобы пояснить естественность рассматриваемой постановки задачи, 
начнем с конечномерного параметрического случая. Пусть Х= {х^^ ..., х„), 
Хг е Е, есть выборка из распределения Ре на прямой Я с данной плот
ностью р{х, 6 ) , где в = (61, 6А)—неизвестный параметр. 

Мы будем рассматривать близкие альтернативы для гипотезы = 
= {0 = 6*'}, т. е. альтернативы, соответствующие значениям параметра 

в = 0° + ^ Ь ( ? 1 ) , / г е Я " , (1) 

где ЬЫ) -> оо и Ъ{п) < Уга. Будем считать, не ограничивая общности, что 
6" = 0. Тогда если плотность р{х, 0) есть гладкая функция по 0 в точке 
0 = 0, то плотность Ре относительно Ро может быть представлена в виде 

ар^ - 1 + ъ{п) ' 

Уп{х)^у{х)= 1^]1^1^{х), (3) 
3=1 

где и{х)= -Цог^ 
9=0 

В этом представлении при помощи линейного 

преобразования параметра к всегда можно добиться того, чтобы новые 
функции /з в (3) были ортонормальными относительно меры Ро. 

Рассмотрим теперь гипотезу Н , состоящую в том, что параметр 0 
имеет некоторое априорное распределение в В \, мы будем пред
полагать, что величина к в (1) случайна и ее распределение слабо 
сходится к некоторому распределению ^ . Это означает, что элементы вы
борки Х{ при гипотезе Н имеют случайную плотность (2) и эта плотность 
есть случайный процесс, причем '^Лх) сходится в некотором смысле к 
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предельному процессу -у (ж) в щ а Зт^/^'С^)- Распределение V здесь в 
известном смысле вырождено, так как оно определяется распределением 
случайной величины (-у!, . . ' у ^ ) в Д \ 

Сказанное выше делает естественной следующую постановку задачи. 
Будем считать, что «параметр» 9 задан в произвольном пространстве. 
Это равносильно переходу к изучению общих статистических задач, в том 
числе и тех, которые с точки зрения обычной классификации рассматри
ваются как непараметрические (т. е. такие, где параметр вовсе отсут
ствует). Относительно природы наблюдаемых значений x^ также не будет 
делаться никаких предположений. Измеримое пространство, в котором 
принимают значения а:<, мы обозначим о ( ^ ) ) . 

Итак, пусть Х„==(л:„1, а;„„), x„^^3?, есть выборка из распреде
ления Рупна ( ^ , а{^У) с плотностью 

относительно данного распределения Р о . Мы будем проверять гипотезу 
Я " = {'(п = 0} против сложной гипотезы Н — Нп — {'{п 0). 

Если множество допустимых траекторий достаточно богато, то мно
гие подходы и результаты конечномерного случая теряют свою силу. 
Например, метод максимального правдоподобия становится бессмыс
ленным. 

Будем считать, что на множестве альтернатив {'у»} задано априорное 
распределение ^ \о означает, что можно рассматривать как не зави
сящий от Х п случайный процесс (или поле), природа которого в отличие 
от конечномерного случая может быть произвольной. При этом в данном 
разделе предполагаем, что ЪЫ) = ^п, а распределение процессов 
сближается с распределением ^ некоторого процесса -у. Задача состоит 
в отыскании в этом случае асимптотической формы наиболее мощного 
критерия. 

Введем гильбертово пространство Ьг = Ьг^^, о ( ^ ) , Ро) измеримых 
функций на ^ со скалярным произведением ^) = | / (^) ^ (ж) АР^ {х) 

и нормой 11/11 = (/, /)*^^ и обозначим Ь1, подпространство Ь^, состоящее из 
функций / таких, что (/, 1) = 0 . Будем предполагать, что существует про
цесс /у из (РСИ'уИ < оо) = 1 ) , который является предельным для "у» в 
следующем смысле (символ между случайными величинами будет оз
начать слабую сходимость их распределений): 

А) (/, Чп) =^ (/, 'О для всех ограниченных и измеримых / . Так как 
{'^п, 1 ) = 0 , то автоматически 7 си 

В,) р „ ^ / п ] у„ {х) йР^ [х) =^ 0; 

В,) ] й ( ^ ) ' г ^ о ( ^ ) = ^ 1 7 Г -

Здесь условия Ъх, Вг есть условия компактности д л я ^ " , а условие А оз
начает слабую сходимость ^ " для специального класса множеств, обра
зуемых подпространствами (/, '{)>'1. Эти условия близки к минимальным 
с точки зрения формулируемой далее теоремы. Можно заметить также, 
что условие Р(11'у!1 < оо) = 1 в известном смысле не ограничивает общно
сти, так как в противном случае предельные меры, соответствующие ги
потезам Яо и Я , сингулярны. Можно еще отметить, что в условиях А, В1, 
Ва не требуется п р и н а д л е ж н о с т и ^ Ьг. 
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Если дана последовательность а = {а^, « 2 , . . . ) , то через а'̂ ^ мы будем 
обозначать «обрезанную» последовательность, т. е. а̂ *̂  = ( « 1 , . . . , а ,̂ 
О, О, . . . ) . Для суммируемых в квадрате последовательностей а и Ъ будут 

оо 

использоваться обозначения (а, Ъ) ~ 2 (^з^з^ "'̂ Ч — (й, а)'''^, и это не вы-
зовет недоразумений, поскольку из контекста всегда ясно, какому из про
странств, Ьг или /г, принадлежат рассматриваемые элементы. 

Далее, критерием мы всегда будем называть критическую функцию ф 
(т. е. ф(Х) есть вероятность при данной выборке X отвергнуть гипотезу 
Н о ) . Обозначим а п ( ф ) и рп(ф) уровень значимости и мощность критерия 
Ф соответственно, когда выборка имеет объем п. 

Фиксируем а , 0 < а < 1 . Последовательность критериев ( ф п ! будем 
называть асимптотически наиболее мощной, если а „ ( ф » ) - > а и для любой 
другой последовательности ф п , а п ( ф п ) а справедливо 

И т Ш ( р Л ф п ) - 6 „ ( ф „ ) ) > 0 . 

Сформулируем теперь упоминавшийся выше «статистический прин
цип инвариантности». 

Теорема 1. Справедливы следующие три утверждения. 
I . Для любой ортонормированной системы {§,} в Ь% конечномерные 

распределения последовательности Оп — ( О п и ^ п а , • • • ) , зде (тпз — п~^^*Х 
п 

X 2ё^/(^пг)) слабо сходятся, при гипотезе Но, к распределениям после-
г=1 

дователъности | = (^1, |2, • • . ) независимых случайных величин, имеющих 
стандартное нормальное распределение. 

П. При гипотезе Я„ = Я „ ( ^ " ) , состоящей в том, что распределение Хщ 
есть Р^п, ^ выполнении условий А , В}, Ва конечномерные распреде
ления Сп слабо сходятся к распределениям | + ^ = (|1 + 1̂, ^а + Сг, . - . ) , 
где последовательности ^==(^1, ^2, . . . ) = ((§"1, 7 ) , (^2, 7 ) , . . •) и "Ё, незави
симы, а обозначение | имеет прежний смысл. 

Чтобы сформулировать третье основное утверждение приндипа, обо
значим 7 = ( Г 1 , Гг , . . . ) наблюдение (выборку единичного объема) над 
слзгчайной последовательностью т] = (т]!, Цг, . . . ) . Пусть относительно ц 
справедлива одна из двух простых гипотез: 

1) гипотеза Н°: распределение т| совпадает с распределением | ; 
2) гипотеза к : распределение т] совпадает с распределением | + ^. 
Критерии для проверки гипотезы к° против к мы будем называть 

предельными и обозначим их буквой о}? в отличие от допредельных крите
риев, которые мы обозначим буквой ф. Из леммы Неймана — Пирсона 
нетрудно получить явный вид (см. ниже замечание 2) наиболее мощного 
предельного критерия "ф* уровня а. 

П 1 . Если подпространство, порожденное ортонормированной системой 
{§,}, является носителем распределения процесса -у, т. е. 

И т ( ? / | 1 7 1 Р - 2 (у, ^ , - ) ' > б ) = О У б > 0 , (4) 

ТО существует последовательность ко(п) такая, что последовательность 
критериев Ф* (^„) ='^1'* ^-^^ <?сеж к(п)оо^ к{п)^ко{п), будет 
асимптотически наиболее мощной. 

Термин «принцип инвариантности» в обозначении сформулирован
ного утверждения уместен, поскольку природа предельных распределе
ний, фигурирующих в нем, не зависит ни от выбранной системы функ-

, ций {^}}, ни от основного распределения; Ро. 
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Замечания. 1. Рассматривая конечномерный случай и переходя за
тем к пределу, нетрудно найти, что плотность д{у) распределения | + ^ 
относительно распределения | в точке у — (г/1, г/г, . . . ) равна 

д ( г / ) = М е х р [ ( 1 / , 11̂ 1172]. (5) 

2. Имеет место следующая альтернатива: либо Р(11'у11 = 0) = 1 и 
д { у ) ^ 1, либо 

Р ( | | - ^ 1 1 = 0 ) < 1 , (6) 

и тогда Р(д(^) = с ) = 0 для всех с. Для доказательства достаточно заме
тить, что из (6) и равенства 11-̂ 11̂  = 11111̂  следует существование такого к, 
что Р(1^ь1 = 0) < 1, а потому 

- ^ 1 ^ ^ = М ^ ^ , е х р [ ( г / , 0 - Н 1 Г / 2 ] > 0 Уу. 

Из последнего соотношения немедленно вытекает Р ( д ( | ) = с ) = 0 ^ 
поскольку для любого сечения 

Р ( д ( | ) = = 1/1, . . . , ^̂ -1 = Ук-А, 1к+1 = Уи-^и . . . ) = 0. 

Поэтому мы всюду полагаем, что гр* = а, при Р(11'у11 = 0) = 1, и что при 
выполнении (6) г!?* совпадает с индикатором множества {д(у) > Са), где Са, 
есть единственное решение уравнения Р1д(%) > С а ) = а . 

3. Пункт I I I теоремы 1 показывает, что, пользуясь конечным числом 
статистик Спи • • •» ^ п ь , можно построить критерий (Оп^) с параметра
ми, сколь угодно близкими к параметрам наиболее мощного критерия. 

4. Условие (4), очевидно, всегда будет выполнено, если система 
полна. 

5. Утверждение пункта I I I , вообще говоря, перестает быть верным, 
если положить кЫ) = о о . На это указывает пример 2, приведенный в кон
це данного раздела. 

Сформулируем теперь утверждение, из которого теорема 1 будет 
следовать как частный случай. Условимся заданную на пространстве по-
следователъностей функцию "[^{у) называть почти непрерывной, если при 
каждом к функция •ф(г/'^') непрерывна почти всюду относительно меры 
Лебега в и 

И ш Р ( | г 1 ) ( Е ) - г | з ( ^ ( ' ^ ) ) | > б ) - 0 У 6 > 0 . (7) 

Ниже, в лемме 2, показано, что определенная в (5) функция д, а следова
тельно, и являются примерами почти непрерывных функций. Симво
лами а(г|)) и §(1]:) мы будем обозначать уровень значимости и мощность 
предельного критерия 'ф. 

Теорема 2. Пусть выполнены условия А, В1 , Вг и задана последова
тельность критериев ф„(Х„). Тогда 

I . Если критерий 1]) удовлетворяет следующим условиям: 

г)) — почти непрерывная функция; (8) 

Иш Ж Ро ( I Фп {Хп) - ^ {С'-П^) I > б) = О У б > О, (9> 

ТО а„(<р„) ->• аСф) и р„(ф„) -> ^(г])). 
I I . Если ортонормированная система удовлетворяет условию (4),^ 

а (9) выполняется при ф) = г|)*, то последовательность критериев ф 
ется асимптотически наиболее мощной. 

Сравним полученное утверждение с результатами Чибисова [1] . Не
трудно заметить, что если ^ = Л и все функции ступенчаты, то выполне
ние условий (8) и (9) гарантирует, по терминологии [1] , принадлежность 
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последовательности классу со. Утверждение теоремы 2 в этом случае бу
дет следовать из результатов Чибисова, если найдется такое вероятност
ное пространство ( в , а ( в ) , я ) и измеримые отображения А ( - , • ) и А „ ( ' , • ) 
из . ^ Х в в что '^п(х) = Ап(х, 0) и ^{х) =^ А.{х, 0) и разность А п — А 

удовлетворяет следующему условию. 

С) Ро Е [ А „ {Хпг, 0) - А {Х^г, 0)] 
г=1 

о У б > 0 
равномерно по 9 ̂  © 1 для любого компакта © 1 В (здесь и далее ком
пактом будем называть любое © 1 © такое, что множество { А ( - , 0): 0 ^ 
е © 5 } относительно компактно в Х/а)-

Требуется, следовательно, задать меры и на одном вероятност
ном пространстве таким образом, чтобы выполнялось условие С, что, если 
и возможно, не всегда просто сделать. Отметим, что в то время как 
условие С используется по существу в доказательствах в [1] , предполо
жения, что ^ = К , а 3̂ ступенчаты, нужны там лишь для описания пре
дельной задачи, отличающегося от нашего. Поэтому, далее будем считать, 
что утверждения теоремы 2 доказаны в [1] для любой меры ^ и последо
вательности мер ^ п , которые удовлетворяют условию С вместо А, Вь Вг. 

Заметим еще, что, поскольку А п {х, 0) ^ —У/г, ^ А ^ {х, 0) д,Р^ {х) <С оо 

и I А „ (ж, 0) йР^ (х) = ( А{х, 0) йР^ (ж) = 0, из критерия вырожденной схо
димости (см. [2 ] , с. 331) нетрудно получить, что С эквивалентно выпол
нению следующих двух условий, более удобных, чем (3.3)—(3.5) в [1 ] : 

С1) Р п (6) ̂  Уп I А „ {X, 0) ар, (х) 0; 
Д „ ( х , 0 ) > / п 

Са) { {Ап{х,д)~-А{х,д))^(1Р,{х)-^0, где сходимость должна 

иметь место равномерно по 0 на любом компакте из ©. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Фиксируем ортонормированную 

последовательность в удовлетворяющую условию (4), и положим 

7* (х) = т ш { 7 „ {х), / г ё ) ; = ( у п , ё ! ) \ (^ш, - • - , ^пк, О, О, . . . ) ; 
к к 

у(^) (х) = у { х ) - ^ 1^ёз (х); Т п ^ = У*п {X) - 2 ?п^Я,- {X). 
3=1 3=1 

Условие (4) в этом случае можно переписать в виде 
11тР( | | 7 ( ' '> |1>б) = О У б > 0 . (10) 

Обозначим символом \1^п^ расстояние Леви — Прохорова между рас
пределениями в соответствующими случайным векторам и • 
В силу приводимой ниже леммы 1 ц п ' ' ^ - ^ 0 д л я всех к . Поэтому можно 
подобрать такую последовательность кЫ) оо, что \1^п^^^^-^0. 

Возьмем в качестве я меру в © = [О, И Х /г, порожденную распреде
лением пары (^0, V, где и | независимы и равномерно распределена 
на [О, 1], и положим А(а:, В)='^{х). В силу теоремы Штрассена (см. [3]) 
существует функция А„(л;, 0) такая, что А„(ж, 0) одинаково распределена 
с '^„(х) и при 7„(ж) = Ап(х, 0) 

я (0: 1 - е^^^' 1 > < 

Полагая далее ^„(ж) = А„(а:, 0), из последнего соотношения и (10) 
имеем 

0. 
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Используя эту сходимость и переписывая Ва в виде 

т :Г = 1 Й ? " ' » Г + 1 т Г ' ' Р ^ | | 7 1 
=ф-0. Отсюда, из В1 и (10) следует, что можно найти получим 

последовательность б(»)-»- О такую, что для события 

&п= {кп''^'^ -е^'^Ц<Ь{т1), \\у^п^^^^Ц<бШу(^(-^Ц<,Ь{п), Рп ( 6X6(71)} 

справедливо я;{9: в ^ 0„} <^б(м). _ 
Определим функции А „ , полагая Ап(х, 0) = Лп(а;, 6) при 0 ^ в п , 

и Ап(х, 0) = О в противном случае. Построенная таким образом последо
вательность Л„ удовлетворяет условиям С1 и Сг, поскольку при б ^ в п 

Уп Ап{х,В)АР,{х)^8{пу, 

1 А п (:., 9) - А {X, 0) I < I > ^ - II + II т!''"^' I + IУ'''-^^' И < 36 (п). 

Таким образом, утверждение теоремы 2 справедливо для последова
тельности распределений^ '* , соответствующих процессам _7„ = А„(', 0). 
Обозначая Рп(ф) мощность критерия ф при гипотезе Я „ ( ^ " ) , нетрудно 
заметить, что 

1 Р п ( ф ) - М ф ) 1 < ? 1 ( е : А „ ( - , 0)7^А„(- , 9 ) ) < б ( г г ) - > 0 . 

Отсюда вытекает, что для любой последовательности критериев ф„ пределы 
их мощности при альтернативах Я„((?") и Я„(^" ) совпадают. Теорема 2 
доказана. 

Л е м м а ! . С^^^=^С^^^ У к. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть д ^ Ьг. Обозначим срезку функции ^ 
на уровне с, т. е. произведение § на индикатор множества {х: \ё{х)\
Поскольку §" — ограниченная функция, то в силу условия А 'у„) 
=^ (ё", ч\ потому можно выбрать сЫ) оо̂  сЫ) ̂  Уп, такую, что 
(§^°^"\) =^ (^, 7 ) . Отсюда, из В1 , Вг и неравенства 

1 (ё,у*п) -(^^"\.Уп)\<и-^^"^ 1 Цт̂И + с{п)1\у*-уп\(х) 

следует 7п) =^ (^, 7) ^ё^^^-
к 

Так как последнее соотношение выполняется для всех § вида 2 ^г^1^ 
г =1 

то (см., например, [4 ] , с. 36) из него следует требуемое утверждение. 
Лемма 2. Функция д{у) почти непрерывна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Функция д(г/^''^) непрерывна по г/'^\к как 

ехр (̂ /̂ 2̂  — 2^/2) < ехр {уУ2), | | ехр (1/^2^—2^2) < ехр {у]), 
а потому •^^{У^^^) < е х р ( | | ^ ^ р / 2 + # 2 ) < ̂ • 

Докажем теперь, что функция д(г/) удовлетворяет условию (7), За
метим, что при 2 ^ / 2 случайная величина ( | , г) имеет нормальное рас
пределение, а потому 

М е х р [ ( | , 2 ) - У 1 7 2 ] = 1; 

-1/2 |ехр [ - ( ^ - 1 2 1 1 ) 2 / 2 ] -МI ехр [ (I, 2) - 1 2 р /2 ] - 11 = (2я) • 
(I г [1/2 

— ехр[ — ^ 2 / 2 ] | й г - 2 ( 2 я ) - 1 / 2 I е х р ( - г 2 / 2 ) й ^ : < 2 т ш { | | 2 | , 1}. 
- II г ||/2 
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Используя полученные соотношения и независимость ^, и | — 
— имеем 

Р (1д ( | ) - > б) ^ б- 'М|5С| ) - = 
= б - 'МШс ехр [(|<'^>,^<''>) - 11^«''М172]М^ехр [ ( | - ^ -

^ 11̂  - ^<'')|1/2] - 11} ^ 2б-*М ш ш {11̂  - ^^'^Н, 1} ̂  26-48 + Р(11^ - > е)) . 
Поскольку 11̂  — = переходя к пределу сначала при к-^оо^ 

а затем при е О и используя (10), получим требуемое утверждение. 
Пример 1. Пусть — гауссовский процесс. Для простоты предполо

жим, что нормально распределенные случайные величины 1̂, ^г, . . . 
независимы, и обозначим а^ = М^ -̂, X} = В^,-. Несложно подсчитать, что 

\3=1 
е х р 1 

3=1 
1 + Ц 

Следовательно, при выполнении (6) т. е. при 0 < 2 (Яг + а | ) < о о 
\ I 

наиболее моп1,ный предельный критерий -ф* совпадает с индикатором мно
жества вида 

,.2 

Отметим, что при всех к{п) - > оо последовательность критериев 
"̂•̂ )̂ удовлетворяет условию (9), поскольку при ккп) > к м 1 5 (̂ 4'̂ "̂») - ^ (а^'') I < м [ 2 х,о1, + 

+ 2 М 2 а Л 1 + ? .̂-)~'С;. 
3=к+1 

ПЗ 

а\1/2 

/ 
< 2 + 

3=к+1 
М/2 

+ 2 2 а? о при к-^оо. 

Таким образом, последовательность критериев, совпадаюп];их с инди
катором множества > С а , является наиболее мощной при всех 
к{п) оо, в частности и при ^(тг) = оо. 

Пример 2,. Пусть Ро — равномерное распределение на [О, 1], а {ёгщУ — 
треугольный массив функций на [О, 1] вида 

2'«/2 при (/ — 1) 2-»» < д; < (2/ — 1) 2-^-^, 
ёгщ (^) = - 2'»/2 при (2; - 1) 2 — 1 < :г < /2 - ' " , 

О иначе, 

где 1 ̂  7 < 2", ттг = О, 1,2, . . . В этом случае система функций {ёгщ) яв
ляется ортонормированной и ортогональной к ^о = 1. Введем независи
мые треугольные массивы &п — {Опт) и % == {^тЛ, где 

Опгщ = 2 ёгпз (хщ); р {из = ± 1, Сг* = о 

У ( г , 5 ) 7 ^ ( т , / ) ) = 2-2--1, 

т(п) 
И положим у{х)= ^из§тз{х), 7п (^) = 2 2Ст;Я««(2:),ГДе п/2 < 2"^^'^^^ 

т,} «1=0 } 
^п. В этом случае наиболее мощный предельный критерий -ф* совпа
дает с индикатором множества вида 
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Ч (у) ^ ^1/2 2 2 - 2 — 2 [ехр (ут)) + ехр ( - у,,^)] > с«. 

Отметим, что в данном случае критерий я|з*(С„) не будет асимптоти
чески наиболее мощным. Действительно, при каждом п с вероятностью 1 
найдется интервал вида[(/о — 1)2~"*о, /о2'"'"о), в который попадает только 
один из элементов выборки Хги, ..., Хпп, далее обозначаемый х*. Тогда 
при т>то можно найти вложенный в [(/о — 1) 2^^"", 7о2~'"") интервал 
[(у'га—1)2""*, 7т2~'"), также содержащий ровно один элемент выборки 
(причем тот же самый ж*). Далее имеем 

апш^^ = п-^/^д,п^^х*) = ±2т/^п-^/^; . 
оо оо 

д{Оп)>е^"' Е 2 - 2 ^ - 2 е х р С^т}^ = е1/2 2 2 - 2" ' -2ехр (2'"/2д-1/2) = оо. 
т=т, о 

Замечание 6. В приведенных выше рассмотрениях простая гипотеза 
Я° имела вид {'у„==0). На самом деле, утверждения, аналогичные тео
ремам 1 и 2, будут иметь место и для «симметричной» задачи, когда 
проверяются две сближающиеся гипотезы Я ° и Н \  где гипотеза Н п со
стоит в том, что выборка Х п = (жщ, . . . , Хпп) взята из распределения с 
плотностью 1 + п-^1^уп{х) относительно фиксированной вероятностной ме
ры Ро на а Уп{х) есть траектория некоторого случайного процесса со 
значениями ъ ^. 

Предположим, что при каждом г =- О, 1 существуют предельные про
цессы -у' со значениями в Ь1 такие, что Уп = 7п и = удовлетворяют 
условиям А, В1 , Вг. В этом случае справедливы утверждения пункта I 
теоремы 2 и при Н п Н п и Сп = пункта I I теоремы 1. Предельная 
задача теперь формулируется следующим образом: по выборке единич
ного объема У над случайной последовательностью т) проверить гипотезу 
Н° против Ь}, где гипотеза Ы состоит в том, что распределение т] совпа
дает с ^ + С'- Плотность распределения | + С' относительно распределения 
^ - Ь С " в точке у имеет вид дЧг/)/д"(г/), где д \ у ) совпадает с д к у ) в (5) 
при С = С'- В соответствии с замечанием 2 наиболее мощный предельный 
критерий -ф* уровня а однозначно определим как индикатор множества 
вида {д^(у)/д (у) > Са), если хотя бы при одном 1 процесс = 'у' удовлет
воряет (6), и = а в противном случае. Для построенного таким образом 
•ф* справедливы утверждения пункта I I I теоремы 1 и пункта I I теоре
мы 2, если только ортонормированная система удовлетворяет (4) при 

2. Асимптотически минимаксные критерии 

Начнем опять с конечномерного параметрического случая. Пусть вы
полнены соотношения (1), (2) и распределения процессов слабо 
сходятся к распределению ^ ш ^ есть распределения в Е'^). 

Справедливо следующее утверждение, которое можно получить из 
[5 ] . Обозначим ?"(?/) и д{у) соответственно плотности распределений 
и ^ относительно меры Лебега в_точке у. 

Теорема 3. Пусть Ып) = о(Уп), а распределение и ^ таковы, что 
существуют плотности ^"(0) и д(.0) >0 в точке у = 0 и наряду со схо
димостью => ̂  имеет место сходимость плотностей д"(0) ^(0) > 0. 
Пусть далее Са, есть решение уравнения 

Р ( [ | ^ Г > С с с ) = Р а 1 + . . . + ? ' > 0 = - а , ( И ) 

где вектор I = (^1, . . с о с т о и т из независимых случайных величин, 
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имеющих стандартное нормальное распределение. Тогда для любого ^ 
среди всех тестов ф„ асимптотического уровня а критерий Фп, совпадаю
щий с индикатором множества 

\Хп: Е и - ^ ^ ' 2 / , ( ^ г ) > С а , (12) 
I }=1 \ I } 

будет асимптотически наиболее мощным для проверки гипотезы Н° про
тив Ж(?")^ 57*0 означает, что для отношения вероятностей ошибок второ
го рода выполняется Иш зир (1 — Рп ( ф п ) ) / ( 1 — Рп ( ф п ) ) ^ 1 для любого 
критерия ф „ с а „ ( ф „ ) а . 

Нетрудно проверить, что критерий фп совпадает с критерием макси
мального правдоподобия. Он дает в известном смысле универсальный 
тест для проверки Я" против слониной гипотезы Н =" {в = Н/Ып), к^О}, 
так как не зависит от ^ . 

Возможны ли такие универсальные тесты в общем (непараметриче
ском) случае при Ып) = 1/п? Ответ на этот вопрос, скорее, отрицатель
ный, однако при некотором изменении постановки вопроса оказывается 
возможным указать критерии вида, близкого к (12), которые будут оп
равданы и в новых условиях. 

В дальнейшем мы будем рассматривать лишь случай Ып) = 1/п. 
Пусть, например, предельный процесс является гауссовским с ну

левым средним, а выборочное пространство ^ произвольно. Известно 
14, с. 247], что в этом случае существует ортонормированная система 

оо 
{^^} в ^ такая, что у (х) = С^^^(^)^ где С; независимы и нормально 

распределены с нулевыми средними и дисперсиями, равными к^. Функции 
определяются как собственные функции корреляционного оператора 
{х) = | я (у) ^ {х, у) (у), где Е(х, у) — корреляционная функция про

цесса "У, а Я̂- — соответствующие §̂  собственные числа. 
Из примера 1 в разделе 1 вытекает следующее 
Следствие. В сформулированных условиях асимптотически наиболее 

[ 
мощный критерий ф* совпадает с индикатором множества 

Ц)~^ (тпз ^ Са , где Са есть решение уравнения!? 2 (1 + ^^)~^ 

> Са ~а (обозначения Сп, и |з введены в теореме 1). 

Из приведенного утверждения следует, в частности, что критерий 
ф п существенно зависит от предельной меры ^ . Это положение сохранит
ся, очевидно, и в параметрическом случае. 

Само по себе предположение о гауссовости предельного процесса -у 
в ряде случаев можно было бы считать оправданным (например, при про
верке неалгоритмических датчиков случайных чисел). Однако вряд ли 
можно рассчитывать на то, что нам будет известен вид корреляционной 
функции Е{х, у), определяющей форму асимптотически оптимального 
теста (т. е. систему функций и чисел Х^). Поэтому желательно полу
чить критерии, по возможности не зависящие от предельного распреде
ления ^ (так же как это было в теореме 3). 

Итак, рассмотрим следующую задачу. Пусть задана некоторая ко
нечная система ортонормированных функций { ^ 1 , . . . , §^ (вообще говоря, 
никак не связанная с корреляционной функцией В{х, у)), относительно 
которой известно (гипотеза Н), что 
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М 2 ( Т , ^ , - Р > Л > 0 . (13) 

Это означает, что мы заранее знаем, что у содержит «гармоники» §1, ... 
и суммарная «мощность» проекции "у на подпространство, натяну

тое на ^1, . . . , не меньше чем Л. В остальном распределение процесса 
'У произвольно. 

Дополним { ^ 1 , . . . , §,) до системы, удовлетворяющей (4), и обозна
чим через Ч''" класс всех последовательностей критериев { ф „ } , удовлет
воряющих при некотором '^{у) = '^{у, (фп^) условиям (8), (9) и а(я|?)=^а. 
Из теоремы 2 следует, что для любой { ф „ } ^ Ч''" справедливо 

а п ( ф „ ) - ^ а и Р „ ( ф п ) - ^ р ( я | ) ) = ^(г|)(-, { ф „ } ) , ^ ) 

(относительно обозначений см. теорему 1). 
В сделанных предположениях справедлива 
Теорема 4. В классе Ч^" асимптотически минимаксным критерием 

дляпроверки гипотезы Но против Н является критерий г))*(С^^-), где '^*(у) 
есть индикатор множества {Нг/̂ ''̂ II > Са), а Са есть решение уравнения (11). 

Асимптотическая минимаксность понимается здесь как точная ми
нимаксность для предельных вероятностей ошибок второго рода 

8 и р [1 - р (г|)*, 0 ] т ш 8 и р [1 - р (г}), (?)], 

где супремум берется по всем распределениям ^ , удовлетворяющим (13), 
а минимум — по всем г|) с а(1 |})==а. Мы видим, что критерий (12) ока
зывается оправданным и в новых условиях. Утверждение теоремы 4 будет 
вытекать из теоремы 2 и приводимой ниже теоремы 5. 

Пусть, как и в теореме 1, | = ('|1, | г , . . . ) и ^ = (^1, ^г, . . . ) — незави
симые последовательности, ^1, | 2 , . . . независимы и имеют стандартное 
нормальное распределение и С^̂ ' = (Сь • • С ь , О, О, • • •)• Обозначим через 
^ множество всех ортонормированных преобразований в В^, и пусть 

— вектор, первые к координат которого получены применением пре
образования Т к первым к координатам ^, а все последующие координа
ты заменены нулями, так что Т^, = (Т^У"^ Г(С^'"). 

Предположим, что нам задано некоторое множество 3^ распределе
ний ^^ последовательности С, обладающее следующим свойством: 

если то ^т^^^ УТ^Т. (14) 

Требуется по У —выборке единичного объема из распределения, соответ
ствующего I + ^ —, проверить гипотезу Я" = = 0} против Я = {^x.^^^. 
Как и прежде, обозначим а(\|)) = М'ф(|) и (̂11), (?с) = М ' ф ( | + С) уровень 
значимости и соответственно мощность критерия 'ф при фиксированном 
распределении ^x. прр альтернативе Я . 

Теорема 5. Определённый в теореме 4 критерий г})* является мини
максным {минимизирующим максимальную возможную ошибку второго 
рода) среди критериев уровня а : 

т^^{^^р*,^0 = таxш^Н^,^^), 

где максимум берется по всем -ф таким, что 0(1})) = а . 
Из этого утверждения вытекает, что теорема 4 будет справедлива 

и в том случае, если гипотеза Я состоит в выполнении (13) не во всем 
классе распределений 'у, а лишь в некотором подклассе, выдерживающем 
вращение [см. (14)], например в классе всех гауссовских распределений. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 5. Из соотношения 

ш1 р(г|) {у), 1п1 р ( у ) , (?^(,,) ^ Ыр(г!) ^0 
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вытекает, что мы можем ограничиться критериями, зависящими л и т ь от 
у'•'^\, из результатов раздела 3 главы 8 в [6] следует, что мини
максный критерий необходимо искать среди критериев, инвариантных 
относительно группы преобразований поскольку в силу (14) и оди
наковой распределенности и гипотезы Но п Н инвариантны от
носительно Однако среди инвариантных критериев критерий г|)* обла
дает даже более сильным свойством, чем минимаксность,— он является 
равномерно наиболее мощным (см. [6] , с. 415, при г = 8 = д = к). Теоре
ма доказана. 

Рассмотрим теперь случай, когда известно, что носитель распределе
н и я ^ отделен от нуля гиперплоскостью. Фиксируем (О, 1) и для лю
бого 6 е 12, В Ф О, обозначим, через 1150 критерий, совпадающий с инди
катором множества (^, 9) > Са11011, где Са — решение уравнения 

оо 

Фо (са) = (2я)-^^' [ ехр ( - *2/2) йг^а. (15) 

Обозначим бс вероятностную меру, сосредоточенную в точке С ^ ^г. 
В этом случае из пункта I I теоремы 1 следует, что 

р(г|)е, б:) = Ф о ( с . - ( С , 9)/11911): (16) 

Пусть Г — замкнутое выпуклое множество в 1г, не содержащее нуля, 
а ^ — множество всех распределений на Г. В этом случае существует 
очень простой минимаксный критерий для различения по выборке У из 
распределения | + ^ гипотез Я° = = 0} и Н •= ^ 

Теорема 6. Пусть 9* — ближайшая к нулю точка из Г. Тогда крите
рий г()е» является минимаксным критерием уровня а, т. е. 

ш{р(л1)е*, ^ ^ = тахш{р(г1з, (17) 
3" 3 

где максимум берется по всем г|) таким, что а(г|}) = а. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что критерий "фе* обладает следую

щими двумя свойствами: он является наиболее мощным при проверке 
гипотезы Я" = = 0} против альтернативы Я * = = 9*} и шхп^ ("фв*, 

== Р ("Фе*, бе*). Следовательно, в силу теоремы 1 на с. 446 в [6] , рас
пределение на приписывающее единичную массу точке бе*, является 
наименее благоприятным, а критерий 1156* — минимаксным среди крите
риев уровня а. 

Замечания. 1. Пусть Го = Г 11 : — ^ е Г}, а ^о есть множество рас
пределений на Го. Тогда критерий, совпадающий с индикатором множе
ства Ну, 9 * ) ! > Са/2И9*11, является минимаксным среди всех критериев 
уровня а . Для доказательства достаточно заметить, что наименее благог 
приятным будет распределение, приписывающее равные массы точкам 
бе* иб_е* . 

2. Если Г — произвольное множество, то определим 9* как ближай
шую к нулю точку_в замыкании выпуклой оболочки Г множества Г и 
предположим, что Г не содержит нуля. В этом случае "фе* является ми
нимаксным среди линейных критериев уровня а, т. е. (17) выполняется, 
когда максимум берется но всем г|з вида 'фе. В силу (16) достаточно дока
зать, что 

ш ! (С,,9*)/|9* I = 19* I = ш а х Ы (С, 9 ) / | 9 Ц. 
Еег ^ в гег 

Последнее соотношение следует из того факта, что гиперплоскость 
(у, 9 * ) = 119*11̂  является касательной к множеству Г и отделяет его от 
нуля, а для любой другой гиперплоскости вида {у, 9) = 11911̂  с этими свой
ствами имеем 11911 ^ 19*11. 
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3. Если определенная в замечании 2 точка 6* не принадлежит Г , то 
критерий 'Фе* может не быть минимаксным в классе всех критериев 
уровня а. Действительно, пусть Г состоит из двух точек: а = 
= (1, 1, О, О, О, . . . ) и & = (1 , - 1 , О, О, О, . . . ) . Тогда 6* = (1,0,0,0, О , . . . ) ^ 
Ф Г . Легко видеть, что в этом случае наименее благоприятное распределе
ние на приписывает равные вероятности точкам б» и бь, а потому в 
силу леммы Неймана — Пирсона наиболее мощный критерий уровня а 
совпадает с индикатором множества вида 

Аналогично предыдущему можно заметить, что критерий я1)е* {^п) 
является асимптотически минимаксным в классе критериев Ч*"", где 
асимптотическая минимаксность понимается, как в теореме 4. Полагая 

оо 

^* (д;) = 2 В*ё'^{х), критерий "фе* (С^п) можно представить как индикатор 

множества 

| х „ : ^ - ^ ^ ^ 2 ^ * К , ) > С а |и * 1 |1 
I г=1 ) 

где Са. определяется в (15). 
В заключение рассмотрим одно приложение теоремы к задачам рас

познавания образов. Допустим, что требуется проверить гипотезу Я" про
тив гипотезы Я^(,, где плотность 1 + гг^''^'\!^{х) неизвестна и оценивается 
с помощью отдельной выборки объема т. Пользуясь известными оценка
ми для плотности, можно получить оценку 'Уто(ж) для 'Уо(ж) и построить 
для «доверительный шар» Г ™ в Ьг некоторого радиуса е с центром в 
точке ^ т . Считая, что 11 'ут11>е и "Уо ^ Г^, и применяя теорему, получим 
^* = 'Ут(1 — е / И ^ т ) , так что асимптотически оптимальный в указанном 
выше смысле критерий будет иметь вид 
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ОБ УМЕРЕННО БОЛЬШИХ УКЛОНЕНИЯХ 
ОТ ИНВАРИАНТНОЙ МЕРЫ 

А. А. МОГУЛЬСКИЙ 

1. Введение 

Пусть ^ — линейное пространство конечных мер р,, заданных на бо-
релевской а-алгебре ^ некоторого метрического пространства X, ^ с: ̂  — 
класс вероятностных мер на ^ . Рассмотрим случайный процесс 

(2я)-1/2 ехр - ( ^ , - 1)2/2-(" - 1 ) 2 / 2 ] + ( 2 я ) - 1 / 2 е х р 

2 (2л)-1/2 ехр 
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