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ЛОКАЛЬНАЯ ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА 
ДЛЯ КРИТИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ БЕЛЛМАНА — ХАРРИСА 

С ДИСКРЕТНЫМ ВРЕМЕНЕМ 

В. А. ТОПЧИЙ 

1 . В в е д е н и е 

В работе рассматриваются зависящие от возраста ветвящиеся про- . 
цессы (процессы Беллмапа — Харриса) с дискретным временем |(п), 
п = О, 1, . . . Случайные величины ^(тг) принимают целочисленные значе
ния, которые будем интерпретировать как размер популяции в момент 
времени п. Описание данных процессов см. в [1] или в [2] (модель 3). 

Пусть процесс %{п) определяется целочисленными случайными ве
личинами т) (продолжительность жизни частиц) с функцией распределе
ния Р{к) = Р{г] < к) (возможно .^'(0) О и ^ (число потомков) с произ
водящей функцией ^ (г) = 2 ^и"^^-

Введем обозначения: Р „ ( 2 ) ==М2^'"^; р„к — ^{%{п) = к); ^п^г) = ^ — 
- Р „ ( 2 ) ; Р „ = Р „ ( 0 ) ; (2п = (?п(0). Далее положим Л = = Г ( 1 ) ; В = Н"{1)', 

\1^Шц; ^1. = М т 1 ^ а^В/2щ } , = Ш) - Ш - 0);д„ = 2 / {и) = 
оо 

= 2 /А"^ - Будем рассматривать критический случай, т. е. Л = I . Из 

результатов Б. А. Севастьянова [3] следует, что для вероятности продол
жения процесса выполняется равенство 

И т ^пп = 1 /а (1) 
7г-*-оо 

(при условии конечности третьих моментов у т] и ^ ) . Однако, как пока
зано М. И. Гольдштейном [4 ] , для справедливости (1) достаточно суще
ствования второго момента у ^ и выполнения условий к^1\ -> О 
при /с оо и 7^(0) = О (от последнего условия легко избавиться). Отме
тим, что используемый в данной статье метод позволяет дать другое 
доказательство результата Гольдштейна (в том числе и для процессов 
с произвольным распределением времени жизни частиц). 

В 1966 г. Кестеном, Неем и Спицером [5] д.ля процессов Гальтона — 
Ватсона (последние совпадают с процессами Беллмана — Харриса при 
Р{т1 = 1} = 1) была доказана 

Т е о р е м а ^.Пустъ \[п) — процесс Гальтона — Ватсона; А = \, 5 > О, 
М ^ ^ 1 п ^ < о о и наибольший обилий делитель {и.о. д.) в таких, что к^ФО, 
равен ё, тогда для любой константы О < с < оо 

Ит пЧ^'^^'^'^рпы = й/а ' . (2) 
к/п<е 

Кроме того, 
зпр п^рпп < « 3 . (3) 

к,п>1 
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Одновременно с работой [5] появилась статья С. В. Нагаева и Р. Му-
хамедхановой [6 ] . В ней доказывается аналогичный результат, но при 
более ограничительных предположениях, которые существенно упрощают 
доказательство. 

Для упрощения формулировки основного результата, доказываемого 
далее, введем следующее условие: 

а) ^(п) не является процессом Гальтона — Ватсона или к нему сво
дящимся путем уменьшения масштаба времени с й =7^ 1. 

Теорема 1. Пусть 4 = 1, В> О, М^Чп^ < оо^ щ<. оо и выполняется 
условие «а». Тогда для любого О < с < оо справедливо равенство 

Иш ^^^''/««/^„й = (4) 
к,п-*оо 
к/п<с 

и верна оценка (3). 
При доказательстве теоремы в дополнение к условию «а» будем 

предполагать, что: 
б) н. о. д. таких к, что Д О, равен 1; 
в) Р{0) = 0. 
Заметим, что формулировка теоремы 1 инвариантна относительно 

определенного в теореме 0. Если условие «а» не выполнено, то можно 
воспользоваться редукцией случая й 1 к случаю с? = 1, проводимой 
в [ 5 ] , и из теоремы 1 получаем теорему 0. От условия «б» легко изба
виться переопределением масштаба времени. 

Для процессов с 7^(0) =7^ О можно построить последовательность кри
тических одинаково распределенных процессов с р{0) = 0 , сумма случай
ного числа которых имеет те же конечномерные распределения, что и 
первоначальный. Этого, оказывается, достаточно для доказательства тео
ремы 1 в общем случае, если она доказана при условии «в». 

Конкретизируем последнее. Определим последовательтюсть не :аниси-
мых процессов Беллмана — Харриса ^,(^) функцией распределения про
должительности ?кизпи частиц Р*(к) = {Р{к) — Р{0)){1 — Р(.(}))~^ и про
изводящей функцией числа потомков одной частицы к*{г) = ЫРо{^)), где 

находится из уравнения Ро(2) = ЫРоШПО) + И ~ РШг. 
Пусть V — случайная величина с производящей функцией РоШ. 

V 

Тогда |(7г) можно представить в виде ь(п) ^ 2 ^ г ( ^ ) -
г=1 

Подробного доказательства для случая, когда условия «б» и «в>> на
рушены, проводить не будем, а ограничимся только что приведенными 
соображениями по поводу последнего. Теперь сделаем некоторые заме
чания о методе доказательства. 

Доказательство локальной предельной теоремы для процессов Галь
тона — Ватсона в [5] основано на изучении асимптотического новедения 
Рп{х) при действительных х. В отличие от этой работы мы будем опи
раться на асимптотический анализ новедения последовательности Р„(2) 
на единичной окружности комплексной области (аналогичный подход 
для процессов Гальтона — Ватсона использован в [6 ] ) . Исследование Р „ ( 2 ) 
на единичной окружности комплексной плоскости для процессов Бе.ллл1а-
на — Харриса, по-видимому, ранее не проводилось. Основную трудность 
при этом представляет оценка для \Оп(г)\. 

Как известно [ 1 , гл. 6 ] , при \г\1 Р„ (2) является единичным реше
нием системы уравнений 

п 

Рп (2) - Ц к (Рп-и (2)) и + ^Яп, ^ = О, оо. (5) 

На основании этой системы в работе С. В. Нагаева [7] получено пред
ставление для ^ Л ^ ) , которое в нашем случае имеет вид 
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^п (2) - (1 - 2) + 2 (1 - /г {Рп-и (2)) - ^п-н (2)) и , (6) 

(его выведем в разд. 2; там же определим числа и^). Данное представле
ние -— отправной пункт доказательства. 

Отметим, что при конечности четырех моментов у к] и ^ доказатель
ство можно было бы несколько упростить и существенно сократить за 
счет исследований, проводимых в [ 6 ] . 

Обратим внимание читателя на факты, которые в дальнейшем неод
нократно используются без специальных оговорок. 

Под 2 будем подразумевать комплексный аргумент, причем Ы < 1. 
Все функции от 2 аналитичны в области Ы! < 1 и непрерывны вплоть до 

оо 

границы. Поэтому если ^ { ^ ) = ^си2^ прп к ! < 1 и равномерно огра-
0 

с» 

ничена, то ф (е̂ *) = 2 ] с^,е'^*•^ (т. е. ее можно рассматривать как ряд 
о 

Фурье на Ы = 1 ) . 
со 

Для любой функции ф ( 2 ) = 2 ^^2^ опродвлим линейный функцио-
СХ) 

нал С й ( ф ( 2 ) ) = % и норму ||ф (2)11 = 2 1. Если 11ф(2)11 < 0° , то запи-
0 

Ш е м ф ( 2 ) 
В дальнейшем будут встречаться выражения (тга + 1/(1 — 2 ) ) " * и 

С ^ „ ( 2 ) ( т + 1 / ( 1 — 2 ) ) , которые при 2 = 1 положим равными О и 1 соот
ветственно, что в силу ^п(1) = — 1 (см. [2] ) является доопределением 
функций по непрерывности. 

2. Вспомогательные результаты 

Выведем (6). Из (5) следует 

^и (2) (1 - 2) + 2 (1 - к {Рк-5 ШЪ- (7) 

Положим 
оо 

д ( 2 , м ) = 2 ^Л^)иК (8) 

Из соотношений (7) и (8) вытекает 

д ( 2 , « ) = ^ ^ ^ ^ 1 - 2 ) + д ( 2 , и ) / ( и ) 4 - ф ( 2 , и ) / ( и ) , (9) 

где Ф ( 2 , = 2 [1 - /г {Ри (2)) - ^п ( 2 ) ] и'ч 
о 

Из (9) выводим тождество 
, ( 2 , . ) ^ 1 ^ - ^ 2 ( 1 ^ . (10) 

= С 

Выписывая коэффициенты при в (10) и обозначая Мй = 

1 Т Г 7 ( 1 ) ] ' получаем 

(2) (1 - 2) + 2 (1 - Л [Рп-нШ - ^п-и (2)) и,. (11) 
й=0 

в дальнейшем нам понадобятся оценки щ. Ввиду особой важности 
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запишем их в форме теоремы. Предварительно заметим, что ^ — "/{г) 

= 1 
1 - / ( 2 ) 

Т е о р е м а 2. Пусть / '^41) < при 8^2 и выполнено условие «б» из 
раздела 1. Тогда 

(12) 
и 

(13) 

(14) 

Кроме того, при 5 = 3 
м^-1/|х = 0(Л-+*). 

1>к^\щ — ик+1\ оо. 

Введем еще одно обозначение: Ь& = ий—1/11. 
Следствие. При / ' " ( 1 ) < 

оо 

и 
шьл < оо. 

(15) 

(16) 
Оценки (12) и (13) являются следствием теоремы 1 из статьи 

Б. А. Рогозина [8] (в ней указаны и более ранние работы, из которых 
также можно получить эти оценки). 

Отметим эквивалентность (8) и условия 
1 — 2 

к-
Из (12) следует, что 

1 - / ( ^ ) 

Пепосредственные вычисления дают 
(Лш-У ^ _ 1 д_ ( 1 - г ) г (2) 
( ^ 1 - / ( г ) ; 1 - / ( 2 ) ' 

1 — 2 
и - / ( 2 ) 

2 / ' (2) 

2))^ 

( 1 - 2 ) / " ( 2 ) , 2 ( 1 - 2 ) (Г (2))^ 

( 1 - / ( 2 ) ) ^ ( 1 - / ( 2 ) ) ^ ( 1 - / ( 2 ) ) ' 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

4" (2) (1 2) 

Из (20), (19), (18) и соотношения ^ которое верно в 
силу условий теоремы 2 и (12), следует, что (17) справедливо, если 

2/:(2) 
( 1 - / ( 2 ) ) ' 

+ Г (2) /' (2) (1 - 2)2 , 2 (1 - 2) ( / ' ( 2 ) ) ' 

( 1 - / ( 2 ) ) ' 

, Легко вычислить, что 
- 2 (1 - / (2)) + 2Г (2) (1 - 2) + /^ (2) (1 - 2)^ 

+ -
( 1 - / ( 2 ) ) ^ 

^1. (21) 

(1 - 2)^ 
оо к—2 к—1—2 

2 2 4 2 - ' 2 ( 2 ^ - ^ - ' - 2 0 
й=2 г=0 ^=0 

1 - 2 
О ( 2 Ш < ОО. 

тт " / ' (2) (1 — 2)^ , 
Из полученной оценки ввиду соотношения • ^ е Л, кото-

( 1 - / ( 2 ) ) " 
рое справедливо в силу условий теоремы 2 и (12), следует (21), а следо
вательно, и (17). Теорема 2 доказана. 

П е р е й д е м к доказательству следствия. Соотношение (15) немедленно 
вытекает из (13). Неравенство (10) будет доказано, если мы устано
вим, что 
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1 1 ' / } г ( 1 - 2 ) - ( 1 - / ( г ) ) у 
1 - / ( 2 ) ( Х ( 1 - 2 ) 

Последнее следует из очевидных соотношений 
/ 1 — 2 \

и  
И(1 - 2 ) - ( 1 - / ( 2 ) ) 

^ 1 , 

оо г—1 

2 /'̂  2 2 
й=2 1=1 5=0 

( 1 - 2 ) 2 

а также условия / ' " (1) < <». Следствие доказано. 

3. Представление д л я ^ „ ( г ) и г) 

Всюду в данном разделе нреднолагаем, что 
Мт1' < СХ) и М^' 1п С < 

[Ь] 

(22) 

Положим N = [п /2] , 2 ^ 2.\и а или Ъ — нецелые, и, наконец, 

к=1 

оо 
I ^ ч V 

п + 1 
где == Сй(/г.(2)),/7о = 1. 

В дальнейшем будем писать ©„(г) = 0 ( ф „ ) , если 3 < <» такое, что 
Уи11(й„(2)/ф„1! ^ С1. Если для ШгХъ) супдествует Сх такое, что Vп^сй„(2)/фп! < 
< С1(1сйт,(2)/ф„1 О при А г о о ) равномерно по \%\ 1, то будем писать 
« „ ( г ) = 0 „ ( ф „ ) 0 ( ф „ ) ( « „ ( г ) = о „ ( ф „ ) = о ( ф „ ) ) . Функция фп может за
висеть и от 2. 

Лемма 1. Справедлив-' представление 

^ „ (23) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала исследуем свойства Для любых 
О < «1 < аз < оо существует с„̂ сс^ такое, что для произвольных щ и ге, 
удовлетворяющих условию «1^1 ^ «1 < а^п, справедливо нераветт^тво 

Рп1Рп^ < Са^а^. ( 2 4 ) 

Кроме того, выполняются соотношения 
р„ = о„(1) и 1 / (7г+1) = 0 ( / 7 „ ) . ( 2 5 ) 

В самом деле, при ге ^ «1 
п 00 тг 00 

р п - ^ ~ 1 к к ' ' + ^ к к ^ < . ~ ^ к к ' + 2 
п+1 п^+1 

( « 2 + 1) ^ 2 + 2 
а при п> П1 

п 
1 

- ( « 2 + 1)Р„-, 

рп = 1 г ^ + 2 ^ й ^ ' < т г 2 + 2 ̂ ^̂-̂  < 
п + 1 71+1 

2 ^ й ^ ' + 2 т - + 2 < (1 + « г ' ) X 
« 1 + 1 п+1 
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X 7^ ^Кк' + 2 к^кЧ = (1 + а Г ' ) Рп^-

То, ЧТО Рп-^ о при п оо, следует из 2 < оо и оценки 
1 

П Уп—1 П оо 71 

42м'-=4- 2 м^+42^^^'<17^2м^ + 2м'-
Оценка ! / ( « + 1) ̂  0{рп) очевидна в силу определения р„. 
По определению / ; ( 2 ) и Р.Д::), получаем 

1 - ц р „ (.)) - д„ (.)+4 0^ (̂) Д " 1 п 4- <?. (-) 
се й - 1 г-1 ОС й -2 

5 = 7 ^ / 2 - 2̂ ^̂ 22̂ "(̂ ) 
к=2 1 О к=2 О 

к (к - 1) 

- 2 ^ « ( ^ ) - ( ^ - / - 1 ) =2̂ ^ 2(^^--/-1)2^п^)(1-^-(^)) + 
5=0 / к==2 3=0 г = 0 

/ й - 2 \ 

В силу того, что Рп{2) = 2 Ртг^г'', ]?п;г ^ о, = 1 и выполняется (1), 
/ 1 \ (25а) 

Эти факты совместно с очевидным равенством Р „ ( 2 ) = ОН) влекут 
за собой 

/ П ^ оо \ 

1 - к ( Р . (2)) - ^п (2) + А ^^ (г) ^ (г) . о 2 + 2 ^̂ ^̂ ^ = (^6) 
\Й=2 П+1 / 

=-^и^)0{рп). 
оо 

Так как <?7г(1) = <?7г(0) - 2 Р п л = О и Р „ (1 ) 1 (см. [7] или [8 ] ) , то 
1 

из (1) следует, что существует Сг < оо такое, что 

^п{2) ( п а + ( 1 - 2 ) - 1 ) | ОпФ)-1;Рпк^Чпа + 

+ ( 1 - 2 ) - 1 2 Р П Л 1 - 2 ' ' ) 
1 

Непосредственные вычисления дают 

< с,. (27) 

п а + (1 — г) - 1 

Аа + (1 — 2 ) - 1 
1 + 

{п —к)а 
1 + 

(га — А) а (1 — 2) 

(а/г + 1) (1 - (ай + 1 ) -1) 

ага + 1 , 1 п — к\а ,г,о\ 
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Взяв представление (11) для ^ „ ( 2 ) и ^п-^^г), легко найти, что 
N 

^п-г (2) - (?п (2) = - (1 - /г {Рп (2)) - ^п + 2 [̂ ^ (Рп-и (2)) + 
А=0 

п 
-]- Оп-и (2) - к {Рп-К-У. (2)) - <?п_А-1 ( 2 ) ] 6̂  - 2 [ 1 - ^ {Рп-и (2)) -

- Оп-к ( 2 ) ] (6^ - 6 . -1) - [1 - (^п-А^-1 (2)) - Сп - .У- ! ( 2 ) ] . (29) 

Отсюда с помощью (26) получаем оценку 
Л'' 

^п^г (2) - (2) = а01 (2) + 2 4- (^п-Iг (2) - ( ? ^ . - 1 ( 2 ) ) Ь 
й=0 

2 

п 

^1^и (2) 5 (р ._ , ) + а ' - / . - ! (2) о (р.-г-А-1)]б;, + 

+ Е 01^~и (2) О (7>п_,) (б;, - Ьи-,) + 6лЧ1<?п-Л-1 (2) О {Рп-

Оценки (12), (27) и (28) позволяют установить, что 

- О па 4- (1 — 2) - 1 

(п — Л')а + (1 — 2) — 1 
V , - 1 \ 

\Й=1У+2 " + 1)^ / 
= 0{\/п). 

(31) 
Аналогично оценки (15), (24), (27) и (28) влекут за собой 

2 101-к (2) О (рп-к) + ^^-к^^ (2) О (/^п_й-1)] 6й = 

я ~ 
/ 1 \ - 2 V ?̂  / „ ч г ^ (̂ п) 

1 - 2 I 

Из (13) и (27) следует 

6л'+1<?п-Я-1 

2 ^ ^ 
о ( » - 2 ) 

{па + 1/(1 - 2))^ • 

( / г а + 1 / ( 1 - 2 ) Г- (32) 

(33) 

С учетом соотношения (25) представление (30) с помощью оценок 
(27), (31) — (33) приводится к виду 

^п-г (2) - ^п (2) = а,о1 (2) + 2] 4 ̂ '̂-̂  
к=0 

- < ? и - 1 ( 2 ) ) & . + - - — ( 3 4 ) 
{ап + 1/(1 - 2))-^ 

Умножая (34) на ^п-^{^) + <?п(2) и применяя к правой части полу
ченного равенства оценки (15), (27) и (28), получаем 

< ? ^ 1 ( 2 ) - < ? ^ ( 2 ) = ^ - ^ 0 ( 1 ) . (35) 
(па + 1/(1 — 2))-^ 

Равенство (35) с учетом оценок (28) и (15) позволяет заключить, что 
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Заметим, что по аналогии с (28) 

0 ( 1 ) 

I 

иа -1- (1 — 2) 

1 
по. + 1 1 — 

г , г+ 1 

|'Г"о (а« -Ь 1) г+1 1 + /га 

(36) 

(37) 

Из (34), (36), (37) и (25) получаем 

( 2 ) - < ? п ( 2 ) = а(?^ (2) + 
(ад + 1 / ( 1 - 2 ) ) 

что в силу (35), (37) и (25) и представляет утверждение леммы.-
Лемма 2. Пусть х^х^О, ПЛх', х) = Пп = Рп(х') - Рп(х). Тогда 

существует постоянная й?>0 такая, что ^п 
X — X (38) 

{п -V 1)^ 

Прежде чем приступать к доказательству леммы 2, приведем ряд 
вспомогательных утверждений. 

Лемма 3. Пусть при п^ Ша существует постоянная Сз > О та^^ая, что 
при !21 «г 1 выполнено !((?п(2)(?га + (1 — 2) - ' ) ) -*| < Сз. Тогда 

1 + 0{Рп) 
^п (2) = шг + 1/(1 - г) ' (39) 

II' 
где Рп = —^Рк-

к=1 Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала покажем, что для любого фиксиро-
ванного к ^ 

<?Г (2) = 1 / ( 1 - 2 ) 4 - 0 ( 1 ) , (40) 

если Рк^) 1 при 2 1 и Ь! ^ 1 (это условие выполнено при к ^ то). 
В самом деле, 

со п—1 г—1 

1 гг==2 г=1з=0-
1 

( \) 

1 
1 — 2 

( 1 - 2 ) 
п-1 

2 Ркп 2 
\п= 1 О 

1 
2 Ркп 

п-1 

Числитель и знаменатель в правой части последнего равенства принадле
жат II (так как Рп{1) <.оо, см. [2, с. 295]). 

Поскольку РА(2) =7^ 1 (при 2 =7^ 1), то 
ГУ! п—1 

1 - ^ . ( - ) 2 Р"-^ 2 2' 
п = 1 

1 — 2 
^ 0 , 

следовательно, по теореме Винера (см. [9, с. 331]) при !2| = 1 (?пЧ2) — 
- 1 / ( 1 - 2 ) е г , . 

Это и доказывает (40). 
Введем обозначение: Ьп = ^й^(2). 
Из леммы 1 и условий леммы 3 при п> пьо получаем выражение 

Т Т \\ , ^ ( ^ п - 1 ) 
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которое в силу (25), (27), (37) и условий леммы приводится к виду 
= + о^^п-М) + ( и а + (1 - г)-')-Ю{рг,^,)) = 

= + а + 0 ( / ? „ - 1 ) . 

Просуммировав по п полученные равенства, имеем 

Рк ^'т^ 

Легко вычислить, что-
\ г = т ц + 1 

(41) 

1 г=1 

Последнее позволяет записать: 

ЪРг^ 2 ( 1 Н- 1п П--Ы1) ЬЧц + п 2 
п+1 

( 

— 2^Р1 о — 2 - ^̂ ^̂  + 2 ^ 
г==1 \ 1 п+1 

а также в силу (25) при п °° 

Из (40), (41) и (43) получаем 

1п п 
=-0{рп). 

(42) 

(43) 

= иа - г) + + кО{р,). 

Последнее равенство совместно с (37) и (43) влечет за собой (39). 
Лемма 4. Для ^п справедливо представление 

1 + О ( Я ) 

шг 
(44) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (1) следует, что существует ко такое, что 
^п^— < 2а- В силу леммы 3 при 2 = 0 это соотношение позво-

ляег утверждать справедливость (44). 
Лемма 5. Существует постоянная к а > О такая, что для любого це

лого 8 > О и любого фиксированного к 1 > О справедливо неравенство 
(«+2)/2 / 

2 + + (8 + 2 - к)"" 
2ц 

> X ( 1 — ^6 7 7 р 2 
1 - \ 

^5+2 (5 + 2У 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Левую часть (45) представим в виде 

(8+2)/2 

(45) 

2 2\1 \ 

V • (5 + 2)^ (8 + 2 - / , - ) ' + (5 + 2 - Л ) ^ 
— Рв+г-к 

1 
.т\(5 + 2) 

1 У ^ 
^^ 7к 

(8+2)/2+1 / 

(46) 

Оценим полученное выражение по частям. Далее под 5 > О будем 
подразумевать целое число. Заметим, что 

8-к 
1 V ^ 

Рв-к = Т=к 2иРг<.-у1Гк у,-
8 — 

ТРв 

Это неравенство влечет за собой существование постоянной > О такой, 
что V 5 > О ^ 
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18+2)/2 

2 к. 
1к < к.Р8+2 

1 

В силу условия Шц^ < оо У 5 > о ЗА;з > о такое, что 
(5+2)/2 (з+2)/2 , 

/.̂ Гх (^ + 2) 

X (3 (5 + 2)к^ - 3 (б + 2)3 А; - к^) 

(.5 + 2)/2 

(5 + 2) 
Аналогично ЗА;4 > О и ЯА;5 > О такие, что 

X 

( . + 2) 4 • 

(•5+2)/2 
V 

к=1 

1 
(8+2)/2 г- 2кк 

1(8^2-к)' (5 + 2 ) 4 

(8 + 2 - А;)" (5 + 2)2 ] ^ ^4*1 + 2) ' (5 + 2)* 

^-^^^ [{3 + 2-к)'(^ + 2) 

1 ^ 
0+2)./2 

2 _ ! ^ _ А . 

2(г 

(5 + 2)-* (5 + 2)^ 
сю 

Поскольку 2 /й. = о (« "^)и справедливы формулы (43), то (46) 
(в+2)/2 

И следующие за ним оценки утверячдают лемму 5. Все необходимые вспо
могательные результаты получены, и теперь мы приведем 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 2. Покажем, что 

к' (Рп) = 1 - 5<?„ + с •Р7г 

Действительно, 
сх: 

(47) 

к-2 
к ^ Р 1 - к { к - 1 ) 

о о 
оо \ 

=--0 2 Кк' {^~Рп)+I> Кк' = о {рпУ 
\ п+1 I 

В разложении Ъ,{х) и Рь(ж) в ряд Тейлора в нуле все коэффициенты 
положительны, следовательно, Ь,'{х) и Р^^х) — монотонно возрастающие 
функции по О ̂  а: < 1, что позволяет записать: 

}ь{Р^{х'))--}ь{Р^{х))^ \'{у)ау^к'{Р^)В^,. (48) 

Используя (5) и (48), получаем 

Пп=1>[к {Рп-и[х')) - к {Рп-к) {х))\ + {х' -х)дп> 
к=1 

п 
> 2 Оп-кк' {Рп-к) 1к + ( ^ ' - х) дп. (49) 

1̂=1 
Отсюда, в силу того что 0^ = х' — хФ ^ при х' Ф х и к'{Р„) > О, следует, 
что для любого п ВЛх' — а;) > 0. Следовательно, для любого п существу
ют р„ > О такие, что 

В^^{х' -х)^Л1{п^\)\) 
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в силу (47), (44), (25) и определения р„ существует кх такое, что 

к' {Рп) - 1 - в^п + о ~Рп > 1 — 
2[д, 

« 4 - 1 (51) 

Будем предполагать, что в (45) используется кх из (51). Выберем По 
настолько большим, чтобы при з и к больших, чем ^̂ о, правые части в 
(45) и (51) были положительны. При « < «о выберем > О такими, что
бы они удовлетворяли условию (50) и ^ Рп-

Займемся выбором п щ, таких, что для них справедливо (50), 
при этом (50) влечет за собой (38). Определим р„41 при п > «о рекуррент-

1 - \ 
ным соотношением ^п+х = ^п 1 — к^ />п+2 !• Заметим, что ^„ не воз-

« + 2 
растает по п. Допустим, при к таких, что Ио < /г < 5, для выбранных ^„ 
условие (50) выполняется. Тогда из (49) и (51) следует 

(5+2)/2 

к=1 ^ 

211 

Ч«+2)/2 

{х-х')рА ^ 1 

и=1 (« + 2 - / С ) 

Отсюда на основании леммы 5 получаем 
1 

2-к . + т г г ^ Р т - ? ^ ; 4 > 

2}х ^гРв+^-к \
— к з + 2~к1'^ 1 - 8 + 2 

^ (̂  + 2)^ 
1-к, 

1 

5 4- 2 
^8+2 (52) 

Неравенство (52) показывает, что для данной последовательности р„ 
условие (50) выполняется. 

Из получаемой на основании (42) оценки 
оо / оо 5 оо оо \ 

П. + 1 \ * й = 1 1 8+1 

- О 
оо \ 

1п 8 2 М ' 2 - ^ + 0 ( 2 М ' 1 п / с ) = 0 ^к^{1пк)к^ 
\к=г } 

оо (53) 

следует, что произведение П 1 — к^ „• р^+г ^ О сходится, т. е. ввиду 

оо , 

очевидного неравенства Рп Рп^ I I ( 1 — к^ 
Пп ^ 

Рв+2 
1е ^ _̂  2 / получено утверждение 

леммы 2. -^^ШЦ 
Теорема 3. Пусть \г\ 1, тогда существует постоянная кв> О и ин

декс По такие, что для любого п^ щ справедливо неравенство 
\^п{^)\>к^{п + ^|\^-2,\). (54) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала докажем неравенство при 2, близких 
к 1. Заметим, что далее до леммы 8 включительно щ можно полагать 
равным нулю. 

Из работы [4] следует 
^п{x){па + ^/{^-x))-^^ (55) 

при и -> оо равномерно по О ̂  ж < 1. 
Как уже упоминалось ранее, Рп(1) = 1) следовательно, 

1 

^п{^)\= 1Рп{^)й^ < | 1 - 2 | . (56) 
2 
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Из (23), (42), (56) и равенства ^ 0 ( 2 ) = 1 — г получаем 

'^п ( 2 ) = (?о (2) - а 2 ' (2) + (1 - 2)^ 2 ' С> (Рк) = 
о о 

п - 1 
= (1 ~ 2) - сс 2 ^ 1 (2) - И 1 - 2)^ О (яр„) , (57) 

о 

а после возведения (23) в квадрат<?п+] (2) ~ (2) Ь 0^ ( 1 1 —г |^).Послед
нее равенство влечет за собой 

(2) - ( ? ^ ^ (2) + /гО, (11 - 2 п . , • (58) 

Из (58) и (57) вытекает, что 
(?„(2) = 1 - 2 - а7г(1 - 2)^ + 0..,(п^\1 - 2 р ) + 0„(| 1 - 2|^ге/7„). 

Очевидно, 1 - е'' = - гг -Ь 0(^') . 
Так как рп О при ?г то 

<?„(е'"') = - + аШ' + 0„(̂ ^^^ )̂ + о „ ( л г ' ) , ( 5 9 / 
или 

Р„(е '0 - 1 + - а«^^ + ОпЫНП + о,.(Аг^^). (60) 

Поскольку 11 + - а п е \ 1/(1 - апг^)^+^^ - У1 - 2ап^^+0„(п^г^)+^^ = 
= 1 - а«г ' + Ог,{пЧ^) + ОЛг^), из (60) при < 1 следует 

! Р „ ( е ' 0 1 = 1 - аШ' + ОМЧ') + оЛшП ^ 1 -

т. е. при достаточно малых 81 и 82(0 < 81 < 82 < 1) для ?г и ^ таких, что 
81 ^ и?! 82, где п>Мо, а Л̂ о достаточно велико, можно найти 
Г\о = ^Н'Ч,^о>^ такое, что 

|Р„(е")1 ^ 1 - 1 1 0 1 1 = ро(^)= р<, < 1. (61) 

Из (59) следует 1(?п(е''*) I == *(1 + о„(1)) при 0 . Последнее сов
местно с очевидной оценкой 

1 ^ + 0^и'') 
при I те^I-> о 

означает справедливость следующего утверждения. 
Лемма 6. Существует 82 такое, что теорема 3 верна при \1п\. 

В дальнейшем (это относится к доказательству теоремы 3) 81, 82, 83, 
тУо и г}о, определенные выше, будем считать фиксированными, причем, не 
ограничивая общности, можно положить 83 -= 8 2 < ; 1-

Пусть П1 = т т { п : 8 1 < кп!, и | < б) , а «2 = т а х { « : кп! < 82, и ! < б } , 
тогда для любого По существует б такое, что О < б ^ е̂ Л о̂ и пг — П1 > По. 

Выберем щ таким, чтобы при п^По выполнялось неравенство 
1 - {п+ 1Рдп/а>0, (62) 

где ^ — то же, что и в формулировке леммы 2. Это возможно потому, что 
неравенство Шц" < влечет за собой дпП^ О при тг -> оо. По щ найдем 
и фиксируем б > О такое, что для него выполняются неравенства щ — Пх'^ 
>ПоМ Ь< ех/Мо. 

Докажем с помощью индукции, что существует невозрастающая по
следовательность 'Цк> О, О, такая, что при фиксированном Ш Ф О 
и Ы ^ б) 

Р п , + . ( е ^ О | < ^ Л р / . ) , (63) 
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где Рй = р^и) = 1 — г]й11 — е"| и т { т ] й > 0. Обратим внимание на то, что 
Цк не зависит от {. 

Нам понадобится следующая 
Лемма 7. Для любых и р таких, что 0 < р < р 4 - б ^ < 1 , выполня

ются неравенства 
Р„(р) < Р„н-1(р) < Рп+.(р + б^). (64) 

Д о к а з а т е л ь с т в о последнего неравенства очевидно, ввиду того, 
оо 

что Рп{х) =^РпкХ^у где рпк^О. Для доказательства первого неравен-
0 

ства (43) применим индукцию. Известно, что к{х) возрастает по О < а; < 
< 1 и к{х)'> X (см. [1] ) . Поэтому РДх) = к{х)и + ^ ж = Р^^х). 

Пусть при А; < га < 7?з Р^^х) < Рп(х). Докажем, что Рп^+1 (х) ^ Рпд{х). 
Из (5) и нанисанных выше неравенств следует 

"8+1 
2 ^ {Ри^+1-к (Х)) /й -Ь Хдпз+1 > 
к==1 

> Е /г (^'пз-; , (:Е)) + О; ( / „ 3 + 1 + = (:г). 
к=1 

Полученное неравенство завершает доказательство леммы 7. 
Перейдем к выводу (63). По определению, По из (64) и (61) при 

А;<гао получаем | Р п 1 +&(е '01 < Р о = 'РО(РОХ^А(РО) . Т. е, Цк = Цо при 

Определим т̂ п +̂х- Очевидно, что 
По+п+1 

Рп,+п+г{е'')\^ Е й ( Рп,+п,+г-к(е'') ) + 

к=1 ^ ' 

+ 5'по+П1+1 < Е ^ (^г,о+1-А (Ро)) /й + д̂ по+х = ^«0+1 (Ро) + " Ро) ^ " 0 + 1 ' 

/1=1 
где последнее равенство написано на основании (5) . 

По лемме 2 ^гго+1 I Ро Н 5 дпр+х ^ ^По+1 ( Р о ) Х 1 - Ро) ?"о+1-

Отсюда 

^ П о +п + 1 (̂ ") I < Рп,-^Х 

в силу (62) 'П„о+1 Ло 1 — 

- П о 

(% + 2) 

1 - е ^ й ^^0+1/ (65) 

^—^^'«0+11 удовлетворяет индукционному 
предноложеиию. Пусть при к = вЛ- щ выполняется индукционное пред
положение. Докажем, что оно верно и при к = зЛ- щЛ- \. Следующее 
неравенство легко получить из тех же соображений, что и (65) : 

'Р«0+«+1+"1 (^^*) ^ ^^«0+-'+! (Р*+"о) + (1 Р5+П(,) дгго+« < ^«0+8+1 (Р^+п^+г), 

где 
л (̂  + »о + 2)^ д'з+По + 1 1 - е Рз+По+1 — 1 — •Ппо+« 

что доказывает (63). 
оо / 

Так как Е ^^^п^^ 2 / г ^ / п < ; <», то произведепие П I 1— 
По о V 

К + ^ + 2) ' 
X 
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X 5^0+^+1 1 сходится и пололхительно, а это в силу (63) и (64) приводит 

к оценке 

где 

Р = 1 - т ] о П ( 1 

Рп,+и И И ^ 'Пр) , 

(«о + ^ + 2)^ 

(66) 

и 1 1 — т] - 1 

Оценки (55) и (66) влекут за собой существование /«э > О такого, что 

^п^+к {е"') > 1 - I Рп^+к {е'') > 1 - Рк (р) 

Л-Л1-1/^)-^ 
а («1 + Л ) + 1/11 1 - е г* а ( « 1 4-А:) + 1/ 1 — ^ и 

Из этой оценки и леммы 6 вытекает 
Лемма 8. Существует такое б > О, что при \1\ б теорема 3 верна 

(с По = 0). 
Нам осталось исследовать ^«(г) при 11 —г! > 61 для произвольного 

фиксированного 61 > 0. Если существует По такое, что при г,Ф \я 
любого П'^Пв 

| Р „ ( 2 ) | < 1 , (67) 

то У л о > О м о ж и о пайти У„'^У„'-. <^ такое, что 1 ^ п ( 2 ) | < 7 ' при 

п^ -т- П{) И И — 2| > 61, а следовательно, н Р„' ^ — ''̂ '̂ о такое, п п ^ 

что 
V 

ц / > о и I Р „ (2) К Р - (р Л («о < ^ < п-о + щ). Поэтому, повто-
рив почти дословно доказательство (63) и (66) с Пу, равным Па, |1--е*'1, 
равным 1, и прежним «о, получаем, что существует р < 1 такое, что 
I Рп (2) I ^ Р„_ -^ (р). В силу (55) и леммы 8 доказательство теоремы 
завершает 

Лемма 9. При выполнении условий «а» и «б» из раздела 1 неравен
ство (67) выполняется, начиная с некоторого По. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала заметим, что используемые далее 
свойства характеристических функций можно найти в [10, с. 115]. Из 
условия «а» следует, что если лишь одно /& отлично от нуля, т. е. / й = 1 , 
то к = 1. Тогда из условия «а» и свойств характеристических функций 
для решетчатых случайных величин следует, что 1/^(2)1 < 1 при Ы = 1 
и г Ф 1. Но РДг) ==/^(2), а Р^{2) = к^Ри-М)). Значит, в этом случае йо 
можно положить равным 1. 

Осталось исследовать случай, когда существуют по крайней мере два 
/а ^ О и выполнено условие «б» из раздела 1. 

Ввиду того, что ЬХ\) = 1, К'{\) = 1 и /г"(1) > О, получаем /г(0) > 0. 
Это значит, что /^(е") — характеристическая функция некоторой решет
чатой случайной величины и О принадлежит решетке. Отсюда немедлен
но следует, что если 1^(2)1 == 1, то Ыг,) = 1, т. е. равенство к{г,) = 2 при 
и! = 1 возможно лишь при 2 = 1 . Назовем это свойством (̂ 1̂ ). 

Введем обозначения: 8 = {к\^иФ 0), ] = &Щ){к\к^8). В дальнейшем 
^ Х / = А?, если / = оо. Из свойства {'^), неравенства \к(.ъ) \ 1 при \г\ 1, 
системы (5) и неравенства |а21 + Ь 2 2 1 < 1 , которое справедливо при 
а > О, Ь > 0 , а + 6 = 1, = 1221 = 1 и 21=^^22, а тем более при | 2 , | ̂  1, 
122! < 1, следует |Р„(2)1 < 1 при Ы = 1, 2 = ? ^ ! и п^8\]. Из последнего 
неравенства и соображений, на основании которых оно получено, следу
ет, что это неравенство верно и для п вида а^/ + 2 ка^^, где = О, 
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если / = а сСй — целые и не все равны нулю при кФ]. Полученное 
утверждение и следующая далее лемма 10 доказывают лемму 9. 

Обратим внимание на следующий факт: из определенного выше мно
жества 5 всегда можно выбрать конечное подмножество 8' такое, что 
н. о. д. А: е 8' равен 1. 

Лемма 10. Существует щ такое, что любое целое п> щ может быть 
представлено в виде ?г = 2 ^кк. 

Данная лемма доказывается в [10, с. 207]. Хотя там в формулировке 
а.й ^ О, по в доказательстве замечено, что утверждение верно с условием 
аи>0 У к. 

З а м е ч а н и е . При малых п (54), вообще говоря, неверно. Например, 
/г(2) = 1/2 + 2 7 2 , /4 = / з = 1/2. Нетрудно показать, что Ро{г,)=РМ)~ 
= ^ 2 ( 2 ) = 2 , Р з ( 2 ) =: у ( 2 + / г ( 2 ) ) , Р^{^)=Ш) и Р^{-\) = \, хотя выпол-
пены условия «а» и «б» из раздела 1, 

Следствие. Существуют Ио > О и константа /с^ такая,-что для любых 
12 ! < 1 и П> По 

\^п^^)\>—, !У • (68) 
п а 4- (1 — 2)" 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего отметим, что при 12| < 1, во-
первых, по определению (^„(г) и того, что ^„{^) — О (Р„(1) = 1), имеет 
место Оп{г)Ф0; во-вторых, па.+ — г) Ф О (Ке(?га + (1 — 2 ) - ^ ) > 0). 
Доопределим ^ „ ( 2 ) ( «а + (1 — 2)"^*) при 2 == 1 по непрерывности едини
цей, что возможно в силу (27). Эта функция аналитична в к ! < 1, значит, 
если доказывать (68) при Ы! = 1 , то на осповапии принципа максимума 
модуля (68) будет верно при Ы < 1. Требуемая оценка следует из (54) 
и неравенства 

1 

па+ 11 — 2 1 - 1 ' " 2 

1 

па -\- (1 — 2) - 1 

при и ! = 1. Это неравенство эквивалентно /га| 1 — г! + 1 «5 21дос(1 — 2) + 
+ 11, которое следует из очевидных неравенств [паН — 2 ) ! < \ — т.) + 
+ 1! и 1 ^ и с б ( 1 - 2 ) + I I . 

Доказанное следствие делает правомерными дальнейшие ссылки на 
лемму 3 или формулу (39). 

Теорема 4. Существует гпо такое, что при п^ тпо 

па + (1 — 2) ' 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если бы при выводе (39) использовалась 
оценка 

11[ (1 / (1 - 2 ) + ап)(?„(2)]-М1 < А ; , 1 < с « , п>то>По, (70) 

то в доказательстве леммы 3 всюду О можно было бы заменить на О и 
в результате мы пришли бы к (69). 

Итак, для доказательства теоремы достаточно установить (70). 
Если при доказательстве (47) вместо Рп подставить 5, удовлетворя

ющее условиям и 1 ^ 1 и 11 — 5! <а/п, где а ' > О — любое фиксирован
ное, то получается оценка 

11 - ;г' (5) - ?̂ (1 - 5) К 1 0 (Рп). (71) 

На основании свойств интеграла и оценок (27), (37) и (71) вы
водим, что 
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I I (1 — ; ^ ' ( 2 ) — 5 ( 1 — <,\^п-л^)-^п-к-г{^)\о (Рп-к \ 
{п — к/ 

(72) 

Из (23), (25а), (39), (72), (25), (27) и очевидного тождества 

к {Рп-к (2)) + ^п-и (2) - к {Рп-к-1 (2)) - ^п-к-г (2) = 4 -

в 
-о - Оп-к-1 — (1—/г ' (2 ) —2? (1 — 2)) 

Рп-й-1(г) 
следует, что 

/г (Р„_й (2)) + ^п-к (2) - к {Рп-к-1 (2)) - (?п-й-1 (2) = 

= 4 № - . ( 2 ) - ( ? ^ . - 1 ( 2 ) ) ' ^ ( " ' ^ - ^ ^ 

В 
= -:^2а^^-к-Л^) + 

{п-к) (а (п-А; ) + ( 1 -2 ) -1 )^ 
^(^'п-й) 

2 ^ " - ' ^ - 1 ^ ^ ' („ _ у̂ ) (а („ - + (1 - .)-1)2 • 

Используя соотношения (29), (26) и (73), получаем 
^п-г ( 2 ) - ^ п { ^ ) = = - { ^ - к {Рп-г (2)) - Оп-г (2))/^г + 

(73) 

7г(ап + (1 —2) )̂ ^ 

+ 2 
о {Рп-к) в 

к=0 
п 

2 <?п-йС2) X 
Й̂ О (П - /с) (П - А + (1 - 2)-!)^ - ^^^+2 

X ( 1 + О (Рп-й)) {Ък - &Й-1) + &Я+1<?п-1У-1 (2) ( 1 - 0 (р . -^+1)) . 

Из (24), (25) и (27) следует ^^-г{г) = ^^-г {^)0{рп), а из (24), 
(5) и (28) : 

у О {Рп-к) Н у О {Рп) , _ 
^ , ( п - Л ) ( ( п - А ; ) а + ( 1 - 2 ) - ^ ) ^ п(«а + (1 -2 ) -1 )2 

0(Рп) 
га(па + (1 — 2)-!)"^ 

Последние равенства и оценки (33), (25) и (26) влекут за собой 

^п-г (2) - ^п (2) - а<?^-х (2) ( 1 + о (т^п)) -

- 5 а 2 <?п-й-1 (2) &й + - 1 - 2 <?п-П2) (&Й - &Й-1) X 

X ( 1 + 0(рп-й) ) + 0{Рп) 
п{ап + {\^ • 

Из (23) легко получить при /с < Л'̂  

^^-к (2) = ^^ (2) + к 
0(1) 

(а?г + (1 - 2)-!)^ * 
В самом деле, возводя (23) в куб и учитывая (27) и (28), имеем 

(74) 

(75) 

01 (2) = (2) + 
0(1) 

( а « + ( 1 - 2 ) - 1 ) ^ -
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Сумма к таких равенств дает (75), 
Из (16), (25), (37) и (75) следует оценка 

21 <?п-й-1 (2) = С>п-1 (2) 2 + 
0 ( 1 ) 

к=0 к=0 

01-г (2) О {рп) + 
п (ап + 1/(1 — 2)У 

На основании (27), (28) и (14) заключаем, что 
ОО \

2 4- 2 ( ? ^ й ( 2 ) ( г г а + 1 / ( 1 - 2 ) ) 2 ( 6 й - & й - 1 ) 

(76) 

п==4 / оо 
О 1 2 

\п=4 к=N+2 

= 0 

П - / С + 1 / 

2?1 „ 2 \ 

2 I — 1 -2 (« - А- + 1)^ 
п=к I 

( 
^\Ьк-ь,.-.Лк'^У,^\^о{\). (77) 

\Й=3 
Неравенство Ърп/п<°° (следует из (46), (53) и определения рп ) и 

оценки (76) и (77) дают право утверждать существование > О таких, что 
N п 

В - 5 а 2 <?п-/.-1 (2) -Ь 4 2 (2) (^^ - ^^-1) (1 + <̂  (^'«-ь)) 
*=0 

= 01-1 (2) О (Рп) + 
^С-п) 

( п а + 1 / ( 1 - 2 ) ) ^ V 

Итак, (78) позволяет привести (74) к виду 

<?п (2) = Оп-г (2) - а(??,_1 (2) (1 + О (р„)) + ^ ^'"^ 
(гаа+ 1/(1 - 2 ) ) -

Заметим, что полученное равенство уточняет лемму 1. 
Из леммы 3 в силу (68) при достаточно больших п следует 

(78) 

(79) 

1 
и „ а + 1 / ( 1 - , ) (^)-

Однако мы ничего пока не можем сказать о норме данного выра
жения, т. е. не имеем оснований 0„ (1 ) заменить на ОН). Поэтому далее 
придется кое-где вместо О писать только О. Как и ранее, Ьп — <?п ^ (2). 

Из (79) и (39) следует, что при п > Ша 

Ьп = Ьп-1 ( 1 - а<?„_1 (2) (1 + 0 {рп)) + 0{гп) (па + (1 - г)-^)-у^ = 

^ Ьп-. (1 - (2) (1 + О (р.)) + ,Д(;-;^_ ^ 

а ( 1 + 0 ( р , ) ) + 0 ( г „ ) . 
Просуммировав полученные равенства от то + 1 до п, в силу (40) 

получаем 
Ь„ = (1 - 2 ) - ^ + а т г + 2 0 (рй) -Ь 2 0 (ГЙ) + 0 ( 1 ) = 

к=та, О 

- ( I - 2)-^ + а « ( I + б{рп)) + (2) + о ( 2 
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где К{'2,) ~ 2 О {^к) не зависит от п, ограничена ввиду Ег^ < «> 
к=т^ 

И аналитична, так как является пределом равномерно сходящейся после
довательности аналитических функций. Поэтому К{г) можно рассматри
вать как ряд Фурье при = 1. То же самое можно сказать и о послед
нем члене в рассматриваемом равенстве (однако при фиксированном п). 

Беря обратные величины от обеих частей последнего равенства и 
учитывая (43) и (37), имеем 

(?п(2) (80) 
« « + ( 1 — 2 ) - ! ' (па + (1 - 2) - ! ) '^ ' 

где под о„Н) подразумевается функция, которая по только что изложен
ным соображениям представлена в виде ряда Фурье при \г\ 1. Этот 

оо 
ряд обозначим 2 Спк^^-

Докажем, что величину 
^п <п оо 

(?„ (2) ((ХП+ (1 - 2 ) - 1 ) - 1 + 2 О^ПРпи^^ - 2 2 Рпг2'^ = 
А=1 й=1г=А+1 || 

1 - < ? п ( а п + 11 + 2 ССПРпк^^ — 2 2 Рш^^ 
к=1п+\1 г=й+1 

(81) 

можно сделать сколь угодно малой, зафиксировав некоторое целое I и 
взяв п достаточно больпхим. В самом деле, вследствие (44) первый член 
в правой части (81) стремится к нулю при д «о, 

оо 
с другой стороны (см. [2, с. 295]) , ^к.^Рпк~ О[п), а отсюда в си-

1 
лу неравенства Чебышева вытекает 

ап 2 Рпк = -^О^{п)^0 при Ь-^оо. 

И 
/ со 

ЧТО и доказывает возможность сделать правую часть в (81) сколь угод
но малой. 

Из полученного утверждения в силу (43) и (80) следует существо
вание I такого, что 

2 Сй 
/ /̂ Г ( 2 ) + 0 (̂1) < 8 . (82) 
\ « а + (1 — 2)-1 / 

Пусть Тй = СА(^?^(2)). И З СВОЙСТВ коэффициентов Фурье и равенства 
оо 
2 <̂ ПА2̂  = о„ (1) следует, что Т Й О при к-^о^ ж с„^ = о„(1) для лю-
0 

бых к. Отсюда в силу равенства (37) для любого фиксированного I полу
чаем 

2 С. па + (1 — 2 ) - ! / « а + (1 — 2)-1 

1п 
У^\Ч]^У^\Спк\] = 

\

па + 1 т т 21^^1 + 2 Спк = о„ (1 ) . (83) 
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Итак, в силу (37), (82) и (83), а также произвольности 8 > О спра
ведлива оценка 

геа + (1 — г ) ^ 

которая вследствие (80) немедленно влечет за собой (70), а следователь
но, завершает доказательство теоремы 4. 

Лемма 11. В условиях данного раздела справедливо представление 

(?„(2) -Оп = ((?п-^(2) - Оп-М - а « ? п - , ( 2 ) + (?„_,) + 

+ 0{^^)) + 0{^^^V'), (84) 

где г„ > О — некоторая последовательность такая, что Ег„ < «». 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Далее нам понадобится несколько последова

тельностей положительных чисел. Они должны с точностью до постоян
ного множителя мажорировать соответствуюгцие выражения и суммиро
ваться. Поэтому без ограничения обш;ности можно считать их равными. 
Обозначим эти последовательности Гп. 

Как уже говорилось, по аналогии с (53) легко показать, что 
2 / ? „ / п < со, а это дает нам право в дальнейшем заменять рп/п на г„. 

Введем обозначения: 

П^п^ (2) = Й - Й (2); Кп (2) = (2); 

Из (29) получаем 

Д „ _ 1 ( 2 ) - 5 Л 2 ) = - ( ^ ( 5 п ( 2 ) ) - / ? „ ( 2 ) ) / ^ Х + 2 {-к{Вп-п{^)) + 

+к{Вп-к-1 ( 2 ) ) + 5 п - й {^)-Вп-к-^{^))Ъ„ - 2 [к {Вп-и (2)) - В„-и Ш X 
А=^V+2 

X (&й - 6й-1) — ЪN+1) [к (Вп-М-1 (2)) - Вп-М-М1 

Как и ранее, будем полагать N = [п/2]. 
Очевидно, что 

(85) 

««(2) Рпк^^ 

5^'^ (2)1 - II (<?п (2) - ^ . ) ((?» (2) + (?„) К 3^^ =^ О 

По аналогии с (47) легко получить 
к"{Рп)-В = 0(р^. 

В самом деле, 

2 к>,{к~-1)кР^~В = '^к,,к{к-1){Р':,-1) = 
1 1 

= 2 М ( А ; - 1 ) ( ^ п - 1 ) 2 ' П + 2 Кк(к-1)^=0{рп). 
1 г=0 А=п+1 

По определению 7^(^?„(2)), имеем 

А (Л„ (2)) - Вп (2) + ( 5 / 2 ) 5̂ >̂ (2) = 2 К {{Вп (2) + Рп)" - Р'п) -

(86) 

(87) 

(88) 
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- /г„ (2) + {В 12) Вп (2) (2(?„ - 5 , (2)) ^ 2 ^й Е ' С\Р1В^-' (г) + 

00 оо 

Ч- 2 А (2) 'А; + 4 - 2 ^/^^п (^) ^п-'к {к-\)-Вп (г) + 
1 2 

оо й-3 

+ 4 (2) (2(?п - ^?п (2)) = 2 2 Й Р ; ^ ? » - ' (2) + 

+ Л„ (2) (/^'(Р„) - 1 + + - 4 ( 2 ) (/1" (^'п) - 5 ) . 
Используя оценки (89) при 2 = 1 и (86), получаем 

2 с ^ № п - ' ( - ' ) " 
3 г = 0 ' 

Лп(2) 3 г=0 

2 К((Оп+Рп)^ - р^) -^п-\- (В/2) ^^ - ^п (л' (р^) - 1 + в^^) 
- _ о ^ 

01 {к" (Рп)/2 - в/2) ^ - ^ (^п) - + 1 - <?п 

•;- (Л' (Рп) _ 1 + 5(?„) - 4 ( Г (Р„) - В). 

Это представление для нормы совместно с (26), (47) и (88) позво
ляет написать: 

2 ^к 2 С1Р'пВ1-' (2) = Вп (2) о (^). 

Применяя оценки (47), (88), (86) и (90) к (89), получаем 

I (Л„ (2)) - Вп (2) + 4 (̂ ) - 5 п (2) О (^^). 

Оценка (91) позволяет привести (85) к виду 

1^п-1 (2) - Пп (2) = аВ^:-^ (2) + /?„ (2) 0 ( ^ + 2 4 (̂ --̂  
п 

-Я4^1(2)),&й+ 2 ^^^п1М-1^пМ^^)0 

(90) 

(91) 

\ — к-г1]_ 

X {Ъ, - Ь,_,) + [4 < '1л ' - 1 (2) " Вп-Г^-1 (2) О 

к=0 
(92) 

} В силу (86), (87), (77), (25) и (1) получаем 

V 
п к=N+2 

{Ьк - Ьи-г) 

< 2 2 
ИГ) 



= 0 Ьк — Ьи-г] < оо. 

Из (13), (86) и (87) следует 

(93) 

(94) 

В силу оценок (93) и (94) существуют г„ > О такие, что ЕГп < «> и 
п 

V 4/г^НПг) + ^?п-П2) О Рп-к 

+ ЪN+1 (4 5 п ^ я - 1 (2) + ^гп-^V-1 (2) о 

\г — л + 1 / . 
(&й - бй-О + 

/ г _ \ 
= 0 (95) 

Оценка (95) позволяет привести (92) к виду 
2У 

1 (л) - Л„ (2) = а5<?> (2) - 2 4 (̂ "-̂  - ^ " - ^ - 1 (^>) + 
А=0 

+ ^ ( 7 2 ) + 2 ^ (2) 6^ + 5 „ (2) О (Рп (96) 

Отсюда в силу (86), (87) и (25) получаем 
115„-1(2) - Л„(2)11 = ОЫ-') + С>(/г-̂ ) Е 

или вследствие (15) 
/ ? „ ( 2 ) ( 2 ) + т т г - ' ) . 

Последняя оценка влечет за собой 

^?„_,(2)=^?„(2) + Ш(7г-^). 

Вследствие (16), (98) и (24) можно написать: 

I О[•^) 1^п-к(.)^Лп{г)2о(^)+ 

+ О {рп/п') 2 1 I = ^ « (2) ^ ( ^ ) + ^ (^-/" ' )-

(97) 

(98) 

(99) 

(100) 
По определению, 

Возводя обе части равенства (97) в квадрат и учитывая (86), имеем 
ЯЦг) = (2) + О (п-^). (101) 

Умножая же обе части равенства (97) на и учитывая представление 
(23) при 2 О и оценки (86) и (1), получаем 

Л„(2)(?„ = Л„-^2)<?„-, + Я„-1(2)(«?„ - <?„_,) + 

+оы-') - ^?„_Д2)(?п-1 + аы-п. 
На основании (100), (101) и (102) находим 

(102) 

(103) 
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с помощью (99) и (103) приводим (96) к виду 

Вп-, (2) - Вп (2) = аВ'^^' (2) + { ( - 7 3 ^ ) + О (^,) + Вп (2) О (^). 

Из (15) следует 2 5 ( ( ^ - ^^;)~'&й) = О ( д - ' ) . 

На основании этого соотношения, а также оценок (27), (37) и (103) 
из предпоследнего равенства можно получить 

ВМ) = 5 „ - Д 2 ) ( 1 + 0{рп/п)) - аВп-,и)(0п-1 - ^п-^Ш + ОЫ-П + 
(104) 

+ 0(гп/п^) = Д „ - Д 2 ) ( 1 + ОЫ-^)) + ОЫ-П + 0{^^п'). 

Проделав с (54) те же манипуляции, что и с (97), получаем 
соотношения 

В1 (2) 5|_1 (2) ( 1 + О (1М)) + О ( д - * ) + О (г^п^) 
и 

Вп (2) = Вп-г (2) Оп-г (1 + 0 {1/п)) + О (га"*) + О (г./тг^), 
которые являются аналогами (101) и (102). Складывая эти равенства 
и учитывая (1), получаем аналог (103) 

7?̂ >̂ (2) = Л^^ !̂ (2) + Вп-г (2) О (п-^) + О (п-^) + О {г^п'). (105) 

Использовав (105), оценим второе слагаемое в (96): 
N N 

2 4 (2) - Л^^1й-1 (2)) &й = 2 ^ - ' ^ - 1 (^) ^ - ^ ) " ' ) + 
А=0 й=0 

Л' 

+ 2 5 ((п - А: ) - ) + 2 5 ( г ^ з ) 

На основании (98) и (16) получаем 

2 ^?п-й-1 (2) О ((Д - к)-') Ь, - (2) О ( Д - ^ 2 I &й I + 

+ д ~ ' 2 5 (А; ( « - к)-^) &й = (2) О ( п ^ ' ) + О ( д - * ) -

Очевидно, что 

2 О ( ( « - /с)-*) ь, = д {п-') 2 1 б й I = о (п -* ) . 
й=0 

Докажем теперь, что 

(106) 

2 
П=4 

N , ^ 

2 о р ^ < оо. 

(107) 

(108) 

(109) 

Правую часть последнего неравенства оценим сверху выражением 

оо п оо 

= 2 4 2 с>(^?^)&п-й = 2^( '* ' ^ )^ |^и<°о-
эт=4 л = 4 А=]У+1 

Последнее неравенство написано в силу (15) и определения г„. Это 
и доказывает (109). 
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Из (106) — (109) следует существование г„ > О таких, что 

2 I - (2) - < ^ 2 , _ 1 ( 2 ) ) &й = ^ ? п - 1 (2) О (п-') + & (г,//г^) (110) 

и 2г« < оо. 

в силу (96), (105), (110), (99) и замечаний о г„ и р„ получаем 

(2) - Вп (2) = аВ^^1^ (2) + О (Гп/п^) + Вп-г (Ю 9 ( г , ) , 

что эквивалентно утверждению леммы 11. 

4 . Доказательство теоремы 1 

На заключительном этане используем подход, предложенный в [61. 
Замечания об г̂ , сделанные в начале доказательства леммы 11, сохраня
ют силу и в данном разделе. Нри этом р1,/к и р^/к будем заменять на г^, 
не оговаривая специально. 

И З (23), (25) и (1) следует, что 

Оп = <?п-1 - а01-г + О {рп-г)/п^ = Оп-1 (1 - а<?п-1 + О (гп-^)) = 

= (?п -х (1 + а (?п-1 + О {Гп-г))-'. (111) 
Разделим левую и правую части (84) соответственно на левую 

и правую части [111]. Тогда в силу (1) получаем 

% 1 ! 1 ^ ^ ( 1 - а ^ . _ , ( 2 ) + 0 ( . . _ , ) ) + 0 ( ^ ) , 

Д . (2) Л , _ , ( 2 ) 

или 

(1 - а<?й-1 (2) + (2)) + ФЛ2) , (112) 

где Ч ' , - , ( 2 ) = 0{ги-,) и <р;,(2) = ОШк). 
Положим ф1'̂  (2) = (1 - (2 ) / (? ,_0 ф , ( 2 ) , а^ ^'['^ (2) = Ч';, (2) + 

фй+1 (2).Тогда в силу ( 8 6 ) ' (г) = О (г,) и фд ̂  (2) = О (г^к), причем так 
как /?,-Д1) = и <?й(1) = О, то ц>['^ (1) = О и (1) = О, следова
тельно, не ограничивая общности, можно считать, что фй(1) = Ч''й(1) = 0. 

Определим 6^(2) и пи(2) из равенств 
\ 

) , (2) 1 - а ^ , (2) + Ч ,̂ (2) = 1 — а 
\ ак + {1 — 

На основании представления (69), равенств (37) и 

(1 + % ( 2 ) ) . 
/ 

1 — а - 1 — = 0 ( 1 ) 
аге + (1 — 2 ) - ^ а (ге — (1 — 2) 

(носледнее справедливо в силу (28)) 
а \-1 

Л й ( 2 ) = 1 _ 1 ± ^ 1 ^ + Ч ^ ( 2 ) ) ( 1 - 1 

= О (г,) + 0(1 Ч ,̂ (2) II) = О ( г , ) , А; > то -

Итак, по определению 6^(2) 

^и-г 
0/^-1(2) -Ь ф й ( 2 ) . 

(113) 

(114) 

В силу равенств фй(1) = 1|)Й(1) = О из (114) и (113) следует 6^(1) = 1 
и л , ( 1 ) = 0. 
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Из (113) следует сходимость ХУ (1 -| -Я;1(2)) по норме, где Л / ^ 

^ т о + 1 — любое фиксированное. Значит, справедливы соотношения 
(<Рп(2) = о„ (1) , если 11ф„(2)11 ->• О при п-* оо) 

П (1 + ^ . ( 2 ) ) - 0 ( 1 ) 
м 

П (1 + (2)) = П ( 1 + (Ю) + "̂ п (1). 

(115) 

(116) 

Из определения бДг) получаем 

п в< м = п ( 1 + м ) . (117) 
а (п - 1) + (1 - 2 ) - 1 

Умножая соответствуюш;ие части равенств (117) и (114) и сумми
руя полученные равенства но /г от Л/ до тг — 1 (при к = п—1 (117) три
виально 1 == 1), получаем 

п - 1 

Очевидно, что 
Сп(ф(2)Ч^(2))^11ф(2)11 II 4^(2)11, 

Отсюда на основании (28) следует 

С, 
—1 ай + ( 1 - 2 ) - - -^('н 

а {п - 1)-\-а - 2)-^ \ У 71 V м 

(118) 

(119) 

(120) 

В силу (116) 

^ п е . ( . ) = п ( 1 + я . (2)) " 1 ^ - ; ^ ; ^ - : ! : + 
- 1 м Ум^1 к=-м а (и — 1) 4- (1 — 2) 1 

Вм-г (2) а (Л/ - 1) - I - (1 - 2 ) - ^ 
+ оп (1) 

С>дг_1(2) а ( д - 1 ) - | - ( 1 - 2 ) - 1 ' 
(121> 

По аналогии с (120) вследствие (119), (28) и (86) справедлива 
оценка 

С, (^Оп(1) 
- Л (^) а (М — 1) - I - (1 — 2 ) - 1 

^М-1 а ( / г - 1 ) + ( 1 - 2 ) - 1 / 
1 

п 
(122) 

Если учесть (115), то по аналогии с (122) первое слагаемое в пра
вой части (121) имеет коэффициент при 2*", равный ОН/п), а это сов
местно с равенствами (122), (121), (120) и (118) влечет за собой 

СШпШОп) = ОШп). 

Полученное соотношение, по определению Я „ ( 2 ) и Рпк, эквивалентно 
при А : > 0 следуюп;ему: вир п^Рпк< оо. 

к>1 
Ввиду того, ЧТО при п < т о последнее неравенство очевидно, (3) до

казано. 
Из (28) легко получить 

а ( Л / — 1) + (1 — 2 ) - 1 \-}-(М — \)а 
а ( п — 1 ) - ^ ( 1 — 2 ) - 1 ! - } - ( « — 1 ) а 
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+ (1 + ( « - 1 ) а ) ( „ - 1 ) 2 1 1 + ( „ - 1 ) а ] (^^^> 

Введем обозначения: 

(124) 
г=0 

Из (123) и (124) на основании несложных вычислений получаем 

—11(1 + (л)) ^ _ ^ _ ; - + (« - 1) а + 

У / ( п - 1 ) а 25У 
(1 + ( « - 1 ) а ) ( п - 1 ) . ^ ^ Ч 1 + а ( п - 1 ) / ' + 

г=о 

Так как №(2 )11 < оо, то 

При фиксированном 5 

(126) 

"У г I (»-^)« У"' _ / ( » - 1 ) а у ^ , у ^. / {п-1)а Л 

\г=0 
) 
У 

(127) 

Будем писать ф(/г, /с) = а((«а)~*е~*^""), если к/п<с и ге<р(п, А ; ) О 
при оо и А; ->- оо. 

Из (126) следует, что для любого фиксированного М 

1 + (АГ — 1)а , п — М у / (п — 1) ос У 
(1 ! ) « ) ( „ _ 1) ^ ' ^ г ^ ^ ! - ! - ( „ _ 1 ) а / 

= — 0 
п 

Из (124) легко получить 

Ч^(1) = | :^ , = / г^(1 ) / ( ?я = 1. 

(128) 

(129> 

Из (126) и (129) вытекает, что можно выбрать «о такое, чтр при 

5 > 5о выражения 2 *г и 2 ^ - 1 
г=0 

будут сколь угодно малы. Отсюда 

следует, что выбором 5о при достаточно больших п ш к можно добиться 
[в силу (124), (125), (127) и (128)] выполнения неравенства 

^ ( 2 ) 
а ( М — 1 ) + (1 — 2 ) - Л / ( / г — 1 ) а 

^ и ' а ( « — 1 ) + (1 — 2 ) - 1 У \ 1 - г ( « — 1 ) а / (« — 1) ос 

где Ё! > О — произвольное фиксированное. 
Вследствие произвольности 81 последнее неравенство можно записать 

в виде 
/ а ( Л / — 1 ) + (1 — 2 ) - ^ 
\. а{п-\) + {\-2,)-^ ) 

где М тпо — фиксированное. 

1 -к/па , 
па. ' 

1 -к/па\ (130) 
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Применяя к ( 1 2 1 ) оценки ( 1 2 2 ) и ( 1 3 0 ) , получаем 

С , 
п - 1 

, ^М-! М 
1 , - А / п а ^ -

па 
1_ ^-к/па 

\па ( 131 ) 

Из ( 1 2 0 ) следует, что для любого е > 0 существует Мо> такое, 
что 

Сг 
/ п - 1 

У (1 — .0 

Последнее соотношение совместно с равенством ( 1 1 8 ) позволяет за
ключить, что 

- с , 
Ол^О-1 Щ \п у 

Отсюда в силу произвольности е и оценки ( 1 3 1 ) получаем 

_ ^ _ ^- ; . /па -
па 

Это и есть первая часть утверждения теоремы 1 . Вторая была доказана 
ранее. 
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ОБ ОЦЕНКАХ СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ 
В ЛОКАЛЬНОЙ ПРЕДЕЛЬНОЙ ТЕОРЕМЕ 

ДЛЯ КВАДРАТА НОРМЫ В 12 

В. и. ЧЕБОТАРЕВ 

1. Основные предположения. 
Формулировка результатов 

Пусть Хх, Х2, . . ., Хп — последовательность независимых одинаково 
распределенных случайных векторов со значениями в простран
стве 12, ЕХ, = 0, Е 1 1 Х 1 1 1 ^ - 1 , р = Е 1 1 Х 1 1 Р < ° о . Здесь 1М1 — норма в к. 
Положим X^^{Xп, Х,-2, . . . } , ^ - 1 , 2 , . . . , п,а] = ЕХ1^, ^^^Е\Х^\
— 1, 2 , . . . . Пусть 2 ~ 2^2, . • Л — гауссовский случайный вектор в / г , 
удовлетворяющий условиям Е.2 = О , ковариационный оператор случайного 
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