
Р-п. н. непрерывен с вероятностью 1, обращается в О на границе/г^,-
Кроме того, для любых ^1, 22 ̂  / г д , 2 x ^ 2 2 , я е ?̂<̂  

Е {ехр (<Х, р (21, 22]> _ 11 ;1 р . 1(21, 2,] 11 / = Е ехр <Я, р(21, 22! > — 

(а ^ (и)) * а (м) а (и) • Хйи 
(̂ 1-̂ 2] 

= 1 Р-п. н. 

Отсюда следует, что р — го-процесс броуновского движения. Соотношение 
«с» доказывается так же, как в теореме 3.3 [ 1 ] , с использованием свой
ства I V . 

Обратно, если 6 удовлетворяет соотношениям «а», «Ь», «с», то он яв
ляется сильным е-мартингалом ввиду I V и того, что ^ — сильный е-мар-
тингал, связанный с единичной матрицей {а = Е). 
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О КВАДРАТИЧЕСКОЙ ВАРИАЦИИ СЛУЧАЙНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 

Г. п. КАРЕВ 

Пусть (О, 5, Р) — вероятностное пространство, Ш„}, /1 = 0, 1, . . . 
. •., ®п — ^ — возрастающая последовательность о-алгебр, и для любого п 
•Х"!. — ^п-измеримая случайная величина такая, что Е\Хп\ <». Обозначим 

81 (X ) 2 ( X , - Х,_1)2, 8^ {X) = Х1+^ ( X , - Х^_,)К 

Величина 8{.Х) называется квадратической вариацией случайной последо
вательности X = 

Свойства квадратической вариации мартингалов исследовались во 
многих работах (см. [ 1 — 7 ] ) . Так, Аустин [1] доказал, что если Х — Ь^-
ограниченный мартингал, то 

6^(Х) < оо почти всюду, (1) 
а Буркхольдер [2, 3] установил, что для любого А, > О 

Р (5 {X) > зирЕI Х „ |, с = С0П81 < 3. (2) 

В данной статье мы укажем условия, при которых аналогичные со
отношения выполняются для произвольных случайных последователь
ностей. 
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Обозначим X* = т а х | |; [х = (п :Х* > Я); = Е (Х^.^^ — X,, | ^ Й ) -

Лемма. Для любого 1 

Е'5^д„_1 ^ 2Я,Е I Х^1Д„_1 I — 2Е 2 •̂ '̂г̂ й- (3) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пользуясь тождеством Дуба 
п 

8п-1 + = 2Х„Х„_1 — 2 2 (-̂ й — Хй_1), 

получаем 
Е-^^лп-! = 2ЕХ^хд^Хр,д„_1 — ЕХ|^д„_1 — 2Е 2 Х(,8г,- (4) 

?1<ЦЛП 

Оценим 2Х|д,д„Хр,ди_1 — Х^д^-х- Обозначим ([х == А;) = ^(со : |х((й) = к). 
Тогда 

п 
2Х^4д„Хцд„_1 — Х^д„^1 = 2 = ^) (2Хь — Хй_1) 4-

к=1 

+ {1х>п) Хп-г(2Х,- Х„_1) < Я . 2 |Х ,̂] ([х < п) -
- Х 2 _ 1 ( ^ 1 < « ) + Х ^ ( Ц > И , ) 

так как |Х,| > X > 0; 2Х„_1Х« - Х^_1 < XI. Отсюда 

2Х^д„Хцд„_1 — Х^д„_1 < 2ЯI X,, I (̂ г < Аг) + I Х„ I (}А > 2ХI Х^,д„ |, 
что вместе с (4) дает (3). 

Теорема 1. Для всех Я > О 

ЯР > Я ) < ЗЕI Х^,л„ I - А Е 2 /̂̂ е -̂

Д о к а з а т е л ь с т в о . Р (5п-1 > Я ) < Р (5„_1 > Я, Х * _ 1 < Я ) + 

+ Р (Х*_1 > я ) . Очевидно, Р ( Х ^ 1 > Я) < Е (Х ,̂ < п)). Далее, {8п-г > 

> Я , Х п - 1 < Я ) ^ (̂ 5'̂ АДт^_1 > Я). Поэтому 

ЯР > К Х*-г < ?̂ ):< х ^ < 2Е I Х^,д„ | _ -|- Е 2 -^^е, 
&<М-Лп 

В силу леммы. Итак, 

Я Р ( 5 П _ 1 > Я Х 2 Е | Х ^ , Д П | - А е 2 Х , 8 , + Е (Х ,̂ ( ^ 1 < / г ) )< 

< З Е | Х ^ д „ | - | - Е 2 Х>^^^^ 

ЧТО и требовалось. 
Замечание 1. Теорема 1 приводит к неравенству Буркхольдера (2), 

если X —мартингал. 
Теорема 2. Пусть вир ( Х „ + 1 — Х„) е Ь^. Тогда 8^{Х) интегрируема на 

любом множестве, где вир |Х„| ограничен и ряд 2X^8^ ограничен снизу. 
В частности, 8{Х) < <» почти всюду на множестве 

(вир I Х„ I < оо} П (ш! 2 Хигк > - оо!-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть М = Евир (Х„+1 — Х„). Тогда 
2-^Хр,д„Хр,д„_1 — ^БXдДп_1 ̂  2Я^ ((̂ 1 ̂  п) (Ху, — Хр,_1 + Хц,_1) 4--
+ ХЕХ^ (ц > « ) < 2Я {М + Я5([д,<и)) 4- Х^Е (̂ г > 2 (ЯЖ + Я )̂. 
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в силу равенства (4) 
< 2 ( Ш + ?̂ ') - 2 2 ^^е , . (5) 

А<|Д.Лп 

/ п \ 

Обозначим * = 1п{ ^ : 2 ^к^и < — К = сопв!; . Тогда Е5^д(_1 ^ 

^ 2 (ЯЖ + А,̂  + X ) , откуда следует утверждение теоремы. 
Замечание 2. Условие вир (.Xп+^ — Х„) ^ Ь1 можно заменить условием 

8 и р Х „ е / у ^ . В этом случае вторая часть теоремы вытекает из теоремы 1. 
Результат Аустина [1] состоит в том, что квадратическая вариация 

8{Х) ^1-ограниченного мартингала квадратично интегрируема на любом 
множестве, где вир |Х„| ограничен. В [5, т. I I I , 1.4] доказано более силь
ное утверждение: на том же множестве 8^{.Х) экспоненциально инте
грируема. 

Пусть Хп'^0 для всех п. Обозначим Х* = 8ирХ„; ^п = Х^/Хп', Ьп — 
= Е (^„+1 — ^ „ )| Покажем, что экспоненциально интегрируема 

на любом множестве, где ограничены X* и вир 2 ^кЬк 
к=0 

. Точнее, спра

ведлива следующая теорема, в доказательстве которой мы следуем [5 ] . 

Теорема 3. Пусть т = 1п1 п: 2 ОкЬп 
к=0 

м\ 
^ 2 Тогда 

Е (X* < к) ехр ^{х,-х,_,у 
/ ^ 

2 ^ 4 ( 1 + М ) _ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В 15, т. I I I , 1, 2] доказано, что если Л„ — 
неубывающая случайная последовательность, такая, что 

Е и „ - ^ 5 = соп8г< 1 для всех п>к>1, (6) 
то 

Е ( е x р ( Л - Л - 1 ) | ^ ^ . ) < ^ 4 ^ • (7) 
п 

Положим = 2 {^к — Ок-гУ- Имеем 
&=1 

8=к 
- 2 2 ^.-1{^е-^.-г), 

откуда 
п-1 

Е ( Л - Л - 1 1 %к) < 2-Е{ 2 <?А|»). 
а=к 

(8) 

Далее, Х „ — Х^-х = X * — Х*_1 + Х*_1 — ^п-x), поэтому (Х„ — Х„_1)2^ 
< 2х: (х: - х :_1)+2х„х: - и 

^ 2 ^ ^ Ч ? ^ < 2 + 2 2 - <?,_,)^ 

Заметим, что вир 
к< % 

й=1 ^к 

' 2 

(9) 
к=1 

&=к 
^ М. Поэтому из (8) и (9) вытекает, что 

при а < 1/4(1 + Ж) последовательность 

V — ^ \^к — -^к-1) 

й=1 
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удовлетворяет условиям (6); согласно (7), имеем 

Е 
„2а 

\ к=1 
1 — 4а (1 + М) ' 

а при а ^ 1/8(1 + М) получаем 

Е (X* < Я) ехр 
Ъ{1 + М)к^ 

Отсюда следует ограниченность 

2 {Хи+г - ХиУ 

Е (X* < X) ехр 
8(1 + м ) А ^ ^; 

так как Х^ Я̂  на множестве {X* < Я). 

2е 1 / 4 ( 1 + М ) 
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ВЕРОЯТНОСТНЫЕ НЕРАВЕНСТВА 
ДЛЯ СУММ {НЕЗАВИСИМЫХ (СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 

СО ЗНАЧЕНИЯМИ В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

С. в. НАГАЕВ 

Пусть Хи Хг, . . . , Х„ — независимые случайные величины (с. в.), при
нимающие значения в сепарабельном банаховом пространстве В, 8^ = 

п 3 

— 2 Хг, 8}1^ = 2 -^г- Норму В пространстве в будем обозначать симво-
1 к+1 

ЛОМ I • I. 
Цель настоящей статьи — получение оценок для вероятностей 

Р(|5„| >и) (теоремы 1, 2, 3, следствие 3) . Эти оценки формулируются в 
несколько других терминах, нежели в работах [ 1 , 2 ] . Вместо Е|5„| ис
пользуется величина щ, которая определяется соотношением Р(||5'„1^ 
> щ) ^ а, где а — некоторая фиксированная постоянная. Ясно, что щ 
можно выбрать так, что ио'^Е\8п\/а,. 

Не столь очевидно то, что Е|5„| оценивается сверху в терминах Ио 
п 

И 2 Е X ^ р (следствие 5, см. также [10] ) . 
1 
Что касается применяемого нами метода доказательства, то он также 

отличается от методов [ 1 , 2 ] . Его можно рассматривать как модификацию 
метода, который использовался в работе [3, гл. V I , § 3 ] . 

Напомним, что с. в. X со значениями в В называется симметричной, 
если X и —X одинаково распределены. С. в. Х" называется симметриза-
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