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1. Введение и основная теорема 

Пусть т]!, . . . , г|п — последовательность независимых случайных ве­
личин, имеющих нормальные распределения, по которой требуется пост­
роить последовательность независимых случайных величин §1, . . . , |„ с 
заранее выбранными раснределениями, причем таким образом, чтобы ве­
личина 

Л = А„ = шах 

была бы как можно меньше. 
Решение этой задачи представляет собой основную трудность при 

получении оценок как в принципе инвариантности Донскера ~ Прохоро­
ва, когда скорость сходимости А„ к пулю оценивается числом 8,,, для ко­
торого Р (А„ > 8„) «2 8„ (см., например, [ 1 — 3 ] ) , так и в принципе инва­
риантности Штрассена, где эта скорость характеризуется последователь­
ностью б„, для_ которой Д п / б п ^ О п. п. (см. [4—6]) . Поэтому, следуя ра­
ботам [5, 6 ] , мы и займемся получением оценок для А„ . При этом, конеч­
но, будем предполагать, что заданные распределения величин '§1, . . . , \п 
удовлетворяют условию 

М^- = М|1,- = О, = Вт],- > О V / . (1) 

Для величины Р(А > х) несложно построить оценки снизу (см. [3, 
7, 81), показывающие, что (по крайней мере для правильно меняющихся 
функций распределения) Р(А > х) при ж оо убывает не медленнее, чем 
Р (шах| ^11 > ж ) ~ 2 Р( 1?; 1 > В случае одинаково распределенных 
величин |1, . . . , \п Дж. Комлошем, П. Майором и Г. Тушнади [6] были 
получены оценки сверху для Р ( А „ > а : ) , имеющие таким образом правиль­
ный порядок зависимости от /г и ж. В частности, если 

М е х р ( ^ ^ ) < « , при и1^*о, и>0, (2) 

то (см. [6]) |1, ...,\п можно задать на одном вероятностном пространстве 
с Ци ., Г[п таким образом, что 

Р ( А п > х ) < С(5Г) „^(•^)е-^(^)^ (3) 

где константы С ( ^ ) < оо, К{&') < <» и с ( ^ ) > О зависят только от обще­
го распределения ЗГ величин ^1, . . . , 

Однако используемый в [5, 6] метод одного вероятностного простран­
ства непосредственно не переносится на случай разпораспределенных 
слагаемых, так как требует от распределений величин ^„ . . . , |„ выполне­
ния хотя бы одного из двух следующих условий: либо ^1, . . . , должны 
иметь достаточно гладкие (или решетчатые) распределения, либо эти ве­
личины должны быть одинаково распределены. Известные же ранее ме­
тоды Прохорова [1] и Скорохода [9] применимы и для разнораспреде-
лелпых слагаемых, но оценки, даваемые ими при наличии у величин {̂ Д 
моментов большого порядка, качественно хуже оценок Комлоша — Майо­
ра — Тушнади. 
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в данной работе предлагается еще один способ построения величин 
|„. Главное его отличие от метода Комлоша — Майора — Тушнади 

состоит в появлении специальным образом организованного сглаживания, 
что значительно усложняет задачу, но позволяет получать хорошие оцен­
ки и в случае разнораспределепных величин 1, , . . . , 

Основным результатом работы является 
Теорема 1. Если выполнено условие (1 ) и при некотором Я > 0 спра­

ведливы неравенства 
Ш||,-|^ехра||^|)^В^,- V ; , (4) 

то требуемые случайные величины %1, . . . , |„ можно построить по г)!, . . . 
. . . , Т1„ таким образом, что 

Д1^с.л ^ 1 + (5) 

где с > 0 — некоторая абсолютная постоянная, а — ^ О^ .̂ 

Оценка Комлоша — Майора — Тушнади (3) следует из (5) при В^' = 
= п^^^, так как условия (2) и (4) эквивалентны. 

Отметим, что примененная в теореме 1 характеристика 
5 ~ ' ш а х (М|^эР ехр представляет собой очень простую манзд-

ранту отношения Ляпунова для сопряженных распределений. А это от­
ношение появится с необходимостью, поскольку нам потребуются оценки 
скорости сходимости в центральной предельной теореме (для квантилей 
условных распределений) с учетом больших уклонений. 

Подчеркнем, что в оценке (5) в отличие от (3) указана явная зави­
симость используемых характеристик от распределений величин . . . , 1„. 
Поэтому мы можем применять (подбирая Л в (4)) это неравенство для 
срезок произвольных случайных величин, чтобы получить оценки в прин­
ципе инвариантности и когда нет экспоненциальных моментов. В част­
ности, справедливо неравенство 

М А ' < С ( 5 ) 2 м|§^1-\ 

где константа С(.з) зависит только от я, которое будет доказано в другой 
работе автора. 

Доказательству теоремы 1 и описанию используемого при этом пост­
роения величин . . . , ^„ посвящен раздел 3. Но для этого доказатель­
ства необходимы оценки для квантилей условных распределений сумм 
разнораспределепных слагаемых, причем оценки па порядок точнее ис­
пользуемых для одинаково распределенных величин в более простом ме­
тоде Комлоша — Майора — Тушнади. Необходимость иметь такие оценки 
перенесла основную тяжесть доказательства в раздел 2, где соответствую­
щие результаты и получены. Отметим, что теорема 3 этого раздела, содер­
жащая новую оценку в локальной предельной теореме для плотностей, 
представляет самостоятельный интерес. 

Работа, таким образом, состоит из трех разделов, первым из которых 
является введение. Второй и третий разделы делятся на пункты, имею­
щие двойную нумерацию, первая цифра в которой означает номер раз­
дела. Нумерация теорем и замечаний в работе сквозная; кроме того, 
в каждом пункте имеется своя нумерация лемм и формул. При ссылках 
на леммы и формулы данного пункта (а таких ссылок подавляющее 
большинство) мы будем использовать одинарную нумерацию, а при упо­
минании соответствующих утверждений из другого пункта данного раз­
дела — двойную, в которой первая цифра означает номер этого пункта. 
Кроме того, в разделе 3 имеется несколько ссылок на леммы из разде­
ла 2, в которых, естественно, используется тройная нумерация. Конец 
доказательства лемм отмечает знак 

Условимся, что символ О используется только, когда соответствую­
щая постоянная является абсолютной, а символ 6 может заменять лю­
бую величину, по модулю не превосходящую 1. Далее, С1, Сг, . . . — неко-
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торые положительные абсолютные постоянные, но в разных пунктах С^ 
может обозначать различные величины. Символы С < <» и с > О заменя­
ют любые абсолютные постоянные, сохраняя свое фиксированное значе­
ние лишь в пределах нескольких абзацев. Через Ф(ж) и ф(ж) = 
= 2л)~*'^ ехр {—х /2) обозначены функция распределения и плотность 
стандартного нормального распределения. 

2. Оценки для плотностей и квантилей гладких распределений 

2.1. Основные результаты 

Пусть ^1, . , . , %т — последовательность независимых случайных ве­
личин, удовлетворяющих при некотором Д О условию 

М|^ = 0, М!|;|*ехр(ДЫ<<» ^7. (1) 
Пусть 5" =*= ^1 + . . . + причем 

0 < В 5 = В ^ < о о . (2) 

Ясно, что второе неравенство в (1) при НФЯ совпадает с условием Кра­
мера: М ехр (̂ |̂ ) < схз для всех / и Н, принадлежащих интервалу, содер­
жащему О и Л, т. е. при 

0 ^ / г / Л ^ 1 . (3) 

Отказ от предположения В — Л ъ (2) не увеличивает, конечно, общности, 
но оно оказывается очень обременительным в п. 2.9. Условимся, что да­
лее всюду параметр к удовлетворяет условию (3), а суммы берутся по /, 
пробегающему значения от 1 до т . 

Введем в рассмотрение последовательность независимых случайных 
величин . . . , ^т(^), имеющих «сопря?кенные» распределения (или 
распределения, являющиеся преобразованием Крамера распределений ве­
личин ^1, . . . , ^т), т. е. имеющих при ^ = функции распределения 

V{^{к)<:x)= е^Ч-р{1<:г)1Ше^^. (4) 

Не уменьшая общности, будем далее предполагать, что |у(0) = \^. Исполь­
зуя обозначение л = ^г(^) — М|,(/^), положим ^ 

ВЧк) = В8Ш, Ш ) = ' 2 М ( | ^ , ^ ^ 
I*( /О = 5 - ^ ( ^ 0 2 м 1 I ^ , ^ 1 ^ шах 2 м | | , - , , р , 

К*{к) = В-^{к)ХЩЬМ'^ К{В)= шах Е М Ц м ! * . 

Так как Ь*{к) и К*Ш являются отношениями Ляпунова третьего и чет­
вертого порядков, то (см. [101, с. 137) 

В-Чк)ТЧЮ^{Ь*ШГ<К*Ш. (5) 
Пусть теперь Л(^) = 1п Ме''^ — производящая функция кумулянтов. 

В силу свойств последних мы на интервале (3), очевидно, имеем 
А'Ш=^А{к), А"Ш==ВЧк)>0, А"'Ш==Ш), (6) 

л ( о ) = л ( о ) = о, в ш - в , г (а) = м 5 ' = г , (7) 
Л ' 'П /г )=2 [М(| ; . , ) * -ЗВ%.л] . (8) 

Из (6) немедленно вытекает, что для к, удовлетворяющих (3), верна 
оценка 

\А"'Ш\^т)^Ш), (9) 
а из (8) и неравенства О̂ ^̂ , * = МЧ^ ,̂ к)^ < М(|̂ _ л)' при указанных к имеем 

\А'^{к)\^2ШХ2К{Н). (10) 
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Так как ЬШ) и К{Е) будут использоваться ниже как удобные ха­
рактеристики, позволяющие одновременно оценивать как отношения 
Ляпунова Ь*Ш) и К*{Е), так и производные функции АШ, а также 
(см. формулу (15)) функций %(.х) и р(х), то уместно привести следующие 
полезные оценки: 

^ ( Л ) < 8 2 М р шах (ехр Щ^, 1}, (И) 
^(^?)<1б2миЛ*тах{ехрД|, - ,1} , (12) 

которые доказываются в лемме 6.1. (На самом деле, имеются с другими 
константами и обратные неравенства, но только в случае, когда нет «вы­
дающихся» слагаемых, т. е. когда Е'^шахи^^ф) = 0(1).) 

3,1г. 

Обозначим 
/(г, й)=Ме"'+^*)VМе''^ ТШ = 1/{^Ь*ШВШ), 

и*{к) = В{Н) \ С/(Л)= шах { 

Отметим (см. [10], с. 272), что в силу независимости величин . , . , ^„ 
^величина 3{к) сама имеет сопряженное распределение (т. е. справедливо 
(4) при I = ••?), а, следовательно, /(<, к) является характеристической 
функцией случайной величины 8(Н). Из формулы обращения для ха­
рактеристических функций вытекает, что конечность при некотором к. 
функции 17*(,к) гарантирует нам существование ограниченной плотности 
распределения р(,х, к) случайной величины 8(к). А из (4) при | = (У сле­
дует, что в этом случае 

р{x)=е^^'^^-^^''р{x, к), (13) 

^де р^х) = р{.х, 0)—плотность распределения случайной величины 5 . 
Если теперь мы будем получать оценки для плотности р{х), исполь­

зуя (13), и оценки в локальной предельной теореме для плотности 
р{х, к), то наилучшей точности достигнем, если положим к =» Н{х) в (13), 
где Н[х) является решением уравнения 

АШШ^х. (14) 
Положим 

их)=хН{х)-А{тх)), ^{х)=1йВШШ. (15) 
Теорема 2. Если Н{х} удовлетворяет условию 

0<тх)/Н<1, (16) 
то справедливы соотношения 

р(ж) = (2я)-'/^е-^'^'-^'^'(1 + ебл(а:)), (17) 
?(ж + 2)<(2я)-'^^^"='-Р'^>-^«(=^>(1 + б ^ ж ) ) , (18) 

еде бь{х)=^{2/Ъ)иНтх)) + дЬ*Ш{х)). (19) 
А если выполнено условие 

2\В\Ш)^В\) 

то для X, удовлетворяющих неравенствам 
0^хт<(2/3)В\) 

справедливы соотношения (16)—(18) и, кроме того, верны- следующие 
оценки: 

3/4 < тх)/{хВ-') ^ 3/2, хФО, (22) 
т<вчтх))/в'^2, (23) 

их) = {х/В)У2 + Вх'иВ)В-% (24) 
^{х)-1пВ ^2в\х\ЬШ)В-\) 

Ьг.и)<втн) + \5в-'ш). (26) 
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Еще более точные оценки дает, как правило. 
Теорема 3. Если х удовлетворяет условию (16), го справедливо ра* 

венство 
р{x)^^2л)-^'^е-'^^^-^'''Ч^ + ^6Аx)), (27) 

где 8к(х) = (2/5) С/* (Жл;)") + 12К*Ш{х)). (28) 
А если выполнено условие 

АНтЕ)^В\) 

то верны соотношения (16)—(18) и (26), а при х, удовлетворяющих (20), 
справедливы также оценки (21)—(25) и 

Х{х) = ЫВ)У2-(х/В)ЧТ/ВГ/6 + 2вх'К{Н)/В\) 
^(х) -1пВ = (х/В){Т/ВП./2 + Авх'КШ)В-\) 

8Ах) < ВП{Е) + 32В-^К{Н), (32) 
6Ах) ^ В и { Е ) + ШВ-'К(В))^^\) 

Соотношения (17) —(19) и (27)—(28) будут доказаны в п. 2.2, 
а остальные утверждения теорем 2 и 3 — в и. 2.3. 

Отметим, что для повышения при фиксированном х точности оценок 
в теоремах 2—5 мы должны положить В = (3/2)а; в теоремах 2 и 3, Л = 
== 2ж в теореме 4 и Л ='8л; в теореме 5. 

Выбор константы 4 в условии (29) (и 2 в условии (20)) является во 
многом произвольным и продиктован желанием получить «приличную» 
константу 2/3 в (21). Ясно, что если константу в ('29) заменим на боль­
шую (т. е. сделаем это условие более жестким), то мы расширим области 
X, для которых верны теоремы 2—5 (т. е. в частности, увеличим констан­
ту 2/3 в (21) на некоторую 2/3 < с < 1). 

З а м е ч а н и е 1. Предположим, что для последовательности {̂ у} вы­
полнены только следующие условия: 

М^, = 0, М ехр (±Л,5^) ^ Д. < ~ V / , / ? о > 0 , (34) 
В^>8т, б > 0 , (35) 

и{Но)^В,/т, Н2<'^. (36) 
В этом случае в силу неравенства ж < е"" + е~* мы получаем, что 

/̂ *М|,|||''е±''̂ ^Ме^*+ '̂*« + М-̂ *+'>'•̂  при Н = ЕЛк+1). 

Из этого соотношения, из ( И ) , (12) и (34) вытекают неравенства: 
иВ) ^ 2 • 8 • А'ВМ-'т < 6т^?з/2, (37) 

К{В) ^ 2 • 16 • 5*ЛДЛ„)-'т ^ бтВ,/^, (38) 
В' = 2МС|^)^^ 2 • 3̂  • В,Шо)-'т. (39) 

Из (35) и (37) следует выполнение условия (20) теорем 2 и 3 для/? = 
= ±1/Вз, а, следовательно, при 

|ж| < (2/3)Лбт (40) 
верны все утверждения теоремы 2. В частности, подставляя (35), (36), 
(37) и (39) в (26) и (25), мы из (17) получаем оценку вида 

р{х) = (2л)-'' 'е-'<^41 + 9^5(1 + и т - ' ^ ' 1 ) т - ' / ^ ) (41) 
при X, удовлетворяющих (40). Так как условия (35) и (36) совпадают с 
условиями 2 и 3 в [11], а (34) слабее условия 1 этой работы, то теорема 
3 в [11] является частным случаем нашей теоремы 2, причем константы 
7?! и Л; в (40) и (41) нетрудно выразить через -йо, -^1, 7?2 и б. ири исполь­
зовании теоремы 2. 

Тот факт, что утверждение вида (41) верно при ограничении вида 
(40) (т. е. при |ж|^До({Ь})) вместо х = о{т), как предполагалось, в 
[ И ] , отмечен в [5 ] . 
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Заметим, что, предполагая вместо (36) справедливым чуть более 
жесткое условие: 

С/(Ло) ^ Н,/т"\ оо, (42) 

и учитывая (38) и (39), мы получаем, что если верны условия (34), (35) 
и (42), то выполнены все предположения теоремы 3 для Е=^ ±{ИЕ^У''^, 
и, в частности, (27) можно переписать в виде 

р{х) = {2л)-"^е-*-^''^-^^^Ч1 + т^т) (43) 
при 1x1 < (2/3)бЛт. 

Отметим, что, как следует из доказательства (см. леммы 2.2 и 2.3), 
повышение точности в (43) по сравнению с (41) достигается за счет ис­
пользования для сопряженных распределений следующей оценки в ло­
кальной предельной теореме: 

уо(0) = ф ( 0 ) + еЛ«т-* 
вместо 

• р{х) = ф(ж) + т,,т-^'\ 
З а м е ч а н и е 2. Пусть |, Ен, ^2, . . .— последовательность независи­

мых одинаково распределенных случайных величин, удовлетворяющая 
следующим условиям: = 0, О < < <» и 

I \Ше^^^+^^^X^^) й1<:Сг{^) при | / г К с о ( ^ ) , (44) 
|<|<оо 

где А ( ^ ) > 0 , Со(5^)>0, а символом ^ обозначено общее распределение 
величин I , %1, ^2, ••" Из (44) вытекает, в частности, что 

М е ^ ^ < С ^ ^ ) < о о при |Д| ^ С с ( ^ ) , (45) 
\и{^Л)\<е-'^''^) при и 1 > 8 и 1 / г К Со(5^), (46) 

где с(е, ^ ) > О У,е > О, а 
/о(г, /г)=Ме(''+">7Ме"^ 

есть характеристическая функция величины ^, когда последняя имеет 
сопряженное распределение. Из (45) следует, что выполнено условие 
(34) замечания 1 при Е1 = С^^^), Ео = Со{^). Условие (35) выполняется 
автоматически при б = Щ. А из (37) и (38) следует, что выполнены ус­
ловия (20) при Д = ±1/Дз = ± С з ( ^ ) и (29) при/? = ± ( 1 / ^ 4 ) ' ' ' = ±С4 (^ ) . 
Таким образом, из (44), (46) и определения функции 1/(Е) вытекает, что 

С / ( Л ) < \(И<е-(''-''(^^)''('(^'^)'^^С,{3^), (47) 
1*1>е(̂ ) 

так как Ме"^ ̂  1. В силу (47), при тп > т о ( ^ ) , выполнены условия (36) 
и (42) замечания 1, а потому справедливы соотношения (41) и (43). 

Заметим тенерь, что большинство введенных в этом пункте для ве­
личины 5 обозначений (за исключением ЬНк), К*Ш, ТШ, ЫЕ) и К{Е)) 
не зависят от конкретного представления 5 в врвде = 2 ^г- Поэтому мы 
можем переосмыслить определение 5' следующим образом. Далее будем 
предполагать, что 5 есть произвольная случайная величина, удовлетво­
ряющая (2) и условию М|5'|'е"® < оо. Сохраним для ;5 все введенные вы­
ше обозначения, но условимся понимать под Ь*{Ю, К*{к), Т~Чк), ЫЕ) 
и К{Е) инфимумы в соответствующих определениях по всем представле­
ниям 5 в виде = 1̂ + . . . + §те — суммы некоторого числа независимых 
случайных величин, удовлетворяющих условию (1). 

Будем говорить, что случайная величина 5 (точнее ее распределе­
ние) принадлежит классу ЗУ1.Е) при /? > О, если выполнены условия (2) и 

АЕ'К(Е)^В\) 

Будем полагать, что 8 ^ 2)оШ) ^(Е), если выполнены условия (48) и 
Е^Е) ^ В-\^и{-Е) < В-\) 
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Отметим, что, подставляя (48) и (49) в (32) и (33), мы получим, что 
бАх) ^ 9{НВ)-^ ^ 2/3, 8Ах) ^ &ШВ)-^ при ВВ>А, (501 

•если 8^2>оШ) и 1x1 ^ (2/3)ЙВ\ 
Приведем теперь оценку для квантилей. 
Теорема 4. Если 8 е и ВВ^А, то 

Е{х) =^ ф{а{х} + 8{х) + ОаЯВ)-')) (51) 
при \х\ где 

а{х)=х{2х-^к{х)Г'\=0, 
Ш)=^а-ЧхЩх) + Ыа'{х)]. 

В частности, 
Р{х)=Ф{х/В-{Т/В'){{х/ВГ-1)/д + 0{\х/В\'+1)ШВ)-'}), (52) 

Е^x) = Ф{x/В + 0(.{x/В^ + ^)(ВВ)~^). (53) 
Отметим, что если ^, ^1, ̂ 2, • • • независимы и одинаково распреде­

лены, М|==0, 0 | = 1, М^ '^ 'у и удовлетворяют условию (44), то, как 
следует из замечания 2, при п ^ Шо^ЗГ) формулы (52) и (53) можно пере­
писать в следующем виде: 
Р ( 2 §̂  < хп^/А = Ф (х - (у/6) (х^ - 1) + е е . (^ ) ( I X р + 1) «-1) =̂  

= Ф (Х -Ь (^ ) (Х^ - Ы ) «-1/2) при | х К б ( ^ ) п 1 / 2 . 
(54) 

Последнее представление из (54) доказано в [51. 
З а м е ч а н и е 3. На самом деле, равенство (53) и последнее соотно­

шение в (54) верны и без условия (49), т. е. без предположения глад­
кости. Более того, в этом случае справедлива оценка 

Р(.х)=Ф(а{х} + ОаЯВ)-Ь), 
усилением которой является равенство (51). Этот факт будет доказан в 
другой работе автора. 

Пусть теперь 5 " ' и ^5'̂ ' — две случайные величины с функциями рас­
пределения Р^•^^ яР'-^^ соответственно, причем 

М5<̂ > = 0, м^з^'п-' = т у/ . (55) 

Подчеркнем, что в (54) числа 5 и Г не зависят от / . Сохраним для 5 ' ' ' 
все введенные выше для 5' обозначения, снабжая их дополнительным 
верхним индексом /. 

Теорема 5. Если 8^^'' и 5'^' принадлежат классу 3)^{В) и выполнено 
условие (55), то при \хКВВ^/10 и НВ>Ь верно равенство 

Р^'>{х) =Р^'Кх + 0{\х/В\' + 1 ) ( Л 5 ) - ' ) . (56) 
Теоремы 4 и 5 доказываются в п. 2.4. В п. 2.5 мы докажем аналоги 

этих утверждений для условных распределепий, а в п. 2.6 приведем не­
сколько простых свойств классов Й){Н) и ФоШ), которые нам понадо­
бятся в дальнейшем. 

2.2. Оценки для плотностей сопряженных распределений 

При фиксированном к, удовлетворяющем условию (1.3), положим 
Ц1='и^в{к), ь='ЬЧк), к^кчн), ^=-^Нк), 

С = 2М(г1;)\) 
г = гШ ^ {8{к) -А{к))/ВШ = 2т1,-. 

Обозначим через /(^) характеристическую функцию случайной величины 
2 и заметим (см. [10], с. 138), что 

! / ( « ) ! < е х р ( - т ) при и! < 1/(4/.). (2) 
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Отметим также, что !/(^)| = ! / (* /В (й . ) , а потому 

и== I (3) 

Нам потребуется 
Лемма 1. При I, удовлетворяющих неравенству 

кг' ^ 1, (4) 
справедливо соотношение 

^ т - (1 - 1бт)ехр {-т) = вка' + гЧИ) ехр ( - г 7 2 ) . (5) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу неравенства (4), для характеристиче­
ской функции V•=V^{^) случайной величины т) = т], справедливы следую­
щие известные соотношения (см., например, [10], с. 87): 

I у - 11 ^ Вц1У1 < < 1/2, . (6) 
р = 1 - 1>т]г72 - 1Мт1'г76 + 0Мт1Ч724. (7) 

Разлагая логарифм в ряд Тейлора и пользуясь соотношениями (6) и (7), 
мы получаем 

1п у = (у - 1) + (1 /2)(у - 1)7(1 + 6(1; - 1))= = 
= - / )г]г72 -1Мт1 ' г7б +9(1/24+1 /2 )Мт1*Л (8) 

Полагая у = V^ в (8) и суммируя получившиеся выражения по / , находим 
1п / (г) = 2 1п V^ (О = — т - 16^76 -Ь е/!С (13/24) г*. (9) 

Из разложения экспоненты в ряд Тейлора следует, что 
^ ехр (-1С^76) = 1 - 1Сг76 + 9(6^76)72, (10) 

Иг = ехр еА:(13/24)?* = 1 •+ еЖ13/24)г* ехр Кк 13/24)*^. (И) 
Теперь из формул (9)—(11) и (4) мы имеем 

/ (О ехр (г^/2) |Л,|Хг = ^х{)Хг — 1) + = 
= еЖ13/24)г^ ехр ( 1 3 / 2 4 ) - 1 С т + 0 С ' т 2 . (12) 

Из (12) следует (5), так как С1^<Ь^< К в силу (1.5). • 
Положим 

г1)(0 = е х р ( - г 7 2 ) , у^=-]\^\'^^{^)а^, 

и обозначим через ^Ш плотность распределения случайной величины 2. 
В этом случае в силу формулы обращения для характеристических 

-функций 
? ( х ) - ф ( х ) = (2я)-^|е-"-[Ао(0^^. (13) 

Нам потребуется 

1?(0) - ф(0)1 ^ 12(2я)-''^Л:-1^ г7 / 2я . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу (13) и нечетности функции г'1|)(0 мы 
для любого Г > 0 имеем 

- I ^р{г)а1^1АТ) + 1ЛТ)-1ЛТ). (14) 
1<1>г 

При Т=К-^^'^ из (2) и (3) следует 
\Ш)\<1,{Т) + и, (15) 

где / 4 ( Г ) = ( ехр ( - < 7 3 ) й { < С ((2/3)1/2 «)(г*= (3/2)5/2 (16) 

И 



Из леммы 1 при указанном Т вытекает, что 

| /1 (Г )1< I ^К1^ +К1^П2)^Ц)й1^{Ку^-1,{Т)) + Ку,П2. (17) 

Суммируя (14) — (17), мы получим требуемое утверждение, если 
только заметим, что 

Тз = 4, 4̂ = 3(2я)'^^ -̂ 6 = 15(2л)*/1 • (18) 
•ГЕелимя 3 

|д(а;)-ч)(а:)| ^ ( 1 3 1 + Ш / 2 л . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся оценкой (см. [ 12]) 

Î о̂(̂ )I =^Ф(01е""^' ' ' -1] при и| (19) 
где при О < ж ^ 1 

а (х) = — х2/2 + хЧЬ — 1п (1 - х'12) = ж /̂б + 
+ 2 (« ' /2)" < Л (1) < 0,36x3 < 0,36. (20) 

Из (19) и (20) мы получаем, что при и1 ̂  Г 
^ ф) • 0,36^иIV•^'' ^ 0,Ъ2Ш\'ф). (21) 

Заметим, что в силу формулы (13) 

(2я) 1 ? ( X ) ~ ф ( X ) I < 1 1 ( О I < / о ( Л + ^ + ^ 4 (У̂ ) + ^ 3 {Т), (22) 

где / о ( Г ) ^ I 1^^о(0Н^• 
Из (21) и неравенства 1 ^2>и1' при Н\ Т следует 

1,{Т)+1,{Т)^Ь,'^,. (23) 

Далее, при указанных Т из оценки (2) вытекает, что 

/ ^ ( Г Х ^ ^ | ^ Р е x р ( - т ) й г = (3/2)^^7з. (24) 

Из (18) и (22)—(24) получаем требуемое утвер?кдение. • 
Отметим теперь, что р{у, к) —^В~*{Ю^{{у — А{к))/В{Н)) в силу усло­

вий (1). Отсюда и из неравенства (1.10) следует 

/?(у)==5-Ч;^)е^*''>-''^-''"'-^>д(г/-^(/1)/5(/г)). (25) 

Подставляя к = Н{х) и у —>х в (25) и оценивая дШ) при помощи лем­
мы 2, мы получаем утверждения (1.27) и (1.28) теоремы 3. А из леммы 
3 в этом случае имеем (1.17) и (1.19) в теореме 2. Неравенство (1.18) 
при том же 8ь(х) очевидно следует при к^Шх) и у = х + 2 из (25), лем­
мы 3 и неравенства (рЫ) ̂  ф(0). 

З а м е ч а н и е 4. Так как (1 — 1С^/6)11)(^) = г1)(̂ , С) является преоб­
разованием Фурье функции (1 — (С/6)(х^ — Зх))ф(х) = ф(х, С), то анало­
гично леммам 2 и 3 доказывается соотношение 

к (г / ) - Ф {у, О) I < (2л)-^ ^\п^)-^{^,0)\а^ = 0(к + ^), 

из которого и из (25) при г/===х + 2 и к = Н{х) следует 

р (х4-2) = (2я)-*/^-^<-'-»<='>-^"<-' X 
X [ф (2 /5 ( / / (х ) ) , В-ЧН{х)тН{х))) + 0{бАх))]. (26) 

Полученная оценка может быть точнее, чем (1.18). При г = 0 формулы 
(26) и (1.27) совпадают. 
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2.3. Оценки для функций, связанных с Н{х) 

Чтобы закончить доказательство теорем 2 и 3, нам потребуется еще 
несколько вспомогательных утверждений, которые мы сначала и при­
ведем. 

Применяя формулу Тейлора 
/(а:)= 2 x^/(^){0)/^\ х^/^'^Ц\в\х)/к1 (1) 

0 « г < й 

При ^Ш^АШ И используя (1.6), (1.7), (1.9) и (1.10), находим, что 
справедлива 

Лемма 1. Если выполнено условие (1.3), то 
АШ=В'}г + в}1^ЫН)/2, (2) 

А{к) =В^к+,т2 + т'К{Н)/3. (3) 
Заметим, что в силу соотношения (1.5) 

Г = ' 1Л"Ч0) I ̂  ВЮ'ЧО) <ВЮ'ЧН). (4) 
Используя теперь (4) и производя несложную оценку констант, мы из 
(2) и (3) получаем, что имеет место 

Лемма 2. Если выполнено условие (1.3) и одно из условий (1.20) или 
(1.29), то 

\А{к)-кВ^\^ШВЧЪ. (5) 

В дальнейших доказательствах центральное место занимает 
Лемма 3. При выполнении условия (1.21) и одного из двух условий 

(1.20) или (1.29) верны соотношения (1.22) и (1.16). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу симметрии рассмотрим только случай 

х > О и 7? > 0. Так как при выполнении (1.21) числа к — Н- — (.3/А)хВ~^ 
и к = Н+= [3/2)хВ~^ удовлетворяют (1.3), мы можем воспользоваться 
утверждением леммы 2 и при сделанном выше предположении получим 
неравенства 

АШ-) < (4/3)Я_5^ = х^ (2/3)Н+В'^АШ+). (6) 
Чтобы закончить доказательство, нам достаточно убедиться, что в силу 
монотонности функции А{к) соотношение (6) совпадает при д: ̂  О с со­
отношением (1.22). Из (1.21) и (1.22) очевидно следует (1.16). • 

Заметим, что в силу (1.14) и (1.15) имеет место тождество 
Х'(х)=тх). (7) 

Дифференцируя по х равенство (1.14), мы получаем А'{Н{х)) •Н'(х) = 1. 
Из этого соотношения, (1.6), (1.15) и (7) следует 

Лемма 4. Если выполнено условие (1.16), то 
Н'{х) =Х"{х) = В-Чтх)), (8) 
г"(х) = -т{тх))в-чтх)), о ) 
р'(х) = Г (Я(х ) )5 -ЧЯ(х ) ) /2 . (10) 

Отметим, что при выводе равенств (9) и (11) мы использовали тож­
дество 

{в'чюу = кв''^-'чн)т{т, (И) 
которое вытекает из (1.6), (8) и правила дифференцирования сложной 
функции (в (11)—(14) производные в левой части берутся по х и исполь­
зуется сокращенная запись Н=-Н{х)). Из (11), (1.9) и леммы 3 следует 
также 

шш)У\=2тн)\^2ак). (12) 

Используя в последнем рассуждении неравенство (1.5) вместо (1.9), мы 
имеем 

\[В\Н)У\=={ЗтВ-Ч.Н)\Т{Н)\^{3/2)К^'ЧП). (13) 
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Наконец, из (1.5), (1.6), (1.10), (11) и леммы 3 вытекает формула 
{ПЮВ-'ЧЮ)' = Л'^(Я)В-^'"-ЧЯ) -

- т<<Т{Н)УВ-^'^-КН) = 0( I т 1 + 2)ШЯ)Я-^'"-НЯ). (14) 
Интегрируя (12) и используя (7) и лемму 3, получаем, что 

|ВЧЯ(а:))-ЯМ <2|х|1(Л)^(2/3)Я*. 
Аналогично, интегрируя (13), имеем 

\вчтх))-в'\^Ш2)\х\ю'КЕ)^(.т)в\ 

Из двух последних соотношений и (8) находим, что верна 
Лемма 5. Если выполнены условия (1.20) и (1.21), то 

т^ВЧНЫУВ^^ 5/3. (15) 
А если справедливы (1.21) и (1.29), то 

^ - 2 ( 2 / 3 ) 2 / 3 ^ ( ^ ) ^в-ЧН{х)) = е-̂ Р(='> < 2==/'Я-^ (16) 

Из соотношения (1.5) и лемм 4, 5 очевидно следует 
Лемма Ъ.При выполнении условий (1.21) и (1.29) верны неравенства 

\К'Чх)\<2'''К'^ЧВ)В-% |р'(ж)1 <Ю'ЧН)В-\ 

Из (9), (10), (14), (16) и оценки 5 • 2 '^ '< 32 немедленно вытекает 
Лемма 7. Если условия (1.21) и (1.29) выполнены, то 

Ш^{х) I < 32КШ)В^\ р " (х) I < 8К{В)В-\ 

Отметим, что в силу (1.7), (1.14), (7), (9) и (10) очевидны следую­
щие равенства: 

Я ( 0 ) = Г ( 0 ) = Я ( 0 ) = 0 , Я " ( 0 ) = Я - ^ (17) 
Г ' ( 0 ) = = - Г Я - « , р'(0) = ГЯ-72. (18) 

Подставляя (17), (18) и утверждения леммы 7 в (1), при /(ж) = 
= Х^''Кх) и /(ж) = рЧж) получаем, что справедлива 

Лемма 8. Если справедливы условия (1.21) и (1.29), то 
Х'Чх) = -ТВ-'^ШхК{Е)В-\) 

, - •кЧх)=В-^-хТВ'' + Шх'Ктв-\. , (20) 
ЯЧж) = хВ-^ - х'ГВ-У2 + Ш'К{П)В-', (21) 

^'{x)=xТВ-^/2'^^8xКШ)В-\) 

Закончим доказательство теорем 2 и 3. Заметим,, что выполнение 
(1.16) и (1.22) при условии (1.21) и (1.20) или (1.29) показано в лемме 3, 
а справедливость (1.23) при тех же условиях следует из леммы 5 после 
несложной оценки постоянньгх. Далее, из (1.16) и (1.5) при Н = Н{х) 
мы находим, что 

Е*{Ю ^ ЫН)В-ЧН), К*Ш) ^ К{В)В-ЧЮ, 
ЬЧН) < Ю'ЧП)В-ЧН), ^ 4 т1п {Ш)В-ЧЮ, К"ЧВ)В-ЧЮ}. 

" (23) 
Используя теперь (15), из (23) имеем 

.Ь*{Ю^З'^ЧЛВ)В-\) 

откуда, а также из (15) и (1.20) следует 
ПЮ>В/4, С7*(Я)<В(Я)С/(Л)^(5/2)ЯС7(Я). (25) 

Подставляя (24) и (25) в (1.19) и учитывая, что 6 • 3̂ *̂ < 15, получаем 
(1.26). Аналогично из (23) и (16) имеем 

Я*(Я) ^ 2^"К{В)В-\ ^ 2'^'Ю^ЧВ) ~ (26) 
и Т-Чт ^А-Г'^Ю'ЧВ). Так как последнее неравенство, (1.29) ж (16) 
дают (25), то мы можем теперь подставить (25) и (26) в (1.28) и полу-
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чим (1.32) и (1.33), если только заметим, что 12 • 2 ' " < 32, а 6 • Т-''^ < 10. 
Чтобы доказать (1.30) и (1.31), надо воспользоваться формулой Тей­

лора (1) при /(ж)=Л(а;) и /(х) = р(ж) и применить соотношения (17), 
(18) и лемму 7. Аналогично из (1) и (17) мы получим (1.24) и (1.25), 
если воспользуемся неравенствами 

1Г'{х) I ^ ШЯ)В-\) I < 2Ш)В-\ 

которые немедленно вытекают из (9), (10), (1.9) и (15) после оценки 
постоянных. 

Теоремы 2 и 3 доказаны полностью. 

2.4. Доказательство теорем 4 и 5 

Докажем сначала несколько вспомогательных утверждений, причем 
лемма 1 представляет и самостоятельный интерес. 

Лемма {.Предположим, что функция распределения Р{х) имеет плоТ' 
ностъ р(х), которая при некотором п"^ 1, всех % и всех х таких, что 
\х\ удовлетворяет условиям 

р(а;) = ф(0)е-^'^'-''<*'р(х), р(ж) = е°<'/">, (1) 
/)(ж + 2 ) ^ ф ( 0 ) е х р ( - Я ( х ) - р ( ж ) - 2 Г ( а ; ) ) р + , р+ = 0(1) , (2) 

причем при указанных х верны соотношения 
\к'^{х)\ \У'(х)\ (Г'(0))= + (^ (0 ) )^= (0 (и - ' ) , (3) 

Я ( 0 ) = Г ( 0 ) = р ( 0 ) = 0 , Я"(0) = 1, (4) 
Я " и ) = е«<". (.5) 

Тогда для любого фиксированного а такого, что 0 < а < 1 , при |ж| < 
^ ап*"^ справедливо равенство 

Р(х) = Ф(.§(х) + 0(п-Ч1 + к1 ) - ' ) ) , (6) 
где ё(х) = а(ж) + 6{х), 

8{х) = а-Чх)Щх) + \^ а'{х)], 
а{х) ^ х{2х-^К{х)У'^ = х + хХЧ0)/6 + 0{хУп) = 

= х + 0{х^п-"^)^0{х), (7) 
б(х) = ^'(0) + Я"'(0)/3 + О(ж/п) = О(га-'/^). (8) 

Заметим, что, как будет следовать из доказательства, абсолютные 
константы, соответствующие символам О в (6)—(8), зависят только от 
абсолютных констант, определяющих О в (1)—(5), и от а. 

Почти все содержание данного пункта (до леммы 6) представляет 
собой доказательство леммы 1, причем в силу симметрии мы рассмотрим 
только случай ж > 0. При этом, не оговаривая, будем ниже предполагать, 
что п > 1 , 1x1 ̂ и ' ' ^ и что выполнены условия (1) —(5) леммы 1. Нам 
понадобится также следующая элементарная 

Лемма 2. Если 1 + е = е*»'" и А; = 0(1) , то 
(1 + 8)* = 1 + + 0(е ) = 1 + 0(8) = 0(1) . (9) 

Отметим теперь, что в силу (5), справедливы соотношения 
Л'(х)=хе ' '< ' ' , 2Я(х) = Л " ' * ) . (10) 

С другой стороны, из (3), (4), щ формулы Тейлора вытекает, что 
Я"(х) = 1 + х Г ' ( 0 ) + О ( Л - ' ) , (И) 

к'{х) = хИ + хХ"'Ш2 + 0{х'п-^)), (12) 
2'к{х) = хЧ\ х%"'т/Ъ + 0{хЫ-')), (13) 

р'(х) = ^'(0) + О(хге-'), (14) 
. р ( х ) = х р ' ( 0 ) + О(х^7г-'). (15) 



Наличие оценок (10) позволяет нам применить (9) при е — 'К'кхМх — 
- 1 и 8 = 2Л(х)/л; '- 1. Учитывая (12) и (13), при А; = 0(1) имеем 

[«(х)!^" = {Ж{х)У = х^Ч! + А;жЯ"'(0)/3 + 
+ 0{х^п-')) = + 0{хп-'1^)\) 

(Я'(х))- ' = Ж-Ч1 - жА"'(0)/2 + 0(х^п-')) = Х-Ч1 + 0{хп-''^)). (17) 
Соотношение (7) является частным случаем (16). 

Из ( И ) , (12), (16) и (17), учитывая (3), получаем 
(1п а'{,х)У = V (х)Д'(х) - Я'(х)/(2Я(х)) = 

- (1 + жЯ"'(0))^;-Ч1 - хЯ"'(0)/2) - хЦ + жЯ'"(0)/2) X 
X Х-Ч1 - а:Я"'(0)/3) + Окхтг') = ?."'(0)/3 + 0(жп-') . (18) 

Далее, из формулы Тейлора следует, что 
1па'(ж) =хЯ" ' (0) /3 + О^х^п-'). (19) 

Из (15), (16) и (19) вытекает (8). 
Оценим теперь е (х) ^ 6'(х)/а'{х). Для этого воспользуемся пред­

ставлением 
г(х) = -а-Чж)б(х) + (Я'(х))-Чр'(^) + (1па'{х))У. (20) 

Подставляя в (20) оценки (8), (14) и (18) и используя (16) и (17), мы 
получаем 

е{х) = Х-Ч1 + 0{хп~^^')){-6(х) + ^'{х) + {Ыа'{х)У) = 0{п-'). (21) 
Положим 

Ч{х) = Ф{д{х)), г|5(х) = Т ' ( х ) . (22) 
Нам понадобится 

Лемма 3. 
ф) = р{х){1 + 0(п-^)), р{x)=ц)^.ё{x))е°^^\) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что 
11з(х) = ф(^(х))а'(х)(1 + е(х)) = 

= ф(0)е-^< '̂-'''==Ч1 + 8 (х ) ) ехр ( -бЧх)/2) . (24) 

Из (8), (21) и (24) следует первое соотношение в (23). Используя теперь 
(1) и (8), мы моя?ем переписать (24) в следуюш;ем виде: 

р{х) = а'(х)ф(^(х)) ехр (0(д-*)). (25) 

Из (25) вытекает второе равенство в (23), если только воспользоваться 
(10) и соотношением «.'(ж) = Я'(ж)/(2Я(х))'^^ чтобы получить оценку 
й'(ж) = • 

Лемма 4. Если \х\ то 
Р(х) = Ч^{х)+р{х)0{п-Ч1+\х\)-'). (26) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим сначала случай 1 < ж < ап^^^ и 
воспользуемся неравенством К'{х)^х/С, 0 < С = О(1), справедливым в 
силу (10). Учитывая (2), имеем 

р{х + 2) = 0{р{х)е-^'^). (27) 
Из (27) мы при рассматриваемых х ш Н == п}'^' находим, что 

1 — Р{П)= I р{х +г)аг = 0{р{х)е~^^-'^^^(^)=0{р{х)/{пх)). (28) 
2>Е-х 

При выводе последнего соотношения в (28) мы использовали неравен­
ства Н~хХ1-а}Н, е-"-«'^/'^ = 0(й-=') = 0(ж-'ге-'). Аналогично из 
свойств нормального распределения (23) и (27) вытекает 

1 _ ч^(Д) = 0(ф(^(Д))) = 0{рШ)) = 
= 0{р^x)е-^'^-''^п = 0{р{х)/{хп)). (29) 
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Из (27) —(29) и первого соотпошепия в (23) следует, что 

| / ' ( ж ) - ^ ( а : ) | < I \р{х + г)-у^{х + г)\аг + {1-Р{П)) + 

+ (1 - (Д)) = I О (п-^р [х) е-^=^1<^) + 0{р {х)/{пх)) = О {р {х)/{пх)). (30) 
2 > 0 

Полученная оценка влечет справедливость соотношения (26) при 
1. Если теперь \х\ 1, то (26) вытекает из (30) и (23), так как при 

таких X 

\Р{х)-Т{х)\^ I \р{,)-^{г)\аг + \РЦ)-^{1)\ 0{1/п). 

Случай х^—1 легко сводится к х>1 введением функции распре­
деления 1 — Р{х + 0). • 

Нам потребуется 
Лемма 5. Если числа г и х^О удовлетворяют условию 

|2|т + т^«^(1п2)/2, (31) 
то имеет место соотношение 

Ф{2 - 2т) ^ Ф(2) - Тф(2) ^ Ф(2) + Т(р(2) < Ф(2 + 2т). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что при выполнении (31) справед­
ливо неравенство 

ф(2 + 29т) = ф(2) ехр ( - 2 0 2 Т - 264=) > ф)/2. 
Из этого соотношения и формулы Тейлора вытекает требуемое утвержде­
ние, так как 

Ф(2 + 2т) - Ф(2) = 2тф(2 + 20т) > Тф(2), 
Ф(2 - 2т) - Ф(2) = 2тф(2 - 2ат) < - т ф ( 2 ) . • 

Закончим теперь доказательство леммы 1. Перепишем (26) в виде 
Лж) = Ф(я(ж)) + ф(^(ж))9С,?г-Ч1+|ж1)-* (32) 

и воспользуемся соотношениями (7) и (8): 
\§{х) \. (33) 

Положим т = С1?г"*(1+|ж|)~', 2 = §'(ж) и, учитывая (33), получаем, что 
указанные г и т удовлетворяют условию (31) при « > С, = (2/1п 2)С1 X 
X (С1 + Сз). Из (32) и леммы 5 мы, таким образом, имеем требуемое 
утверждение (6), но при дополнительном предположении, что п^Сц, 

Избавимся теперь от этого предположения. Если 
1<п = 0(1), (34) 

то равенство (6) можно переписать в виде 
Лж) = Ф(С>(1)) при \х\^ап''\) 

Далее, р[х) = е°^"^ при |ж|^/г'/^ в силу условия (1). Интегрируя плот­
ность по интервалам (а«'^\ (—«"'^^ —ап~^'^), из последнего со­
отношения находим 

1 -Лага ' / ' ) = е''<"', /^(-ага^^^) = е°("'. (36) 

Для окончания доказательства надо только понять, что (36) эквивалент­
но (35), если выполнено (34). 

Соотношение (6), таким образом, доказано полностью^ Остальные 
утверждения леммы 1 были доказаны ранее, до леммы 3. Условие а < 1 
использовалось только при выводе (28) и (29), и от него можно было бы, 
избавиться, если вместо (1) и (2) предполагать выполненным условие 
вида (2.26). 

Отметим, что из последних соотношений в (1), (3) н (5) следует 
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существование таких постоянных р*, р_, Я+, для которых при 
\х\^ 

р Ы ^ р _ > 0 , ^ - < е-Р<*'< (37>, 
О < 1 - ^ Я " (ж) ^ Я.+ < оо. (38) 

В частности, из (38), (7), (4) и форд1улы Тейлора вытекает 
\а{х)\ (2А(ж))'/^ = ( Л " ( 6 х ) ) ' / ^ ^ (Л+)'/^1ж|, (39) 

аЧх)=%'(х)/а(х)>КЛХ+У^^^1о. (40) 
Лемма 6. Пусть Р'^^Чх) и Р^^Чх) — две функции- распределения с 

плотностями. р'^^Чх) и р'^^Чх). Предположим, что каждая из плотностей 
р(х) = р^^Чх) и р{х) — р^^Чх) удовлетворяет при \х\^п^/'^ условиям 
(1)—(5) и (37), (38) при некоторых ^{х) = ^^'Чх), Ш) = К^'Чх), р(х) =-
==р"'(х), 7 = 1, 2, и одних и тех же числах р+, р- , Л+, Я- и п. 
Тогда при выполнении условий 

\х1п-''' ^ а'к* ^ (1/3)(Я-/Я+)а\ 
(41) 

п ^ V̂ = (3/2)(Я^^/Я-)'^Чр+/р-)(р.н/р-)/Я-
справедливо равенство 

Р^'Чх) =Р^'Чх + 0{§^'Чх) - §^'Чх)} + 0{п-')). (42) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу леммы 1 верно представление 

Р^"{х) = Ф{х + ё^'Чх) + вС,/п) \х\^ап''\) 

Заметим, что для доказательства леммы нам достаточно подобрать та­
кое О ^ т = т(х) = 0(^<*>(х) + §^'Чх)) + 0{п-'), что 

\х±тШ^ап'^^ при |х|<Я*Я>*^ (44) 
и чтобы были справедливы неравенства 

§Щх + т) - 2С,/п ^ ^" ' (х ) ^ я*"(х - т) + 2С,/п, (45) 
поскольку в этом случае в силу (43) 
Р^^Чх + х) > Ф(§<=Чх + т) - С^п) > Ф[§^'Чх) + С,/п) ^ Р^'Чх) > 

> Ф{8''Чх) - С,/п) > Ф{§^'Чх - х) + С,/п) > Р^'Чх - х)^ 

откуда получаем Р'^^Чх) = Р^^Чх +Вх). 
Из (21) и (40) при |х| ^ /г*/2 имеем 

(^<^'(х))' = (а'^Чх))'(1 + гЧх)) >Ш - С,/п), (46) 
а из (8) и (39) вытекает, что при |х| ^Я*а^ге'^^ 

\§'ЧхУ\ (Я+)''=1х1 + Сп'^' ^ (Я+)'/^Я*а^«*/= + С,п-^'\ (47) 
Положим 

х{х) = {\§^'Чх)-§^'Чх)\+2С,/п){1-С,/п)-УХ, (48) 
при п>2С5. В силу (47), леммы 2 и равенства 2(Я+)'''=Я* = Яо имеет 
место оценка 
т(х) ^ (2(Я+)'/^Я*аV/^ + 2С,/п- ' ' ' ) (1 + 0(и-'))/Яо = 

= (2/3)а^«''Ч1 + ОЫ-')) < {2/г)ап^'Ча + С,/п\ 

пз которой вытекает справедливость условия (44) при п'^С^/И — а). 
Далее, из (46) следует, что при выполнении (44) я п> 2С^ верны 

неравенства 
^ ' ^ ' ( х - т) + тЯо(1 - С,/п) < §''Чх) < <̂̂ >(х + т) - хШ-С,/п). (49) 

Подставляя (48) в (40), мы получаем справедливость соотношения (45), 
Таким образом, мы доказали лемму, но при двух дополнительных; 

предположениях: п'>2Съ и п'^С.,/{\а). Чтобы избавиться от этих 
ограничений, заметим,' что при условии (34) утверждение леммы 6 мож-
18 



но записать в виде 
/ ' " ' Ы ^ Я ^ Ч С Х ! ) ) при |x|^Я*аV^^ (50) 

и для доказательства (50) нам достаточно показать, что 
Р^'Ч-К*аУ1"^) > Р'-^Ч-п^'П, I'^^ЧX*а^п"п ^Р^'Чп'"). (51) 

Докажем для примера второе утверждение в (51). Из соотношения 
(38) следует, что (Я'^Чи"")) '^ Я_«''^ %''Чп'[') >'К-п/2, а потому в силу 
(2) и (37) верна оценка ' 

р^^Чп'^^ + 2) ^ С^ехр (-2Л_п'^\), 
где С± = р+р± ехр (—А_?г/2)ф(0). Из этого неравенства мы получаем, 

1 _ Я2) («1/2) = I («1/2 + 2) Й2<<:+(Я_/г1/2)-\) 

с другой стороны, из (38) следует 
К''Чх) ^ Я+ж72 ^ К-т при 1x1 ^ {^к+)"'п"^ = 7. 

л 
Последнее соотношение дает нам, что 

1 _ я г ) (>,*а2„1/2) ^ I ,̂(1) (д.) с1х^{у - у/3) С_, (53) 

так как ЗЯ*а* < Из (52) и (53) вытекает второе неравенство в (50). 
Первое доказывается аналогично, если интервал (у/З, '{) в (53) заменить 
на {-ъ -Т /З ) . ° 

Лемма 7. Ё'сли 8^3)о(Ю при В =1 и В>А, то справедливы усло­
вия (1)—(5), (37) м (38) при 

(2/3)Л, Я* = 3-=^^ (54) 
Кроме того, при Л ^ 6 верно неравенство N ^ 16 ^п. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из леммы 3.5 мы получаем, что в рассматри­
ваемом случае неравенство (38) выполнено при К- = (2/3)^^\+ = 2 '̂\ 
а следовательно, справедливо (5) и верна оценка для Я* в (54). Лемма 
3.7 и равенства (3.17) и (3.18) дают (3) й (4). Из оценок (1.50) и теоре­
мы 2 вытекает справедливость (1) и (2) при |х| ^ (2/3)Л = и'̂ \и 
этом мы находим, что 

р_ ^ 3/4 < 1 - 9/7?' < р(х) ^ 1 + 9/7?= ̂  1 + 6/Д ^ 2 = р+. 
Наконец, соотношение (3.16) дает нам оценку р_ ^ (2/3) ' / ' ^ е-̂ *̂> ^ 

Суммируя сказанное, получаем утверждение леммы, при указанных 
Я* и « и неравенство 

УУ=(3/2)(3/2)=/^-2-(4/3)-3*/=<16^(2/3)=Л= = и. • 

Перейдем теперь к доказательству теорем 4 и 5. Заметим, что мы 
можем ограничиться только случаем В = 1, так как к нему всегда мож­
но перейти, рассматривая величины 81В вместо 5. В этом случае, в,си­
лу,леммы 7, теорема 4 вытекает из леммы 1 при а = (1/2)/(2/3) < 1, ес­
ли выразить рЧО) и Я"'(0) при помош,н формул (3.18). 

Теорема 5 при В = 1 также является немедленным следствием 
лемм 6 и 7 при указанных в (54) значениях Я*, п и а^=(1/10)/((2/3)Я*) = 
= 38/3/20 < 27/28 < 1. Чтобы показать это, нам достаточно убедиться, 
что в этом случае 

-§'^Чх)-§''Чх) = 0{\х\'+\)п-\) 

Но последнее соотношение вытекает из (7) и (8), так как при выполне­
нии условия (1.55), мы в силу (3.18) имеем 

, ^(^)"'(0) = _ Г , р< '̂Ч0) = Г/2 V/. 
Подставляя (55) в (42), получаем (1.56), что и требовалось. 
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2.5. Оценки для квантилей условных распределений 

Пусть 81 ж 82 — две независимые случайные величины, принадле­
жащие классу З^а^Я), а 50 = 51 + 52. В этом случае плотность р(.х\у) 
условного распределения величины ^1 в точке х при условии, что 
8о = 81 + 82 = у, очевидно, равна 

р{х\у) = рЧх)р2{у — х)/ро{у), (1) 

где рАх) — плотность случайной величины <5'{. (Здесь и далее, если не 
оговорено противное, индекс г пробегает значения О, 1, 2.) Обозначим 
через Р {х\у) = ] р (2 ] у) условную функцию распределения случай-

ной величины 5 , при условии, что 5о = у. Пашей целью в этом пункте 
является получение оценок для функции ^{x\у}, являющейся решением 
уравнения 

р{x\у) = Ф(^^x\у}). 

Сохраним для 5{ все обозначения, введенные ранее для величины 
5 , но будем снабжать их дополнительным нижним индексом I (обозна­
чения без индекса будем использовать для других величин). Положим 

О < Л, ^ (05,) '^= < со, В^ВЛг/В,. (2) 

Из более громоздкой, но значительно более точной леммы 4, ири-
веденной ниже, вытекает 

Теорема 6. При сделанных выше предположениях и при 

|н|<ЛВ76, \у\<ВВУ6, НВ^А (3) 

справедливы равенства: 

РЫ]у) = Ф^V + д^V, у/в,)/в, + о{\и\' + \у\' + в')в-чпв)-'), ш 
РЫ\у) = Ф^V + ОЫ' + у' + В')В-ЧЯВ)-'), (5) 

где и = {и-а,у)/В, а1 = {В^/В„)\^ = Г^В ,̂ 
ш) = -ш'С^ - V^V^,{ВIВ,)/2 - и'0,/е ~ 0^/3 + 0^/2, 
Со = (Гм + Т2,Ж, О2 = (Г,,2 - Г2.2ПВ/В,Г, 

о, = (г,д - Т2,Ж, о. = (г,,е - Г2,Ж. 
(6) 

Пусть теперь 8^'\ и {8['\0 - Две тройки слу­
чайных величин, причем 5^'' = ^ + 82^ У} и 

0 < В 5 1 ^ ' = В? = Б5?><сх>, М ( М 1 0 ' = Г г = М ( 5 ? > ) ' V I . (7) 

Сохраним для величин 5'/^ все обозначения, которые были и будут вве­
дены для величин ^г, но снабдим их дополнительным верхним индексом 
(у). Предположим, конечно же, что при всех / величины и не­
зависимы и принадлежат классу 

Теорема 7. При сделанных предположениях справедливо равен­
ство 

Р^'>(и\у^^^) = Р^'Чи + а,(у''' - у''') + 0Ы)/2 + 0Ыи))\у''^), (8) 
если только 

\и\^ЕВ'т, 1у<"|^Л5736, |г/<=М ^ Д В 7 3 6 , ВВ> 12, (9) 
где г{и)^{\и\'+ \у<'Ц' + Ь/'Ц' + В')/{В\ЯВ)), 

С{и) = [((/(=7Во)' - {у^^ЧВ,ПС._ Л-{и- а.г/<'))[(у<='/В„) - {у^'УВ,)]С,/В„ 
(10) 

причем 
\0{и)\ |у<'' - г/<^М(Ы +2|г/<'>| + \у''Л){В,)-Ч2В)-\) 
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З а м е ч а н и е 5. Пусть |, 1̂, ^а, •••—последовательность независи­
мых одинаково распределенных случайных величин, удовлетворяющих 
условиям: М ^ = 0, = 1, М^^ = 7 и (1.44). Пусть 2 = 

= 2 Е̂ •Как следует из замечания 2, в этом случае найдутся числа 
т,{&~)<:°о И Н{^)>0 такие, что 8^=-3^_„^ ЗХШЮ) при т> 
> т о ( ^ ) . Следовательно, при указанных т ж Н выполнены все условия 
теоремы 6. В этом случае (5) можно переписать в виде 

Р{и\у) = ФЦи - у/2)(т/2)-'^' + ВС,{ЮЫ' + у'+ т)т-'''). (12) 
Так как теперь 0^=0 при к Ф О и = т/2, то (4) и (6) превратятся в 

РЫ\у) = Ф(г; - ^Vу/ит) + ВС{^){\и\'+ \у\'- т"^)т-''^), 

те V = (и-у/2)(.т/2)-^^\ 
Соотношение (12) получено в [5] . 
Отметим, что если 1̂ ^̂ }̂ —две последовательности, удовлетворяющие 

условиям замечания 5, то при у = у**' = г/'=' соотношение (10) имеет 
особенно простой вид. 

З а м е ч а н и е 6. Пусть выполнены условия теоремы 6. Введем в 
рассмотрение две независимые величины ^Д/г) и З2Ш, имеющие распре­
деления, являющееся преобразованиями Крамера распределения вели­
чин ^1 и 2̂ ири одном и том же к. Обозначим через р1г(х\у) условную 
плотность распределения величины 81Ш при условии, что 8о{к) = 
= 5.(/г) + 8^{к) = г/. В силу (1), (1.13) и равенства АоШ = А,{к) + Аг^к) 
мы получаем 

р{х\у)=риЫу). (13) 

Подставляя теперь в (13) значение к = Н, равное решению уравнения 
М 5 „ ( Я ) = Л о ( Я ) = г/, (14) 

мы приводим теорему 6 к частному случаю, когда г/ = О, но для слу­
чайных величин 5 Д Я ) . 

При г/ = О доказать теорему 6 проще, но тогда возникнет проблема 
приведения получившегося для 5,(Я) решения к решению для 5,. 

Указанный приём не сокращает доказательства теоремы 5, но оно 
становится идейно более понятным. Но мы не пойдем по этому пути, так 
как он требует введения значительно большего числа обозначений, чем 
в предлагаемом ниже доказательстве. 

Приступим к доказательству теоремы 6. Вместо случайных величин 
5,- всегда мол;ем изучать Я5 , . Поэтому далее, не уменьшая общности, 
предполагаем, что Я = 1, пе оговаривая этого больше. Так как условие 
8^2){1) жестче, чем (1.29) при Я ± 1, можно для 5 = 1̂ и 5 = 5а ис­
пользовать результаты п. 2.3 при Я = ± 1 , что и будем ниже очень час­
то делать. 

Отметим, что справедливы соотношения 
Я < Я ^ < Я о , 2 1 / 2 Я < Яр < 21/2 шах Я^, (15) 

г=1,2 
я г ^ + я ^ = я - ^ в1 + в1 = в1 (16) 

которые вытекают из (2) и равенства В5о = 051 + П52. Далее, верны 
так5ке неравенства 

| Г | , ь К Я Г 7 2 < Я ' - ' ' У А ; > 2 , (17) 

1 ^ г ( ± 1 ) | < 5 ' / 4 . (18) 

Действительно, при 1 = 1 и 2 эти неравенства следуют из условия 
5.- е ^ ( 1 ) и (3.4), а ири г = О — из тождеств Г„ = + Т^, КМ) = К,{к) + 
+ К2{к) и (16). В частности, из (15) —(17) мы получаем оценку 

\С^\ 1/2 У к. (19) 
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Так как для характеристических функций величин 5Д/г) справедли­
во неравенство 

I / М 1 = I / 1 {^, ^) и Л) I < П11П [ д {I, к) 1, 
1=1,2 

ТО ИЗ условия 8г^0И) и определения ШЮ имеем 

С 7 о ( ± 1 ) < т т ^ / П ± 1 ) < ( В о 2 ~ ' ^ ' ) ' . (20) 
1 = 1 , 2 

При получении последней оценки мы также использовали второе соот­
ношение в (15). 

Из теоремы 2, формул (1.50) и (15) для 5 / ^ ^ ( 1 ) получаем 
р^^x^) = ф(0) ехр {-Ых^) - рДж.))(1 + 9еВ-=), (21) 

р^{х^ + 2,) < ф(0) ехр {-ХЛхд - р,(ж;) - 2^Н^{x^)){^ + Ь/В) (22) 

при 1x^1^(2/3)^?^, всех 2,, 1 = 1, 2. Так как условие (18) выполнено 
при г = 0 и гарантирует справедливость (1.29) в этом случае, мы можем 
воспользоваться утверждением теоремы 3 при 5 = 5о и Л = 1. Имеем 

/>о(У) = ф (0 )ехр ( -Яо (г / ) -Ро (г / ) )Ро (г / ) при I г / К (2/3) Во', (23) 
причем в силу (1.27), (1.32), (18) и (20) 
I Ро (^) - 11 < ^,к (у) < шах {В,и, (± 1) -|- 3 2 В ^ % ( ± 1)1 < 

< В,2^"Во^ + 8В1/В^ < 125о"' < 3/4, 
так как В^^ В ^ А. Приведенная только что цепочка неравенств пока­
зывает, что 

Ро(у) = ехр{0{В-')), (24) 
если только у удовлетворяет ограничению из (23). 

При некоторых а и о > О введем в рассмотрение случайную вели­
чину 8 = ~ а)/а и обозначим через р{х) условную плотность распре-
деленпя величины 5 при условии, что 8а = у. В этом случае в силу (1) 

р{х) = ар{а + ох\у) ^ар^а^ + ха)рг{а^ — хо)/раЫй), (25) 
где а1 = а, а2 = у — а, = у. ' (26) 
Символом Р{х) мы будем далее обозначать функцию распределения, со-
ответствуюш;ую плотности р{х). В силу (25) 

Р{и)==Р{а + аи\у). (27) 

Заметим, что если выполнено условие 
\аг\ Ь\х\^{2/3)В1 г = 1 , 2 , (28) 

то из (16) и (26) имеем 1 у | = | | < | | + | «г I < (2/3) Во- Таким 
образом, при выполнении (28) мы можем использовать (21), (22) и (23) 
для Х1 = а1 + ох, Хг = а2 — ах, 2̂  = 02, 22 = —02. Подставляя (21) —(23) 
в (25), получаем 

р(а;) = ф(х)е-^(=^>-''«р(ж), (29) 
р(х + г) ^ ф(0) ехр {-Х{х) - ^{х) - 2Я'(х))р+ (30) 

при Жх) =Х1(я1 + а;о)+ Я2(а2 —жо) — Яо(ао), (31) 
Ро(ж) = р1(а1 + а;о) + Р 2 ( а з - х а ) - Р о ( а о ) - 1 п а , (32) 

р+ = (1 + 6/В)7ро(г/), (33) 
р - = ( 1 - 9 В - = ) 7 р о ( г / ) = р ( ж ) < ( 1 + 9В-=)7ро(у). (34) 

В частности, из (24) и (34) следует, что 
р(а: )=ехр(0(В-=)) при В ^ 4 ; (35) 
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а из (32) и (3 .16) при а5 = 51 и 5 = 2̂ вытекает 
(2/3)=/^ < ехр ( -^(х) - ^о(а„) - 1па) < 2^'\) 

Отметим, что при выводе (30) из (22) мы использовали равенство 
Я'(х) = оЯДй! + хо) — оЯ2(а2 — хо), которое просто получается из (31) и 
( 3 . 7 ) . Более того, дифференцируя к раз равенство (31) и ( 32 ) , находим, 
что 

-К^"^ (х) = [Х^^^ («1 + ха) + ( - 1)*^ (аз - ха)], (37) 

(х) = о^ [^1^^ {а, + ха) + ( - 1)̂ ^ р<« {а^ - ха)]. (38) 

Подставив теперь оценку (3 .16) для 5 = 51 и 5 = 52 в (37) при А; = 2 
и учитывая ( 16 ) , имеем 

Х-^о'В-Ч2/3)'''^Х"(х)^а'В-'2'''^Х+. (39) 

Далее, применяя лемму 3.7 для 5 = 51 и 5 = 52 и учитывая неравенства 
(15 ) и ( 1 8 ) , мы из (37) при к==А получим 

Я'^(х) = 0*0(5-»), - (40) 
а из (38) при к = 2 находим 

' р"(х) = а=(?(Я-'). (41) 

Аналогично из леммы 3.6 и (37) при А; = 2 мы имеем 
Г ' ( х ) = 0^0(5-') , (42) 

а из (38) при А; = 1 вытекает 
р'(х) = аО(Я-=). (43) 

Таким образом, доказана 
Лемма \.Если выполнено условие ( 2 8 ) , то справедливы соотношения 

( 2 9 ) - ( 4 3 ) . 
Выберем теперь числа а и о, а следовательно и «1, а^ в (26) , спе­

циальным образрм. Пусть Н = Но{у) — решение уравнения ( 1 4 ) . Положим 
а, = й = Л1 (Я), « 2 = г / - а , 

о ^ ВШ) ^ В,{ЮВАН)/Во(Н). 

В си-чу (14) и равенства Ао(Ю = АД/г) + А2(^) имеем 
щ = А^{Ю, Я(0) = 0. (45) 

Так как функция ЯД-) является обратной к ЛД-), то 
НМг) = Я \Ч. (46) 

В частности^ из ( 4 6 ) , (3.7) и (37) при А; = 1 вытекает 
Я ' ( 0 ) = о ( Я - Я ) = 0 . (47) 

Из ( 44 ) , (46) и (3.8) по аналогии с равенствами (16) имеем 
а-' = В-\Н) = ЯГ^ (Я) + В^^ (Я) = Х{ (а,) + Х'^ (а,). (48) 

В частности, из (48) , (16) и (3 .16) при 5 = 51 и 5 = 52 получаем 

(2/3)='/^В-= < 0-= ^ 2^^^Я-=. (49) 

Нам потребуется 
Лемма 2. Если | у| < ( 2 / 3 ) В1, то 

\а^^2\у\{В^/Во)\) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как при указанных г/ и Я = 1 для 5 = 5» 
выполнено в силу (18) условие ( 1 . 2 9 ) , то из леммы 3.3 и (1 .22) вытекает 

| Я | < ( 3 / 2 ) ^ 1 Я Г . (51) 
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Так как |Я| ^ 1, то из леммы 3.2 при Я = 1 и 5 = 5< следует 

-\АиЩ\^т)\Н\В1 
Подставляя первое из полученных соотношений во второе и используя 
(45), мы получаем (50). 

Лемма 3. Если 
\у\^В1/П, п 1 / 2 ^ ( 6 / И ) Я 7 а , Я > 4 , (52) 

то плотность р{х) удовлетворяет всем условиям леммы 4.1. Кроме того, 
в этом случае справедливы соотношения (4.37) и (4.38) при 

Я + Д - = М Р - = 3= '̂, р+:/р- = (1 + 6 / Я ) Ч 1 - 9 Я - ^ ) - ^ (53) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим прежде всего, что в силу (50) и (52) 

условие \х\^п^'^ достаточно для выполнения (28) и что ? г > Я 7 6 > 1 
при Я ^ 4 , как следует из (49), В этом случав в силу леммы 1 выполне­
ние условий (4.1) п (4.2) вытекает из (29), (30) и (35). Подставляя (49) 
в (40) —(43), находим 

|Я"(х)1+ |р"(а;)! = 0 ( Я - = ) , 
1Г'(х)| + |р'(х)| = 0 ( Я - ' ) , 

откуда следует справедливость (4.3) в нашем случае. Аналогично из со-
отношенпй (39) и (49) вытекает (4.5). Чтобы проверить (4.4), надо вос­
пользоваться равенствами (45), (47) и заметить, что Я"(0) = 1 в силу 
формул (48) и (37) при А = 2, а р(0) = 0 , так как (45) и (46) дают равен­
ство рДа,) = 1пЯ;(Я). 

Таким образом, все условия (4.1) —(4.5) действительно выполнены. 
Соотношения (53) следуют из (39), (36) и, соответственно, (33) и (34). • 

В силу леммы 2 и соотношений (15) 
1x1 ^ ( Ы + 21г/|)/а при х = ( и - й ) / а , (54) 

если только, ) у ] (2/3) Яц. Из этого неравенства и (15), очевидно, по­
лучаем, что следуюгцее условие 

\у\^а{т\)В\1 ^а (2/11)Я^ 0 < а < 1 , ' (55) 

является достаточным для справедливости оценок 

\у\^аВУа, 1 х | < а ( б / 1 1 ) Я 7 а , 0 < а < 1 . (56) 
Из этого факта, из (27) и лемм 3 и 4.1 вытекает следуюш,ее утвержде­
ние, превосходящее по точности теорему 6. 

Лемма 4. Если для фиксированного а выполнены условия (55) 
или (56), то при х= Ы — а)/а справедливо равенство 

Р{х)=^Р{а + ха\у)^ФЬ^§{х) + 0{В-Ч\+\х\)-')), (57) 
где §{х) выражается через Я(х) и ^(х) {см. (31) и (32)) по формулам, 
приведенным в лемме 4.1. Я частности, 

я ( x ) = = x V ( 0 ) / о + ^ ' ( 0 ) / 3 + р ' ( 0 ) + О(|x|' + 1)Я-^ ' (58) 

Чтобы получить теперь теорему 6, нам осталось выразить Я'"(0), 
Р'(0) и X в (57) и (58) через Г,-, у и ц = а + хо. Для этого понадобится 
несколько вспомогательных утверждений, которые мы сейчас и докажем. 
Ниже всюду, не оговаривая, будем считать выполненным условие (3) 
и предполагать, что Я = 1. Чтобы избежать громоздких выражений, поло­
жим 6 = Яо и будем использовать обозначения а,. Г;, ^, 0^ и V, введенные 
в формулировке теоремы 6. 

Лемма 5. 
а=^а,у + у'Ъ-'С2/2 + 0{у'Ъ-'), (59) 

а^^а^у + 0(у'Ь-')=^0{у), г = 1,2. (60) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из неравенств (3) и (51) следует, что 1Я1 =̂  1, 

а потому мы можем воспользоваться леммой 3.1 при Я = 1 и 5 = 51. Из 
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(3 .3 ) , (18) и (15) лаходим 
а=^а,ЫН^Н^ТЛ + 0{Н'Ъ'-). • (61) 

В силу (3) и (3 .19) для 8 = 8(,ж х = у имеем 
Я - Я о ( г / ) = ! / 6 - = - / Г о , в / 2 + 0(г/'6-»). (62) 

Из формул ( 3 ) , (17) и (62) вытекает, что 
Н = уЪ-^ + 0{у^Ъ-') = 0{уЬ-^), 

а потому 
Н^ = у^Ъ-^-^0{у'Ь-'). 

Подставляя теперь (62) и два последних соотношения в (61) и учитывая 
соотношения (15) и (17) при к = 2, мы получаем 

а = а,у-а^у^Т,^2'гу^Т,Ъ-Ч2 + 0{у'Ъ-^). (63) 

Чтобы привести (63) к виду ( 5 9 ) , нам достаточно воспользоваться тожде­
ствами (16) и Го = Г1 + Гг, из которых имеем Г1 — а1Го = СаЬ^ Из (59) 
вытекает (60) , если воспользоваться неравенствами (3 ) , (15) и ( 1 9 ) . • 

Лемма 6. Если к = 0(1), то 
о" = ЯЧ1 + {к/2)уЬ-'С, + 0{у'В-')), (64) 

о'==ВЧ1 + 0{уВ-')) = 0{В'). (65) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Подставляя в (48) разложения (3.20) при 
8 = 81 II X = йг и учитывая ( 1 5 ) , (16) и ( 18 ) , имеем 

а--=В-'-а,Т,,,-аа\, + 0{Ш'+\а2ПВ-\) 

Оценивая в (66) по формуле (60) и используя ( 1 5 ) , (17) и ( 19 ) , нахо­
дим, что 

В'с-^^1-уЪ-'Са + 0{у'В-^) = 1 + 0{уВ-'}. • (67) 

В силу неравенства (49) мы можем применить лемму 4.2 при 1 + е = 
= В^(3~^ и т = —к/2, из которой и из (67) получаем (64) и (65) . • 

Лемма 7. 
К'ЧО) = -о,/в + 0{уВ-'), (68) 
р'(0) = С4/(2Я) + 0(уВ-П. (69) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся равенством (37) для /с = 3 и 
(3 .19) при 8 ^ 8г и а — аи Учитывая (18) и ( 1 5 ) , имеем 

л ' " (0) = о ^ [ - Г . , е + Г 2 , в + О(|а11 + \а,\)В-']. (70) 

Подставляя теперь (60) и (65) в (70) и используя (17) , мы получаем ( 6 8 ) . 
Аналогично из равенства (38) прп /с = 1 и (3 .22) вытекает, что 

р'(0) = о 1 Г м / 2 - 1 \ 4 / 2 + С»(|й1| + |а21)Я-'] , (71) 

причем мы опять использовали (18) и ( 1 5 ) . Применяя (60) и (65) , мы 
из (71) выводим ( 6 9 ) . 

Лемма 8. 
х = у - VуЪ-'ОЛ - у'Ь-'В-^С^ + 0{\и\у'+ \уПВ-\) 

x>'=^V'' + 0{\и\'\у\ \у\^+^)В-'-\« = 1 , 2 . (73 ) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (59) следует 
х^Ы-а)/а = Ш/о){и- у^Ъ-^В-'О^П + 0{у'В-')). 

Подставляя в это выражение (64) и ( 65 ) , получим (72) и (73) при /е = 1, 
если только воспользуемся неравенствами ( 1 5 ) , (19) и 

ВЫ = \и~а,у\<\и\^+\у\. (74) 
В силу условий (3) случай А; = 2 в (73) сводится к А; = 1. • 

Из соотношений ( 5 7 ) , (73) и леммы 7 имеем 
^{х) = ~V'С,/{^В) - С,/(ВВ) + 0Л2В) + 0{\и\' + \у\' + ВПВ-\) 
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При оценке остатка в последнем. соотношении мы использовали также 
<19), (74) и элементарное неравенство- к Ы ^ ^ 1 с 1 ' + 

Заметим, что условия (3) гарантируют нам выполнение условий (55) 
при а = И / 1 2 < 1 . Таким образом, при выполнении условий теоремы 6 
справедливо (57). Подставляя теперь (72) и (75) в (57), мы получаем 
требуемые соотношения (4) и (6), а пз них, из (3), (19) и (74) — более 
простую оценку (5). 

Теорема 6, таким образом, доказана полностью. Отметим теперь, что, 
оценивая константы в (53), мы из лемм 3 и 4.6 находим, что справедлива 

Лемма 9. Если |у| < (2/11)В^ и В>Л2, то плотность р{х) удовлет­
воряет условиям (4.1) —(4.5), (4.37) и (4.38) при 

д = (6/11)=В7о=, I * = 

Кроме того, в этом случае верно неравенство N < {ИА)ВЧо^ <п. 
При выводе этого утверждения из леммы 3 мы использовали также 

соотношения (15) и (39). 
Перейдем к доказательству теоремы 7. Будем снабжать введенные 

ранее величины р{х), Р(х), §{х) и о верхним индексом, чтобы указать, 
к которой из троек случайных величин они в данной ситуации относят­
ся. В этом случае пз лемм 9 и 4.6 следует, что для фиксированного а, 
0 < а < 1 , и 

ф) = 0{§''Чх) - в^'Чх)) + 0(В-=) 
верно равенство 

Р^'Чх)=Р^'Чх^\1{х)) (76). 
при 

\у\< (2/11)В=, 1x1 ^;1*а=(6/11)В7а'*'. (77) 
Из (54) мы немедленно получаем, что условие (9) достаточно для 

выполнения (77) при а ' = (3/36)/(Я*(6/11))< 23/24 < 1. Полагая х = 
= (и — а'")/а' '* в (76) и используя представление (27), находим, что 
доказана 

Лемма 10. Если выполнены условия (9), то при ж = (и — а'")/о'*' 
справедливо соотношение 

р^'Чи\у<'^) = Р^^\и - + й'=' + х(о<̂ > - а<'0 + в^^'\1{х)\у^''). (78) 
Так как С^ и х в силу (7) не зависят от (/), из (75) следует 

)1{х) = 0{г{и)/В). ' (79) 

Далее, из лемм 5, 6 и 8 мы находим соответственно 
а(^)-а^1) = 7. + <9(1г/">И+ 1у(^М^)/В\) 

о ( ^ ) - о < ' ' = В 7 , + 0(|1/<'М^+ |1/<^М')/В^ = 0(|г/^"| + \у''-Л)1В\) 
x = (гг-а1у<")/Б^-6>(^ггI^-Ыг/<•'>Р)/В^ (82) 

где 
V, = а.(г/< '̂ - г/<'̂ ) + {{у'^'У - (у^^П']Ь-'0,/2, 

у „ = в(г/ '=>-у<'»)ь-^Со /2. 

Подставляя (79) —(82) в (78), имеем 

р1х)(и\у<'^)=Р^'Чи+Уа.-\- (и - а,у^^^)V, + 0(гЫ))\у^'^). 

Расписывая это соотношение более подробно, мы получаем, что оно экви­
валентно (8) и (10). Л так как (И) немедленно следует из (10) и (19), 
то теорема 7 доказана полностью. 

2.6. Некоторые свойства классов 3) и З^о 

Сохраним все обозначения и предположения из п. 2.1. Простые кри­
терии принадлежности классу 3)1в) можно получать из следующего 
утверждения. 
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Лемма 1. Справедливы неравенства (1.11) и (1.12). Кроме того, 

^ ( ± Я ) < 1 б 2 М | | ; | * е х р ( 1 Л | Л ) . (1) 
7 ? ( ± Л ) < 1 6 Л - ^ 2 М 1 1 Л ' е х р ( 2 | Д | Л ) . (2) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Чтобы показать выполнение (1.11) и (1.12), 
нам достаточно последовательно воспользоваться при и А; = 3, 4 
следующими известными соотношениями: 

М15(/г)-М|(й)Г=?2*М1|(;г)Г, 
М|^(Ю1' = М|||^7Ме^ 

шах е''̂  = т а х { 1 , е'*^}. 

Соотношение (1) следует из (1.12), а ( 2 ) — и з (1) и неравенства 

Особенно простой критерий для принадлежности к 2)(Н) дает 
Лемма 2. Если М|̂  = О V / и выполнено условие 

6тт\^,\^еx^{\пь\)<^^^1 у / (з) 
или условие 

Р(11,| < 1/(9Л)) = 1 V / , (4) 
то 5 = ^ 1 + . . . + ! „ е ^ ( 7 ? ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что из (4) следует (3), так как в 
этом случае при | = |; справедливо неравенство 

Э 4 Д 2 ^ ^ | | <5 ( 8 / 9 ) 2 ^ ^ ^ 

А если выполнено (3), то из (1) вытекает оценка АК{±Н) ^ Щ1 + . . . 
. + Щт, ЧТО доказывает требуемое утверждение. П 

Так как А{к) = |" НА {Щ й1, то из леммы 3.2 следует 

, Лемма 3. Если 8^3>Ш), то 
1п Ме''^ = (1 + 0/3)^^05/2 при \к\<П. 

Условимся далее обозначать К{К, 3) вместо К{Ю, чтобы указать, 
к которой из случайных величин относится обозначение К{Я). Аналогич- " 
но введем величины /(^, к, 3) и 11{К, 3). Из определений величин КШ) 
п 1ЛК) очевидно вытекает 

Лемма 4. Если 8^ и 3^ независимые случайные величины, принадле­
жащие 3>Ш), то 3^ + 32^ ШН). Кроме того, 

К{К, 3, + З2) = К{П, 3,) + КШ, З2), (5) 
а если 17Ш, 30 < °о Уг, то 

V (/?, 5^ + 5^) < Ш1П V {Я, Зг). (6) 
1=1,2 ' 

Выделим классы 2)= и 3>о^3)оа). Заметим, что если 5 е 
^3>Ш),то ЯЗ^ЗУ. 

Простой критерий принадлежности классу 3)о дает 
Лемма 5. Если случайная величина 3 принадлежит классу 3) и не 

зависит от величины Зо, имеющей нормальное распределение с нулевым 
средним, то 5 + 5о ^ 3)о при 

о? = В 5 о > 8 + 48|1пВ(5 4-5„)1. (7) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу свойств нормального распределения 
мы имеем 

К(к, Зо) = О, ни, к, Зо) I = ехр (-̂ ^072) Уй. (8) 
Из (5), первого соотношения в (8) и (1.48) следует, что 3 + Зо^З)Ш), 
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а из (6) и второго равенства в (8) вытекает 

С / ( ± 1 ) = С / ( ± 1 , 5 + 5 о ) < ^ 7 ( ± 1 , ] ехр ( - ^ ^ / 2 ) й г . 
|<1̂ 1/4 

Из этого соотношения, (7) и неравенств о = ^ 8 п 1 — Ф(хХх~^^{х) при 
а; > О получаем 

иШ) < 8о-' ехр ( -0732) < ехр ( - о 7 3 2 ) . 
Две последние оценки немедленно дают неравенство 

(Б(5 + 8,)Г'^иШ) ^ (0 (5 + 8о)Г'' ехр ( - о732 ) . 
Подставляя в это соотношение о=, удовлетворяющее (7), мы находим, что 
выполнено (1.49), а потому 5 + 5 0 ^ ^ 0 -

Во многом аналогичной является 
Лемма 6. Если случайная величина 8 принадлежит классу Ф и не 

зависит от последовательности •Уа, •Уг, . . . независимых случайных вели­
чин, имеющих равномерные распределения на интервале [—1/9, 1/9], то 
5 + е ^ 0 при 

т>СМ + \1пШ8 + 1Л), (9) 

где 2т = VI + . . . + \т, а Со — абсолютная постоянная. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно, что ограниченная случайная величина 

л'{к) =\1{Ю (см. (1.4)) при любом к имеет ограниченную (константой 
(9/2)е""'^'), а следовательно и интегрируемую в квадрате, плотность. Та­
ким образом, в силу равенства Парсеваля ее характеристическая функ­
ция интегрируема в квадрате, а потому выполнено условие (1.44) при 
к = 2. Следовательно, в силу замечания 2 справедливо соотношение (1.47), 
которое в этом случае можно переписать в виде 

и{±1, 2^<С,е-^'-, (10) 

где С 1 < о о и с > 0 — абсолютные (так как у V фиксировано распределе­
ние) постоянные. Воспользовавшись теперь прп 51 = 5 и ^ 2 = 2т нера­
венством (6), мы находим 

тю = шя, 8+г^) < и{я, 2 „ ) . с и ) 

Из (10) и (11) получаем 
^^{8+2^^^'^{±^) ^ т8'\-2^^"с,е-'"^< 1 (12) 

при т> {3/{2с))1п1){8 + 2^} + с'ЧпСи Этот факт показывает, что при 
Со = тах{3 / (2с ) , с"М1пС1!} условие (7) гарантирует выполнение (12), 
а следовательно, и (1.49). 

Чтобы закончить доказательство леммы, нам осталось проверить, что 
8 + 2^е ЗУ. По этот факт вытекает из леммы 3, так как \ е 3) 
в силу (4). 

Докажем теперь утверждение, в некотором смысле обратное 
лемме 4. 

Лемма 7. Если величина 8 е 3)(2Я), причем В8 >2п^2 и Я> 1, 
то ее можно представить в виде суммы 8 — 8о + 8^ +. ..+ 5„ независимых 
случайных величин 8-,, 8^, . . . , 5„ таким образом, что 

8^^3){Я) Уг, 1 ^ В 5 * < 5 / 4 УгФО. (13) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если 8^3){2Я), то в силу (1.48) шах 16-й^ X 
X К{к, 8) ^ 0 5 . Следовательпо, можно представить 5 в виде суммы не­
зависимых случайных величин . . . , ^т, удовлетворяющих условию 

12 шах 7?2 2 М1 Е ,̂/. 1̂  < 21>1^ = О-̂ - (14) 
|Л|<2Й 

(Мы используем обозначение |̂ , л из п. 2.1 и, как и там, опускаем пре­
делы суммирования 1 я т.) 
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Разобьем теперь случайные величины {̂ Д на две группы, полагая 
/ = / / : 4 Д 2 т а х М / г 1 * < Легко понять, что в этом случае 

в силу (14) 
2 В|; < 4 / ?2 2 М1 1 < 21>^;/3. (15) 

Заметим, что из определения / и неравенства М||у, о1* = М||д|'^ В=̂ ,-
вытекает 

I , - е 3)т, < 1/(4й=) =̂  1/4 V / е / . . (16) 
В силу (15) 

2 > (2/3) 2 О?; > (2/3) 2п > (5/4) п. (17) 

Из (16) и (17) немедленно следует, что мы можем разбить множество / 
на непересекающиеся подмножества / (0 ) , / (1 ) , /(/г) таким образом, 
что 

К 2 Щ . < 5 / 4 У / ^ О . (18) 

Положим теперь 
5 о = 2 Е ^ + 2 2 Ь Уг=5^0. (19) 

В этом случае формулы (18) и (19) гарантируют выполнение второго со­
отношения в (13), а (16) и лемма 4 дают первое условие в (13) при 1Ф0. 
Нам осталось проверить только, что 8а^З)Ш). Из (17) —(19) вытекает, 
что 0 ( 5 - 5 0 ) ^ (5/4)?г=^ (2/3)05, а потолгу П5о ^ В 5 / 3 . Из последнего 
неравенства и (14) следует 

Ш'К{±2Н, 5о) < АН'К{±2Н, 5) < 0 5 / 3 ^ 05„, 

а это с лихвой гарантирует, что 5о ^ 3). • 
В следующем утверждении для некоторых распределений из класса 

3) мы построим близкие к ним гладкие и ограниченные распределения. 
Лемма 8. Если 5^3)(8) и 3/4 ^ 0 5 5^5/4, то существует такая слу-

• чайная величина IV, что 
Ш^3>, 01Г = 0 5 , МИ^̂  = М5', 1 Ж | = 0 ( 1 ) п.н. (20) 

и Ш можно представить в виде Ш = 2 + \, где 2 и \ независимы, а V 
имеет равномерное распределение на (—1/9, 1/9). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим 0 5 = В\^ = Г и заметим, что 
в силу (3.4) и условий леммы 

3/4 ^ В = : ^ 5/4, 1Г1.=^В72Л = В716. (21) 

Положим ?г = 5 • 2\= = (05 - Ог) = (В= - 3- ' ) , а± = (Г=а-74 + а7«)'/= =Ь 
± Го~72 и введем в рассмотрение последовательность |, . . ^ „ неза­
висимых и одинаково распределенных случайных величин, принимаю­
щих только два значения. Именно: 

т = а+) = а-/{а+ + а-), Р(^ = а_) = « + / ( « + + а _ ) . 

В этом случае 
М| = 0, 0 | = аУп, Ш1' == Г/га. (22) 

Несложные вычисления с учетом (21) дают 
Iа^ ^1Г|о-^ + о«-^^=^ 
^ ВЧВ^ - 3-=)-716 + Вп-''^ ^ 
^ 5 / ( 4 - 1 6 ) + (5/(4«)) '^=<1/9. (23) 

Полагая теперь 2 = |1 + . . . -|- мы из (22) получим 
0И^ = 0 5 , МИ^' = Г, 

а из (23) находим, что Ж = 0 ( 1 ) и Ш^З) в силу леммы 2. • 
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Следующее утвернодение является простым следствием лемм 6 и 8. 
Лемма 9. Пусть 8, И ,̂, . . . , \Уш — последовательность независимых 

случайных величин, причем 8^2), а каждая из величин Т'Р'=И^,- удов­
летворяет всем условиям леммы 8. Тогда 5^ = 5 + 1^1 + . . . + ТУ™ е 3)^, 
если только 

т>СМ+пп^8^), 

где Со< °° — абсолютная постоянная. 

3. Оценки в принципе инвариантности 
при существовании экспоненциальных моментов 

Предлагаемая нами конструкция для построения на одном вероят­
ностном пространстве, о которой говорилось во введении, будет приведе­
на в и. 3.5, а важный вспомогательный результат, полученный при ее 
помощи,— в п. 3.6. Так как эта конструкция представляет собой усиле­
ние метода Комлоша — Майора — Тушнади, то в п. 3.3 мы уточним, что 
понимается под этим методом, а в п. 3.4 получим при его помощи оценку 
в принципе инвариантности для гладких распределений. 

Конструкции пп. 3.3 п 3.5 существенно используют понятие кван-
тильного преобразования, поэтому мы напомним его в п. 3.1. В п. 3.2 
приведем оценки для таких преобразований, которые необходимы при 
доказательстве результатов пп. 3.4 п 3.6. 

Теорема 1, приведенная во введении, является следствием несколько 
более общего утверждения, которое будет доказано в п. 3.7 как комби­
нация результатов пп. 3.4 и 3.6. 

3.1. Квантилъные преобразования 

Пусть V — некоторая случайная величина с непрерывной функцией 
распределения Ри, & Ру — произвольная фиксированная функция распре­
деления. Определим случайную величину V как (любое) решение урав­
нения 

Ру{У)=Р^т. (1) 

Хорошо известно (это нетрудно проверить и непосредственно), что полу-
ченпая таким образом случайная величина V имеет Ру своей функцией 
распределения, а величина РиШ) равномерно распределена на [О, 1]. 
11остроенную величину У мы будем (следуя [5]) называть квантильным 
преобразованием величины V. 

Рассмотрим теперь более сложную конструкцию. Предположим, что 
нам требуется построить две независимые случайные величины У, и Уг 
с заранее заданными распределениями. Поскольку мы знаем совместное 
распределение величин Р'] и У^, то, в частности, нам известны и распре­
деление величины ^0 = ^1 + Уг, и (условная) функция распределения 
Рг(-\у) случайной величины У1 при условии У о —у. 

Предположим теперь дополнительно, что случайная величина У о с 
требуемым распределением уже построена, причем таким образом, что 
она не зависит от некоторой величины II с непрерывной функцией рас­
пределения Рц. Определим в этом случае У} как (любое) решение урав­
нения 

РАУ^\Уо)=РVШ). (2) 

Так как РиШ) равномерно распределена на [О, 1], то при фиксирован­
ном значении Уо==у случайная величина У^ имеет Рг(.-\у) своей функ­
цией распределения. Следовательно, по формуле полной вероятности 
определенные выше величины У1 и Уо имеют желаемое совместное рас­
пределение. В частности, У1 и Уг^Уо— ^1 являются независимыми слу­
чайными величинами с заданными распределениями. 

Далее, если и 112 — две независимые случайные величины, имею­
щие плотности распределения (относительно меры Лебеги), то условная 
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функция распределения Р^{•\у) случайной величины II^ при условии 
11о^ 1/1+ 1/2 = у является непрерывной функцией распределения и спра­
ведливо равенство 

Ри{х\у)= I {РЛ^)РЛУ — ^)1РЛУ))<^^, 

где р<{-) — плотность величины 17,, 1 = 0, 1, 2. 
Рассмотрим еще более сложную конструкцию. Пусть нам задан слу­

чайный вектор Ш, пе зависящий от независимых случайных величин С/, 
и С/а, илюющих плотности распределения относительно, меры Лебега, 
и требуется построить две независимые случайные величины У1 и Уг с 
заданными распределениями. Предположим, что случайная величина 
Уо — ^1 + Уг уже построена, причем таким образом, что она является 
функцией только от 1У и С/» = /̂4 + С/з. В этом случае при фиксированных 
значениях ТУ и С/о = у случайная величина С/, имеет определенную выше 
функцию Рц{-\у) своей (непрерывной) функцией распределения, а потому 
величина II' —Ри{111\112) при любом фиксированном значении С/о имеет 
равномерное распределение на [О, 1]. Таким образом, величина II' не 
зависит от ТУ и С/о, а значит, и от Уо. Следовательно, если мы для не­
которой непрерывной функции распределения РV определим случайную 
величину II как (любое) решение уравнения РцШ) = Й' (проще всего, 
конечно, положить 11 — 11'}, то окажутся выполненными предположения 
рассмотренной выше более простой конструкции условного квантильного 
преобразования. 

Суммируя сказанное, мы из равенства (2) немедленно получаем, что 
при сделанных в предыдущем абзаце предположениях случайная вели­
чина У1, определенная как (любое) решение уравнения 

Ру{УАУо)=Ри{Ю=РиШ^Шо), (3) 
имеет требуемое совместное распределение со случайной величиной Уг = 
= Уо — У1. Случайную величину У1 будем называть квантильным преоб­
разованием величины С/1, условным относительно С/о и У». 

Отметим, что если У1 — квантильное преобразование величины С/1, 
условное относительно С/о и У», то по построению Уз Уо — У1 является 
квантильным преобразованием величины С/г = С/о — 11и условным относи­
тельно тех же С/о и Уо. 

Таким образом, квантильное преобразование позволяет нам строить 
случайные величины с заданными распределениями, а условное кван­
тильное преобразование дает возможность определять пары незавпсимых 
величин с требуемыми распределениями, когда их сумма уже построена. 

Заметим, что если мы хотим для построенной по формуле (1) вели­
чины У иметь представление вида 11 — 0{У), нам достаточно доказать, 
что Ру(х} Ри{С{х)). Аналогично, чтобы для У , , заданной по форл1уле 
(3), было справедливо равенство С/ = С(У1, Уо, По), надо получить тож­
дество РуШу!) = Ри{0(х, у1Уг)\у2). В важных частных случаях требуе­
мые представления для функций С получены в теоремах 4—7. Для 
удобства ссылок мы в п. 3.2 приведем оценки для кваптильных преобра­
зований, вытекающие из этих представлений. 

3.2. Оценки для квантилъных преобразований 

В п. 2.1 были введены понятия классов распределений 2)(Е) н 
3)а^Ю <2){Я) при Л > 0 . Как следует из результатов п. 2.6, если 5 = 
==|1 + , . . + |т, где |1, псзависимы и имеют нулевые средние, то 
для того, чтобы величина 5 принадлежала 3>{Е), достаточно выполнения 
следующего условия: 

0 < 6 4 Л 2 - Е М1^^|='ехр(2/?|Е, ! )< 2 ^ ? ^ < с » . (1) 

(Отметим, что условие (1) близко в некотором смысле к необходимому 
условию для выполнения 8^3){Е).) Относительно класса гладких рас-
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пределений ^ о Ш ) подчеркнем, что если 8^3)Ш), то, прибавив к 5 
независящую от нее нормально распределенную случайную величину с 
дисперсней порядка ЫВ!?, мы получим величину из класса З)о(Е). 

Укажем, что, если З^ЗУ{Я), то = О, 0 < О 5 < о о , и что случай­
ная величина, имеющая невырожденное нормальное распределение с ну­
левым средним, принадленгит классу 3)(.В) при всех К. Напомним, что 
если 8^ШП) (или 8еЗ)о{Н)), то К8^3>{\) = 3) (или соответственно 
П8 = 3>М)^^,) и что 3){Ю^З) и 3)М)^3)а при Л ^ 1. 

Леммы 1—4 далее вытекают соответственно из теорем 4 — 7 и заме­
чания в конце предыдущего пункта. 

Пусть II ж V — две случайные величины, удовлетворяющие усло­
виям: 

Ш=^В^ = Ш, С/, (2) 

Лемма 1. Если случайная величина V является квантилъным преоб­
разованием величины II, имеющей нормальное распределение, и выпол­
нено условие ( 2 ) , то 

и - у = оа + \у./в\^) (з) 
при \У\2 и В^А. (4) 

Лемма 2. Если случайная величина V является квантильным преоб­
разованием величины II, удовлетворяющей условию! (2) и условию 

МУ= = МС7^ (5) 

то и-У^0{1+\У/ВП/В (6) 
при 171 < 5 7 1 0 и В^Ь. ( 7 ) 

Пусть теперь нам даны две тройки [/1, 11,2, 11о = ^^ + ^г и У, , У2, 
Уо = У1 Н- У2 случайных величин, причем каждая пара Ы^) и (У1, У2) 
состоит из независимых величин. Предположим, что выполнены условия 

= т\ V,, V,, У„ Уз е ^ 0 , (8) 
и положим 

аг = Ь У / О Уо, В' = Ш,Ь У 7 В Уо. 

Лемма 3. Пусть III и 112 имеют нормальные распределения и выпол­
нены условия ( 8 ) . Тогда, если VI является квантильным преобразованием 
величины IIи условным относительно 11^ и Уа, то 

У . - С / . = а Д У о - С / о ) + 0 ( 1 + 1 У 7 5 И + | У о / В И ) (9) 
при 

\У,\<ВУ6, | У О 1 < 5 7 6 , 5 ^ 4 . (10) 

Лемма 4. Предположим, что выполнены условия (8) и 
Ш{V^У = Ш{^^У при 1 - 1 , 2. (И) 

Тогда, если У , является квантилъным преобразованием величины III, ус­
ловным относительно 11о и Уо, то 

У,-и^ = а,{Уо-ио) + ё(Уи Уо, С/о) + 0 ( б ( У 1 , У„, с/»)) (12) 

при 

где 
| У 1 1 ^ В 7 3 6 , | У о 1 ^ В 7 3 6 , | С 7 о 1 < 5 7 3 6 , 5 > 12, (13) 

|^(У., Уо, С / о ) 1 ^ 1 У о - г 7 о 1 ( 1 У . 1 + 2 1 У о 1 + 1С/о1)/(45=), (14) 

. 6 ( 7 . , Уо, V,) = ( 1 + 1 У 7 5 | ' + | У „ / 5 1 ^ + |С /о /5И) /5 , (15) 

3.3 Метод Комлоша — Майора — Тушнади для гладких распределений 

Условимся сначала об обозначениях. Если нам в дальнейшем будет 
задана последовательность величин, например Т1, ..., Тп, обозначенных 
одной и той же буквой (быть может, с верхними индексами) и занумеро­
ванная, начиная с единицы, будем обозначать 

Г ( 0 = 2 Г ь 1 = 0,...,п. (1) 
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Если будут заданы две такие последовательности одинаковой длины, на­
пример Т1, ..., Тп я 81, ..., 8п, будем полагать 

А{Т,3) = тах\Т{1)-8{1)\. (2) 

Если же последовательность Т^, ..., Тп имеет число членов, являю­
щееся степенью двойки, например п = 2", то мы будем обозначать 

та, 77г) = П 1 2 ^ - " ) - П ( 1 - 2 ) 2 ^ - ' " ) (3) 
и предполагать, что I изменяется от 1 до 2", а т — от О до Ж Отметим, 
что в этом случае имеет место следующее полезное равенство: 

та, т) = Т(21 - 1, ттг + 1) + Т{21, т + 1). (4) 

Пусть теперь У1, У„, « = 2^,— последовательность независимых 
случайных величин, имеющих плотности распределения (относительно 
меры Лебега), а нам требуется построить последовательность Х1, ..., Х„ 
независимых случайных величин с заданными распределениями (а зна­
чит, известны и распределения величин Х(}, т)). Идея метода Колмо-
ша — Майора — Тушнади состоит в следующем. При каждом т = О, 1 , . . . 
..., N мы построим последовательность {ХИ, т), Х(2" , т)) 
независимых случайных величин, имеющих требуемые распределения и 
являющихся функциями только от случайных величин ^ ^ = {^(1 , тп),... 

У(2™, т)}. В этом случае при т = М получим требуемую последова­
тельность {Х^} = 

При т — 0 искомую случайную величину У = ХИ, 0) определим при 
помощи квантильного преобразования случайной величины 17 = 7(1, 0). 
Если при некотором т<М мы уже построили нужную последователь­
ность ТО построим опроделяя при каждом 1 — 1, . . . , 2™ слу­
чайную величину У1=Х{21 — 1, т + 1) как квантильное нреобразование 
величины С/1 = У(21 — 1 , т+1), условное относительно величин Уо — 
= Х{1, т) ж По = У(1, т), и доопределяя У^ = Х{21, т + 1) = То — ^ 1 в со­
ответствии с ( 4 ) . 

Покажем теперь, что построенная последовательность ^„+1 является 
требуемой. Заметим, что по построению каждая пара Х{^т = 
= {Х(2г — 1 , т + 1), Х{21, т + 1)} имеет требуемое совместное распреде­
ление и является функцией только от величин У(2{—1, т+1), У(г, ттг) 
и Хи, т), поэтому есть функция от Обозначим через Р{х, 1) 
известную заранее функцию распределения случайной величины 
Х({, ??г + 1) и при некоторых ж,- введем события А1 = {Х{1, ттг + 1 ) < Ж ; } . 
Нам осталось доказать только, что пры всех Хг 

-Р{{]АЛ = Л^{А,)^ЛР{хи1), (5) 

т. е., что величины имеют нужное совместное распределение. 
В силу свойств условпорго квантильного преобразования справедливы 

равенства: 

V{А2^-,А2т^ = Vип-,Агт^, т)), (6) 
пА2^Лг^-,)=Р{Xг^-и 21-1)Р{х2г, 21). (7) 

Так как при фиксированном случайные величины У{21 — 1, ??г + 1) 
(условно) независимы, построенные выше пары Х,, т также (условно) не­
зависимы, т. е. 

Р /П = МР /П {А,г-гА,г) 1 ^ ^ = М П Р (Лг-И2г 1 Угп). (8) 
V V У V * 1 ^ 

Подставляя теперь (6) в (8) и пользуясь независимостью величин 
Х{1, т), ..., Ж2'", ттг), мы получаем 

Р(П^11 = П Р ( Л г - 1 Л г ) . (9) 

Из (9) и (7) следует требуемое утверждение (5). 
3 Заказ № 510 33 



Таким образом, мы показали корректность конструкции. Получим 
теперь удобное представление для \Х{1) — У(1)\. Обозначим через Тг,т 
единственное целое число, удовлетворяющее соотношению 

(т , , . „ -1) .2-^-" '<г^т, , „2^-™, (10) 
и положим й = Х(т,,й, к). 

Лемма {.Если 1^1^ п делится на 2"""™, то 
| Х ( / ) - У ( / ) | < 2 (И) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть = М-г, л — ближа11шее к I число среди 
чисел, делящихся на 2'* "̂"'. (Если таких чисел два, то мы условимся вы­
бирать меньшее.) Обозначим через знак разности Ц), — Цк-1. Из (10) 
следует, что при одном из трех значений 6;; = О, + 1 , —1 справедливы ра­
венства: 

^^.= Ц.-̂  + б,2^-^ 

у,^У{ц,)-У{ц,-.,) = 6,Г,,,. (12) 
Чтобы получить теперь неравенство (11), достаточно подставить разности 
соотношений из (12) в следующее очевидное тождество: 

Х ( ^ . ™ ) - У ( р „ 0 = ^ Ы - > ^ Ы + 2 {х,-Уи) 

И заметить, что [1т = I, а Х(ро) — У(\1о) равно .либо Х,_ о — У, о, либо нулю. 
Лемма 2. При всех I и т случайные величины 

и X, т независимы в совокупности. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что X, ^ можно представить (см. (3) 

и (10)) в виде суммы величин X^ по ; е / ( А ; ) = {/ : (т; ^ — 1 )2 ' ' - ' '< / =̂  
< т,.,2''-' '}. Так как /(0) / (1) ^ . . .^^ / ( т ) , то множества / (0)\/(1) , . . . 

Лт — 1)\Лт) и Лт) не пересекаются. Из этого факта и из равен­
ства (4) вытекает, что случайные величины, перечисленные в формули­
ровке леммы, действительно независимы, так как являются суммами ве­
личин X^ по 7, принадлежащим указанным непересекающимся интер­
валам. • 

З а м е ч а н и е 7. В описанном методе построения случайных ве­
личин Х^, ..., Х„ по У\, • •., Уп формально не налагается каких-либо 
ограничений на распределения величин {Х,}. Однако, чтобы этот метод 
давал хорошие оценки в принципе инвариантности, нам придется тре­
бовать от этих распределений выполнения некоторых условий гладкости 
(или решетчатости (см. [5, 6])) . Так как в противном случае мы можем 
столкнуться с ситуацией, когда по величине Х (0 , 0) = Х , + . . . + Х„, по­
строенной На первом шаге этой конструкции, уже можно однозначно 
определить значения всех величин Х , , например, если X, принимает толь­
ко значения вида ± ( 1 + 2--'). И для условных кваптильных преобразова­
ний мы не будем иметь хороших оценок, так как соответствущие услов­
ные распределения в Этом случае вырождены. Для одинаково распреде­
ленных величин этой ситуации удается избежать, потому что по сумме 
таких величин мы, даже определив их значения, не можем сказать, кото­
рая из Х^ это значение приняла. (Это есть главная идея основного резуль­
тата из [6].) Один из способов обойти эту трудность в общем случае мы 
укажем в п. 3.5. 

3.4. Оценки в принципе инвариантности для гладких распределений 

Пусть ^1, . . . , |„ — последовательность независимых случайных ве­
личин, а т]1, . . . , Цп — последовательность независимых величин, имеющих 
нормальные распределения, причем 

М|^ = Мт]^ = 0, Ю|̂  = Вт1^>0 V / . (1) 
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Кроме того, на распределения величин §̂  налол«1м следующее условие 
гладкости: 

1{1)-1{к)^3)Л), если Ш1{1)-1{к))>г, (2) 
причем для удобства мы будем предполагать, что 

о=тахВ|, -^8<В§( ,7г )=В= . (3) 

(Обозначение выше п Т1(/) и Д(е, т]) ниже вводятся в соответствии 
с равенствами (3.1) и (3.2).) 

Теорема 8. Если выполнены условия (1), (2) и (3), то случайные ве­
личины ^1, . . . , | „ можно задать на одном вероятностном пространстве со 
случайными величинами Ц1, . . . , т]„ таким образом, что 

^ 1 + Я5 ехр (Я'̂ е), (4) 
где с > О — абсолютная постоянная. 

Как будет показано в лемме 6, на самом деле константы перед В 
и е в правой части неравенства (4) можно выбирать произвольными, из­
меняя при этом число с > О в левой части. 

Отметим, что условие (2) будет использоваться только в доказатель­
стве леммы 8, а леммы 1—7 справедливы при замене (2) на более слабое 
ограничение: 

>^( / ) -^ (А; )е^(Я) , если В ( | ( / ) - | ( й ) ) > е . (5) 

В л. 3.7 мы покажем, что условие (2) можно заменить на (5) и в 
формулировке теоремы 8 (это является основной целью данной работы). 

Так как вместо 'Е,^ всегда можно рассматривать величины Я1|з, то да­
лее, не уменьш:ая общности, будем предполагать, что Л, = 1. В доказа­
тельстве будут использоваться очевидное неравенство 

Р ( т а х С г > х \  2 Р ( С г > ж ) (6) 

И следующая элементарная 
Лемма 1. Если Р(|^| > ж) ^ Юе-^\ Ме«̂ «̂  ^ {2К)°- приО^а,^ 1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Интегрируя по частям, имеем 

Ме'^! = 1 + I / Р ( I С I > ж) с̂ж < 1 -Ь I еЧх -Ь | е'^К^е'^Чх = 2К. 
х > о 0<а :<1п :К 1 > '1пК 

Случай а < 1 вытекает из неравенства Гельдера Ме"̂ ^̂  ̂  (Ме^'^)". • 
Введем целое число N = т?^x{т: 5= ̂ 2 " 'шах {е + с\, 80}}. Поло­

жим Ът = 5=2-™ и Ъ = Ъг,' при О ^ т ^ Л/". А если N <0, то условимся 
полагать Ь ^ Ъо = = Б^. Пусть 

щ = тт{т:В1{т)>1Ь„}, Х< = К п , ) - | ( п , _ , ) (7) 

для 1 = 1, 2^. Аналогично введем 7{ = цЫд — ^{щ-О. Из определения 
Ът и выбора щ в (7) вытекает, что 

(3/4)&„ ШИ, т) = ШЦ, т) ^ {Ъ1А)Ьт УгУт, (8) 
8 < В Х ^ У1, е^ВХЦ, т) У1Ут. (9) 

Положим 
Х*С/, т) = т а х {1 К ; ) - : и,., ^ / ^ ц^} (10) 

3 

и аналогично, заменяя § на г\, определим величины 7*(/, т). 
Лемма 2. Если выполнены условия (1) и (5), то 

<?„(а:) ^ 2 ехр (&„ - ж) Уж, (11) 
.<?„(ж) < 2 ехр (-ж7(4&„) при \х\ 26™, (12) 

где 
ОшШ = т а х {Р(Х*(г, т) > ж), Р(7*(1, т)) > ж}. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (5) и (9) следует, что X ^ Х{1, т) ^ 3>, 
а потому в силу леммы 2.6.3 имеем 

Ме"^ ^ ехр ((2/3)/гВД) ^ ехр {т^ при \к\ 1. (13) 

При выводе последнего соотногнения мы использовали также правое не­
равенство в ( 8 ) . 

Далее, в силу (10) Х*'= Х*{1, т) является максимумом модуля после­
довательных сумм случайных величин, в сумме равных X. Учитывая (1), 
мы можем воспользоваться неравенством Колмо]?орова с экспоненциаль­
ным моментом, которое нам дает оценку 

Р(Х* > ж Х е-^Ше'^^ + е-'^Ме-"-^. (14) 

Подставляя теперь (13) в (14), находим, что 
Р(Х* >х)^2 ехр {-Нх + т^) при Ш^!. (15) 

Так как в сипу нормальности У,- неравенство (15) подавно верно при 
замене X* на У* = У*(7, тп), то при /г. > 1 из (15) следует (11), а при 
к==х/{2Ът) мы получим (12), если только заметим, что 1̂ 1 < 1 при |лг| ^ 
<2&™. 

Лемма 3. Пусть 2 ( / , т) = тт (ХЧ/, т)/Ьт, Тогда 
т а х Ме2(ь™)/8 < 2^/2. 

г,т 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Нам достаточно проверить, что ^ = 2(1, т ) / 8 
удовлетворяет условию леммы 1 при = 2. Действительно, при |х| ^ 
^ Ьт/2 мы из (12) имеем 

Р{гЦ, т)/8 >х)^ ^^{8xЪ^''') ^ 2 е - ^ 

так как в этом случае {8хЬт)^'^ ^ 2Ьт. А при х>Ъш/8 неравенство 
Р(^ > ж) ^ 2е~^ выполняется автоматически, так как 2(1, тп) < Ът. ^ 

Положим 
Х*{т) = тахХ*(г, т.), У*(т ) = тахУ*(ц т). 

I г 
В силу (6) мы имеем 

V{X*Ы)>xX2"^^т(x), ^^^^ 
V{^чт)>x)^2^^т^x). 

Заметим, что в силу (11) и (16) при ^ = Х*(77г)/2 ^ = У*(т ) /2 спра­
ведливо неравенство Р(^ > ж) =^ 2""+' ехр {Ът — 2х), из которого и леммы 1 
вытекает 

Лемма 4, Если выполнены условия (1) и (5) и О ^ а ^ 1/2, то 
М ехр ( а Х * ( т ) ) ^ (2"̂ +^ ехр (6^))", 
М ехр (аУ* (т ) ) < (2"+^ ехр (6„))«. 

Нам потребуется 
Лемма 5. Если выполнены условия (1) и (5), то при любом задании 

величин 1̂ 1, . .., "5,^ и ^[^, ..., Цп на одном вероятностном пространстве 
справедливо неравенство 

< 1 + В ехр (В76). (17) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что при ^ = Х*(0) и ^ = У*(0) не­
равенство Колмогорова дает нам оценку Р(^ > ж) ^ т1п {В^х~'^, 1}, из ко­
торой вытекает соотношение 

М IС \^^'- - I Р (^ > ж) йх^'^ < I + I (3/2) х^1Чх=ШГ-. 
х > 0 0<х<В х>В 

С другой стороны, из неравенства Гельдера при р — 3/2 и д = 3 имеем 
Ше^" =5=: 1 + М|е^/76 < 1 + т1,'^')"'те''^")/%. 
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Два последних соотношения и лемма 4 при т^—О дают 
Ме=/« < 1 + (АВ'^'^ЧЗ ехр {ВУ2)У'' ^ 1 + В ехр (В76) (18) 

Воспользуемся теперь следующей грубой оценкой: 
А = Д(^, г1)^Х*(0) + 7*(0) (19) 

и неравенством Гельдера 
Же^''' ^ (М ехр (Х*(0)/6)М ехр (У*(0)/6)) ' /^ 

Оценивая правую часть в последнем выражении при помощи {18), мы 
получаем (17). 

Нам понадобится следующая тривиальная 
Лемма 6. Если для некоторых абсолютных констант Со > О и К < °о 

справедливо неравенство 

М ехр (с„А) ^ 1 + 0{ВПеО<''\) 

то, каковы бы ни были положительные абсолютные постоянные С ^ К, 
1̂ < оо и Сг < оо, найдется такая абсолютная постоянная с > О, что 

М е х р ( с Д ) < 1 + С15 '^ехр(С,е). (21) 

Если же_ дополнительно В > 1, то (21) верно при любом ОК. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся неравенством 

{1 + ХГХ1 + ах^ при 0 < а , 1 , ж ^ О , (22) 

которое легко доказывается сравнением производных от обеих частей 
по X. Записывая теперь правую часть в (20) в виде 1 + СзВ^ ехр {Сф) 
и пользуясь неравенством Гельдера, мы из (20) и (22) имеем 

М ехр (арСоА) < (М ехр [с^ЮГ^ < 1 + аС.В^'' ехр {^С,Ь). (23) 

Чтобы из (23) получить (21), достаточно рассмотреть следуюпре два 
случая. Если е > 20, то & < 88, и (21) вытекает из (23) при р = ш т {С/К, 
8С^С^, так как В > е'^' > 1. Если же е < 20, то Ь < 160, и (21) следует 
из (23) при р = С/Ж и а = (С^/Сз) ехр (-16ОРС4). 

Последнее утверждение леммы 6 справедливо в силу неравенства 
В''^В^' при 0^ К^С ж В^ 1. • 

В частности, из леммы 5 и 6 немедленно следует 
Лемма 7. Если выполнены условия (1), (3), (5) и М<0, то справед­

ливо утверждение теоремы 8. 
Заметим, что если случайные величины ^1, . . . , ^„ и т]1, . . . , т]„ заданы 

(любым способом) на одном вероятностном пространстве, то справедливо 
неравенство 

А ^ А(б„ • п Х Х * ( т ) + Г * + А „ Ут, (24) 
где 

А™ = шах А,-, ™, А,, т = |Х(Й^-"'") - У(Й''^™) I . (25) 
г 

Приступим теперь к собственно доказательству теоремы 8. Зададим 
случайные величины Х1, ..., Хам- на одном вероятностном пространстве 
с величинами У1, . . . , УгN методом, описанным в предыдущем пункте, и 
достроим случайные величины ^1, . . . , |„ произвольным образом (см. за­
мечание 8 в конце пункта). Чтобы воспользоваться теперь соотношением 
(24), нам в силу (25) необходимо получить «хорошие» оценки для А,> 
при всех г и т, чем, мы сейчас и займемся. 

Фиксируем некоторое число I вида / = 12̂ -™ и положим для сокра­
щения записи 

2< - '=тт {|Х" " '|7Ь™, Ы , 

2"'> = тш{(Х'">-Х<*+^>)76л+., при О ^ А < т . 
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в этих обозначениях утверждение леммы 3.1 перенишется в виде 

А г . ж < Е [Х'^'^-У^'Ц^Кт. (26) 

Центральной в доказательстве теоремы 8 является 
Лемма 8. Если выполнены все условия теоремы 8 и 

ХНт)^Ь„/8, т ^ О , (27) 
то 

Аг,т<С(т,+ 2 (28) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как каждая из величин X ' * ' является сум­
мой 2*-'" слагаемых вида Х{], т), то из (27) следует, что 

IX'* ' I «5 ЪЛ ^ ОХ'^Уб, Л < т . (29) 
Отметим, что правое неравенство в (29) вытекает из соотношения (8). 

Так как Х<"> = Х (0 , 0) является квантильным преобразованием ве­
личины У'"' = 7(0, 0), то для оценки разности Х ' " ' — У*"' мы можем вос­
пользоваться леммой 2.1 при С /= У'"' и 7 = Х'°*. В этом случав условие 
(2.1) вытекает из (2), (8) и (9), а (2.4) следует из (29), так как Ъ > 
> 80 > 4 .̂ Таким образом, соотношение (2.3) дает нам оценку 

| Х о - У о 1 = 0 ( 1 + (Х''")У6о). (30) 
Поскольку Х'*' при к > О, является квантильным преобразованием 

величины У**', условным относительно У<*-" и Х ' *^ " , для оценки раз­
ности Х**' — У**' мы можем воспользоваться утверждением леммы 2.3 при 
7^ = Х('" , 7 , = Х<*-*\. = У(̂ >, С / о ^ Г " - ' ) . Заметим, что в силу (8) 

ВХ^'-'/ВХ'^-*' < ((5/4)&,)/((3/4)Ь,_1) = 5/6, 
^X<'"^(X<''-^' -Х(' '>)/ОХ(^- ') > (3/4)Ь,(3/4)Ь./(5/4)&,-. = (9/80)&,-., 

а потому в обозначениях леммы 2.3 
а, ^ 5/6, Б' ^ К-ЛО = К1Ъ > Ь/Ъ ^ 4^ (31) 

Отметим теперь, что в рассматриваемом случае условие (2.8) следует из 
(2), (8) и (9), а условие (2.10) вытекает из (27) с учетом (29) и (31). 
Таким образом, мы можем, переписать (2.9) в следующем виде: 
\Х^ю _ ^ (5/б)|Х"=-'' - У'*-'>| + 0 ( 1 + (Х'^»)76;,+ (Х(' '- ' ')7й,_,) (32) 

при 1 ̂  /с ̂  т , если еще учтем оценки из, (31). 
Суммируя теперь (30) и (32) по всем к и учитывая (26), мы получа­

ем б,т ^ (5/6)6. ™ + ОЫ + 2) при 
2 = 2 {ХП'1Ъ,, (33) 

а потому 
Д,-,п,<б.-,™ = 6(3(т + 2). (34) 

Используя элементарное неравенство 
(3/2)а^ + 3 6 ' - (о + Ь)̂  = (г-'/ '̂а - 2'/'=6)^ ^ О, 

мы имеем 
(Х(*+1))7Ь,_^^(3/2)(Х<'")76 ,_1 + 3(Х<*-'>-Х<*>)7Ь.-. . (35) 

Заметим теперь, что при выполнении неравенства (29) ( X " ' - " — Х'*')* < 
^ ^ " " б ^ при 0 ^ А ; < т и ( Х С " ^ ) ^ 2"">Ь„. Из этих соотношений, (33) н 
(35) мы, учитывая, что К-1 = 26*, получаем 

2 < , ( 3 / 4 ) 2 + ( 3 / 2 ) 2 + 
а потому 

2 < 4-(3/2) 2 2 4 

Подставляя последнее выражение в (34), находим (28). • 
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Замечая, что в силу леммы 3.2 случайные величины 2^°', . . . , 2 "̂*' 
независимы, мы из (28) имеем 

Л^,„, = М ехр {Аг,Л8С); ^ {т)) < 2™/' П М е̂ Р (^^'У»), (36) 

где событие й(те) = {Х*{т) < Ь„/8}. Так как каждая из величин 2""* при 
некотором / , зависящем от: к я I, представима в виде 2^*' = 2( / , к), то из 
условия (3), неравенства Чебышева и (36) следует 

Р(А,, „ > х; ^Ы)) ^е-'"^''^ • 2"/=+^-'^ (37) 

если только выполнены условия леммы 3. 
Лемма 9. Если выполнены условия теоремы 8 и N > О, то существует 

абсолютная постоянная с > О такая, что 
Р ( А > х ) < 5 •2=^ехр(-2сж + 2с&). (38) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим сначала основной случай, когда 
2й„^1 < Ь™ < ж < 2Ьт, О^т^К (39) 

Из неравенства (24) при таких х имеем 
Р(А>х)^Рх + Рг + Ро, (40) 

где Р^ = Р{X*^т)>Ь^8), = 'Р{У*(т) > Ьт/8), Р„ = Р(А™ > Ь„/2; ^ ^ . 
Из (15) и (12) следует 

Р х + Рг^4-2"*ехр(-&™/(4-8==)) , (41) 

а из (37) с учетом (6) и (25) вытекает 
Ра ̂ 2'^- 2̂ -" ехр {-ЬЛтС)). (42) 

Суммируя (40) —(42) и учитывая, что т <ТУ, мы для х, удовлетворяющих 
(39), получим (38) при с = (1/2) т ш {8-^ (32С)-П. 

Если же х>2Ьа, то неравенство (38) следует пз (19) и (11), так 
как в этом случае 

Р(А > ж) < 2^Ш2) < 4 ехр (Ь„/2 - х/2) ^ 4ехр {-х/А). 

А если ж ^ Ьл- = Ь, то неравенство (38) выполняется автоматически, так 
как правая часть в нем больше единицы. 1̂  

Таким образом, в силу леммы 9 случайная величина ^ == 2сА удов­
летворяет всем условиям; леммы 1, а потому 

Ме'^^ ^ 51/223̂ /̂2̂ 0!. ^ 51/2̂ 53̂ сЬ -̂3/̂  (43) 

при ^ 0. Утверждение теоремы 8 следует при Л'' ^ О из (43) и леммы 6, 
так как в этом случае ^ Ь > I . 

З а м е ч а н и е 8. В силу гладкости распределений величин т]̂  мы 
можем получить чуть более сильный результат, чем в теореме 8. Именно: 
при выполнении условий теоремы 8 существуют такие функции /{(ж), . . . 
. - . , /п(ж), X е Д", что случайные величины §1 = / 1 ( 1 1 ) , . . . , |„ = /„(г|), где 
Г) = (т]1, . . . , г|п), независимы, имеют требуемые распределения и удов­
летворяют (4). 

Действительно, анализируя доказательство теоремы 8, видим, что мы 
построили случайные величиныХх, . . ., Х,2укак функции от У^,- •У^^, 
и не стали конкретизировать, как далее строим величины ^1, . . . , так 
как в силу леммы 4 это не играет роли (но тем самым мы не исключили 
возможности расширения вероятностного пространства). 

Укажем теперь конкретный способ дальнейшего построения величин 
1,1, например при А; = < / < п,-. Так как величины Т11, . . . , т]„ имеют 
плотности, мы можем продолжить построение методом предыдущего 
пункта. Определим как квантильное преобразование величины Цк+1, 
условное относительно У^ = ц{п{) — г\{к) и X^ = •^{п^) —'^{к), а если мы 
задали величины . . . , ^А+;-), Т О возьмем в качестве квантильное 
преобразование величины %, условное относительно Г1(?г,) — г|(А;+ /—1) 
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и %{пч) — %{к + ] — 1). Т. е. случайные величины, дающие в сумме X,-, 
достраиваем но одной слева направо при всех г. А значит, в итоге все 
^1, . . ., являются функциями только от Т]1, . . ., Г)„. 

Заметим, что способ построения величин по одной не дает хороших 
опенок близости к т)«, но в силу леммы 4 это не играет роли при В Х , = 
= 0(е + 1), когда Я = 1. 

3.5. Основная конструкция 

Пусть, как и в п. 3.3, У^, ..., У„, п ~ 2*,— заданная последователь­
ность независимых случайных величин, по которой требуется построить 
последовательность X^, . . . , Х „ независимых случайных величин таким 
образом, чтобы каждая из них, с одной стороны, имела фиксированное 
заранее распределение, а с другой — была бы функцией только от вели­
чин У^, ..., У п. При этом основное требование к такому построению состо­
ит в том, что расстояние А ( Х , У) должно быть в некотором смысле как 
можно меньше. 

Как указано в замечании 7, приведенная в п. 3.3 конструкция без 
дополнительных предположений о распределениях величин Х^- может 
не давать хороших оценок для А ( Х , У). Поэтому укажем другой способ 
построения, 1{оторый сложнее, но иногда позволяет получать оценки в бо­
лее общих ситуациях, чем метод из п. 3.3. По сначала методом п. 3.3 по 
{У^} сконструируем последовательность И 1̂, . . . , РУ„ независимых случай­
ных величин со специально подобранными гладкими распределениями, 
а требуемые величины Х1 , . . . , Х „ мы будем строить по . . . , Ж я . 

Предлагаемую конструкцию лучше всего объяснять при помощи ин­
дукции по числу случайных величин. Если к= 0{\), то любой способ 
задания дает достаточно хорошие оценки для А ( Х , Ж ) (см., например, 
лемму 4.5). Предположим теперь, что мы имеем «хороший» способ по­
строения при всех А < Л/ — 1, и займемся описанием обещанной конструк­
ции ири А; = ТУ. 

Фиксируем некоторое целое число А, ^<.А^N, и построим сначала 
по 1^1, . . . , ТУ„ методом п. 3.3 вспомогательную последовательпостъ 

..., 2,п независимых случайных величин, распределения которых мы 
выберем заранее следующим образом. Будем предполагать, что при I, 
не деляшдхся на 2^, величины 2; одинаково распределены с X,-, а при I, 
делящихся на 2^, распределения этих величин специально подобраны 
и имеют плотности. 

После того как 2ц, . . . , 2„ построены, положим Х , = 2^ при ь, де­
лящихся на 2'̂ , и обозначим = •^ 2̂̂ ' / ^ '̂ • • •' З'̂ "'̂ . В силу индук­
ционного предположения можно по последовательности { И ^ ^ 1 построить 
последовательность [ Х , = Х ^ . ^ А ) пезависямых величин, имеющих тре­
буемые распределения и являющихся функциями только от , . . . 
...,ТУ*>., к = А — А . В силу последнего обстоятельства мы, таким 
образом, имеем два независимых семейства: В5а = {^1:1^]2^) и ^ * = 
---- [X* - Х^^л! случайных величин, так как И (И^Л независимы по 
построению. Но так как каждое из семейств и ^ * состоит из незави­
симых величин, имеющих желанные распределения, то мы, следовательно, 
построили нужный набор У ̂ * = { Х 1 , . . . , Х „ } величин. 

Требуемая конструкция, таким образом, описана. Отметим, что при 
построении ^ * по {ТУ*} мы, конечно же, также будем использовать 
прием с введением вспомогательной последовательности, который каждый 
раз сокращает число еще не заданных величин Х, по кра1"1ней мере в 
два раза. 

Основное преимущество описанного метода по сравнению с аналогич­
ным из п. 3.3 состоит в том, что па каждом шаге мы должны строить 
по {РУ }̂ последовательность {2,), в которой каждая 2^-я величина имеет 
гладкое распределение. Т. е., в частности, имеют плотности распределения 
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величины 2{],т) при т ^ N — А, которые играют основную роль при по­
лучении оценок для Д(Ж, 2 ) . 

З а м е ч а н и е 9. Пусть независимые величины Хг удовлетворяют 
условию 

Х,^3), 1. 
Нетрудно понять, что если мы применим теперь конструкцию данного 
пункта при = У̂ , имеющих нормальные распределения, то из теоремы 
8 мы сможем получить 

А(Х, г)^Ып^М. 

Повторяя это построение рекуррептно, найдем 
МХ, У) ^N+{N-А) + ( ^ V - 2 Л ) + . . . + 1«7V^ 

что хуже оценки 
МХ, У) « А, 

полученной в [6] для одинаково распределенных величин. 
Чтобы избежать этого ухудшения, будем строить {Х^} по последова­

тельности величин {И^ }̂, у которых те же, что и у (ХД, первые три (а не 
два) момента. В этом случае мы должны получить 

А ( Х , 2 ) « 1 и МХ,Г)^М. 

Именно для достижения такой точности в оценках нам и потребовались 
очень хлопотно доказываемые оценки для квантилей в разделе 2. 

Отметим еще, что предложенная выше конструкция представляет 
собой по сути добавление несколько необычного сгланшвания к методу 
Комлоша — Майора — Тушнади. Стандартный же способ сглаживания 
пе даст нужного эффекта, так как если, например, мы к каждой из Хг 
прибавим независимую, нормально распределенную величину V^ с Ву< = 
б ,̂ то, чтобы воспользоваться теоремой 8, нам необходимо, чтобы сумма 
1п п слагаемых принадлежала классу 2)о, т. е. надо 

б' 1п№>1. 

С другой стороны, чтобы эти нормальные добавки не играли существен­
ной роли, необходимо, чтобы 

пб^ < 1п п. 

Поэтому такое стандартное сглаживание может давать эффект только 
для некоторых распределений, например имеющих абсолютно непрерыв­
ную компоненту (см. [6]) . 

3.6. Ключевая теорема 

Пусть У и . . . , У„ и X,, . . . , Х„, п = 2^,— две последовательности не­
зависимых случайных величин, удовлетворяющих условию 

3 / 4 < В Х ^ = ВУ^=5:5/4, Х , . е ^ ( 8 ) V / . (1) 

(Точнее, нам пока заданы только распределения величин Х., . . . , Х„.) 
Теорема 9. Если выполнено условие (1), то по последовательности 

независимых случайных величин У1, ..., У„, имеющих нормальное рас­
пределение, можно построить последовательность X^_, . . . , Х„ независимых 
случайных величин с заданными распределениями таким образом, что 
будет верно неравенство 

Л^с.л(х, Г) ^ 2п, (2) 

где с > О — абсолютная постоянная. 
Подчеркнем, что далее величины вида Х(^), Х(/, т) и А(Х, У) будут 

вводиться в соответствии с договоренностью в начале п. 3.3. Кроме того, 
в этом пункте числа С1, Сг, С, соответствуют каждый раз одним и тем 
же абсолютным постоянным. 
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Выберем сначала распределения случайных величин РГ̂ . Условимся 
сразу, что далее величины и \V^^А одинаково распределены. 

Лемма 1. Существует последовательность независимых случайных 
величин . . . , И „̂, удовлетворяющих условиям 

^\V^=ВX^, МРУ? = МХ|, |РУ^|<С1<оо Уг. (3) 

Кроме того, распределения величин ТУ,т имеют плотности, а если случай­
ная величина 8 не зависит от последовательности {ТУ,}, то 

8^^8 + \У^^ + ... +Щ^^Юо, (4) 
если только 

т>Со(1 + 1пТ)8т), т>0, (5) 
где Со < оо — абсолютная постоянная. 

Существование величин {ТУ,} с требуемыми свойствами вытекает из 
лемм 2.6.8 и 2.6.9. 

Лемма 2. Существует такая целая абсолютная постоянная 0<:Ь<°°, 
что для всех / 

ТУ(/, к) е ^ 0 , гЦ, к)^3>о при 0<к^М-2А-Ь. (6) 
Иначе говоря, величины 2( / , к) имеют достаточно гладкие распреде­

ления, если в их состав входят пО крайней мере 2'̂ +^ слагаемых вида ТУ,-. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как каждая из величин ТУ(/, к) и 2( / , к) 

имеет вид (4), то нам достаточно проверить справедливость (5) при т = 
_ 2 ^ - ' ' - ^ в случае, когда 8ш = 2{]', к), и при т = 2"^-*, когда 5т = ТУ(/,А;). 
Воспользовавшись соотношением 1>2{}, к) = ВТУ(/, к) < (5/4)2"^"'', выте­
кающим из условия (1), мы (5) можем переписать в виде 

2 ' '^-*-^^С„(1 + 1п2^-*+'). (7) 
Но 

1п 2'^-''+* = 1п (2^-*-^/2С„) + 1п (2С„2^) ^ 2^-''-'^/(2Со) + 2Со2^ - 1. 
Подставляя это соотношение в (7), получим, что для выполнения (6) 
достаточно справедливости неравенства 

^ 2^-^-^/2 + Со(2Со2^), 

т. е. (6) верно при 2^ > {2Со)\
Пусть далее {ТУ,} построены по {ГД методом п. 3.3, а {2Л по! {ТУ,} — 

методом п. 3.5, В силу леммы 2 для последовательности {ТУ,} выполнены 
все условия теоремы 8 при |{ = ТУ<, г\{=7{, Я = 1, 5/4, г = 2''*'*"^> 
> 4 > 0% а потому имеет место 

Лемма 3. Существует такая абсолютная постоянная с > О, что 
Ме=^< .̂ ̂ ' ^ ОЫ^^' ехр (2=^+^)). (8) 

Фиксируем некоторое целое число I, 0<1^2'^, и приступим к оце­
ниванию величины М1) = \ Пусть, как и в п. 3.3, Xк2''~'^> 
^ I — ближайшее из чисел, не меньших I и делящихся на 2"'*^. Положим 

ТУ№ = ТУ(т„ к), И̂ '*> = ТУ(т,2'^-'') - И^(г) (9) 
и аналогично введем г<*>, 2 ' " , ТУ*'*> и ТУ*'". Так как ( т , - 1 ) 2 ' ^ - * < 
< / ^ Хт2''-"' ^ т^2''-'' при 0=^/(;^77г^]У, т о в силу леммы 3.1 

И ^ ( т , „ 2 ' ^ - ' " ) - 2 ( т „ 2 ' ' - " ' ) 1 < 2 1 г̂ ''̂  - ТУ̂ '̂  |. (10) 

Суммируя (9) и ( 1 0 ) , находим, что справедлива 
Лемма 4. Если О ^ т ^ то 

Отметим, что в силу (1) 
(3/4)2^^-* ^ 02(*' = ВИ^(« ^ (5/4)2^-\) 
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Кроме того, (3/4)2^'-* ̂  ВС^'"-') -2 '*>) ^ (5/4)2^'Л а потому 
„(й) ^ В2(*)/02<''-*' ^ 5/8, (13) 

(5(.))2 ^ ^)2;тщ2'^^-^) _ 2<*))/В2'*-') ^ (3 /8)2^-\) 

При выводе (13) и (14) мы воспользовались неравенствами х/(х + у)^ 
^ Ыа + &) и ху/{х + у)'^ а/2 при 0<а<х, у ^Ь<<х>. 

Далее будем предполагать, что Ь>{0, так что в силу (14) спра­
ведливы соотношения 

^ 2 ^ * ) ^ 6 ^ В<*'^12 пщN-к>^. (15) 

Лемма 5. Если 
< 2 ^ / 1 4 , М^2А + Ь, (16) 

то 

1 (̂0) _ цгт I ^ Сз(2-^/2 -Ь |2(°М'2-^^). (17) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как по построению 2**' является квантиль­

ным преобразованием величины ТУ*"*, воспользуемся леммой 2.2 при 
7 = 2'°> и В^ = Вг^°\ этом случае условия (2.2) вытекают 

из (3) и (6), а (2 .5)—из (3). Замечая теперь, что В ' ' Х З / 4 ) 2 ' ' в силу 
(12), мы получаем, что (17) следует из (2.6), а (2 .7)—из (15), (16) 
и указанной оценки для В^. 

Лемма 6. Если N — к^2А + Ь и 
тах{|2'^М, |2< -̂'>|, 1ТУ" ' - 'М}^ 2^-796, (18) 

то 
|2''"-1У(*М < ( 5 / 8 + Ы1ТУ<* -* ' - 2 ' ' ' - " |+С28„ (19) 

где 
^ , ^ ( 1 2 < " Ц - 2 1 2 ( * - " | + |И^<''-'М)2-(^-*>, (20) 

е ,^2-<^- ' " /= '+(|2(* 'Р+|2<*-* 'Р+1И^'*- "1 ' )2- '« ' ' -*>. (21) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как по построению 2̂ *̂  является кван­

тилъным преобразованием величины И '̂*', условным относительно ТУ^*-*' 
и 2 ' * - " , воспользуемся утверждением леммы 2.4 при = ТУ'*', С/о = 
= ТУ(*-*>, 71 = 2 " " , У„ = 2<*-'> и В = В'*'. В этом случае условия (2.8) 
следуют из (3) и (6), ( 2 . 1 1 ) - и з (3), а ( 2 . 1 3 ) - и з (14), (15) и (18). 
Сравнивая (2.14) с (20), а (2.15) с (21), мщ получаем 

1^(У., Уо, С/„)1 < |2(''-'> - Т У ' ^ - ' | ^ „ е(У. , Уо, С/о) = ОСе*). 
Из этих соотношений и (2.12) вытекает (19), если только мы заметим, 
что в рассматриваемом случае а± = ^ 5/8. П 

Пусть 
- ^ - ш ш {1/192, (216С2)-' 'П, (22) 

и введем величину со, полагая 
(д==тах{т<М-2А-Ь:\2^'^Ц<2'^а(к,т) У/с < ттг, |2"" '| ^ 2-^2'^-'"}, 

где а{к, т) = 2^^''-^^'^Н"Чк, ттг), Ык, щ) = 2^+''/«-(»/«)'». Условимся счи­
тать, что (о = - 1 , если либо N<2А+^, либо |2«'М > 2 " г 2 ^ либо 12«''>| > 
> 21^2'̂ , Не уменьшая общности, мы будем далее предполагать, что число 
Ь удовлетворяет неравенству 2 ^ ^ бСг/"^, так что верна оценка 

С^2-^^-^^/^ < (т/6)/^(/с. О)) при О ^ & ̂  со < - (23) 

Отметим, что из определения со вытекает 

тах{12'^>1, |2""|}^2"(а(;г, со) п р и О ^ й ^ с о . (24) 

Лемма 7. Если О ^ & ^ со, го 

|2'*>-ТУ(*>| ^2уМй; , й) , (25) 
\т^Ц^Ача{.к,т). (26) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Применим индукцию по к. Если & = О, то, 
подставляя (24) в (17), мы получаем 

|2( ' " -ТУ""| ^С22-^/^ + С2(2"г)'М0, (о). (27) 
Учитывая соотношения (22) и (23), из (27) несложно извлечь (25). 

Предположим теперь, что (25) выполнено при всех О А; < та 5^ со. 
В ЭТОМ' случае в силу (24) и неравенства треугольника соотношение (26) 
также верно при указанных к. А если мы докажем (25) при к = т, то 
автоматически получим и (26). 

Чтобы вывести формулу (25) при к = т, подставим (26) при к — 
= т—1 и (24) при к = т — 1 и к = т в (19) —(21), так как условие 
(18) при к = т^(д выполнено автоматически. Мы, таким образом, 
находим 

я™ ^ (1 + 2 • 2'^' + 2'^')2'^а{т, со)2-̂ +™ < 16-̂  ̂  1/8, (28) 
8 „ ^ 2-<'^-'"'^^ + (1 + 2{2'П')(2^УаЧт, с о ) 2 - ' ™ ^ 

< (1/6 + 1/3)('г/С2)/4(та, со). (29) 
Отметим, что при выводе формул (28) и (29) мы использовали (22) и 
(23). Теперь из (28), (29) и (19) имеем 

\2Ш _ ц^ыц ^ (3/4)|2<'"-') - ТУ'"-^'| + {^/2)Нт, со). 

Подставляя в последнее соотношение оценку из (25) при к = т — 1, 
мы получим требуемое неравенство (25) при к = т. • 

Заметим теперь, что в силу (3) 
^З^'-'-С!, |ТУ*'«| <2^-' '-^С1. (30) 

Так как в правой части в (25) стоит геометрическая прогрессия со 
знаменателем 2'''^ то из ( И ) , (25), (30) и определения величины со 
следует 

Лемма 8. Если ю ^ О, то 
\Ша) - Ш) I < (2^(1 - 2-^/^)-' + 2т + С 1 ) 2 ^ - ' " ^ Сз2''-». (31) 

Положим 
ут ^ (̂А) _ цгыю^ уш ^ ^{к) _ 

и определим V , заменяя в определении величины со число 2'у на "1, 
а случайные величины 2 ыа V. Введем теперь (̂Л'') = т а х {те: |И''"'М =̂  
^А'^а{к, го) Ук^т} и аналогично построим '^(М — А), заменив в опре­
делении величины '^{М) число 4'̂  на 472""^, а на IV*. Будем полагать 
^{N) = —^, если |ТУ| >47а(0 , 0), и аналогичное соглашение сделаем от­
носительно р(А —Л). 

Выберем теперь число А как минимальное целое, удовлетворяюгцее 
неравенствам: 

А>1, 2''^'^^'1>2'^'С,. (32) 
Лемма 9. Если л? ^ О, то со > О м 

2""-^<"' + 2" - " ^ 2''-^-''<'^-^> + 2 • 2''-\) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу леммы 7 

^{т^(о, 2''-^<^) ^ 2^-», (34) 
далее, из (30) и (32) вытекает 

^^2"- / ._ (35) 
Подставляя (34) в левую часть (33), мы получаем, что для доказатель­
ства (33) достаточно проверить неравенство 

ш>тт{х, ^{М-А) + А + 1}^11: (36) 

Действительно, если со 2* V , то в (33) решающую роль играет последнее 
слагаемое в правой части этого выражения, а если а>^{М— А) + А + 1, 
то — первое. , 
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Подставляя (35) и неравенство |2'*М =̂  IУ*'! + 1РУ*""1 в определе­
ния величин (И и V , мы получаем, что (36) будет доказано, если только 
верны следующие соотношения: 

\V^'^^\=^'^а^к, 1х) У0^к<11, (37) 
\\У*^^Ц ^'^а^к, ц) У О ^ й ^ ц , (38) 

так как в этом случае |2'''М <2'^а{к, р,). По (37) следует из определения 
величины V , а (38) также вытекает из определения случайной величины 
р(А —Л), однако только при А=^р(Л'' —Л). 

Нам, таким образом, осталось проверить справедливость (38) при 
^(Л'' — Л ) ^ / г ^ р ( Л ' ' —Л)-|-.А + 1. Ъ этом случае мы можем воспользо­
ваться (30) и убедиться, что 

I ТУ*(А) I <̂  2 ^ - * - ^ С 1 = ^ '^а{к, ц), 

так как последнее неравенство эквивалентно следующему: 

А это соотношение справедливо в силу выбора А. • 
Положим ё(Ю=\Х{1)-Ша)\, б(Л^-Л) = 1Х*( [й-^] ) -Ж*(и2-^] )1 

и заметим, что 
'б(Л )̂ ^ А(/) + б(Л^-Л). (39) 

Далее, пусть 5(Л )̂ = 2Сз2^-^ при V ̂  О и 5(А) = У + (3^1 + 2Сз)2^ в про­
тивном случае, где У ^ IУ'°'I + IУ'°М. Из (11) при т = 0 и из (30) вы­
текает следующее грубое соотношение: 

Д( / )^У+ЗС,2^ ' . (40) 
Обозначим р(Ж) = Сз2^-^'^^> и р ( Ж - 4 ) = Сз2^-^-|'<''-^>. Суммируя оцен­
ки (31), (33), (39) и (40), мы находим, что верпа 

Лемма 10. 
б(]У) + р{т <ым-А) + р(]у -А) + 8{т. 

Лемма и . Пусть (̂ (̂ж) = шах{Р(| У'М > ж ) , Р(|У""|>ж)}. Тогда 
<?,(ж) =̂  2 ехр (2^'-* - ж) Ух, (41) 

(?,(ж) е̂; 2 ехр (-ж;2-<^-*'-^) при \х\ 2^-*+'. (42) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (1) следует, что ^,^3), если ^ = У'** или 
^ = У"", так как ^ есть сумма независимых величин из 3). В этом слу­
чае из леммы (6.3) раздела 2 вытекает 

Ме"^ ^ ехр {{2/3)}1'В1) < ехр {к'2''-''^) при Ш ^ 1. 

При доказательстве последнего соотношения мы пользовались неравен­
ством (5/4)2"-\м в силу (1). Далее доказательство 
такое же, как в лемме 4.2. • 

Лемма 12. Существует такая абсолютная постоянная с > О, что 
^ 1 = М{ехр ( 2 с ( 5 Ш + р(Ю)); V < 0} = 0(1) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (40) следует 
Р ( У > ж ) ^2^„(ж/2) , ' (43) 

Я 2 ^ М { е ^ = ^ ; V < 0 } ^ М { е = ' = ^ ; У > "̂ 2"'} «2 (Ме*'=^Р(У >'у2^))•/^ (44) 
Последний переход в (44) имеем из неравенства Гельдера. Так как У/4 
удовлетворяет в силу (41) и (43) условию леммы 4.1, то 

Ме*"^ = 0(ехр (16с2^)) при О < 16с < 1. (45) 
Из (43) и (42) вытекает, что Р(У >-^г'̂ ) ̂  4 ехр (-«^^2^/16). Подставляя 
это неравенство и (45) в (44), мы получим оценку Е^. ^ ехр (8с2"^ — 'у^2"'/32). 
Так как /?) =̂  ^ 2 ехр (с2^'(ЗС1 4-4С5)) , то из последних двух соотношений 
следует требуемое утверждение при О < с < (8 + ЗС, + 4Сз)-Ч^/32. О 
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Лемма 13. Существует такая абсолютная постоянная с > О, что 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу (42) и определения величины V 

Р ( V = п г - 1 X 2 (Р(|Т^^' '1>7й( '^; ,"^))+Р(к^'М>72'^~'") )< 

< 4 Е ех^{-у'аЦк,т)/2''-''+')=А 2 е х р ( - у ^ 2 ^ - " ' 2 < ' " - ' ' ^ ^ 7 4 ) . 

Таким образом, при 2с • 2Сз ̂  •у716 
^ з < 2 ехр(722 '^-'"/1б)Р(у== т ) < 

< 4 2 2 е х р ( - / - 2 ^ - ' " 2 ^ ' " - « / 7 1 б ) < 4 2 ехр(-7^2^+^/716). 

Ясно, что этот ряд сходится. 
Таким образом, из лемм 12 и 13 мы получаем 

Ме'^в^ю ^ с. (46) 

Следующее утверждение наряду с леммами 7 и 9 является основным 
в доказательстве теоремы 9. 

Лемма 14. Независимые случайные величины Х», . . , , Х„, п = 2*, 
с требуемыми распределениями можно построить по ..., й̂ "» таким 
образом, что 

]у|р2с(е(м+р{1.)) ^ о{С>') У1. (47) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При к<А соотношение (47) следует из лем­
мы 12. Предпоаожим теперь по индукции, что (47) доказано при к<М. . 
В этом случае, так как последовательность [Х, ] содержит 2^"-* величин, 
то справедлива оценка 

^д2с^й(N-Л)+о^N-Л)) (43) 

Чтобы доказать (47) при к = N, воспользуемся леммой 10 и заме­
тим (а это самое главное), что величины б(]У) + р(Ю и 5(]У) независимы 
по построению, так как первая есть функция от {ТУз), а вторая — от 
{V;}, т. е. от уже построенных величин {X,} с номерами, не делящимися 
на 2^. Таким образом. 

Из последнего соотношения, (46) и (48) вытекает (47). • 
Закончим теперь доказательство теоремы. В силу леммы 14 мы 

имеем ' 
Р(|Х(« -И^(г )|>а; ) = е°<'"-^«, 

а потому 
Р(А ^ МХ, т>х)Щ 2^е°'">-^«. 

Используя последнее соотношение и лемму 2.1 при ^ = сЛ, мы по.лучим 

Ме"^==е°'">. • (49) 

Не уменьшая общности, предположим, что константа с > 0 в (8) 
совпадает, с с > О в (49). В этом случае из (8), (49) и неравенства Гель­
дера следует 

|^^сД(Т,У)/2^^0да_ (50) 

При выводе (50) мы также использовали неравенство треугольника 
МХ, Г) < МХ, т + мш, У). 

Лемма 4.6 и (50) дают теперь требуемое утверждение теоремы 9. 
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5.7. Основная теорема 

Докажем сначала теорему 1. Так как вместо мы всегда можем 
рассматривать величины то далее ограничимся только случаем, 
когда Я = 64. При этом нредноложении условия, накладываемые на \
доказываемой теоремы (чуть огрубив), можно неренисать в следую­
щем виде: 

. М| ,= 0, 64М|§,Рехр(2|§;|)^В|,- V ; . (1) 
Сравнивая (1) с (2.1), мы получаем 

1{1)-1{к)^ЗУ У1>к. (2) 
Кроме того, из (1) и неравенства Гельдера имеем 

Щ^>&АШ\и'>М{Т)1^У^\) 

Из (2) и (3) следует, что выполнены условия (4.1), (4.3) и (4.5) при 
8 = 0^ < (64)-^. Отсюда, в частности, вытекает утверждение теоремы 1 
при /V < О, так как лемма 4.7 дает нам требуемую оценку: 

Ме"^^1 + 5 е х р ((64)-^) ^ 1 + 645. (4) 

Рассмотрим теперь случай N^0. В силу (2) и (3) мы можем ис­
пользовать обозначения п. 3.4 и лемм 4.1—4.7 при 

е = о ' ^ ( 6 4 ) - ^ 8 0 ^ & ^ 1 6 0 ' , В' = Ъ2''>Ъ. (5) 
Так как 6 ' ' ">8 и Х^еЗ> в силу (2), то 

е ^ ( 8 ) У / . 

Отсюда из теоремы 9 следует, что мы можем построить требуемые вели­
чины {ХД по заданным {7) таким образом, чтобы выполнялось нера­
венство " 

Ме°« ^ 2^+' ^ 2576, (6) 

где б = А(Х, У), и в силу (5) с = с^б"''^ > с,(160)-*/ '> О, если через С4 
обозначим абсолютную постоянную в теореме 9. 

Не уменьшая общности, предположим, что О < с < 1/6 в (6), и пере­
пишем (4.24) в виде Д = X-Н 7 Н-б, где Х = ХЧЮ, Г = У*(Ю. Из нера­
венства Гельдера имеем 

Ме'^^'^ (Ме'^У^ЧМе''П'^ЧМе''У'\ 

Подставляя в это соотношение оценки из (6) и леммы 4:4, находим 
Ме=^/' = 0((2'='')'^''(2^^)'/'(2"=^)'^') = 0(5'^+="')/"). (7) 

При выводе (7) мы использовали также неравенства для Ъ = Ъц из (5), 
Сравнивая (7) с (4.20), из леммы 4.6 получим (4). Теорема 1, таким 
образом, доказана и при N^0. 

Докажем теперь следующее естественное обобщение теорем 1 и 8. 
Теорема 10. Утверждение теоремы 8 остается справедливым, если 

условие (4.2) в ней заменить на (4.5). 
Отметим, что в теореме 10 не утверждается, что построенные вели­

чины ^1, . . . , |„ обязательно будут функциями только от 1Т]1, . . . , г| п, Т. е. 
мы не исключаем возможности расширения первоначального вероятно­
стного пространства, на кагором заданы ..., Т1„. Тот факт, что ис­
пользуемые ниже расширения существуют, отмечен, например, в [13]. 

Перейдем к доказательству теоремы. Так как вместо |̂  можно стро­
ить величины А,̂ 1/16, то мы, не уменьшая общности, рассмотрим только 
случай, когда Я = 16. Так как ^ ( 1 6 ) <= 3), можно сохранить все 
обозначения, введенные в п. 3.4, и использовать леммы 4.2—4.5 и в 
нашем случае, но при этом величины X^ будут дополнительно удовлет­
ворять условию 

Х^е .25(16) Уу при N^0. (8) 



Далее, будем предполагать, что N^0, так как в противном случае 
теорема 10 является следствием леммы 4.6. Пусть Ь ж К — единственные 
целые числа, удовлетворяющие неравенствам 

32^1^Ь/2<2Ь, 1 = 2". (9) 
В силу (8) и леммы 2.6.7 существуют- две независимые между собой 
последовательности <§'1, . . . , 5„ , п = 2^, и . . . , каждая из кото­
рых состоит из независимых величин, обладающих свойствами: 

5 , - е ^ ( 8 ) , 7 , е ^ ( 8 ) , 1 « 5 В У , ^ 5 / 4 V / , (10) 

а самое главное, при всех г величины Х { и 5^ + 7(г--1)ь+1 + . • .+ 7«1, оди­
наково распределены. 

Пусть IIи ..., IIпь — последовательность независимых случайных ве­
личин, не зависящая от последовательности ^1, . . . , 8„, причем каждая 
из величин II, имеет нормальное распределение, и ТУУ^ = Ъ11з. Положим 

2, = 5 , + с/(,-.,ь+1 + . . . + г7,ь. (И) 
Допустим теперь, что нам задана только определенная в п. 3.4 по­

следовательность {У) независимых случайных величин, имеющих нор­
мальные распределения, которая, очевидно, удовлетворяет условию 
ТУУ, = Т>Х, = В2;-> при всех /. Относительно же величин {8), С/,-, 7^, 2;, X ) 
предположим, что они еще не определены, а вся приведенная выше 
информация является необходимым требованием к распределениям этих 
величин, которые мы должны еще построить. 

Перейдем теперь к построению. Сначала по последовательности 
У^, ..., У„, п = 2''', методом п. 3.3 зададим независимые случайные вели­
чины 2,, . . . , 2„ с определенными выше распределениями. Затем, расши­
ряя вероятностное пространство, мы построим независимые в совокуп­
ности случайные величины ^1 , . . . , б'п и 71, . . . , Упь, имеющие требуемые 
распределения и удовлетворяющие равенству (11) для определенных 
только что величин {2Д. 

Далее, по уже полученной последовательности 71, . . . , У^ь методом 
п. 3.5 построим независимые величины (71, . . . , [/„ с нужными распре­
делениями. Так^ как последовательности { 7 { } и {51} независимы, а не­
зависимые величины {С;} являются функциями только от { 7 , } , то в этом 
случае величины 

Х , ^ 5 , + 7„_1,ь+1 + . . . + 7,ь (12) 

независимы, и имеют искомые распределения. 
Чтобы закончить построение, нам осталось только еще раз расши­

рить вероятностное пространство, чтобы, не меняя величин {Уг, 5, , У г, 
Ь\, X;}, доопределить |1, . . . , и т)!, . . . , Цп с нужными распределениями. 

Перейдем теперь к оцениванию величины Л = А(§, 'Т])- Имеем 
А(Х, 7 ) ^ А ( Х , 2) + Л(2, 7 ) , А(Х, 2 ) < А ( 7 , гУ). (13) 

При выводе второго неравенства в (13) мы использовали тот факт, что 
5,- в (И) и (12) одни и те же. Таким образом, из (13) и (4.18) следует 

А ^ ц + б + Х - Ь 7 , (14) 

где }г = А(2, 7 ) , б = А ( 7 , С/), Х = Х*(Л^), 7=7* (^У) . 
Из леммы 4.4 вытекает 

(Ме"^)(Ме«^) (2 ' • 2 ^ ) ' « = {ШеЧЪУ^ (15) 
ири 0 < а ^ 1 / 2 . Далее, в силу (10) при X; = 7 , и У 1=111 справедливо 
утверждение теоремы 9, а потому 

Ме''<2п1<2{ВУЪ)Ш2)=В\) 

Лемма 1. Если выполнены условия теоремы 10 и N ^ О, то 

^ ^ е ^ Д З ) V I . (17) 
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До к а з а т е л ь с т в о . Нам надо показать, что 82{ ̂  Ф^. Так как 
2( — 8,- имеет нормальное распределение, то в силу леммы 2.6.5 нам 
достаточно проверить выполнение неравенства 

8^В(г,-5г) > 8 + 4 8 1 п ( 5 т ) Уг. (18) 
Заметим, что в сплу (9) 

а потому для доказательства (18) достаточно убедиться в справедливости 
нёравспства 

/(ж) = х / 5 - 8 - 4 8 1 п д ; > 0 У х > 3600, (19) 
так как х ^ 8'Т)г, > 8^(3/4) • 80 > 3600. Но 1'{х) = 1/5 - А8/х > О при 
ж ̂  5 • 48, а следовательпо, (19) действительно верно, ибо /(3600) > 
> 720 - 8 - 48 • 8 > 0. • 

Таким образом, в силу (17), чтобы найти оценку для величины 
11 = А.{2, У), мы можем воспользоваться утверждением теоремы 8 при 
Ъ ~ ^3-: Цз = ^̂ 31 а* < 8 = (5/4)&, Я = 1, В итоге получаем 

Ше^^^^^ + Вв'<2Ве\) 

так как В > 1 при N^0. 
Закончим теперь доказательство теоремы 10. В силу леммы 4.6 

предположим, что с в (16) и (20) равны и не превосходят 1/2. В этом 
случае из (14) и неравенства Гельдера следует 

Ме'^^^<^Ме'Ше'Ше'^Ше'''У^'. (21) 
Подставляя в (21) оценки из (16), (20) и (15) при а == с, получаем 

] 1 ^ е с Д / 4 _ ^ ( ^ ( 4 с + 1 + г ) / 4 ^ ( 2 е ( > + Ь ) / 4 ) _ (22) 

Сравнивая (22) с (4.20) и учитывая, что N^0, так как В^1, мы из 
леммы 4.6 изв.ттекаем требуемое утверждение. 
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