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ВЕРОЯТНОСТИ БОЛЬШИХ УКЛОНЕНИИ 
ДЛЯ ТРАЕКТОРИЙ СЛУЧАЙНЫХ БЛУЖДАНИЙ 

А. А. МОГУЛЬСКИЙ 

1. Введение 

Пусть (|п)п=1—^последовательность независимых одинаково распреде
ленных случайных величин, М^! = О, и пусть М ехр {кХ^) < оо при |Я1 < б, 
б > 0. Обозначим через 5„ = 5„(^), О =̂  * < 1, непрерывную ломаную, пост
роенную по точкам Шп, 8д, 1 = 0, 1, п, где 5о = 0, 5» = |, + . . . + 
Для функции Ж О , О ^ ^ < 1, определим следующие подмножества прост
ранства С(0, 1) непрерывных вещественных функций /(^), О ^ 1: 

Лн = { / е С ( 0 , 1 ) : ш ! {Пг)-Н 

5 н = { / е С (О, 1): т { {/(^) - Я (0 ) > 0 } . 
о<^<\ 

Будем, следуя А. А. Боровкову [ 1 ] , называть задачу нахождения асимпто
тики вероятности 

Р(5 • г-Кп) ^С),С^ аО, 1 ) , (1 .1) 

в случае, когда она стремится к нулю, первой и второй граничной зада
чей в зависимости от того, является ли множество С вида Ан, ^(^)> 

> О или вида Вя, Я ( 0 ) < О, зир Я {^)'> 0. Этим задачам, восходящим в 

своих постановках к А, Н. Колмогорову [ 2 ] , посвящено большое количе
ство работ (см. [ 1 — 8 ] и библиографию там). В области больйгах уклоне-
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НИИ (когда г{п)/1/п-^ <х> при п->-'х>) первая и вторая граничные задачи 
существенно различны '(на этих вопросах мы остановимся). Первая гра
ничная задача решена достаточно полно [9—10] , вторая — только в сле
дующих двух частных случаях: 1) граница НШ линейна [ 8 ] , 2) граница 
Р1Ш отлична от — л и ш ь в конечном числе точек (см., например, [10— 
12]) (тогда первая и вторая граничные задачи сводятся к нахождению 
вероятностей больших уклонений для сумм конечномерных случайных 
векторов). В настоящей работе предлагается достаточно полное решение 
второй граничной задачи для больших уклонений г(ге), ограниченных 
сверху последовательностью о(1)п/1п*7г. 

Прежде чем остановиться на полученных результатах, обратимся к 
первой и второй граничным задачам с точки зрения основополагающей 
работы [1 ] . В ней получена «грубая» асимптотика вероятности (1.1), 
именно (и в частности) для множеств С ^ С ( 0 , 1) из достаточно широкого 
кла'сса, включающего в себя множества вида Ан и Вн, для уклонений 
г(?г) = о(1)ге установлено, что 

Иш 
П->оо 

1 п Р ( 5 Х г а ) е С ) = 1;(Яо), (1.2) 

где 

функция По е С определяется соотношением 
у ( Я о ) = вир Ы}): / е С, /(0) = 0), Яо (0) = 0 . 

Функцию Но естественно называть наиболее вероятной траекторией в 
множестве С; таким образом, в силу (1.2) главный член асимптотики ве
роятности (1.1) определяется наиболее вероятной траекторией Но. Ока
зывается, что в случаях С =Ан ж С = Вн функция Но «целиком» (с точ
ностью до стекленного множителя) определяет вероятность (1.1), Нетруд
но видеть, что в первой граничной задаче функция Но состоит из двух 
линейных кусков (здесь Но может определяться неоднозначно в силу того, 
что, как правило, множество Ан не является выпуклым); в упомянутых 
частных случаях 1 и 2 второй граничной задачи функция Н•^ линейна или 
состоит из конечного числа линейных кусков соответственно. Таким об
разом, в первой граничной задаче и в исследованных частных случаях 
второй граничной задачи функция Но состоит из конечного числа линей
ных кусков; при этом вероятность (1.1) только степенным множителем 
отличается от последовательности 

ехр п Л ( - ^ Я о {I)) йг) = ехр 2 Л.- (-̂ У [ ( ^ 0 (ОУ' 
' 0=^ о 

(1.3) 

где Л (а) = 2 Л̂ а•' — так называемая функция уклонений (числа Л;, 
5=2 

которые выражаются через моменты случайной величины ^1, образуют так 
называемый ряд. Крамера). Основным ограничением на функцию Н в 
настоящей работе для множества Вн является следующее: функция Я о = 
= Я о , н состоит из конечного числа кусков двух сортов — это либо линей
ные куски, либо куски с непрерывной отделенной от нуля второй произ
водной. В этих предположениях вероятность (1.1) для множества С = Вн 
отличается только степенным множителем от последовательности 

1 
\2/3 

ехр п X 

оо . 1 

^'=0 о 

(1.4) 
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где числа а,-, / = О, 1, . . . , выражаются через моменты случайной величи
ны ^1.. 

В силу принципа инвариантности в тех случаях, когда последова
тельность г = гЫ) стремится к бесконечности не очень быстро, вероят
ность (1.1) эквивалентна вероятности _ 

РЫ(г/Уп)^С), (1.5) 
где 11;=ю{{), О < ^ ^ 1,—винеровский процесс; из (1.3) и (1.4) можно 
усмотреть, что в первой и второй граничных задачах эта эквивалентность 
сохраняется для уклонений г = о{п^^^) (см. также [7 ] ) . Таким образом, 
для С = Вн вероятность (1.5) отличается только степенным множителем 
от последовательности 

Добавим, что в широких предположениях степенные члены во второй 
граничной задаче для винеровского процесса и ломаных совпадают и вы
числены (теорема 2.2); решение второй граничной задачи для винеров
ского процесса (оно следует" и из настоящей работы) впервые получено 
автором в [13—15]. Результаты настоящей работы анонсированы в [16] 
и опубликованы в сокращенном виде [17]. 

Несколько слов о методах работ [15] и настоящей. Первый шаг этих 
работ примерно одинаков и состоит в применении абсолютно непрерыв
ного преобразования меры, соответствующей исходному блужданию. На 
этом шаге выделяется главный член искомой асимптотики; применяемое 
преобразование используется в большинстве работ о больших уклонениях 
и восходит к работе Г. Крамера [18]. Далее в работе [15] применяется 
еще одно абсолютно непрерывное преобразование, которое переводит 
винеровский процесс в неоднородный возвратный марковский процесс; 
как выяснилось, этот путь оказался неоправданно сложным, особенно 
при рассмотрении случайных ломаных, поэтому в настоящей работе на 
втором этапе доказательства используются подходящие оценки скорости 
сходимости в принципе инвариантности. При этом граница с нужной 
степенью точности приближается к кривой, состоящей из кусков пара
бол; это позволяет воспользоваться точными формулами для параболы, 
которые получены в разделе 4 настоящей работы. 

2. Основная теорема 
Обозначим ф(Х) = ]У1е''̂ ; в задачах о больших уклонениях важную 

роль играет функция 
Л(а) == Л|(а) = ш И - а Я + 1п ф(Л)}, -оо<?1 ,<сх>, (2.1) 

которую, следуя А. А. Боровкову [1 ] , будем называть функцией уклоне
ний случайной величины Свойства функции уклонений были изучены 
в работе [ 1 ] ; мы коротко повторим эти свойства. При М^ = 0, = 
= > О функция А(а) равна О в точке а == О и строго меньше О в ос
тальных точках, абсолютно непрерывна для всех а из интервала (а - , а+), 
где <Х4. = уга18ир§, а - ^ уга! т 1 1 , вне интервала (а - , »+) функция А(а) 
равна —оо. Производная А(а) является невозрастающей, поэтому сама 
функция уклонений выпукла вверх. Обозначим 

Л ( а ) = - Л ( а ) ; (2.2) 
оказывается, что функция Я (а) — единственное решение уравнения 

ф(Л,)/ф(Я) = а , 
поэтому справедливо соотношение 

Л(а) = - а Я ( а ) + 1п ф(Я(а)). (2.3) 
95 
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в некоторой окрестности а = 0 функции Л(а) и Х(а) являются аналити
ческими, причем 

00 оо 

Л И = - Л а ^ + 2 л М Я(а) = 4 - а - 2 а + 1 ) Л ; + 1 а ^ (2.4) 
5=3 

Рассмотрим далее функцию 
а2 ( а ) = I - / Ф + Я (а)) , Л 
^ Ф(Я(а)) ^ ; 

Это тоже аналитическая функция, причем 

(а) = — [Л (а)]-^ = 0 ^ + 2 ^̂ с̂с̂ '-
5=1 

(2.5) 

(2.6) 

Наконец, вероятностный смысл функции уклонений иллюстрирует сле
дующее утверждение: пусть Да —интервал (а —А, а + А), тогда 

Иш Иш — 1п Р 
Д-*0 п-»оо П 

' ^ - ^ • ^ ^ е А а ) = Л(а ) , 

где случайные величины |,, . . . , |„ независимы и имеют общее распреде
ление с величиной I , для которой построена функция уклонений. Все пе
речисленные свойства функции А(а) можно найти в [1], [19], В качестве 
примера рассмотрим нормальную случайную величину с параметрами 
(О, о^), для нее введенные функции имеют вид 

Л ( а ) = - ^ , Я(ос) = - ^ , (7Ма) = а 2 . (2.7) 

Функцией Эйри называют [20] единственное решение уравнения 
Укх) = хУ{х), - с » < ж < оо, 

удовлетворяющее условию 

7(0) = УлЗ-*/7Г(2/3), Т (̂0) = - УяЗ-»/7Г(1/3). 

Обозначим 
/ \о 

|1/3 

V 

1-1/2 

(2.8) 

где < О — максимальный нуль функции УКх). 
Напомним, что |, \и • • •— последовательность независимых одинаково 

распределенных величин, ]У1| = 0, М^^ = 1, ]М[ ехр < при |Я1<6, 
6 > 0 , 8^=^Ь + ... + Ь' 

Теорема 2.1. Пусть функция ПШ, О ^ ^ < 1, удовлетворяет условиям: 
1) Ж 0 ) = 0 , 2) третья производная Н^^ЧЬ) существует и непрерывна, 
3) аир Я ( < ) < 0 . Пусть плотность /?(*)== Р (| < с у щ е с т в у е т , непрерыв-

на, и ограничена. Пусть последовательность г = гкп) положительных чисел 
такова, что 

Итг/У^п=оо, Итг\п*п/п=0, 
П->00 П-»оо 

\1/3 

Тогда для любых я > О, г/ > О при поо 

1-Т[8, + [-^) >гН{Ип), 1 = 1, , . . , А г , Згг + х[^) 

< гН (1) -Ь у{^У') - I Н (0)11/в 1Я (1) 1̂ /8 2 {х I я'(0) П 2{у\Н (1) 11/3) X 

< 

96 



X ехр I Я (0)) + , X Н (1)) X 

X ехр 
2/3 Я„ 

2^1^ ^ 
\нтI^а-[^Н{^))й^\{^л-о{^)), 

где функции 2, Л, Я, определены формулами (2.8), (2.1) (2.2), (2.5) со
ответственно. 

Уместно пояснить, почему для начала и «конца» нашего блуждания 
выбирается нормировка Ы^/гУ'^. Дело в том, что именно в полосе около 
функции гН шириной С{п^/гУ'\е С достаточно велико, п сосредоточе
ны те траектории блуждания, которые дают основной вклад в изучаемую 
вероятность. 

3. Абсолютно непрерьгеное преобразование 

Условимся о следующем обозначенхш. Пусть на некотором вероят
ностном пространстве (й, Р) заданы случайные величины г|{ = т)Д(о), 
г = 1, 2, со ^ и пусть для события через / А = / А ( М ) обозначен 
индикатор А. Через М'(т11; А, г\г = х) будем обозначать следующее выра
жение: 

Й/ЙХМ('П1/А/{'П2 <-Х}); 

если щ = 1, то вместо М' (1 ; А, х\2 = х) будем писать Р ' ( 4 , == х). В част
ности, нас будет интересовать функция 

Р„(х, у)=РЛН- х,у)^ 
^ Р'(5^ + х> гНИ/п), 1 = 1, п, 8п + х = гНШ + у). (3.1) 

Пусть Р = Рп — мера на борелевской о-алгебре ^ событий из С(0, 1), 
соответствующая случайной ломаной 5„ = 5„(^), построенной по точкам 
Ц/п, 8г), 1 = 0, 1, . . . , п. Зададим абсолютно непрерывное преобразование 
этой меры следующим образом: для любого А^^ положим 
Р'{8п + х^А, 8п{1) + х=гН{1) + у)^ 

^ П Ф - Ч М < ^ 0 ) М ' ,1=1 

г=1 V 
; 8п + х^А, 8п{1) + х= гН(1) + у 

где = аг^-а = т[НШп) — НШ—\)/п), г = 1 , . . . , п. Рассмотрим далее на
ряду с величинами ^1, . . . , |„ независимые случайные величины | 1 , . . . , | „ , 
где распределение величины |, однозначно задается преобразованием Лап
ласа: , ^ 

5^ (Я) = М/^^ ="ф (Я + Я (аО)/ф (Я (а^)). 
Пусть = 5„(^) — случайная ломаная, построенная по точкам Шп, Зг), 
г = О, 1, . . . , тг, где 5о = О, = ^1 + . . . + Т о г д а очевидно, что этой лома
ной в С {О, 1) соответствует распределение, совпадающее с Р. Условимся 
математическое ожидание по мере Р обозначать буквой с волной. 

С помощью введенного преобразования интересующая нас функция 
(3.1) представляется в виде 

Рп {х, УУ= ехр I 2 [1п ф (Я {а^)) - а̂ Я {аЩ Ш [ехр | - 2 >^ Иг) Иг - ЩЦ\ 

Ы {81 — гН {Цп + х)>0, 8п — гН (1) + ж = у). 
ККп-1 

Обозначим далее 
X , = |г — 1 == 1, 2, . . . , щ 17г = Х 1 + . . . + X^, 
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так что + х = 8г — гНШп) -{-х. Используя это обозначение н формулу 
<2.3), получаем 

Р« {х, у) = ехр I 2 Л (а^)| М' ^ехр { - 2 («г) ^ г | ; 

ш{ {и^ + х)>о, ипЛ-х = у), 

Для произвольных чисел Жо, ^1, . . . , а;„, у^,, ..., уп справедливо 
П' \ 71—1 ] 

2 ХгУ^ ^ Уп'Е^г — УгЩ ~ 2 {у3+1 — Уз) 2 ^г-
1=1 г = 1 3=1 г=0 

Полагая Хо = х, Уг = 'к{аг), Хг = Х{, 1 = 1, п, получим на событив 
Ш„ + X = у} для г/ > О следующее соотношение: 

п П-1 

- ^Х{адХ^=^Х{а^)х-Х{ап)у+ 2 ^Л^з + ^)^ 
г=1 3=1 

где р,- ̂  Я(ал-1) — ЖаР, / = 1, . . . , ^ — 1, поэтому 

Рп I/) = ехр 2 А (а|) + Я (аг) ж - Я Ю г/ X 
1=1 

п—1 
X М' ехр 2 ^5 (^5 + а:) ; т { (г7^ + ^) > О, г7п + я: = ^ 

\=1 «„̂  - ) 1<5<п-1 
Обозначим 

2\2/3 (3.2) 

и в дальнейшем букву к будем использовать только для выражения (3.2). 
Тогда, очевидно, 

Рп(^УкуУк) = -у^Мп{х, у) X 
п 

где 

Мп{х, у)^М' 

X ехр 
2 А (а^) + IЫ а: / А : - Я (а„) уУк], (3.3) 3=1 

/ П - 1 

; ш{ (^ , + а ; / / с ) > 0 , Пп/У^ + х^у 
1-<;<п-1 

Условимся в дальнейшем для краткости опускать волну в обозначе
ниях математического ожидания по мере Р; это не приведет к недоразу
мению, если иметь в виду, что там, где фигурируют случайные величины 

8], используется мера Р, а там, где Х<, (7?,— мера Р. 

4. Точные формулы для винеровского процесса 

Отправным пунктом рассмотрений настоящего раздела будет следую
щая формула: 

= ехр 

г 

+ 8Н{0)а — 8Н{Т)^ X 

х-^м ( 
; ш1 (и;(0 + а ) > 0 , и>{Т) + а<р , (4.1) 

где а > О, Р > О, 5 > О, Г > О, функция Я(^), 0 < * ̂  Г, имеет непрерывную 
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вторую производную ЙШ, Ж 0 ) = 0 , зпр я (̂ ) < : 0. Формулу (4,1) можно 
получить, например, из формулы (3.3); для этого нужно выбрать исход
ные случайт1е_величины, нормальные с параметрами (О, 1), положить в 
(3.3) X = аПп/Ук, у == ̂ Уп/1/к, г = зУп, воспользоваться формулами (2.7) 
и перейти к пределу по п. Обозначим для р > О, * > О 

/ г \ 
Тр{{]х,у) = Ш'[е » ; ш ! {1р{и) + х)->0, и;{{) + х==ук 

для функций 7,^(0, оо) определим оператор 
оо 

Тр,Щ>(х) = ^ТрЦ;х,у)ц>(у)ау. 
о 

Очевидно, что семейство (Гр, <)^>о образует однородную полугруппу само
сопряженных вполне непрерывных операторов в ^2(0, оо). Поэтому по тео
реме Гильберта — Шмидта (см., например, [21, с. 245]) ядро оператора 
Гр,( представляется в вцде 

Тр {{; х,у)=^ еЬ-̂ Р>*ф̂  (р; х) ф,- (р; у), (^-2) 
3=1 

где е^^^^^ и ф (̂р, х) — соответственно /-е собственное число и ;-й собст
венный вектор оператора Гр. 1. Из соотношения 

/ г \ 
-р](м(и)+л;)йг1 , 

е'̂ ^^Р% (̂р; х) = м и о {р; ю (1) + х); Ы {ш{и) + х)>0 

следует, что функция (^^{р; х) и число ЯДр) удовлетворяют уравнению 

— Ф^(Р; ^) = С^з (Р) + рх) ф̂ - (р; х), л; > О, (4.3) 

и граничным условиям 
фДр; 0 ) = ф , ( р ; оо) = 0. <4.4) 

Далее, поскольку функция Эйри У{х) удовлетворяет уравнению 
У(.х)=хУ{х), —оо<х<°°, 

и граничным условиям 
У{0) = Гя/(3'' '^Г(2/3)), Псх.) = О, 

то очевидно, что функцию ф (̂р, х) и число ЯДр) удастся выразить через 
функцию У{х) и ее нули соответственно. Для этого обозначим м.1 > > . . . 
. . ; > р,„ > . . . все нули функции У{х); известно [20], что все они простые, 
отрицательные, отрицательно и их счетное число. Отметим попутно, что 
при х-^ °° 

У{х)^-^ х-^'"^е-' {1 + 0 (1)), V (х) = - ^ ^ П ^ - ^ {1 + о (1)), 

у ^ = - ( ± . (4/г - 1) пУ'"\1 + о (1)), вир {\У {х)\ \У (х)\} < ос, ^^'^^ 
\ I -0О<ЗС<»в 

где 5 = (2/3)а;^'''. Положим для / = 1, 2, . . . , ж > О 
Я,- = р/2'^\ = с^УЦ'^'х + |х,), • (4.6) 

где числа > О выбраны так, что г] {х) йх == 1. Тогда искомые число 

Я (̂р) и функция фДр; х) имеют вид 
ЯДр) ==Я,р^/', фДр; х) = р''%{р"'х), / = 1, 2, . . . , (4.7) 
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где числа Я; и функции г / х ) определены в (4.6); в этом легко убедиться, 
проверяя, что так определенные числа и функции удовлетворяют урав
нению (4.3) и условиям (4.4). Используя теперь (4.1), (4.2) и (4.7), можно 
выписать точную формулу для случая Й{1) =соп8Ь (т. е. Н{1) —парабола). 

Теорема 4.1. Пусть ЖО) = О, НИ) = с < О при О^г^Т. Тогда для 
любых а : > 0 , г / > 0 , Г > 0 , 5 > 0 

V{IV{I) + х>8Н{г); 0 < ^ < Г , ш{Т) + х<:^8Н{Т) + у) = 
ду 

ехр — т {{) (И + 8Н (0) х — зН (Г) у| X 

X 2 е'^'''''^'\8с)^\({8сГх)., {{8СГУ1 

где числа Л̂- и функции г^{х) определены (4.6). 

5. Лемма об аппроксимации 

В настоягцем разделе наряду с функцией Ж^) из теоремы 2.1 стро
ится функция С{!;), состоящая из кусков парабол, так, что некоторые функ
ционалы от этих функций близки с заданной точностью. Для заданного 
0 < А ^ 1 / 4 пусть т = т{\) = т&хи = д]: ( 1 + 1 ) Л < 1 } ; через 61, 62, . . . 
..., 8т, бт+1 обозначим интсрвалы (О, А), (А, 2Д), . . . , {тА~А, тА), 
{тА, 1) соответственно. 

Лемма 5.1. Пусть ЖО) = О и для О < а ^ Л < выполняется 
-А<ЙИ)^-а, \НЩг) \ <А приО<г<1. 

Тогда можно построить функцию 0{1), 0 ^ ^ ^ 1 , С(0) = 0, С{0)=Й{0). 
такую;^что при Ь^Ьг выполняется С(^) = а,, 1 = 1, 2, . . . , то + 1, и для не
которого С < о о , зависящего только от а и А, выполняются следующие 
соотношения: 

1. вир \Н{1)-

2. вир \Н{г) 

3. зпр \Н{1) 

0{1)\<СА, 

- 6̂  (О К СА^, 

- С ( О К С А ^ 

4. 

5. 

6. 

(7/2 {I) — 0^ {I)) 

\{Ю{г)-0\1))й1 

СА\ 

^1{1-\)С'-^А\ = 3, 4, 

| ( 1 Я ( г ) Г - | ё ( о П й ^ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Условимся через {̂̂ ) = О(А') обозначать функ
ции от ^ (в том числе и константы), которые допускают оценку 1 / ( ^ ) 1 = ^ 
=^СА*, где число С <<х> зависит только от а и Л; буквой С будем обозна
чать различные константы, зависящие только от а ж А. 

Для построения функции 0{1) достаточно найти числа аи ..., ат+и 
а1 = ^{1) при 1^Ьг. Числа а^, . . . , найдем из то/3 систем уравнений (и 
начальных условий С(0) = 0 , (?(0) ==Ж0)) : 

1и 0{ЫА)=Н{Ш), 
(5(ЗгА)=ЖЗгД), 

1 0 0 



ЗгД 

3 ( г - 1 ) Д 

г = 1, 2, , . . , т/3. Число ат+1 найдем из условия /т/зц." С (1 )==Ж1) . 
Докажем сначала существование решения систем 1{ —111^, 1 = 1, . . . 

..., т/3; очевидно, что достаточно рассмотреть уравнения Ь—1111. Пере
пишем эти уравнения в более удобном виде: 

зА * 

1;: = -Ь Заз + аз = 2 ^ 11Я (и) йиЛЬ = 9 Я ( 0 ) + (9 (Л), 
о о 

ЗА 

П^: Фз ^ ^ 1 + из + аз = 4 - ] " ^ (^) = ЗЯ ( 0 ) + О ( Д ) , 

о 
ЗА 

11X1: Ф з = 7 а 1 -Ь 4а1 + а1+ ^а^а^ + За-^а^ + За^а^ = Ю {I) = 

Непосредственно решая эту систему, убеждаемся, что 
а , = Я(0) + (9 (Д) , у = 1 , 2 , 3. 

Поскольку уравнение Iш/г+^ тоже имеет решение 
ат;з+1 = Й{т\) + С>(Д), 

= 2 7 Я 2 (0) -Ь О ( Д ) . 

(5 .1 ) 

( 5 . 2 ) 

все числа а^'..., а„+1 найдены, и функция СШ построена. Осталось убе
диться, что свойства 1 — 6 имеют место. 

Обозначим Д1 = 61 + 62 + 63, . . ., Дт/з = б т _ 2 + 6 т - 1 + б т , Дт/3 + 1 = б т + 1 . 

Очевидно, достаточно доказать, что справедливы следующие соотношения: 

1 ' . вир 1 Я (О — ё (О к е д , г = 1, т / 3 4 - 1 , 

2'. 8 и р [ Я ( 0 — ё ( 0 1 < С Д 2 , г = 1, 77г/3 + 1 , 

3'. зпр | Я ( 0 - е ( г ) | < С А « , 1^1, ...,т/3 + I , 

4'. 

5'. 

6 ' . 

7'. 

< С Д 4 , 

^ {Н^ {^) - 6'И)) ^1 < С^"'/(7 - 1) А*, ^ = 1 , . . . , т / 3 + 1 , / > 3 , 

\ < С Д ^ г = 1 , . . . , т о / 3 . 

( Я ( 0 1 ' ^ ^ - 1 ^ ( 0 1 ' ' " ) 
2/3\ 

Д т / 3 + 1 

< С Д 2 . 

Соотношение 1 ' следует из формул ( 5 . 1 ) и ( 5 . 2 ) ; соотношение 2 ' — 
из соотношения 1 ' ; 3' — из 2 ' ; 7' — из 1 ' . Поэтому осталось доказать со
отношения 4 ' — 6 ' . Начнем с 4': пусть 

Ь = ЖтпД) = < 5 ( т Д ) , ОоИ) = Ш - Ь, Й,{1) = ЙШ - Д 

тогда 
1 

I (о^ {I) - ( 0 ) йг = I (ё̂  (О - н1 ( 0 ) + 2 ^ | {н, (о - с̂ о ( 0 ) йг), 
тоЛ тпД т Д 
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Поскольку в силу /т/3+1 выполняется 
1 

получаем 
1 1 

]" (О - 0^ = ^ {н1 {I) - с1 {1)) йи 
тА тпА 

Очевидно, далее, при т Д < ^ < 1 

н1 ц) = ( Я (тоД) + О (дз), (О = ( я (щД) + о (Д^), 

поэтому соотношение 4 ' доказано: 
1 1 

тА ' шД 

Для доказательства 5' понадобятся только соотношения (5.1) и (5.2), 
таким образом, 5' достаточно доказать для 1=1 , Пусть ^ = ЖО) = Й(0), 
ЙоИ) = Й'(?) - Ь, ()оИ) = <5(̂ ) - 1 ; тогда 

(О = (^^0 (О + Ь)^ = 2 № ^ - * я ^ (г), 

(О = (с̂ о (О + ^ )̂* = 2 с1ь'-'д'о (г). 
г=0 

Поэтому 
8Д 

\Ж (̂ ) - О' Ц)) й1 < 2 С1А'-'Ви 
г=о 

где = 
8Д 

\{т{г)-о1{1))й1 . Поскольку 

то 

5„ = О, Я1 = Яо(ЗД) - С.(ЗД) - О, 

1=2 
(5.3) 

Оценим Ей для этого заметим, что при О < ^ < ЗД 

О, (О = ^Я (0) + О (Д2) , Я „ (О = гЯ (0) + О (Д^); 
ЗА I 

5г = 1 2 1̂ [(̂ я (0))̂ о -̂'" (Д2) - {ш ф)уо'-' (Д2) ] < 
• 5=0 

5=0 

где 1Ж0)1 ^ Л . Продолжая вычисления, получаем 
г-1 1-1 

Я^ < Д. Д2 2 С:| А^А^О'-^-' (Д2) < 2Дз 2 а_1Л^'(9'-^-^' (Д^) 
5=0 ' 5=0 

В последнем неравенстве мы использовали очевидное соотношение 

^ ^ С | < 2 С и 0 < / < г - 1 . 
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Таким образом, получили неравенство 

что дает 
в^<^чс^у-\ з , . . . (5.4) 

Подставляя (5.4) в (5.3), получаем 

1=2 г - 2 = 0 

Используя далее очевидное неравенство 
с : < 5 ( 5 - 1 ) ^ : 1 1 , 0 < г - 2 < 5 - 2 , 

получаем 

А, < А^Сз {8-1) 2 С121 {САу-'А^'-'^-^'-'^ = А*С8{з -1){А + САу-\ 
1-2=0 

Соотношение 5' доказано. 
Докажем, наконец, 6'; его тоже достаточно проверить для 1 = 1 . По

ложим 
ЙИ)=тО) + гИ), 

где |е(^)1 = 0 ( А ) . Поэтому 

1 Н{{) \''' = \Н{0) \''' + 4 - е(^) 1 Я (0) \-'^' + О (А^), 

] 1 Я (О \'^'сИ = ЗА 1Я "(0) \''̂  (0) Г^ '̂ ]г{Ь)(И + 0 (АЗ). 

Положим далее я,- = ЖО) + Е,-, г = 1, 2, 3, так что = 0 ( А ) . Тогда 

^\ац) = 2 Д1 « г 1'^' = I я (0) 1̂ /̂ ЗА + ^\н{0) \-^'^ X 
• 1=1 

X А(81 + ег + ез) + 0(АЗ), (5.6) 

Воспользуемся теперь соотношением I I I 
ЖЗА)=б^(ЗА) , 

где 
зл 

Я (ЗА) = Я (0) + ЗДЯ (0) + ^ е (О 
о 

(?(ЗА) = ЖО) + ЗАЖО) + А(е1 + 82 + 83) . 

Из последнего получаем, что 
зл 
I 8 (О = А (81 + 83 + 83), 
о 

поэтому, сравнивая |(5.5) и (5.6), получаем нужную оценку в 6 ' : 
ЗА ЗА 

0{А% 

Лемма 5.1 доказана. 
1 0 3 



6. Доказательство основной теоремы 2.1 

Пусть 5 = 8(гг) = т ш {[1п^ п], [{г/УпУ^^]}. Число Л из леммы 5.1 по
ложим равным кв/п, где к = кЫ) задается (3.2). Таким образом, 

2/3 
А = ^1^1 тш|[1п2« ] , ' 7- \1 /9 

УТг 
(1 + о (1)). (6.1) 

Пусть то = т ( А ) = П1ах{г = 3 7 : ( 4 + 1 ) А < 1} и 61, . . . , б т + 1 — интервалы 
(О, А), (А, 2К), . . . , (то-А, 1) соответственно. В силу леммы 5.1 можно 
построить функцию СШ, 0 ^ ^ < 1 , которая на каждом из интервалов 61 
является куском параболы и, в частности, удовлетворяет соотношениям 

8ир 1 С ( 0 - Я ( О К С А з , С{0) = Н{ОУ С{1) = Н{1). 

В настоянием разделе через С будем обозначать константы, зависящие 
только от функции Н и, возможно, от распределения случайной величины 
| 1 . Пусть е = СА^; нетрудно убедиться, что для всех х>0, у>0 справед
ливы следующие неравенства: 

Р„((?; УЬ+, 1ку^)^^М\ 1/ку)>Тп{0; Пх-, Пу-), (6.2) 

где ж* = ж ± гг/1к, у- = у± ге/1/к, функция Р„(Я; х, у) определена фор
мулой (3.1). Поэтому для нахождения асимптотики Р„(Я; Укх, 1/ку) до
статочно вычислить поведение внешних членов в- (6.2) и убедиться, что 
они асимптотически эквивалентны. Часть вычислений для функции Н ужо 
проделана; в результате этих преобразований получилась формула (3.3). 
Отправимся от этой формулы, считая, что все преобразования, предшест
вовавшие появлению этой формулы, сделаны по функции О, а не по 
функции Н. Таким образом, 

- - [ " "I — 
Р„ (О] Ук Уку^) = к-^'^ ехр 2 Л (а,) ехр [Х (а^) У к х^ -

\з=\
-Х{ап) УкХ{ап)] М , ( х ± , у^), 

где числа ос, и р,- строятся по функции С. Используя свойства функций 
Л(а) и Я(а), перечисленные в разделе 2, и свойства гладкости функции 
С, без труда убеждаемся, что 

Е л (аО + Я {а,) Укх^-Х (ап) У к у^ = 

= П Л {^-а{Ь))а1 + хУк%[-^С{0))-у / / с я ( - ^ ^ ( 1 ) ) + 0 ( 1 ) . 

Далее, из леммы 5.1 следует, что 

/ / ( 1 ) + 0 ( 1 ) . (6.3) 

хУкх [ - ^ ( ? ( 0 ) ) - ^ У к я ( - ^ ё ( 1 ) ) = 

^хУк'к(-^Н{0)^-у УкХ 

Поскольку на основании (2.4) 
1 1 оо . 1 

^ I Л (-^ ё (о) = - 4 [ ^2 {г) (И + п^Аг (-^)' I д' (О (̂ ,̂ 
о о о 

то с помощью утверждений 4 и 3 леммы 5.1 и выбора А (см. (6.1)) без 
труда получаем 

1 1 

п | л ( - ^ ё ( о ) й ^ = ?г ̂ л [ - ^ ^ ^ ( г ) ) ( ^ ^ + 0 ( 1 ) . (6.4) 
о о 
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в силу (6.3) и (6.4) для доказательства теоремы 2.1 достаточно показать, 
что 

{х+, у±) = \н(0) 1^1 я ( 1 ) \^'\(х 1 я ( 0 ) 1̂ /̂ ) х 
1 

X 21 (г/1Я (1)1̂ ^ )̂ ехр 7 - Г ^ 4 | Я ( 0 Г - ^ ( ^ я ( 0 ) с ^ . X (1 + 0 (1) ) , 

(6.5) 

где ^1 и 2х{х) определены в (4.6). Для этого придется ввести довольно 
много обозначений. Положим 

С 7 ^ . , ^ Х , + . . . + Х „ 

так что 17} = III, ,̂ где суммы 11^ = Х^ + ... + были определены в разде
ле 3. Обозначим для 7 = 1, 2, . . . , п—1 

Ъ = Т;," = кЩ}^ п, Т« = Т».« = о, 

где числа для функции О определены, как в разделе 2: 
= Я(а ,+1) - Я(а,), а,- ̂  ЛО{Цп) - ОЩ - 1)/п)). 

При этом 
^. = е(///г) + о(1) = Ш//^г) + о(1), / = 1, . . . , - 1.' 

Определим далее семейство функций аргументов > О, г/ > 0: 

к'^' (^ /; ^, у) = Ш' 

Ш ! ( С / | , ж + Ж / / С ) > 0 , ^ + 0 ^ = 1 / ) , 

и семейство операторов из 1/2(0, о°) в 1/2(0, оо): 
оо 

Я^") (^ 7) Ф (х) = Я '̂̂ ) {г, г, X, у) ф {у) ау. 
о 

Очевидно, что интересующая нас функция М„(а;, у) представляется в виде 
Мг.{х, г / )=Я ' "Ч1 , п; х, у); 

далее, для любых 1 ^ 1 < 7 < 5 = ^ 7 г справедливо 
5).ф(а;)=Я<"'(ь ]) • Н'^К] + 1, 8)ф). 

Такил! образом, функция М.п(х, у), являясь ядром некоторого оператора, 
оказывается при этом сверткой ядер п операторов Я^"Ч1, 1), . , . , Н'-^Чп, п). 
Каждый из операторов Я'-^Чг, I) сходится при ? г о о к тонодественному 
оператору, а оператор Я*"Ч1, п) — к нулевому. В силу принципа инвари
антности суперпозиция любых к штук стоящих подряд операторов 
Я * " Ч 1 + 1 , 1 + 1 ) , . . . , Я^^Чъ + к, 1 + к) (число к определяется формулой 
(3.2)) сходится при п-^оо к некоторому невырожденному оператору, ко
торый определяется по винеровскому процессу. При этом оценка скорости 
сходимости порядка ОПп^к/Ук) позволяет от сумм перейти к винеровско
му процессу. 

Положим 
а (X , + . . . + Х,)2 = о2 (а,) + . . . + (а^), 

где функция оЧа) определена формулой (2.5). Семейство функций 

Тр{{;х, у) = Ж' е ^ ; ш{ {ю{и) + х)>0, ю{1) + х^у. 
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введено и изучено в разделе 4. Оператор, соответствующий этому семей
ству, определим как 

оо 

Г^ф (х) = Гр.̂ ф {х) ^ I Гр {г; X, у) ф (у) йу. 
о 

Для д = 1, 2, . . . положим 
N = N{п)^&щ{^>^^. {1+1)к<п} (6.6) 

и введенные ранее операторы сгруппируем по к штук: Л 
Я "̂> = П\к + \, 2к), . . . , Е^^1г ^ Я "̂> {Nк + 1, п); оператор Д ^ х 
состоит из к' —п — кк штук, где число /с' колеблется от к 2к— 1. 
Ядро оператора Л о б о з н а ч и м {х, у). Заметим, что в силу построе
ния функции О (выбора А формулой (6 .1)) числа "у,, п для к{.1 — \)Л-
+ 1 ^ / ^ Л;̂  совпадают между собой. Обозначим 

7* = Тп = Т(г-1)й.+1.п = . . . = Угй.п, 1 = 1 , . . . , А"; 

V = Тп = УNк+\,п = . . . = Уп-1 ,п-

Введем далее операторы, с которыми будут сближаться операторы Я'^^,... 
. . . , /г ^ V + 1 . 

Т^^^^Тг., 1 = 1, . . . , N + 1 , 

В!^аЦк{1-1) + 1,кГ1/к, г = 1 , . . . , Л ^ ; ВЪ+^^а^{к.^ + 1, п)/к. 

Ядро оператора т!"̂ ^ обозначим (а:, у). 
Рассмотрим далее функции 

а± = а ± ( . ) ^ Я 1 " Ч ^ ^ . ) е М О , оо), 
&± = 6± (-) ^ ( . , у±) е ^ 3 (О, оо), 

где и у- из формулы (6.2); 

Положим далее 

а ,==ах ( - )^Г1"> (х , О е ^ Л О , оо), 

• 6, = 6 , С ) ^ ^ я 1 1 ( - , г / ) е Ь з ( 0 , оо), 

Тогда интересующие нас функции представляются в виде 

Следующие леммы 6.1—6.3 будут доказаны в разделе 7. Через И-11 обоз
начается норма 2^2(0, оо). 

Лемма 6.1.Найдется число С <оо такое, что для 1 < г 1 

Лемма 6.2. Для любых ж > О, у > О 

И т I ах — ах| = О, И т || 6^ — &у [[ == 0 . 

Лемма 6.3. Для любого вектора ф е Ьз(0, оо) 

Иш I А'\/{ 1 ГГ> 1 . . . 1 1 ) - ^„ (г!,,, ф) II = 0 . 
и-*оо 

106 



Здесь 

^ 1 = "Фх (Х) = 
П(П) 

^ V + 1 

где функции г^х) определены формулой ( 4 . 6 ) . 
С помощью этих лемм закончим доказательство теоремы 2.1. Очевид

ные вычисления дают для любого 9 ^ ^ 2 ( 6 , «») 

где 

г=2 
Для оценки нормы вектора г]) заметим, что в силу леммы 6 .1 для 1 < 1 =^ 
^ Л Г + 1 

тР\\\^С1п^к/Ук; 

поэтому 

1Н1<1!Ф11 Е И Г ^ 
1=2 _ N _ 

< I ф.| N01п* к/-/к-11(\Т^1^^1-{-С 1п* к/ Ук ) . 

Из последнего, очевидно, следует 

II ^ 1|/ П I I 1 < С.^ У^ • ехр [СМ 1п* к/У к]. 
1=2 

Поскольку для последовательностей г = г(?г) ==о(ге/1п*7г) справедливо 
V̂ 1 п * к / У к = п 1 п * Ш (1 + о(1)) = о(1), 

окончательно получаем 
(6.7) 

Далее, в силу леммы 6 .3 из ( 6 . 7 ) следует, что для любого ф ̂  ^2^0, 

И т 
71-» 00 

ТУ 

А % П 1 1 г 1 " 1 - 1 ' о ( % , Ф ) | = о . 

Последнее вместе с леммой 6.2 позволяет утверждать, что для ж, г / > 0 
ТУ 

И т 
П-^оо 

Мп {х±, у±) П 1 Т'^^' 1 - (а., г|,о) (̂ 1^1, Ьу) 
г=2 

= 0. 

Таким образом, мы получили 

Мп(ж± у±)=1Я (0)Г1Я(1)ГЧ(^1Я (0)Г)х 

X . X ( у 1:Я(1) Г^) II71̂ ^ 1 . . . I I ТР^, 1(1 + 0(1) ) , 

поэтому для доказательства теоремы 2.1 достаточно убедиться, что 

П II Т^""' 1 = ехр \ { ^ \  I Н Ц) Го^' (-^ Н Ц)] X (1 + о (1)). ( 6 . 8 ) 

Поскольку 

1п I I = Я, (т^Г ^'((^-^)/-+^'^^-) , ^ = 1, . . . , ЛГ, 
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справедливо 
/N+1 

1п П II тГ' I I ) = ^ 1 4 2 (У^'"""' ((̂ - - 1 ) *̂ + 1, ^к) + 

-\-(у^'-'УМкМ + 1, п ) ] = Лх-̂  '-%^,п)-"о- (̂ , О + К^ {Ъг-г,п?"о'{щ п)= 

1 - 1 

Х а Ч ^ 0 + о(1). 

Используя далее свойства гладкости функции О и свойства функций Ж а) 
(2.4) и аЧа) (2.6), без труда получаем 

/ ^ 1 .... N л . ^ 
1п I II1 = 1̂ {^т-Т 11^ ( 0 1 ' ^ ' ^ а Ц)] йг + о (1). 

о \ г = 1 

Далее, в силу оценок леммы 5.1 и выбора А убеждаемся, что 

[гу1^ \ (О р/з̂ з е (о) а^ = (-1.)^^^ [ 1 я (О I^ я (̂ )) ^^ + о (1), / г \2/з 

т. е. (6.8) имеет место. Теорема 2.1 доказана. 

7. Доказательство лемм 6.1—6.3 

Будем использовать следующее утверждение [ И , с. 2631: 
Теорезма 1 Л. Пусть У1, . . . , — независимые одинаково распределен

ные случайные величины, М 7 1 = 0, М У 1 = 1 , ^ з ^ М 1 У 1 И < о о такие, что 
плотность Р ( У 1 < {) равномерно ограничена числом А. Тогда 

БПр ^ Р ( Г 1 + . . . + П < ж / л ) - ( 2 я ) - ^ ^ ' е 
(1х 

^ С - ^ - ш а х ( 1 , Л*), 
^ Ук 

где С < оо — абсолютная константа. 
В обозначениях, использованных в предыдущих разделах, сформули

руем следующее утверждение. 
Лемма 7.1. Найдутся числа О < с ^ С < оо такие, что для всех 1 ^ 1 ^ 

^ + 1, л = 1, 2, . . . , ж > О, г/ > О справедливо 

\^ {х, у) I < 1 Г^"^ (ж, г/) 1 < 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Через О < с ^ С < оо будем обозначать раз

личные константы, не зависящие от и г, 1 ^ 1 < А + 1. Первое неравен
ство докажем для г = 1; для остальных I, очевидно, доказательство ана
логичное. Через к/2 будем обозначать {к/2] — целую часть числа к/2. 
Поскольку 

со 

ЯГ> {х, у) ^ Я<'̂ ) ( 1 , к; х,у) = 1 Я<"> (1 , к12; х, 2,) Я^"^ {к12 + 1, А:; 2, у) йх. 

по неравенству Когпи имеем 
\пТ\х, у)\<1^'1^\ 

где 
(7.1) 

( Я " ( 1 , /с/2; ж, 2))-'6^2, / з ^ I (Я^"^ (А;/2 4- 1, к; л, г/))'Й2. 
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Для оценки интеграла /1 убедимся, что справедлива следующая оценка: 

к12\х, 1 / ) < С е . (7.2) 

Для этого вернемся к исходным случайным величинам ^1, . . . , ^ „ : 

Ярт)(1, /с/2; X, г/)=ехр|— 2 А (а^) — а: / / с Я ( а 1 ) + у УкК {аи/^Ц X 

Х Р ' ( ' 5 ' г + / Ь > г С ^ ( г / ? г ) ; ^ = 1, . . . , / с / 2 ; ^ ^ / 2 / / ^ + ^ = 

^ 171 ^ ((^/2)//г) + У ) < ехр | - 2 ^ («^) -^У'к>^ Ы + У УкХ {а„/,)\

Х Р ' ( 5 , / , / / А : + ж = ^0{{к/2)/п) + у^ (7.3) 

Перейдем^ далее к лювым случайным величинам Х 1 , Х^/з и их 
суммам С/, = А'1 + . . . + положив 

Ше^^^^ Ф (Я + Я («г)) е-^^^^ф (Я ( а О ) , 

где а^ =. ..=ак/2 — гС{{к/2)/п)/Ш2). Таким образом, случа11ные вели
чины Х1, . . . , А'д/2 имеют одинаковое распределение. Получаем 

Р' ( ^ . / 2 / / ^ + ^ = ((А:/2)//г) + г/) = Р' (^/,/2/ + ^ = У)Х 

Хехр 
А/2 _ _ _ _ 1 
2 А (аО + X УкХ (а,) - у / й («,/2) • (7.4) 
г=1 } 

Используя свойства гладкости функции СШ, нетрудно показать, что 
к/2 _ _ — _ 

2 л («о - 2 л (аг) + X / / с I Я (а^) - Я (а,) \+уУк\Х (а^;,) - Я {а^,,) К 
г=1 1=1 

< С + с-^(ж + у); 

поэтому в силу (7.3) и (7.4) получаем 
,.3 

С ( х + у ) 
Ж"^(1, А72; ж, г / )|<Се Р' 

( 1 ^ + ^ = 4 

Для получения оцепки (7.2) достаточно доказать, что 
1Р'(й^п/й + х = у)^С. (7.5) 

В том случае, когда случайные величины ^1^..., _ограничены, плот
ность преобразованных случайных величин А 1 , . . . , Х^/г равномерно ог
раничена и оценка (7.5) следует из теоремы 7.1. В общем случае^ можно 
только утверждать, что для плотности рШ случайной величины Х1 спра
ведлива оцепка 

р ( 0 < С е х р | с ^ 1 (7.6) 

Выберем два числа а > О, & > О так, чтобы 

а = т а х ( а , 5 ) = —4 1п/с, М(Х^; - Ъ<:Х^<:а) = О, 

где число с > О из формулы (7 .6). Введем следующие события: 

Л Г т ш Х , > - & , т а х Х . < ^ 1 
1 1 « 1 < й / 2 1<г<к/2 ) 
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[}1 т а х Х1->а, ш т |Х|К1п2А; 

Л- = { ( 7 - 1 ) 1 п ' ^ < т ш \X^\<^1^^к}, / = 2 , 3 , . » , 
1<1<к/2 

Очевидно, что 

Р' {^к/2/ + ж = г/) < Е Р'(Л-; й^^,/ Ук + х = у). 
3=0 

Оценим каждое слагаемое в правой части последнего равенства^ На ос
новании теоремы 7.1 в силу того, что на событии Ло плотность X,- допу
скает оценку 

р ( 0 < С е " — & < г < а , 

имеем 

Р'СЛо; П,п/П + х = уХС. 

Далее, на событии А^, / = 1, 2, . . . , плотность минимального по модулю 
элемента допускает оценку 

р{{)^Се " 

поэтому ДЛЯ'7 = 2, 3, . . . 
Р 'и, . ; и^,Л/к + х'= у) < 

2 
—оо 

Р' {ик/2-1/Ук + х=2, т ш I | > ( / - 1) 1п2к) X 
ККк/2-1 

X Р' {Хи/2/ + 2 = г/; I 1 < / Ь^Л:) 

< С / с е " Р ( т ш 1 Х л Х / - 1 ) 1 п 2 А ; ) < 
1<г<й/2-1 

с^з1п^к-е(з-1){к!2-1)1п^к 
< СА;е < Ске-<^}К 

Для 7 = 1 верна оценка 

Р' (^1; йк/2/ / л + ж = 2) < Ск'е-^^г.'\ 

которая устанавливается аналогичным образом. Поэтому 

2 Р ' ^ к / 2 ^ У к + х=у)^Ск{ ке-<^'^'^ + 2 е-'А<С, 
5=1 \2 / 

и соотношение (7 .5 ) получено; оценка (7.2) получена тоже. Подставляя 
(7.2) в интеграл /1, получаем 

.г» 

1 /1 К С ] Я^"^(1, к12', X, 2) е < 

г » л/2 I 

1=1 
140 



Таким образом, для первого интеграла и в (7.1) получена оценка 

Обращаясь далее к блужданию 

убеждаемся, что интеграл /г имеет ту же природу, что и интеграл Л, 
и для него справедлива аналогичная оценка: 

1/2! ^Се--^^ 

Поэтому в силу (7.1) первое утверждение леммы 7.1 доказано. Поскольку 
второе утверждение доказывается аналогично {и значительно проще), 
лемма 7.1 доказана. 

Следующее утверждение будет доказано в разделе 9. 
Лемма 7.2. Найдется число С < °о такое, что для всех 1 1, 

п = 1, 2, . . . , ж > О, г / > О 
I Я1"> {X, у) - [X, у)\^С 1пЗ к/ Ук. 

С помощью лемм 7.1 и 7.2 докажем леммы 6.1—6.3. 
Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 6.1. Поскольку \Н^1^ — Г^'^^р:^/, 
оо оо 

/ = I ] (/?-"̂  {х, у) — Т^^^ {х, у)У йхйу, достаточно оценить интеграл / . 
о о 

Пусть для а > О 

^ I I {ЯТ' {X, у) - ТТ'> (х, у)Т йхйу, 1,^1^ I , . 
о о 

в силу леммы 7.2 
^СаПп'кЫ' к/к, 

и в силу леммы 7.1 
1/2! Се-"" ' "* ; 

выбирая а достаточно большим, получаем нужную оценку: 
1/1 = 1 Л 1 + 1/2! <С1п*А://г. 

Лемма 6.1 доказана. Лемма 6.2 является очевидным следствием лемм 7.1 
и 7.2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 6 . 3 . Наряду с оператором (см. ( 4 2) 
и ( 4 . 3 ) ) 

оо 

Тр.г^Нх)- У. е^^'''\ X) (срЛр; •),Ф(-)) 

рассмотрим оператор 
^Р,<Ф (х) = е^^^^%1 (р; х) ( ф ; (р; •). Ф (*)); 

наряду с операторамиГх^^ . . . , Г^+храссмотрим операторы//!"^ . . . , Ьм+ъ 
^\"оторые определим как 

где р 1 = (1= 4"^—параметры, которые определяют оператор Т^^^ = 
= Тр.,1.. В силу построения функции С по Д (см. (6.1)) каждые после

дующие 5 операторов ТТ^\ Т['^\Т'Г^г, .. •, Т'й\, - • . , 
и, наконец, остальные Тт1+1, . •., Гд?\(число т = т{А) определено в на
чале раздела 4) совпадают между собой. Последняя (»г + 1)-я группа 
операторов состоит из $' = N — зт штук, так что 8/2 ̂  в' < 2 .̂ Это 
же верно для операторов Ь1^\, ^ N ^ . Положим 
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Отметим, что нормы операторов Ь^1^^ и Т1^^ совпадают и равны ] 
= ехр {Яхр|'̂ г̂1'» нормы операторов А^ равны 

г 

2/3 2/3 
А^ II = е(''2-Ч)Р;8+Л-^+1«, 1 < у < т , I Ат+г 11 = е(^-2-^1)Р"»^+1*"»«+1''. 

Таким образом, в силу оценки зпр | А^ \\ Се~'^^ получаем, что 
1<5<т+1 

для любой функции ф е Ь^{0, °°) 

И т 
П->оо 

ЛГТ(П) 

2 
^ N 2^ у,(п) 

= О (7.7) 

(тут используются те же рассуждения, что и при выводе оценки (6.7)). 
Очевидно далее, что 

N 

п 
5=2 

(п) 
= Ф1 (рх; ж ) П ( ф 1 (Р58; •):ф1(Р;з+х; •))(ф1(рт8+1; 01 ф(-))-

5=1 

(7.8) 
в силу выбора функции О (и гладкости функции Н) справедливо 

Далее, поскольку 

т а х |р̂ 5 — р ^ ^ + х К С А . 
1<б5<"1 

то 

п поэтому 

(фДр; •), фДр; •)) = 1, 

- ^ ( ф 1 ( р ; ф1(р; •)) I = 
'̂ р р=р 

т а х 1 (фх (Р58; •)> ф1 (Р5«+1; •)) - 1 к ^А^-
1<:5<П1 

Из (7.8) в силу последнего следует 
4 - ) . . . ь ( - ) ф ( ^ ) 

И т 
П^оо 

5=2 

Ф1(р1; ж)(фх(р8т+1; • ) . ф(-)) = 0, 

что вместе с (7.7) и доказывает лемму 6.3. 

8. Решение второй граничной задачи 

Для заданной функции Н{1), 0 ^ г ^ 1, хтерез ^ С(0, 1) мы обо
значили (см. разд. 1) множество функций / ^ С ( 0 , 1), которые для вс&а. 
О ^1^1 лежат выше НИ). Наиболее вероятная траектория Но(1) в Вы-
единственным образом определяется из соотношения Яо(0) = О, 

I Н1 (О (Ц = 1п{ I I Г (О <И' / (0) = О, / е Вн : (8.1) 

Пусть сущ.ествуют д интервалов Д ; = (^гг-з, ^2г-1), 1 = 1 , . . . , д, такие, что 
Но{г)>Н{1) при 1^ \] Дг*, при и Д^ выполняется НоИ)=НЦ). 

г=1 г=1 
Длину интервала Д< обозначим \Аг\ — ^2г-2', расстояние между со
седними интервалами Аг ж Д{+1 обозначим •бг- = ?2,- — ^2.-1 (предполагается, 
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что II < { г < . . .< ^2^-1). Теорема 2.1 и леммы, используемые прп ее до
казательстве, позволяют достаточно полно решить вторую граничную за
дачу в области больших уклонений г = г(п) =о(ге/1п*?г). Асимптотика ис
комой вероятности будет как бы «набираться» из произведени11 «асимп
тотик» на отдельных интервалах; при этом будет играть роль (в вычис
лении констант) вид предшествуюгцего и последующего интервалов. По
нятно, что различных подслучаев будет довольно много, поэтому мы ог
раничимся формулировкой результата в одном частном случае; осталь
ные частные случаи (в рамках предположений из теоремы 2.1) выглядят 
аналогично. Напомним, что (1г)^1 — независимые одинаково распреде
ленные случайные величины, М^^1 = О, = 1? М ехр {Я^^ < при 

.1я1 б > о , 5 , и 

А (а) = т1{—аХ+ 1п }, о^ (а) = — А (а) 
- 1 

числовая последовательность г = г(п) удовлетворяет условиям: 

Ишг/]/^ге = оо, Ит г 1и* п/п = 0. (8.2) 
П-»оо 

Теорема вЛ. Пусть плотность рШ = Р(|1 < непрерывна и ограни
чена. Пусть, кроме того, функция Н{1) удовлетворяет условиям: 1) ЖО) < 
< 0 ; 2) ^2, -1 = 1; 3) 1Д,1>0, г = 1, . . . , д; 4) б . > 0 , г = 1, . . . , д - 1 ; 

5 ) функция Н'•^Ч^) непрерывна при у Д ;̂ 6 ) функция ЙИ) непре-
г=1 

рывна в некоторой окрестности множества [О, О Дг; 7) т { | / / ( ^ ) : 

д Д < ' 0 . Тогда при п^ 
^{81>гН{Цп)\= 1, и) = 

4=1 {=1 

X ехр А •Н,{1)\сИ + 
Уп) 

2/3 Я. 

где Л = 2 - " ^ ' " / л 
10 

- 1 

21/3 ^ 

/ г 

Я о ( О Г х 

Н,Ц) ^ г х (1 + 0 (1 ) ) , 

наибольший нуль 

функции Эйри У{х) (см. [20]). 
З а м е ч а н и е 8.1. Аналогичные утверждения справедливы и в ре

шетчатом случае, когда общее распределение слагаемых имеет носи
тель в точках вида {]'к), — о о < у < о о . При этом доказательства в абсо
лютно непрерывном и решетчатом случаях отличаются только в тех мес
тах, где используется локальная предельная теорема. В частности, если 
в теореме 8.1 условие существования гладкой плотности заменить усло
вием решетчатости, то утверждение теоремы 8.1 сохранится без 
изменения. 

З а м е ч а н и е 8.2. Для однородного процесса с независимыми при
ращениями ^И), 0<{ < <х>, утверждения о поведении вероятности 
Р(^(пг) > гЖО; 0 ^ ^ = ^ 1 ) выглядят совершенно аналогично соответству
ющим утверждениям для сумм как в абсолютно непрерывном, так и в 
решетчатом случае. При этом функции А(а) , Я(а) и о(а) строятся по слу
чайной величине ^(1). Доказательства для процессов выполняются по 
той же схеме, что и для сумм; в частности, абсолютно непрерывное пре-
8 Заказ ^V. 510 .113 



образование для процесса удобно получить с помощью предельного пере
хода, как это сделано в разделе 4 для винеровского процесса. 

Пусть ГпИ), О < ^ 5^ 1,—эмпирическая функция распределения, по
строенная по простой выборке объема п из равномерного на отрезке 
[О, 1] распределения. Хорошо известно (см., например, [11), что процесс 
РпИ) — I имеет то же распределение, что и процесс п~\{п1), О ^ ^ ^ 1, 
при условии, что п-^цЫ) = о, где цИ) — пуассоновский процесс со сно
сом: М ехр {Лт1(?)) = ехр {|{(е̂  — 1 — >.)}. Нетрудно убедиться, что при 
- 1 < а < < » 

Лт,а) (а) = а — (а -Ы) 1п (а + 1), Ят,(1) (а) = 1п (а + 1), а5(1) (а) = а -Н 1, 

поэтому в силу замечаний 8 .1 и 8.2 справедлива 
Т е о р е м а 8.2. Пусть функция НИ) удовлетворяет условиям 

ЖО) < О, Ж 1 ) <0 и функция НоИ) находится из соотношений: Ж(0) = 
= Ж ( 1 ) = 0 , 

1 г 1 ^ 

| Я о ' ( 0 ^ ^ = 1п! | / Ч 0 ^ ^ : / ( 0 ) = / (1 ) = 0, / ( 0 > ^ ( 0 ; 0 < г < 1 . 
о о ] 

Пусть, кроме того, выполнены условия 1)—7) теоремы 8.1 и числовая 
последовательность г = г(д) удовлетворяет ( 8 .2 ) . Тогда при п <х> 

Р (" (^п (О - О > (0 ; О < ^ < 1) = П 1 д ^ - ^ ^ ' X 
г=1 

2д-2 
х П 

г = 1 
Н{1г) 

1 - 1 / 6 / Г \ - ( д - 1 ) / з 

X ехр 

-уп) ехр ^ ^ Я о (0 - М ] 1 п ( ^ - ^ Я о (0 + 1)^^[Х 

Уп 
2/3 Я„ 

X (1 + 0(1) ) , 

Я5т 
где Хо, Л — из теоремы 8 . 1 . 

З а м е ч а н и е 8.3. Условие Крамера М1г"*^<схэ при |Я| ^ б, б > О, 

можно ослабить, заменив его, например, условием М е • < оопри |Я| ^ 
^ б, б > О, р > 0. Используя далее технику срезок, можно получить ана
логи теорем 2 . 1 , 8 . 1 , в которых вместо функций Л(а) , Х(а) и оЧа) будут 
фигурировать части рядов (2 .4) и (2 .6 ) , представляющие, эти функции, 
а последовательность г = гЫ) будет ограничена сверху последователь
ностью о(1)гг̂ ^< -̂̂ \ < ^ < 1. 

З а м е ч а н и е 8.4. В доказательстве теорем 2 .1 и 8 .1 «почти» пе ис
пользуется то обстоятельство, что слагаемые ^1, |2 , . . ., Ъ,п одинаково 
распределены; более того, на первом шаге доказательства свойство оди
наковой распределенности утрачивается. Поэтому предложенным мето
дом можно получить соответствующие утверждения и для разнораспре-
деленных слагаемых, и для схемы серий „, , . . , „, л = 1, 2, . . . . 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 8 .1 в основном подготовлено до
казательством теоремы 2 .1 и не требует привлечения дополнительных 
идей; поэтому мы проведем его менее подробно. Для краткости будем 
считать, что д==2; случай д > 2 доказывается совершенно аналогично. 
Итак, при д = 2 отрезок [О, 1] разбивается на три части: Д 1 = [О, ^1), 
& = [^1, ^о] и Да == (г̂ 2, 1], где О < 1̂ < г̂г < 1, и при ^ ^ Д 1 У Да выполня
ется НоИ) > НИ); при 1; ^ б —НоИ) НИ). Тут основное преобразова
ние нужно выполнять по функции НоИ), которая определена формулой 
(8 .1). Обозначим 11 = И ^ 1 : К п^^, и = тЩ ^ п : { > Мг); в ре
зультате преобразования случайные величины | 1 , . . . , ^„ переходят в слу
чайные величины . . . , Хп, уже разнораспределенные; в силу того, 
что ЙоИ) ==Яо(0) при О < ^ < и ЙоИ) = Я о ( 1 ) при > ^ ^ 1, величины 
X^, . . . , Хг , имеют ОДНО распределение, и величиныХ^^, .. .,Хп обладают 
тем же свойством. Как и ранее, суммы будем обозначать == Х< + . . . + Х^. 
Пусть 5 == 5(п) = г/Ут?; обозначим 
Ш 



Н(Цп) ——НЦ^п) ; 1 = 1 , . . . , ^ 1 , — = ^1 

У п у п 
12-1 

+ * 1 

1п{ 

в результате преобразования искомая вероятность представляется 
в виде 

Р (5| > гН {Цп); г = 1, . . . , п) - ехр п Е Л (а^)| X 

X ]" I (^1) Сп {х^, х^) Вп {х^) Лх^йх.^. (8.3) 
о о 

в силу теоремы 2.1 справедливо 

Сп {х^, ^2) = Фх ( I Я (^1) 1; х^).ф1 (1 \ г̂̂ )X 

,2/3 X ехр\8^'\ 1 Я (О Г V (5Я (0) 
' 1 

Х(1 + о(1)), (8.4) 

где фДр; а:) = р*^*2(р*/̂ а;). Далее, используя теорему 7.1, можно показать, 
что 

Л„( :Г1) = Р ' ^ ш ( 0 > 5 ( Я ( ^ ) - - | - Я ( г х ) у , 0 < « < г 1 , 10{1г)-8^"' = Х^Х 

. - 1 / 3 

где 

X ( 1 + о(1)) = Л (1 Я(^01; :г,)• у = Х ( 1 + о(1)), 

Л (р; ж) ^ Р /г̂ ; (П + а; > — 4 Р̂ ;̂ О < г < оо^ 

(8.5) 

Аналогично устанавливается, что 
у г Я„(аг2) = Р 1р(1)-и>{1^)+^х^'>8{Н{1)-Н{1^) ; X 

X (1 + о (1)) = Л ( 1 Я (г )̂ 1; х^) X (1 + о (1)). (8.6) 

Используя далее (8.6), (8.5) и (8.4) и делая предельный переход в ин
теграле (8.3) (предельный переход обосновывается с помощью лем
мы 7.1), получаем соотношение 

Угт^з"^'^ ехр - /г I Л (5Яв {I)) сИ - з'^'Х (' | Я^ {I) \'^'о^ {зН^ Ц)) йг X 

(А* 
X^{8^>^Н{^^пу,^<,^^п)=\щ{\Н{^^)\^,x)А{\Н{^^)\\x)аx^ 

X ]^тЫ\х)А{\НШх)д,хх{1 + о{1)У (8.7) 

Далее, очевидно 

8* 
Л(р; а;) = Л ( 1 ; р^^'х), 
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поэтому правая часть в (8 .7) имеет вид 
/ о о • 42 I 2 {х) А (1 ; X) ах , (8.8) 

где функция 2{х) определена (2 .8 ) , АН; х) = ^{(иШ + х > —ЬУ2; 0< 
г < о о ) . Осталось вычислить интеграл в ( 8 . 8 ) , который мы обозначим 

0^; очевидно, что Д 1 / 2 

А1^' = И т ' г{х)Р(и>{1)>-х- ^Г-, 0^1^Т] Лх. 
о 

Поэтому, используя точную формулу из теоремы 4.1, получаем 

Используя далее формулы (4.5), с помош;ью метода Лапласа легко на
ходим 

,-1/2 
Л '̂̂  = / 2 ^ 2 - ^ ' ^ ]• V' {2'^'х + Яо) ах 

где У{х) — из (2 .8 ) . Теорема 8 .1 доказана. 

9. Технические леммы 

Цель настоящего раздела — доказать лемму 7.2; тут мы будем ис
пользовать обозначения, которые были введены ранее. В частности, в си
лу леммы 5.1 наряду с функцией Н построена фуикцпя С, причем по
строение выполнялось по числу А=А{п), которое определено (6.1). По 
функции О и последовательности г=Лп) построены случайные величи
ны Х1, „, . . . , п, МХг̂ п = о, МХ^п = сг|,п, I =11 , .. .,'п. В настоящем 
разделе нам придется иметь дело с набором к = к{п) ^ [{п-/гУ'^'"] штук 
этих величин, взятых подряд: 

Х.^^,, „,..., Х,^,, „ , X = (у - 1)к, ] = 1, N+1, (9.1) 
где число N =• N{п) определено (6.6) и при п-^оо ведет себя, как тг/к. 
в силу того, что, как правило, число п не будет кратным к, в последней 
группе будет не к элементов, а к', где к ^ к' ^2к — 1. Очевидно, что 
все утверждения, полученные в настоящем разделе для группы из к 
элементов, справедливы и для группы из к' элементов. 

Произвольный набор (9.1) обозначим для краткости У1, . . ., У и, сум
мы будем обозначать 7 г , , = 7 , - + - . . + У^. Обозначим далее 

/ ) ^ А - - 1 (МГ| + . . . + МУ|) , М {I, г, X, у) = Мр (г, у; х, у) ^ 

/ _рТ 2 г̂,ш/*̂ ^+= )̂ , ^ 
; Ш{ {Уг,тЛ-хУк)>^, ^ + Х = у 

Как и ранее, через С будем обозначать различные константы, не зави
сящие от л и X . В новых обозначениях лемма 7.2 будет иметь впд: 

Лемма 9.1. Для некоторого С < оо, не зависящего от п и х, для всех 
X > О, г/ > О справедливо 

\М{1, к; X, у)-М{ВЧ1, к); х, у)\<С1п'к/й, 

где функция МИ; х, у) = МрИ; х, у) определена в разделе 4. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Семейства МИ, / ; х, у) и М{В^И, / ) ; х, у) об

ладают полугрупповым свойством, поэтому 
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1^М{\,к;х,у)-М (Ж (1 , к); х, у) = 
оо 

= ^ {М {I, к/2; X, 2)-М {к/2 I , к; 2, у)-
о 

- М {В^ ( 1 , к/2); х,%)-М {В' {к/2 + I , к); г, у)) 

где через к/2 обозначим [к/2]. Пусть 
оо 

= [ {М (1 , к/2; х,7)-М {В' ( 1 , к/2); х, 2))М (Ж {к/2 + I , к); г, у) <1г, 

М (1 , к/2; X, 2) {М {к/2 + 1, к; г, ^) - М (5^ (А:/2 + 1, /с), г, г/)) с/г; 
тогда, очевидно, 

/ = л + 
Интеграл /1 оценим с помощью интегрирования по частям: 

(9.2) 

1, = -\^Ь{к;х,7)^^М{В^(1, к/2); 2, у)йх, 
о 

где 

Ь (А:; :г, 2) = [ ( М ( 1 , Ш ; х ,1) - М (Я^ (1 , Ш ) ; X , 1)) (к. 
о 

Поэтому 
оо 

1 / 1 | < 8 и р \Ь{к;х,у)\ М{ВЦ\,к/2);2,у) 

в силу формулы (4.2) и соотношений (4.5) справедливо 
оо 

^\-§-^Л1{ВЦ1,к/2);2,у) < С, 

поэтому 
1 / 1 1 < С 8 п р \Ь{к; X, у)\. 

х,у>о 
(9.3) 

Тут мы прервем на время доказательство леммы 9.1 и докажем не
которое промежуточное утверждение. Обозначим 

(^ /; X, у) = •] М (г, / ; X, у) йу, {I; х, у) =^ М {I; х, у) йу, 
о о 
а; X 

Р" {I, / , X, у) = ^ М ({, /; 'х, у) йх, Р~ {Ь; х, у) = [ М {I; х, у) Ох. 
о о 

Лемма 9.2. Для некоторого числа С < оо, не зависящего от п и УС, 
для всех X > О, у > О справедливо 

\Р^И, к; X, у)-Р^{ВЧ1, к); х, у)\^СЫ к/П. 

Доказательство основано на теореме А. И. Сахапепко [22], в кото
рой результат работы [231 распространяется па случай неодинаково рас
пределенных слагаемых. 

Теорема 9.1. [22]. Пусть Ъу, . . ., — независимые случайные вели
чины с нулевым средним, и пусть для некоторых чисел 5 > О и Ь < оо 
выполняется следующее неравенство: 
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М [ 3 ехр { 5 1 } < Ш7.\, 1 < с < А:. (9.4) 

Тогда случайные величины . . можно задать на одном вероятно
стном пространстве с гауссовскими независимыми величинами Ту, . , . , 2"̂ , 
для которых ШТ{ = Ш2{, М Г | = М 2 | , г = 1, . . . , к, таким образом, что 
для всех а: > О 

Р / т а х ^г^ — ^Т^:>С{N/^ + x)\^^еx^р{—^x}, 

/ к \ 
где г=-т1п («, 1//'), /V = 1 + 1п Ш2\ 1 , С — абсолютная кон-

\=1 / 
станта. 

Очевидно, что для случайных величин У у, . . . , 7^ условие (9.4) "Вы-
нолнено с константами 5 и Ь, не зависящими от п и х. Поэтому в силу 
теоремы 9.1 будем считать, что случайные величины У у, . . . , соответ
ствующим образом заданы на одном вероятностном пространстве с гаус
совскими случайными величинами Шу, . . ., ТУ̂ ; последние будем счи
тать приращениями винеровского процесса: 

Ш,= ю{кт1, 1))-ю{кБЧ\, 1 = 1 , к, 
где ЯЧ1, 0) = 0. Для е > О обозначим 

Р"(е) = Р , (е) ^ Р Г!?" 8пр 11;, {1)'-иУ{1)\ е Ук\, 
\0<1<кВН1,к) I 

где и^^1), 0 ^ ^ ^ Я Ч 1 , к), — ломаная, построенная по точкам (А;5Ч1, г), 
У,^д, ^ = 0, 1, к, где ВЧ1, 0) = О, ТЛ, о = 0. Пусть, далее, 10^.1), 
О ̂ ^<,кВ'^[\, /с),—ломаная, построеппая по точкам (/сВН1, О, 
ю{кВ^{\, 0)), I = О, 1, . . . , А:. Тогда, очевидно, 

8ир ЬМ1Ук-Щг{Ь)/УЦ<'^^АУ1л1Ук-1и{к, 5^(1, 0 ) / / ^ ' 1 + 

+ т а х зир \т {I) — {{) \/ У к. 

Поскольку 
\кВЧ1, О - I I = |А:5'Ч1, г) - кВЧ1, 1 - I) - И < Сг/п, 

то получаем 

П (е) < А;Р 

где 

вир IV (г) - \  (2) I > / ^ 8 / 2 ) + Р|(е/2), (9.5) 

Р ^ ( е ) ^ Р / т а х \У^^^-ю{к, ВЩ,1))\/Ук>г). 
\1^г'<к I 

Легко видеть далее, что 
е-^'"'^^+(Ж(1, А;); д: - е, I / - 28) - Р , ( е ) < 

^РЧ\,к; X, у)^ 
^ е'<''Р+(ВЧ1, к); х+г,у + 2г) + Р , (8 ) . (9.6) 

Выберем в (9.6) число & = СШИ + Ъ к/1)/1 к, где числа С, {, ТУ — из 
формулировки теоремы 9.1; в силу (9.5) и теоремы 9.1 получаем РЙ(8) < 
< С ехр {—1п к} = С/к. Далее, поскольку 11 — ехр {±2р8}| С 1п к/^'к и 

в силу того, что 8ир \{д'^/дхду)Р'^{В'^ {{, ку,х, у)\^С {это следует из 
я;>о,у>о 

(4.2) и (4.5)), справедливо 

\Р'-{ВЧ1,-к); х±г, у±2г)-Р+{ВЧ1, к); X, у)\^С1пк/-\/К 
часть леммы 9.2, относящаяся к функциям Р'^, доказана. Так как дока
зательство для функций Р~ совершенно аналогично, то лемма 9.2 до
казана. 
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Вернемся теперь к доказательству леммы 9.1, которое прервали на 
формуле (9.3); в силу леммы 9.2 справедливо 

\Ь{к\ у) \п кПк, 

поэтому мы получили оценку 
\1у\^С\^кПк. (9.7) 

Займемся теперь оцениванием интеграла 7̂5, в формуле (9.2). Обозна
чим для краткости 

А{к; г, у) = М{к/2+ 1, к; 2, у) - М(.ВЧк/2 + I, к); 2, у), 
так что 

/а = ] М (1 , к/2; X, г) А (к; 2, у) йг. 

На траекториях блуждания 
X, 71. у/У к + X, ^/й +х, 71, и/'\'к + х 

введем функционал • 

11 = Т1 ( х ) ~ 1п1 и > О : УЪ + х^а/ У\пк] 

момент первого достижения уровня а/У1п к. 
Тогда 

== /2.1 + / . . 2 , (9.8) 
где 

оо оо Ь /4 

2=0 1=.а/У1Гк \ 
ш{ {Уг,з/Ук + х)> 

> О, 11 = г, У^^^Ук + X = ЛМ{1+ I , к/2; г) А {к; г, у) Й2, йР, 
/ 

оо 

/ , , , ^ | М ' ш{ ( 7 1 , , - / / А ; + от) > о, 7 1 , , / , / К ^ + 

+ а: = 2, Г) > /с /4 ') Л (А;; 2, г/) (?2. 

Начнем оценивать а; имеем 

1 /2,2 К ? / ' Ш { (У1,г/Ук + х)>0,Ц>к/А]х 

X зир М (А/4 + 1, А;/2; х,у)\\А {к; 2, г/) | йх. 
х,у>о ' 

В силу леммы 7 .1 справедливо 
зир 1Л/ (А: /2+1 , А;/2; х, у)\^С; 

х,у>0 

далее, очевидно 
оо оо 11 А {к; 2, у) 1 с̂ 2 < ^М(А;/2+1, А:; 2, г/)сгг/-ь | М {В' {к/2 + 1, А'); 2, г/) Й1/ < С, 

поэтому 
| / 2 . 2 1 < С Р ( Ы {Уг,г/Ук + х)>0, 8ир {У^л/Ук + х)^а/УШ^ 
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Известно (см., например, 1241), что при 0 < е ^ 1 справедливо неравен
ство 

тг2 

Р С 1п{ {IV (О + х)> О, зпр {IV {I) + а;)< < Се ; 

используя это неравенство и оценку скорости сходимости в принципе 
инвариантности для полосы [25], получаем, возможность выбрать а > О, 
не зависящее от гг и от х, такое, что для него справедливо 

\12,г\<С/П. (9.9) 

Обратимся теперь к слагаемому /0,2 в (9.8), в котором число а > О фик
сировано в соответствии с (9.9). Обозначим для краткости 

с^ {х, г) = МЧ е 

V,^Vк + x = ^\ 

/ 
так что 

/ад I -2 Сг {х, 1)М{1 + 1, к/2; I, г) А {к; 2, у) йШ. 
^ = 0 г^а/УЫк 

Пусть т = т{к) ^ [А;/1п^ А]; обозначим далее 

N+{1,1; X, у)^Ж е ; Уга1Ук + х^у], 

N (г, у; а;, г/) ^N+{1, / ; а:, г/) — М (г, у; у). 

Тогда справедливо соотношение 

где 
оо оо оо 

(9.10) 

2=0 и = 0 ^ = : а / ) ^ 1 п й 
2 Сг {х, I) М- {I + 1, I + т; I, и) X 

X М {I Л- т + \, к/2; и, г) А {к; 2, у) й2йас11. 

Лемма 9.3. Для 1 > аЛ\п к 
оо 

•» 

зир А - (̂  4- 1, } + т; {, и)с1и^С Ы^'Ч/ У к. 
а^КкЦ о 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 
оо 

Л̂™> {г) ^ ' (г + 1, г + т; I, и) йи; 

поскольку 
3/2 1 

А^'^Ц^)^Ш\е 1П{ \ Ут у т < 0 

ТО, рассуждая, как при доказательстве леммы 9.2, можно показать, что 

А^^'>{1)-А{1) ^ [ С ^ ^ с 
Ут Ук 

(9.11) 
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где 

Л{{)~Ш 
-р 

3/2 ^. { 

а;(и) + / - ^ ) < 0 ) , 

Далее, по неравенству Коши 

" ( Ы ( ш ( . ) + ( 1 / А ) < о ] 

Полагая далее ^ равным минимальному значению а/{1ик)^^^, получаем 
при 1^а/{1пк)^^^ 

А И) < С Р ^ ( Ы 11){и)<-а1п к]. 

Поскольку (см., например, [1]) 
-"-Ы'к 

Р( ш{ и;{иХ—аЫк]^Се * 

получаем для !:> а/ИпкУ^^ 
ли) ^ С/к. 

Последнее вместе с (9.11) доказывает лемму 9.3. 
Возвратимся теперь к формуле (9.10). В силу леммы 9.3 

12л\<С1п'''к/У"к, (9.12) 

поэтому нам осталось оценить величину /^д. Обозначим ф(о^, )̂ = 

^ (У2ло)~'ехр {—^7(2о^)} плотность нормального распределения с пара
метрами (О, а^). 

Лемма'9.4. Для некоторых чисел а = а(х, к) и Ь = Ых, к), удовлет
воряющих условиям 

О < (1 + С)-' < а, & ^ (1 + С) < оо, 

для всех О ̂  I ^ к/А, х> О, у>-0 справедливо 
„3 

/ -л/1 \ 
М+ (1 + 1, I + т; X, у) — ац) Ь; -^-^ {х — у) 

\ ^^у-к' 

где, как и ранее, константы с, С < оо не зависят от п и х. 
Доказательство леммы 9.4 повторяет рассуждения, которые исполь

зовались при выводе оценки (7.2) (см. доказательство леммы 7.1), осно
ванные иа переходе к одинаково распределенным случайным величинам 
и применении затем теоремы 7.1; поэтому мы его опускаем. 

Вернемся к формуле (9.10) и оценим /-^д из этой формулы. Имеем 

/ 2 М < / + + / ~ , (9.13) 
где 

й/4 / = I I I ^с^х, г)Ь^{ь,и)у. 
г=о и=о г=а1УЫк 

X М {I + т + \, к/2; и, г.) Л {к; г,'у) йгйиИ, 
Ш 



Ь+И, и) = яф(&; {I - и)1к/1т), 

Ь-Ц, и) ^ и) - М+И + 1,1 + т; г, и)\. 

В силу лемм 9.4 и 7.1 справедливо 

(9.14) 

поэтому осталось оценить 1^. С помощью интегрирования по частям по 
переменному и получаем 

оо оо °° к/А 

1 = 0 

X Р~ {I + т + 1, к!2; и, г) А {к; г, у) йгШи, ' 

где функция Р~(.1, / ; х, у) определена перед леммой 9.2. Далее выполним 
интегрирование по частям по неременной г: 

оо оо оо . ^ / ̂  

X - 1 (г 4- /п -1- 1, /г/2; м, г) В {к; 2, ^) Й2Йцй ,̂ (9.15) 

где Я (/г; 2, г/) = ^ Л (/с; 2, ^) (̂ 2. 
о 

Лемма 9.5. Для О^К к/А 
< 00 

вир -|- / " (г + /п + 1, /с/2; а, 2) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим а = 1 + т, к/2 — 6, = р, 
к/2 • _ 

так что 

а+1-<3<к/2 

р 

М (а + 1, А;/2; м, 2) = М' \ ' ; Лг + " > О, % + м = 2,. 

Имеем для любого б > О 

М' \е 2 ; 112 + " > О, Лз + " = 2/ 

т , , - р | - и 
; Лз + ^ > О» Лз + " 2 + б/ 

+ 

3 М' \ ; Л2 + " + й > О, Лз + " = 2/ 
- 6 

Г , - Т1 - ( и +б)р -^ ~ , 
] Ш\е ; Л2 + + 6 > 0 , Лз + м = 2 с̂гм 

+ 

+ 
и-Ь 

+ о 

р ~ 
; Л2 + " > О, Ц^^ + и^7,)йи — 

е \ и>0, + и = г]йи 
о 

+ 
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+ 
, Т 1 , - р ^ ( и + б ) _ 

и ~ г) (1и — 

Ш'[е . ; Лз + а + б > 0 , + а = 2/ 

Деля далее неравенство па б и устремляя б к нулю, получаем 

д2 
М{й + 1, к/2; и, г)(1и 

+ Р-
111—г- " 

< Р ' (Лз = 2 ) + Р' {ц^ + и = 2) + 

" ; + > О, Лз + 2/ йи + 

Интегрируя далее полученное неравенство по 2, получаем 

^ р-{а+ 1, А-/2; и, г) 
612 

Й2 < 1 + 1 + 

+ Р- к , 

Т 1 , - р — и 

третье слагаемое в средней части последнего неравенства оценивается 
в силу утверждения леммы 7.1. Лемма 9.5 доказана. 

Возвращаясь к формуле (9.15), получаем в силу леммы 9.2 

\В{к;2, у)\^С1пк/Ук; 

далее, в силу леммы 9.5 получаем 

1 < с ] ] {х, О И, и) Ши X 1п к/ Vк; 

поскольку 
оо 11 Ь+ и, и) I й а < С Ук/ Ут = С \Л, 

получаем 
\]+\<СЫ'^к/1к. 

Собирая вместе формулы (9.2), (9.8), (9.10), (9.12), получаем 

. 1 / К 1 / 1 1 + 1/2,21 + 1 /2 : 1 !+ + 

поэтому в силу (9.7), (9.9), (9.12), (9.14), (9.16) справедливо 
т^СЫ'кЛк. 

Лемма 9.1 доказана. 

(9.16) 
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