
00 

т 

где, по определению, Л = 1при к>т (случай г = 1 ) . 
Поскольку при п ^ °о порядок малости в (65) не меньше, чем в 

(66), то для распределения (64) верхняя и нижняя оценки имеют один 
и тот же порядок (Ь^^*"' п)~^. Кроме того, из результатов первого раз-
дола и соотношения (54) следует, что в этих условиях 

Н, ( 8 ) ^ Я}) (е) г-\ 
е-»о 

где \|;(в) = С4ф(1/е). Неравенство (44) следует из (59), (63) —(66). Тео
рема доказана. 

З а м е ч а н и е . Из определения т * ( к ) , (59) и (63) следует, что если 
функция р(ж) в (61) медленно меняется при х оо (т. е, энтропия ЯДе) 
близка к критической), то оценка скорости сходимости в (4) при ^ = ^ 
для любого дискретного распределения по суш;еству определяется вели-

оо 
г* 

чиной интеграла ) Р {х) {х 1од х)''^(1х, от которого, кроме суш;ествования, 

ничего не требуется. Так что скорость сходимости в (4) в рассматри
ваемой общности может быть сколь угодно малой. 
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О РАСПРЕДЕЛЕНИИ ВРЕМЕНИ ПРЕБЫВАНИЯ НА ПОЛУОСИ 
И ПОЛОЖЕНИЯ В ПОСЛЕДНИЙ МОМЕНТ ВРЕМЕНИ 

ПРОЦЕССА С НЕЗАВИСИМЫМИ ПРИРАЩЕНИЯМИ, 
УПРАВЛЯЕМОГО ЦЕПЬЮ МАРКОВА 

5 . С. ЛУГАВОВ 

1. Введение 
Рассматривается однородный по времени и аддитивный по первой 

компоненте двумерный марковский процесс 

Вторая координата {>0} есть однородный марковский процесс, 
прцнймающпй значения 1, 2, . . . , Л?, а первая координата {|(; ^ ^ 0 } 

143 



является процессом с условно независимыми при фиксированном у.г 
приращениями (см. [1 ] ) . Эволюция процесса задается матрицей 

4^(5 , )̂ = 1 1 М ( е х р { - 5 ( | , + „ = и > 0 . 

Матрица Т ( 5 , (см. [2]) имеет вид 4^(5 , ^) = ехтр иА{8)), где 
- ё 1 + КА^) ^ Л ( ^ ) - . . ^ 1 Л ^ ( . ^ ) 

^ Л С ^ ) - § , + К,{8)...§,^^,!,{^) . (1.1) 

Здесь >0; §1 = 2) ёа', ^ « (̂ •) = ] ^ (^); Р'а — распределение 
•̂=1 - оо 

скачка процесса в момент перехода процесса у.1 из состояния 1 в со
стояние / ; КМ — кумулянты, соответствующие однородным процессам 
с независимыми приращениями: 

А', (.) = -зЬг + ^ + { (е-'''- 1 + 8^ {йх). (1.2) 

Если ^ (с^х) < схэ, то представление (1.2) переписывается в виде 
И<1 

Кг {8) = -8С11 + ^ + I ( ^ - ^ ^ - \ ) 8 г {йх), 
— 00 

л где «г называется коэффициентом сноса. Если ст; = О и — конечная 
мера, то КМ называется кумулянтой обобщенного пуассоновского про
цесса. 

Положим 
(1 при X > О, 

при д; ̂  О 
и введем функционал 

Ф (^) = {о 

= 1 Ф {1и) Ли, 

где 1/г — время, проведенное процессом О < гг < }̂ на положитель
ной полуоси; аналогично можно определить — время, проведенное 
процессом {|и, О < и 5̂  г} на полуоси (х, <х>). 

Граничные функционалы изучались в работах [31, [4 ] , где 
при дополнительных ограничениях на были получены интегральные 
преобразования производящих функций Ьг и Ь^. Основной результат 
данной статьи состоит в получении преобразования над совместным 
распределением ^г, Х( , без дополнительных ограничений на 
В статье используется схема дискретной аппроксимации процессов с 
непрерывным временем (см. [5, 6, 7] ) , в [5 ] , в частности, при Л̂  = 1 
получено преобразование над совместным распределением случайных 
величин (^(, ^( ) . Также использованы результаты работы [8 ] , где содер
жатся интегральные преобразования над совместным распределением 
времени, проведенном на полуоси {х, оо), и положением в последний 
момент времени случайного блуждания, управляемого цепью Маркова. 

2. Факторизацнонные тождества для сумм случайных величин, 
заданных на конечной цепи Маркова 

Рассмотрим однородную двумерную марковскую цепь {8п, х„)п=о» 
вторая координата которой {х^}п=о — однородная цепь Маркова с про
странством состояний {1 , 2, . . . , Л'}. Матрица, задающая эволюцию про-
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цесса {Зп, У<П}П=О при любом у ^Н, имеет вид 
Т и ) = 1 1 М ( е х р { - 5 ( 5 „ + , - 5 „ ) } ; х„+1 = /|5„ = I / , х„ = 1)11. 

Структура матрицы 4 ^ ( 5 ) изучена в работе [10]. 
Пусть в дальнейшем = 0, Д п — число элементов последователь

ности , . . , 5„ больших Х(АО=0), / - единичная матрица порядка Л̂ , 

, VI {8, (О, п) - М (Г'^^'"""^со^"; = / 1 Ко = 

. Пп {з, со) = II и% ( 5 , со, п)|^,^=^д, {з, со) = е'''!, 

^ " ( 5 , со, р ) = 2 Р"̂ п0< ,̂ со). 
П=0 

Введем также оператор проектирования 

\ - о о / {а,Р} 

При этих обозначениях из теоремы 5 работы [8] следует 
Теорема 1. При Ке ( 5 ) = 0 , 1р1 < 1, 1ро>1 < 1 

[Го {гУ^(^, со) ( 5 , со, р)]-^}] X ( 5 , со, р ) ] -^ X 
Х [ / - Р ^ ( 5 ) Г ' при х < 0 , 

[Го* { /̂̂  со) 1^+ со, р)|] X [4^+ О), р ) ] -^ X 
Х ( / - р Ч ^ ( 5 ) ] - ' при х ^ О , 

^"{3, со, р) (2Л) 

где при Ке ( 5 ) = О 
[ / - р Ч ' Ы ] - Ч / - р С й Ч ^ ( 5 ) ] = - ф ' + ( 5 , 0 ) , р ) Т - ( 5 , 0 ) , р) (2.2) 

и Ч^'^(5, со, р), Ч ' '~(5, со, р) удовлетворяют следующим условиям: 
А1. Матрица Ч^+(5, со, р) при Ке ( 5 ) ^ О имеет обратную [^^^{з, со, 

р ) ] - 1 . р ) ц [ ф + ( 5 ^ 01, р)]~* при К е ( 5 ) ^ 0 ограничены и непре
рывны; при В.в (з) > О регулярны; ^"^{оо^ р ) = / . 

А2. Матрица ^'{з, со, р) при Ке ( 5 ) ^ О имеет обратную ['^'{з, со, 
р ) ] - 1 . г{Г' -(5^ р ) [ • ф ' - ( 5 , со, р)]~* при Ке ( 5 ) ^ О ограничены и непре
рывны; при Ке ( 5 ) < О регулярны. 

Представление (2.2) реализует так называемую факторизацию мат
рицы [/ — р ^ ( 5 ) ] - Ч / ^ — р с о ^ ( 5 ) ] (см. также [10, 111). Из теоремы Лиу
вилля следует, что условия А^ Аг и (2.2) определяют Т + ( 8 , со, р) и 
^'{з, со, р) единственным образом. 

Теорема 1 при х = 0 доказана в работе [9 ] . Заметим, что в работе 
[8] утверждения (133), (134), которые можно было бы использовать для 
вывода теоремы 1 ошибочны: они противоречат теореме 5 этой же 
работы. 

Дадим вероятностную интерпретацию компонентам факторизации 
Ч ' '+(5, 0 ) , р), Ч ' " - (5 , со, р). Покажем, что имеет место 

Лемма 1. Справедливы следующие соотношения-. 

Т + ( 5 , С 0 , р) = 

= / + ( 1 - с о ) 2 р̂  М - 8 3 ; 

Ь=1 
6 ( 5 , 

(«, СО, р) = 

- / + (1 - 0 ) ) Е 
й=1 

м 

Й-1 

• 0) со ; = / I Хо = 1 / 

к-1 \ 
2 6{8(>0) 

(2.3) 

\е ' ^ ' ' б ( 5 , < 0 ) « г = 1 - -

Т ' ' ( ^ , с о , р)] 

10 Заказ № 510 

-1 

, (2.4) 
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М 
к=1 

к-1 
-з8ь 2 в(8{>0) 

, (2.5) 

[ ^ - ( 5 , со, р ) ] - ' = 

= / - ( 1 - с о ) 5 
к=1 

м ( к-Х \ 

е"^'& {3, < 0) со А*^®''^^*); X, / 1 хо = ,̂ , (2.6) 

где б(Х) — индикатор события X. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через А, В, С, О матрицы, стоя

щие в правых частях соотношений (2.3), (2.4), (2.5), (2.6) соответ
ственно. 

Проверим, что имеет место равенство 
[ / - р Ч ^ ( 5 ) ] - Ч / - р с о > Г ( 5 ) ] ^АХВ. (2.7) 

Для левой части соотношения (2.7) имеем 
[/ Г - р ! } ? [ / _ ро)Т (..)] [I _рЧ^ ( 5 ) ] - ^ [7 - {$) + р (1 - со) («)] = 

= / - I - (1 - со) 1; РМ1 М (в-^^*; /• 1 хо = О 

Правая часть соотношения (2.7) преобразуется следующим образом: 

Л х 5 = / - 1 - ( 1 - с о ) 2 р̂  м 00 ̂ =1-̂  ' а ( 5 ' й < 0 ) - ь 
к=1 
к-1 

-Ьсо^-1 ' 6 ( 5 А > 0 ) / ; Х , = Л Х О = 1 ] 
/ т-1 

+ 

+ (1-СО)^11Р'^ 2 м 
й=2 т,п^1 

1П+п=к 

- 3 3 ™ 2 « ( 3 ^ < 3 ^ ) 
6 ( 5 ^ > 0 ) ; х^ = /|Хо = г/ X 

X 
- 8 8 21 6(31>0) 

Ш\е " а ( 5 „ < 0 ) с о 1 = 1 ;̂ х „ = - 7 1 Х о -
Последнее слагаемое этого равенства равно 

(1 _ со)̂  2 Р'̂  2 ' 
к=2 т=1 

м 
т-1 

\ ''со б ( 5 ш > 0 ) Х 

к-1 

X о)*=-+1 'б ( 5 , < 5^); X, = /• I хо = I ; 

Такпм образом, надо проверить 

/ + (1 - со) Е рМ1м(е-^^''; X, Л хо == О 
к=1 

= / - I - (1 - со) > : р'' 
й=1 

м 
к-1 
2 й(я^>о) 

+ (1 - со)̂  Е р'̂  2 
к=2 7П=1 

к-1 
2 б(8ь<«:5^) 

А-1 
+ 

т - 1 
, „ 2 б (8^<8^)+ 2 6(8^>8^) 

Х б ( 5 , < а д х, = /|хо = г 
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Для этого достаточно- убедиться, что при к^2 имеет место равенство 
к-1 к-Х 

1 = со*=1 ' б ( 5 й < 0 ) + со1=1 ' б ( 5 й > 0 ) + 
тп—1 А-1 

^ 1 2 6 ( 8 т е « 8 1 ) + 2 6 ( 8 . > 8 ~ ) 
+ ( 1 - ( о ) 2 со^=1 ^ ^ ^ г = т + П ^ " ' ^ б ( 5 ж > 0 ) б ( 5 , < 5 « ) . ( 2 . 8 ) 

т=Х 

Пусть 5А > О, соотношение (2.8> в этом случае примет вид 
А-1 тп—1 А-1 
2в(8,^<8|) 2 б ( 5 ; „ < 8 ^ ) + 2 б(8|>8те) 

т=1 
Рассмотрим все индексы ^̂  < А; у 5 / ^ ^ 5 Й , / = 1, . . . , г, тогда достаточно 
доказать, что 

А-1 
г 2 6 ^ 8 ; . < 8 Л + 2 Ь18^>81\ 

( 1 - с о ) 2 о / = ^ ^ ^ ^ ^='^-+^^ 1 = СО»- + (2 .9) 

Пусть ( р 1 , . . . , рт) — перестановка индексов ^1, . . . , ^ . . , 

причем если 8р^ = 8р^_^^, то р^>р^^^. Тогда справедливость (2 .9) следу
ет из равенства 

г=1 ?=1 

Пусть 5А ̂  о и такие, что < к, Зц > О, у = 1, . . . , г. Тогда соотноше
ние (2 .8) вновь преобразуется в ( 2 . 9 ) . На этом доказательство (2.7) за
канчивается. 

Проверим далее, что СХА=1. Для этого достаточно показать, что 

оо 

А=1 

А-1 
2 в(3й«80 

оо 
= 2 Р ^ 

А=1 
м 

А-1 \ 
„ 2 в(8^>0) 

Г^^"а,г=1 >Ь{8^ > 0 ) ; = I) + 

+ ( 1 - 0 ) ) 2 Р'̂  
А=1 

м 
/ А-1 

_.Зь..Д«(^^>°) \е-'^^со^=1 а (5 ; , > 0 ) ; = / | = 1) X 

X 2 Р^ 
А=1 

м 
/ А-1 

2 б ( 8 ь < 8 | ) 

пли после простых преобразований 
/ А-1 

оо 

2 Р ' ^ 
А=1 

м е-^^к^1^1 ( 5 , > 0 ) ; X , ^ / 1 х^ ^/ 

2 Р ' ' 
А=1 

м 
/ А-1_ ^ ^ ^ - ^ % г=1 ^6 ( 5 ; , > 0 ) ; X , = УI Хо = г ; + 

+ ( 1 - С О ) 2 Р ' ^ ' 2 
Д=2 т—Х 

м 
т - 1 

_ 2 6(8^>0)+ 2 б(8^<8{) 
-»5А(ог=1 > 1=т+1 б ( 5 ^ > 0) б (̂ ,̂ > 

> 8ш)\й = У I Хо = 1^ 
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Для справедливости последнего соотношения достаточно, чтобы при 
А ̂  2 выполнялось равенство 

А-1 А-1 

С0'=1 • ( 5 , > 0) ==-С0 ' ' 'б ( 5 , > 0) + 
т-1 А - 1 

+ ( 1 - с о ) Е «^=1 ^ ' б ( 5 ^ > 0 ) б ( 5 л > 5 ^ ) й ) ^ = ' " + 1 (2.10) 
ш=1 

Очевидно, при 5 А < 0 равенство (2.10) выполняется. Пусть 5 А > 0 . Обо
значим через 1г {(= ^, . . . , г; / ! < . . . < 1т) индексы тех сумм 5̂ ,̂ для 
которых б(5г.>0)б(^5';^>^5'^.^ = 1. Положим 

2 б ( 5 , > 0 ) , р , ^ 2 а ( 5 ^ > 0 ) , . . . 
г=1 3=1-^+1 

А - 1 

2 б ( 5 , - > 0 ) , р г + 1 ^ 2 б ( 5 ^ > 0 ) . 

Тогда проверяемое соотношение (2.10) может быть преобразовано сле
дующим образом: 

г+1 г+1 I * \1 
2 р,- т+ 2 .1- г-1+ 2 р,- + 2 

С0;=1 ' = Ш ^=1 + (1 — со) 2 / ^=^+1 . г=1 
? 1 а к нетрудно заметить, последнее соотношение справедливо. Таким об
разом, равенство С X Л = 7 доказано. 

Далее докажем, что В ХВ = I или, что эквивалентно, 

^ -58> 2 б(8.>0) 
Е р ' ' М \  ^^б(5^,<0)со^=1 ^ ^,Хя = / 1 х о = 1 ; = 

А=1 
/ А-1 \ 

= !2 р ' м ( г^^^б(5л<0)сйА '^^ '^^ '^ ; х,===Лхо==г] 4-
А=1 

( т—1 

е - 5 й ^ г = 1 ^ 6 ( 5 ^ < 0 ) Х 
й=2 т=1 

А-1 \ 
2 б(3ь<8^) 

Хо)*=«+1 ' б ( 5 , < 5 ^ ) ; х , = Я х о = Ч-
Для доказательства справедливости последнего соотношения достаточно 
рассмотреть случай ^ О и показать, что при /с ^ 2 имеет место равен
ство 

А-1 А-1 
2 б(3|>0) 2 б(8й«8,) 

т-1 •• А-1 

+ ( 1 - 0 ) ) 2 0)^-^ ^ ^ = т + 1 ^ ' ' ' ^ б ( 5 ^ < 0 ) б ( 5 , < 5 ™ ) . (2.11) 
771=1 

Обозначим через к И=1, . . . , г; /1 < . . . < и н д е к с ы тех сумм 5^» 
для которых 6 ( 5 ; . < 0 )6 (5й < 5г.) = 1. Положим 

Р 1 = 2 6 ( 5 ^ > 0 ) , 2 б ( 5 ; - > 0 ) , . . . г=1 }=11+Х 

1г-1 А-1 
2 б ( 5 ^ > 0 ) , рг+г= 2 б ( 5 ^ > 0 ) . 
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Тогда (2.11) преобразуется в соотношенпе 
г+1 г + 1 г / г+1 \ 
2 г + 2 р; ^1 2 р^+ г - г + 2 р-, 

03^=1 = СО + (1 - ю) 2 ^ ' " г=1 

^•=1+1-' ; 

которое легко проверяется. Таким образом, ВХО = I . 
Далее, как нетрудно показать, матрицы А, С ш В, В удовлетворяют 

соответственно условиям и « а . 
На этом доказательство леммы закончено. 

3. Вспомогательные результаты 

Отнесем однородный процесс с независимыми приращениями к типу 
Л+, Л_, Ао, если он является обобщенным пуассоновским процессом 
соответственно с положительным, отрицательным или нулевым сносом. 
Остальные однородные процессы с независимыми приращениями отне
сем к типу 5. Значение I ( ^ ^ { 1 , . . . , координаты -/( отнесем к мно
жеству а+, если в представлении (1.1) КЛв) является кумулянтой про
цесса типа А+. По аналогии определим множества ао , Ь. Таким об
разом, множество значений координаты х* разбивается на четыре непе
ресекающихся подмножества а+, а_, ао, Ъ. 

Лемма 2. Пусть ц > О, к ^ Ь, тогда для произвольного х 
V{\^ = x\о = А:} = 0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем 
IМ (.^^-; = 7 1 Хо = 0 1 = IIМ (е^'^^; х, = / 1 хо = )̂ 1X 

х||М(е^^''«-'; хг,-^ = 71>Со= 0|-
Отсюда 
М(е''^^"1хо = /г) = 

= 2 2 М {е'''\, = И '<о = ^) М (е^'^"-*; Х и _ , = 7 1 Хо = О-
•̂=1 1=1 

Из этого равенства следует 

М (е'^^" |хо = А;) I < 2 IМ (е^^^^ щ = ]\щ = к)\. 
N 

3=1 

Пусть I достаточно мало, тогда 
М(е*^^«|хо = ^с)|<Л^{|М(е*'^^*; х< = /г ] Хо = А;) | -Ь Е/2} < 

< N {\ш{е'^^^; У8 е [О, г]х, =^ к\к„ к) \ е]. 

Будем считать, что Р{хо = /с) =7̂  0. Тогда 
Л^{1м(е^^^ь У 5 е [ 0 , ^ ]х , -А :|хо = А;)14- е] < 

< {I МХе '̂̂ '̂I У5 е [О, {]х,--=к)\ г]. 

Обозначим / (X) = М (е*'̂ ^" | Хо = А;), (Я) = М (е̂ '̂ ^̂  | у 5 е [О, ]̂ х, = к). 

Таким образом, мы показали, что 

Отсюда следует неравенство 
т т 

Так как к ^Ъ, то (Я) — характеристическая функция непрерывной 
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функции распределения, и, следовательно (см. [12, с. 393]), 
т 

•2 

1-*оо 
{X) ЧХ = 0. 

Таким образом, 
I 

И т ^ I I / (X) \ЧХ < N•' (2е + е^). 

Поскольку е произвольно, то лемма-доказана. 
Лемма 3. Пусть О ̂  8 < и, г е Ц , . . Л }̂, тогда Р{|< =?= |и, ^ Ь 

и/уц некотором а ^ и, и] \ = 1) = 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 0 — множество рациональных чисел из 

интервала И, и), тогда Р{^( == |и, Ха^Ь при некотором а е [ ^ , ы] = г } ^ 
^ 2 2 Р{Е< = 1и) Хг == /с \ г}. Для того чтобы правая часть этого 

к& гее 
неравенства равнялась нулю, достаточно, чтобы Р{|< == Х; = А: | Х( = / } = 
= 0. Справедливость последнего равенства следует из леммы 2, однород
ности рассматриваемого процесса {^(, хЛ по времени и аддитивности его 
по первой компоненте. 

В дальнейшем условимся через Рг{-} обозначать Р{- I Хо = г). 
Лемма 4. Для почти всех я > О, О < а < 5 , г е { 1 , . . . , Ю 

РА1, = О, Ха е и а-} .= 0. 

Для доказательства леммы нам потребуются следующие обозначения: 
IV — объединение множества, на которол! сосредоточены дискретные 

компоненты спектральных мер <5г при 1^ а+и а-^ ао, с множеством то
чек разрыва функций распределения Рц («, У ^ П , . . . , Л'}) скачков про
цесса в моменты перехода управляющей цепи из одного состояния в 
другое; 

И̂ "*" — аддитивная группа, порожденная множеством IV; 
П\ событие, заключающееся в том, что на отрезке [О, «] происхо

дит I переходов управляющей цепи; 
Кь — событие, состоящее в том, что Уи^Ю, з] •Хи^Ь; 

а, — коэффициенты сносов процессов из А+и А-^ Ао (индекс I ука
зывает, что рассматривается процесс, соответствующий состоянию I). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу лемм 2, 3 достаточно рассмотреть слу
чай гШ Ъ и доказать 

Имеем 
. оо 

11. = о , х„ е а+ и а- , Аь] == 2 Рг ( 1 . = О, х^ ^ а+[} а_, К1, 7?Л. , 
г=о 

Рассмотрим первое слагаемое правой части. Если г ̂  ао, то оно 
равно нулю, так как события (ха ^ а+ У а-} ш П1 ъ этом случае несов
местны. Для того чтобы оно равнялось нулю при 1^ а+И а- достаточно, 
чтобы — а<5 ̂  Ж"*". 

Рассмотрим остальные слагаемые. При 1> I имеем 

Р г { ^ = О, Х а ^ В1 < Р { | Э р 1 , . . . , рг е о-оУ а_ У а+ : {1, р ^ , , . . . 

. . , , Рг} П ( а - и а+) Ф 0 , а^x^ + 5 (О, т )̂ + «р^Тр^ + 5 ( Т | , + Тр^) + . , . + 

/ 1-1 

+ ^Р1-г'^Р1-г + 3(Х1+ . . . + Тр^_2, + . . . + Тр^_^) + а^^ (̂ в - т^ - _2 X 
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Х Т р ^ ^ + 8{Г1+ . . . + Тр,_^, 5 ) + 74р̂  + 7Р^Р^ + . . . + УР1_^Р1 = 0|, 

где т», . . . , Т| + Т р ^ + . . . + Тр^_1 — моменты переходов управляющей 
цепи х«, 5 (а , — сумма скачков процесса |( за время (а, —вели
чина скачка процесса 1,1 в момент перехода управляющей цепи из со
стояния I в состояние / . 

Если среди чисел щ, «р^, . . . , а р ; _ ^ , а,^^ найдутся различные, то пра
вая часть последнего неравенства равна нулю, так как случайные величи
ны Тг ( а г — К р ^ -1- 5 (О, Т^),Тр^_^ — « р ^ ) + ^̂ С̂̂ г̂ + • . • + Т р г _ 2 , + 

• • • + т^Рг-!)' 8(^X1+ . . . Тр^_^, 5 ) , у^р^, Тр^.^р^ независимы и хотя 
бы одна из первых I случайных величин имеет непрерывное рас
пределение. Нетрудно видеть, что правая часть последнего неравенства 
равна нулю и в случае = Лр^ = . . . = ар'^фО, если <Хр^8е И̂ "*". По
скольку счетно, то лемма доказана. 

Из леммы 4 нетрудно вывести следующее утверждение. 
Лемма 5. При почти всех 5 — ̂ , О < гг < ^ < 5, 1 ^ ( 1 , . . . , М 

•Р^1* = 1.1 З а е 5 ] : Ха е а + и а - I Хи = О = 0. 
Далее, наряду с процессом 2'< = { | ( , х * ; ^ ^ 0 } рассмотрим процес

сы {1Г.>«"; « > 0 } , где |Г = X ? = х ^ ^ _ п п р и А ; 2 - " < ; < 

< (А; + 1)2-"". Положим-М* = |ф — |и) — время, проведенное процес-
0 

сом на полуоси (—<», 

О I О 
•л 

где функция ф(д;) определена во введении. 
Рассмотрим также функцию 

ф т (^) = 

1 при X > 1/пг, 
/тгд; при 0 < а ; ^ 1 / 7 7 г , 
О при ж ^ О 

и определим следующие функционалы: 

Ьгп{1)=-1ц>га{1и)Ли, Ы{Ь)==1^гп(11)Ли, 
о о 

О о 

Лемма 6 .Уб > О И т И т Р^ {1 (и) -^{и)\>е]=- 0. 
т - > о о гг-»оо 

Введем обозначения: 

МИ.) = М ( . | х , - 0 , г]{х,п,т)^ц>,пШ-срШ, 

8{х, у) — событие, заключающееся в том, что в интервале {х, у) 
процесс Х( имеет скачок. 

8{х, у) — дополнение к событию 8{х, у). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем случайную величину 

•̂ и̂ == Ш1П { в , т ш {р. х< е ао}}. 
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При р: и/р < &/2 имеем 
и 
^ Г) {х, п, т) йх 

р - 1 

А=0 

Р -

т) (х, п, т) д,х > е, Уи^{ки/р, {к + 1)и!р] 

2 Р. И {к+1)и/р 
\'Г]{х, п, т)\йх + Г 1 Г) (а;, п, ?п) ] йа; 4-

и + С тг, т)\с^я;> 8, 7^ е (/с + 1) м//з] < 
(А+1)и/р 

Р-1 [^ур 1 
< 2 Рг ГП (а̂ , ^, т ) Ыл: > 8/4, 7и е (/с 4- 1) и1р]\

Р-г [ ^ ] 
+ 2 Рг ] \г\{х,п,т)\ах> г/^, уи^[ки/р,{к+\)и1р]\=А +В. 

(к+Ьи/р к=0 
Оценим В: 

к=0 \(Ь+1)и/р 
I Л {х, п, т) I с̂ х; уи е [/̂ ^м/р, (А; + 1) и/р]) < 

р - 2 

< 48-1 2 
^̂ =0 (к + 1)и/р 

Переходя в последнем неравенстве к двойному пределу последовательно 
при /г оо, /гг оо, получим 

И т И т 2 Рг 1 1'П(-г, '^Ж.з^>в/4, е [ Ш р , (/с + 1) м/р] 
т-^ос п-^ос А=0 1(А+1)«/р 

р - 2 ^ 

< 48-1 2 Р^{|^ = 0, 7« е [ Ы р , (А; + 1) ц/р]} = 0. 
^ ^=0 (А+1')и/Р 

Последнее равенство имеет место в силу лемм 3, 5, поскольку {"̂ ^ ^ 
е [ки/р, {к + 1)1г/р} г {а^ ^ ж: -кг ̂  а-[) а+[} Ъ) при х > (А; + 

Оценим А: 
Р-1 ^«/Р 

Л < 48-1 2 ^ Р Л 0 < | ^ < 1 / т , 7ие [А :м /> , (А; + 
й=1 

Оценим подынтегральное выражение в последнем неравенстве: 
Р г { 0 < ^ х < № , уу,^[ки/р, ( А ; + 1 ) м / р ] } < 

< Р г { 0 < | х < 1 М , У г < а ; x^ ^ а,] {8{[x2'^]/2'^, х)} + 

+ Р г { 0 < е , < 1 М } + Р г { Е « ^ | 2 , Уг<х х . е а о , 5( [ :г2"] /2" ,аг) } , 
Переходя к пределу в крайних членах неравенства последовательно при 
п оо, -> оо, получим, ЧТО ПОЧТИ ВСЮДУ ДВОЙНОЙ прсдсл рассматрпвае-
мого подынтегрального выражения равен нулю. Следовательно, 

Р-1 № ] 
И т И т 2 Рг \'Ц{х, п, т)\Лх>г/А, уи^ [ки/р, {к + 1)'и/р]г ^» 

П1-*оо п-»оо й.=1 о 
Лемма доказана. 
Лемма 1. Ь'^{и) -^Ьт{и). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . 
и 

Уе > О Рг{\Ь1 {и)~ Ьггг {и) | > е} < в-^ ]" | - фт {Ь) \ 
о 

и 

< 6 - 1 ^ М, ( I ^тШ) - флг (I*) 1;. и г - |И < б) + 

+ 8 - 1 Мг( ф т ( § Г ) — ф т ( 1 < ) 

< 6 - 1 

> б) < 

Г г \ 
1 тбм + 1 Рг 

\ } 
Переходя, к пределу при п -> оо, а затем устремляя б к нулю, получим 
утверждение леммы. 

Аналогично можно доказать следующее утверждение: 
Лемма 8. Ь,пЫ)-^Ьи. 
Лемма 9. ^"(^^)•^^„. 
Д о к а з а т е л ь с т в о следует из лемм 6, 7, 8, а также из нера

венства 

Р Л -Ьи\>г]<'РЛ\Ь^{и)-Ь1{и)\>г12>] + 

+ Р Л I {и) - (̂ 0 I > 8/3} + Рг { I (м) - Ьи\> б/З} . 

Лемма 10. Ув > О И т И т Р | { 1 М,^ (а) - > в} = 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем обозначения: 

г (и, I , т, и) = ф ( | и — Е Г ) — фтп (^и— Е Г ) , 

У* = {1^, т а х {5: е а_ У а+ У Ь}}. 

При /?: и/р < е/2 имеем 

Р . 1 
о 

< 2 Рг Г {и, I, т, п)й1 
А=1 I г; 

р - 2 

+ 2 Р ^ 
и. I г{и,г,т,п)й1 

> Б / 4 , V* ^[ки/р, {к + 1) и/р] 

> Е / 4 , 7* е [А;м/р, (/с + 1) и/р] 

+ 

С + В, 

Оценим В: 
р-2 

2 Р ^ 
А=0 (А+1)и/р 

Г {и, I , т, п) й1 > 8 / 4 , у1 е [/си/р, {к + 1) и/р] 

р - 2 
< 4 е - 1 Е ] Р Л 0 < | и - | Г < 1 / " г , У ^ е ы] Х з ^ Я о М ^ -

Рассмотрим подынтегральное выражение в правой части последнего не
равенства. Имеем 

Р г { 0 < Е : - | Г < 1 / » г , У8^{1,и] х , е а„1 < Р ^ ^ [ [ ^ 2 ^ / 2 ^ г ] } + 

- Ь Р Л 5 1 т / 2 ^ и ] } - ь Р Л 0 < Е и - Е Г < 1 / ^ , У 5 е [ г , и ] х , е ао, 

5 [ [ й " ] / 2 " , ^ ] , 5 [ [ и 2 " ] / 2 ^ и ] } . 
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Напомним, что здесь, как и в лемме 6, 8[а, Ь] — событие, за1{лючаюш;ее-
ся в том, что в интервале [а, Ы процесс имеет скачок; 8[а, Ъ] — до
полнение к событию 8[а, Ъ]. 

Аналогично тому, как это делалось при оценке А в лемме б, можно 
показать, что правая часть последнего неравенства не больше суммы 

[5 [ [ ^ 2 ^ ] / 2 ^ г]} -Ь Р^ {5 [т/2", и]] + V^{0<^и-1г + 

+ х . е а о при 8^[[^2^]/2'',^^8[Ь2'']/2'^,^]]л-

+ ^г{11фи ^.^а, при 5 е [ [ и 2 ^ / 2 ^ и ] , ; ^ [ [ и 2 1 / 2 ^ и ] ) . 
Отсюда следует, что 

т-»оо п-*оо 

а следовательно, и 
р-2 

И т И т 2 Рг 
т-*оо п~*оо к—О 

Г {и, ш, п) й1 
(А+1)и/р 

Оценим С. Справедлива следующая цепочка неравенств: 

> 8 / 4 , у1^[ки!р, {к-[-\)и1р] = 0. 

р - 2 

с = 2 Р | 
к=1 

ки!р I Г (ц, I , т, п)й1 > е/4, V* е [Ыр, {к + 1) и1р\\

> е / 4 , у'и^{{р — \)и1р,и] 
(р-1)гг/р 

+ Р^ ^ г (и, I , т, п) й1 
о 

р - 2 ^"/Р 

4е-1 2 Рг (О < - |Г < 1/»г, Т* е [ки/р, {к + 1) и/р]] + 

+ Рг 

А=1 

(р-1) и/р 

Г {и, (, т, п) йЬ > 8 / 4 , 1)и/р, х ^ е + 

+ Рг 

(р -1 )« /р 

> 8 / 4 , [О, и] Хз е ао < 

р_2 ки1р . 

4 е - 1 2 [ Р 1 { 0 < Е С - Е Г < ! / ' ? ? , З б ' е и] X, е ао) Ч-
А=1 ^ 

(Р-1)М/Р 

(р-1)« /р 

+ ] ' Р г { 0 < Е : - | Г < 1 / ^ , У 5 е [ 0 , и ] х, е «о 

Переходя к двойному пределу в крайних членах этой цепочки нера
венств, получим 

р - 1 

И т И т 2 Рг 
т-->оо п-^оо к=1 

ки/р 
Г {и, I , т, п) й1 > 8 / 4 , Уи е [ки/р, {к + 1) и/р] 

р_2 Аг</р 

< 48-1 2 I Р г { Е и - Е < , "Кз ^ [I, и] X, ^ а^} ^1 + 
к=1 о 

(р-1)и/р 

+ [ Р((Еи-=Ее, Я5 е и] X, е ао} с?^ + 

{р—1)и/р 
+ И т И т ]" Р Л 0 < Е и - | ? < 1 / " г , У ^ е [О, м] х, е аоЫ*. 

пг-»оо п-*оо 
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Первые два слагаемые в правой части последнего неравенства равны 
нулю в силу лемм 3, 5. Равенство нулю третьего слагаемого следует из 
неравенств этой леммы, оценивающих В. 

Совершенно аналогично леммам 7, 9, доказываются 
Лемма 11. Мт (г^) Мт (и). 

Лемма 12. М''{и)-^Ми. 
Рг 

4. Факторизацнонные тождества для процессов с независимыми 
приращениями, заданных на конечной цепи Маркова 

Теорема 2. При р, г > 0 существуют матрицы (?̂ (̂ ?̂, [х, V ) и 
\х, V ) такие, что 

[ р / - Л ( 5 ) ] - * [ ( р + г ) / - Л Ы ] р, V)^-(8, Ц, V ) (4.1) 

при К е ( 5 ) = 0, где ( ? " * ' ( 5 , р, V ) и ус, V ) -удовлетворяют условиям: 
Г1 . Матрица <?+(«, р, V ) имеет обратную [^Н8, р, V ) ] - * при Ке (8 ) >0; 

^'^^8, ц, у) и [<?'̂ (?, р, V ) ] " ' ограничены и непрерывны при Не(5) > 0; 
регулярны при К е ( 5 ) > 0 ; р, у) = / . 

Гг. Матрица ^''(8, р, V ) имеет обратную [^~^8, р, V ) ] " ' при Ке (5 ) «^0; 
< ? - ( 5 , р, V ) и М-» V ) ] " ' ограничены, непрерывны при К е ( 5 ) ^ 0 ; 
регулярны при Ке ( 5 ) < 0. 

^'^{8, р, V ) и 0~(.8, р, V ) условиями Г 1 , Ге и (4,1) определяются од
нозначно и 

со 

0+ [8, р, V) = / + V _[ е-(^^+V)'М (е-^^*+^^*б (Е,>0) ; щ | Хо ^ О йЬ, 
о 

оо 

< ? - (6-, р, V) = 7 + V I е-^''М ( е - * ^ * - ^ ^ ' б (Ег < 0); = / | = 0̂ ^̂ ,̂ 
о 

оо 

[(?+(., р , V ) ] - ^ = 7 -V^ 'е -^^*М(е -^^ ' -^^*б ( ^ , > 0 ) ; х, = / [ х ^ 0^^, 
о 

оо 

\ ^ ' ( 5 , [г, V ) ] - ' = 7 - V I е-^^+^Ш (е-=^'+^^'*б (1< < 0); = / 1 Хо = О 
о 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим процессы ^Т'' = 1 ь1\; ^ ^ 0 ] 
и положим при « = 1, 2, . . . Ч^'<"*(5) = ' ^ • ( 5 , 2"") = ехр ( 2 - "Л ( . 5 ) ) . Через 
Ч''+'"Ч5, р, сй), р, со) обозначим компоненты левой факторизации 
матрицы [7~рЧ^<"Ч5)]- ' [ / -р«Ч^<"Ч5)] , т. е. 

[ / -рЧ^' "Ч5) ] -Ч7-рсоЧ^' "Ч8) ]=^+<"Ч8, р, со)Ч'-«»Ч5, р, со) (4.2) 

при К е ( 5 ) = 0 , где ^ + ^ " ^ 5 , р, со) и •ф"-'"Ч5, р, со) удовлетворяют соответ
ственно условиям А^, л2 теоремы 1. Выражения для компонент фактори
зации даны в лемме 1. Домножая обе части равенства (4.2) на 
(1—р)(1 — сор)"', полагая 

со = ехр(—г2~*' ) , р = е х р ( — р 2 ~ " ) (V , |л>0), 

и переходя к пределу при /г -> оо (справедливость предельного перехода 
будет доказана ниже), получим: 

[ / _ р У " ) ( , ) ] - ! [ / _ розУ") (,)] (1 _ р) (1 _ о,р)-1 = 

(1 _ е-(»г+у)2-'») 2**х 
&=0 
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X 2 2 - " ^ - ( ^ ^ + V ) г - " г ^ ; ( 5 , А ; 2 - " ) 
/г=0 

- 1 ~ 

X 
- 1 

}Х (р + V ) - ^ [р7 - л ( 5 ) ] - ^ [ ( ^ + V) / - л (5)] 

(напомним, что (я, )̂ = ехр (̂ Л ( 5 ) ) ) , 

Ч^+(«) (5 , р , о ) ) = = / + ( 1 - е - V 2 - " ) 2 е -^^^2 - « м / е " '^А "^б (5Г^>0 )x 

X ехр ( - V 2 - " Е б (5Г> < 8Г)); = / 1 х̂ "> = ^] - > 7 + V ] . - ( ^ ^ + V ) * х 

ХМ(е-'^'+^^'^<б(Е^>0); Хг = / 1 х о = . г ) с г г ^ < ? + ( 5 , р , г ) , Т'^^^^, Р, = 

= 7 + (1 - е-^-'-') 2 е-^8А б(51"^<0)ехр - V 2 - " x 

А - 1 

X 2 б ( 5 1 " ^ > 0 ) ; х Г = = / 1 х ? ^ ^ = ^ г — 7 + V и - ^ ^ * X 
г=1 / / 0̂ 

Х М ( Г ' ^ * " ' ^ ' б (1^ < 0); = / I Хо = 1) ^ < ? - ( 5 , р , V ) . 

Аналогично 

•И—а. *- * ' -

== 11т 7 - ( 1 
^А=1 

ехр 
А - 1 

- V 2 - " 2 б ( 5 1 " ^ > о ) X 
г=1 

Х б ( 5 1 ' * > > 0 ) ; x1^>==у|x^ '^>==^) ]=7 - -V^е - • ^ * м (^^* -^ '^б (Е ,>0 ) ; 
о 

У I Хо =^ г] йг, [^- ( 5 , р , V ) ] - ^ ^ И т [^''^^ [з, - Ц 2 - « - Г 2 - " \ - 1 

= И т 
П - * о о 

7 - 1 - е - У 2 " 2 ^-•^'^""м 
А=1 

хехр ( - У 2 - ^ 2 б ( 5 1 " Ч 51"0); = л хо'̂ ^ 
г=1 

= 7 - V 
о 

.-(^+^)^м (Г^^^^'^'^б и, < 0); X , = / 1 '<о = ^) ли 

Обсудим сейчас возможность предельного перехода. 
Для справедливости предельного перехода 

р, ш) ^~{8, р, V ) при Д оо 

достаточно, чтобы 

М, (ехр ( - .11: - г^" (и)) б ( < 0) б (х:! = / ) ) 
->М|(ехр(— V ^ и ) б ( ^ г ^ ^ О ) б ( X и = / ) ) ПрИ « ^ оо для П. В. М. (4.3) 

Пусть 5 = « 1 + г52(1т «1 = 1 т «а = О, «1 =^ 0), тогда 

^-^й _ ^-^11 С05 ( а с ) - 8Ш ( ^ З Е : ) . 
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Имеем: 

Не(е-'^^8{11 < 0)) - Ве (^-^^"б (|, < 0)) [ > е} = 

РЛ I Не {е-'^М1и < 0)) - Ке (^"^^«6 (Е« < 0)) 
б ( | : : < о ) = б { | , < о ) } + р ^ { 1 б ( Е 1 : < о ) - б ( Е « < о ) 1 = 1 } < 

< Р ^ ( | к е ( е - ^ ^ - ) - К е ( е - ^ Ч | > 8 , < О, Е и < 0 + 
+ Рг 1 1 6 ( Е : : < О ) - 6 ( ^ < О ) 1 = ^ 1 } < Р ^ •.п > у ( е ) > 0 | + 

+ РЛ 1 б ( | С < 0 ) - б ( | , < 0 ) | = 1 

Здесь мы воспользовались тем, что при ^ О (§1 < 0) функция 
— 81ЭС 

е 0 0 3 ( ^ 2 ^ ) равномерно непрерывна. Отсюда следует, что 

Ке {е-'^-8 (11 < 0)) Г, Не ( Г ' Ч (Ей< 0)) . 
Далее, в силу равномерной непрерывности функции е'"" при х ^ [О, и] 
имеем 

а отсюда в силу леммы 9 

> е } < Р Л 1 Ь " ( и ) - 2 : ^ 1 > г ( 8 ) > 0 

с р. е . 

Наконец, поскольку случайные величины Не 

е х р ( — ( и ) ) , б (х^ = / ) ограничены, то 

Ке (ехр {-811- (и)) б < О) б {х^ 

- > Ке (ехр ( - 4и - V ^ « ) б Ни < 0) б (х„ = / ) ) . 

Отсюда в силу равномерной интегрируемости по п Ке\е~"*^""^^ ^^^б(|у^ 

^ 0 ) б ( х и = / ) ) следует (см. [13 с 51]) , что 
(Ке (ехр {-8^^-V^'^(и)) б {Ц < О) б(н^ = ;))) — Щ (Не (ехр ( -

- V ^ и ) б ( | « < о ) б ( x « = = ^ • ) ) ) . 

Аналогично {1т(ехр{-зЦ-хЬ'^ (и)) 6 (Е :^< О) б ( х : = / ) ) ) 
- > М Д 1 т ( е х р ( — 5 | и — • V Ь „ ) б ( | и < 0 ) б ( x м = •̂))) при п-^°о. Таким обра
зом, предельный переход 

Т^^^Ч^, р, со) р, V ) при п-^ оо 

доказан. Для справедливости предельного перехода 
Ч'"'*"̂ "Ч5, р, со) ^'^^8, р, V ) при п-^ оо 

достаточно, чтобы для почти всех и 

(ехр ( - 811 + уМ'Чи)) б {Ц > О) б(к1 ^ /)) 
(ехр (— 81и + V ^ / и ) б (Е« > 0) б (х^ = / ) ) При П О О . (4.4) 

Справедливость этой сходимости следует из леммы 12 и рассуждений, 
аналогичных тем, которые мы приводили при доказательстве (4.3). 
Справедливость предельных переходов 

[Ч^±'"Ч5, р, С 0 ) ] - ^ - > [ ( ? ^ ( 5 , р, V ) ] - * при Т г - ^ о о 

следует из (4.3) и (4.4). 
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Матрицы ^^^8, р, V ) , ^ " ( 5 , р, Л'), очевидно, удовлетворяют условиям 
Г 1 , Га и (4.1). Из теоремы Лиувилля следует, что эти условия опреде
ляют матрицы однозначно. 

Из теорем 1, 2 следует 
Теорема 3. При р, V > О, Ке ( 5 ) = О 

оо 

_ \[Т {X, 0] ( [ ( ? - ( 5 , р, V ) ] - М ] X ( 5 , р, V ) ] - ^ [ р / - А {8)Г' при х<0, 

~\[Т[0, x]{^+{8, р, V ) } ] x [ < ? + ( 5 , р, у ) ] - 1 [ р / - Л ( . ) ] - ^ при х^О, 

где ^'^^8, ц, у) определены в теореме 2.̂  
Пусть — время, проведенное процессом {|и, О ^ и ̂  на полу

оси [х, оо). Тогда из теоремы 3 нетрудно получить 
Следствие. При р, V > О, Ке ( 5 ) = О 

^ |[Г [X, 0] {^^- {8, р, V)]-']] X [(?^ ( 5 , р, V ) ] - ^ [ р / - л ( 5 ) ] - ^ при X < О, 

1 [ Г [ 0 , х ) { < ? + ( 5 , р , V ) ) ] x [ ^ + ( ^ , р , V ) ] - ^ [ р 7 - Л ( 5 ) ] - ^ при х>0. 

Пусть далее = 1, а: = 0. Рассмотрим безгранично делимую факто
ризацию функции и/ЫА{8)) (см. 16]) : 

и/{и-А{8)) = Ч'и+{8)Ц'и-(8). 

Выражения для компонент факторизации ^ ' " „ + ( 5 ) , ^ ' ' „ - ( 8 ) даны в работе 
[5 ] . Тогда имеет место представление 

[ р - Л ( 8 ) ] - ^ [ р - Ь г ' - Л ( 8 ) ] X 

Пусть 

Я ( р , V ) = И т ^ р г - ^ ^ : ^ ^ — = е х р 
(Ц+У)+(*) 

I 
Тогда из теоремы 3 следует, что 

ОС 
Ли 

I М (е-^^'-^^О лг = ( 8 , р, г)]-^ [р - Л ( . ) ] - ! 

= р -^Ч^(^ ,+V )+ (^ )XЯ(р ,V )Vд_ (8 ) . 

Последнее соотношение совпадает с тождеством (2.7) работы [5 ] . 
Автору стала известна работа Д. В. Гусака [14] , в которой найдены 

выражения для § | е **М (е ^^^) Л{ и 2 м^Мг^" (соо1 
п п = 1 

тветственно тео
рема 1 и теорема 2). Теорема 1 работы [14] следует из теоремы 3 (при 
5 = 0, Л'^=1) и теоремы 2 (при Л'' = 1) данной работы. Аналогично тео
рема 2 из [14] следует из теоремы 1 и леммы 1 данной работы. 
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Н Е Р А В Е Н С Т В А ДЛЯ ИНТЕГРАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ КОНЦЕНТРАЦИИ 

А. Л. МИРОШНИКОВ 

1. Введение 

Пусть — ^-мерное евклидово пространство, Е Я^, О ^ Е, Е — вы
пуклое множество из Я^, для которого определен функционал Мин-
ковского: 

рМ=^Ы{а>0; х^аЕ}, хе^Я", Е = {х ^ Я"; РЕ{ХХ 1). 

Пусть I — случайный вектор в Я^. Под вектором | мы будем пони
мать вектор С==| ' — I " , у которого Ъ,' и |" независимы и одинаково 
распределены с вектором |. Если Р(-)—• распределение |, то Р( - )— 
распределение |. 

Введем характеристику ?7(^, Е) — интегральную функцию концен
трации случайного вектора |: 

иа,Е) ^ ех1р{-рЕ{х)}Р{ах), 

определение которой принадлежит Ананьевскому [ 1 ] . Для интегральной 
функции концентрации приведем следующие результаты. 

Теорема А (Ананьевский). Справедливы следующие оценки: 
1.0<и{1,Е) ^ 1; 
2. Если х,>Х2> О, то г7(|, я,^:) ^ иц, К,Е); 
3. М(рД) А1)'>И-и(1,Е))'; 

4. ^ ) < ( 1 - Ь 11 е'''{Ы^-+ {А ^а, Е), 
\1 / 

где Е — выпуклое, замкнутое, ограниченное, симметричное с непустой 
внутренностью множество; . если а и Ъ — числа, то а/\Ь = тт{а, Ь); 
<?(|, Е) — функция концентрации (Леей) случайного вектора | на Д" и 
^{^,Е)=^зпрР{^^у + Е). 
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