
в силу леммы 3.4 
[к \ 

ШгФ^) < ^ М 1 + Е|ф(11 )|)Х 
/ 

2 Е 
г = 1 \ 

X 2 Е ( ( 1 + | ф ( Ы 1 ) / а ^ ^ 0 ) ) П Е ( 1 + 1 Ф ( ^ , - ) | ) < 

< + Е I ф (т)) I) (1 + а ) ^ - 1 а, 

где СГ = т а х (1 , 2с(ф)) < оо. Следовательно, 
I Еф (г1 + Т (аС)) - Еф (т]) | < е'^а (1 + Е 1 ф (т]) |)х 

оо 

где с < «3 и зависит лишь от г\ (Т. Следовательно, (10.2), а с ним и 
теорема доказаны. 
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ОБ УСРЕДНЕНИИ ДИФФУЗИИ В СЛУЧАЙНОЙ СРЕДЕ 

В. В. ЮРИНСШЙ 

В этой работе рассматривается предельное поведение при 8 - ^ 0 
дифференциальных операторов вида 

а а 

г,}=1 г=1 

В^==д1дх<^^\ = {х^^))^В.\ 

Возможность усреднения ^е, т. е. сходимость ^е в определенном смысле 
к оператору того же вида с постоянными коэффициентами (усреднен
ному оператору), была при достаточно общих предположениях установ
лена ранее (см., например, [ 1 — 3 ] ) . 

Ниже оцениваются погрешность усреднения в задаче Дирихле для 
оператора Ьг и скорость сходимости некоторых процедур вычисления 
коэффициентов усредненного оператора в предположении, что коэффи
циенты ац{у, ю ) , Ъг{у, О)) являются однородными случайными нолями. 

Всюду в дальнейшем размерность подчинена условию й^Ъ. Поле 
коэффициентов (яу, 6,} имеет конечный радиус зависимости, разброс 
собственных чисел матрицы НауИ достаточно мал. 

Предположение о том, что поле коэффициентов имеет конечный 
радиус, зависимости, позволяет утверждать, что погрешность от замены 
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решения задачи Дирихле для оператора в ограниченной области ре
шением усредненной задачи при 8 -> О убывает не медленнее е", а > О 
(теорема 2). Точная формулировка и доказательство этого результата 
приведены в п. 3. 

Вывод оценок погрешности усреднения суп];ественно использует 
неравенства для смеш;ения и центральных моментов оценки усреднен
ного коэффициента <^> вида 

% 

О 

где т] — диффузионный процесс ъ с нроизводяш,им оператором 
й 

1 
0и^6{т)и=-^ 2^ а|̂  {х, ш) В10^и. 

Теорема 1 п. 2 устанавливает, что при ^оо {к\0, ^} сходится к усред
ненной величине <А;> в среднем со скоростью не медленнее а > 0. 

Вычисления статьи основываются на том обстоятельстве, что при 
размерности с? ^ 3 типичная траектория диффузии т| задевает лишь 
относительно малую часть объема области, в которой происходит диф
фузия, и потому медленно «запоминает» свойства среды. Ограничение 
на размерность поэтому суш;ественпо для метода работы. 

В п. 1 собраны необходимые для доказательства теоремы 1 (п. 2) 
и теоремы 2 (п. 3) оценки для распределений диффузионных процессов. 

Леммы и формулы нумеруются в пределах разделов независимо. 
При ссылках на результаты других разделов нумерация двойная: на
пример, лемма 2.1 означает лемму 1 п. 2, (3.2) — формулу (2) п. 3 и т. д. 

I . Оцешш для распределений диффузионных процессов 

Пусть ау(л;) == а^^{x), г, ] — 1, ..., с1, х = {х^''>} ^ Я"^, непрерывны и 
для любых X, 1^К\р = | '̂)|('> 

АМ\'<а,и)1^%^^\<Л,\1\\) 

где Л{>0 — постоянные, а повторение индексов подразумевает, как и 
всюду ниже, суммирование от 1 до ^. Пусть ЬгШ измеримы и 

! 6 , ( ж ) 1 ^ 5 , х^Я'. (2) 

Набору . коэффициентов {«у, Ъ^} отвечает (см., например, [4, 5]) 
диффузионный процесс ц с производягцим оператором 

Си^ {^/2)а^^{x)^^^^и+ Ъ^{x)^^и. (3) 

Распределение на цилиндрической а-алгебре © пространства С = 
==С[0, оо) траекторий диффузии, соответствуюгцее начальному условию 
т](0) ^'Х, обозначается ниже Ра{. Как обычно, 

Ш^{^',А)^]1^{иу)V^{йш). (4) 

Распределение диффузии без сноса с производяш;им оператором 
Си^Ш2)ац{х)ВгВ^и (5) 

обозначается Рж, М^. 
Ниже используется оценка лебеговой меры окрестности траектории 

диффузии Т). 
Пусть ш е С , г 7 = [ 0 , \\\ й {х :х =^ ю{8'), 8<8'^1)^Я\ 

Обозначение 
N^Vи, 1]^иег': гпЬ, г] П (г + Ш ^ 0} (6) 

закрепляется за набором номеров «целочисленных» кубов 2 + Ь/, заде-
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гых отрезком траектории иЛз, ^]. При д>0 
V,и;[8,^]==V^(Nи;[8,^]), 

где ?7д = [—д — 2 , д + 2У обозначает «кубическую» (д + 2)-окрестность 

Лемма 1. Пусть о, х'^ О — марковские моменты для процесса (3), 
причем О ^ т - о < Г. При у^О, Т>1 

VI { т е з УдГ| [а, т] > с^Г (г/ + 1 + 11п Г |)} <_ехр { - с,у}, 
где т е з — мера Лебега. 

Здесь и ниже символы с, с,-, с и т. п. обозначают постоянные, зна
чения которых определяют размерность й и константы в ограничениях 
на коэффициенты. Если это не приводит к путанице, одним и тем же 
символом могут обозначаться разные величины: с + с = с, с - с = с 
и т. д. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для процесса г| справедлива показательная 
оценка (см. [ 5 ] , § 4.2 или [ 6 ] , гл. 1, § 3) 

Р вир 1̂ (т^'+ 0-т1(т ' ) - . Ъ{ц{%' + с))й8 
о 

< с ' е х р { - с " г ^ Л } , (8) 

где т — марковский момент. 
Снос процесса х\. Поэтому отрезок траектории т] [о, т] 

выходит за пределы множества 

С вероятностью, не превышающей с'{1 + Т/Ю ехр {—с"т^/к). Следова
тельно, при г + к"^ с"' {д + 2) 

Р1 { т е з Г^т] [а, т] > с (г + 7̂ )'* (1 + Т/к)} < с' (1 + Т/к) ехр { - с"гУк}. 

Остается выбрать г = с ( д 4 - 2 ) , /г = 1/(1 + с ( 1 / + |1пГ|)), где с достаточно 
велико, чтобы «подавить» множитель перед экспонентой в правой части 
полученной оценки. 

Ниже рассматривается процесс (5) без сноса. Функция 

Г(Х,{)=:М^ I к (У] (8), 8)^8 (9) 
0 < 8 < * 

является решением задачи Коши 
ди/д{ = Си-\-к, 1>0, у{х, 0) = 0. (10) 

Оценка изменения V при возмущении правой части к и коэффи
циентов диффузии ац на множестве малой меры проводится далее в 
предположении, что задача (10) допускает априорную оценку 

\^,^^V\^^г<А^к\^,,„ г>о, ( И ) 

где I -1^,4 обозначает норму в пространстве Ьр для слоя Я'^Х{0, ^), 
а константа Аз не зависит от ^.Оценка вида ( И ) легко выводится из 
соответствующего результата для уравнения теплопроводности (см. [ 5 ] , 
гл. 7; [ 7 ] , гл. I V , § 3), если коэффициенты удовлетворяют неравенству 

\а^^^x)-8^^\^А^, А,==А,{р, 6)>0, (12) 

где б — символ Кронекера. 
Пусть — распределение процесса ц с производящим оператором 

вида (5) с коэффициентами ау, причем «у удовлетворяют (1> и совпа
дают с Яу вне ограниченного множества V. 

Лемма 2. П^сть и задана (9), V определена аналогично с заменой 
Г), М, к на г\, М, к. Если для оператора (5) выполнено условие (11) 
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с некоторым р>й+{, то при Т>0, 2 ^ / ? " 

где X = 1/(1 + с̂ ) - \/р, ^ = й/Ш + 2) + х(1 + й/2). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Разность ц = г} — V удовлетворяет нулевому на

чальному условию при ^ = О и уравнению 
ди/д1 = Ш2)а^^^^^^и + ( а « - афВ^ВрЦ + 71-к. 

Поэтому 
г т 

и (г, Т) = М,^{к- к) (л (I);Ь) йгл-Ш^^ (1/2) (а,,- - щ-) П^В^и (ц Ц), I) йЬ. 
о о 

Оценка леммы получается применением неравенства (2) из п. 4 § 3 
гл. П [4] для процесса х\^{8) =Т~^^^ц{Т8) и неравенства 

I {йц - ау)ДД-г;1<г+1, г ^ \ац - ац\^,>,, 1\^^^^V\р^ г < с ( Г т е 8 УТ\к\р^ у. 

Лемма 3. Пусть % т] согласованы^ как в лемме 2, Шх) = к{х) вне V, 
\их)\^К, \к{х)\ При Т>0 

т т 

< сК { Ь (1 + Л ( Т~'^''' т е з 7)** + к{ц{{))(И -м,4г к(ц{^))а^ 

+ е х р { - с ( 1 п Г ) 2 } } . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть / — индикатор шара с центром в г ра
диусом ЫТУТ, 

к{х)==Пх)к{хУТ, Ъ{х)=1{хШх)/Т. 

Из показательной оценки (8) легко следует, что при вычислении среднего 
в условиях леммы можно заменить кЛ на к, к/Т — на Л с погрешностью 
не более сКехр{-~с{111ТУ}. Остается применить лемму 2. 

2. Оценивание усредненных коэффициентов 

В дальнейшем набор коэффициентов ау(г/, ю) и функция к{у, со) об
разуют случайное поле над вероятностным пространством (й, 31, Рг). Реа
лизации полей непрерывны на Н'^ и удовлетворяют условию (1.1) с не
случайными постоянными (шойРг) ; поле к измеримо и 

\к(х, <К{тоАРг), х^Я'. (1) 

Реализации поля ау(а;, со) ставится в соответствие диффузионный 
процесс с нроизводяш;им оператором 0 = 0^ вида (1.5) с распределением 
Р" , М" (см. п. 1). Нетрудно проверить, что можно определить произве
дение мер Рг(йа)), Рх (<̂ "̂ ) (см., например, [8 ] , гл. I V ) , Это последнее 
обозначается 

ЕМ^Ф = С Рг ((^0)) I ф (т, ш) Р" {йю), 
Ь с 

Е Р . ( Л ) = Е М , 7 л , 
где 1А — индикатор А. 

Возможность использования оценок лемм 1,2, 1.3 обеспечивается огра
ничением тина условия Кордеса на разброс собственных чисел матри
цы II а II: 

ау(ж, а^)1'%'Ча1т{х, сй)т1̂ "г1<"> ^ 1 + А,, (2) 

где 1^1 = Ь ] ! = 1 , ^4 = ^ 4 ( А й ) > 0 . 
Случайное ноле, {а^^, к) однородно относительно целых сдвигов: рас

пределение, порожденное в пространстве его реализаций полем {ац{у + г), 
А:(г/ + л)}, не .зависит от выбора целого вектора г е ^ ' * . 
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Значения пояй (яу, к) в далеких точках йреДполагаются сЯабозавИСй-
Мыми. Пусть р{х, у) = т а х ^ '̂М, 

р(Л, В) = т { {р(ж, у)\ у^В}, 

§((2?)<-51 — о-алгебра, порожденная случайными величинами ау(ж), Нх), 
х^ В с: В''. Поле коэффициентов г-зависимо, если для любого п §1(5^), 
1 = 1, . . . , п, независимы при 

р(Я,-, В^)>г, 1Ф]. (3) 

Перечисленным ограничениям удовлетворяют, например, «шахматные 
структуры», в которых постоянные коэффициенты независимо возмуща
ются внутри ячеек 2+11, ?7 = 10, 1 ]^ г е ^ ' * . 

Пусть 

{Ц^. г) = -^^1к{ц{8'))й8', (4) 

где ц — диффузия (1.5). 
Известно (см., например, [1 — 3]) , что при достаточно общих ограни

чениях существует неслучайное усредненное значение <А;> такое, что при 
^-> оо Ма:{А;|0, ^ } < А ; > (тос1Рг) независимо от выбора х. Предположение 
(3) о слабой зависимости значений ноля коэффициентов в далеких точках 
позволяет оценить скорость сходимости при этом предельном переходе. 

Теорема \.Если выполнены условия (1.1), (1), (2), (3), А^Ъи посто
янная в (2) достаточно мала, чтобы выполнялось (1.11) с некоторым р^ 
>й+1, то существует а > 0 такое, что ЕМх({А;|0, {} — <к>У' < сГ"', где 
величина а определяется только размерностью и константами в ограниче
ниях на коэффициенты диффузии. 

Удобно разбить вывод оценки теоремы на несколько шагов. 
Пусть т ^ О — марковский момент для диффузии т|, определено 

(1.6), ^ — измеримый функционал отрезка траектории т][0, т ] . 
Лемма \. Случайная величина на пространстве {^, 91, Рг) 

МЛ^^,Nц[Ь,x]^^,ц{x)^В}, 

х^В\

измерима относительно § ( (7 (^) ) , где 7 ( ^ ) = у (т, + II). 

Утверждение леммы немедленно следует из того, что распределение 
отрезка траектории диффузии до момента выхода из множества У(Ь) 
определяется значениями коэффициентов на этом мнолгестве. 

В дальнейшем поле {оу, к) неоднократно будет «подправляться». Для 
этого всегда используется следующее построение. Пусть гладкая функция 
^ ^ 0 обращается в нуль вне куба [—1, 2 ] Х . . . Х [ — 1 , 2 ] , а набор 
{^(ж + 2), 2 е 7^'^} образует разложение единицы В'^: 2 ^ {х + г) = 1. Пусть 
Ьг = {г ^ 2^^: р{2, Ь)^г+1}, Ь^Т,'^, постоянные ау,'й удовлетворяют тем 
же ограничениям, что и ац, к. Тогда 

'ац {х, (о) = аЙ''" {х, со) = 2 ац1 {х + г) + 2 ац {^^ « ) + г); (5) 

Ъ определяется аналогично. Из построения ясно, что поле а^^, Тс не зависит 
от ШУШ) и совпадает с {«у, к} вне множества УЛЬ) (1.7). Далее, 
г|, М. — диффузионный процесс и его распределения, отвечающие замене 
а па а в выражении (1.5) для производящего оператора. 

Лемма 2. Если для реализаций поля.ац выполнены условия леммы 
1.3, к удовлетворяет (1), то при 2^Ь^Т 

\ЕМ^{к\Т, Т + - ЕМ,{к\0, {}\^сК {Г^1 + Т~^1 

+ 1пг{т-'^^''тыт)Ч, 
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где с и р1, рг определяются р> йЛ-1 из условия (1.11) и постоянными 
в (1.1), (3). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, ШЛЫТ, Т +1} = ШМп(.т){Ш, I). 
Оценки [9] позволяют заменить в этом равенстве с погрешностью не бо
лее с ( ^ ~ ^ 1 + Г '^О^, П(^) на Ы , [х\{Т)], где {х\ вектор, составленный 
из целых частей х^^\у 

М , {к\Т,1+Т) = М[,]М[^(Г)3 {А-10, О -Ь р = 2 2 Р[х]{^Vт1 [О, Т] = I , 
Ь г 

[71 {Т)\ 2} М, {А; I о, }̂ -Ь р, 1 р к с ( г » ! -Ь Т-^у\) 
где суммирование ведется по всем 2 ^ 2'', ^ с: 

При изменении коэффициентов по (5) лемма 1.3 дает оценку 
IМ, 10 , г) - М, {А; I О, К сЛ: {1п г (Г '* ' ' ' тез 7 , {Ь))^г + ехр { - с' (1п О ' } } 

(7) 
Величины МЛАЮ, Р[̂ ]{Л^Т1[0, Я == I , 1ц{Т)\ г} независимы по постро
ению (5). Следовательно, по однородности поля коэффициентов 

ЕР^.^Шп^О, Т) = [ц{Т)] = 2}МЛ/г10, ^} = ЕРо{Л^г1[0, Г] = Ь, 
[ц{Т)]^2-[х]}{ЕШЛк\0, г} + р ' ) , ( 8 ) 

I р ' К 1п ^ (Г ' *^ ' тез 7 , ( / ^ ) / 2 . 

После суммирования по Ь, г ( 8 ) и лемма 1.1 показывают, что 
ЕМ(,з{А;|7', ^ + Г ) = Е М о { А ; Ю , }̂ + р " , 

I р" К сК 1п ^ ЕМо (Г^ ' ' ' т е з V,х\, Г])'^2 < 1п ^ (Г'^^'Г 1п Т')^^. 

Вместе с (6) это доказывает лемму. 
Р1з леммы 2 немедленно следует оценка 

I ЕМо {А:'10, т) - ЕМо {А 10, О К {ИТ -ь г ^1 -Ь Г""^! -ь 

есл1^ заметить, что 
(9) 

П - 1 

{к\, П ^ 4 - 2 1 {^ + '^)^) + 0 {ИТ), п = [Г/^]. 
/ = 0 

Лемма 3. В условиях леммы 2 при й ^ 3 существует предел 

<А:> = И т ЕМ {к I О, 7 } и ЕМ^/с | О, Г } - <А;> } < сКТ~^^, Рз > О, 
Г->оо 

где величина определяется только й и ограничениями на коэффици
енты ац. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть С̂г = ЕМо{/с|0, и), = ехр {(1 + б)'), где 
б > 0 будет выбрано позже. По построению = ^̂ \-
вание предела Кь следует из неравенства (9): при й>Ъ ж достаточно 
малом б > О 

Если 5 е (̂ ,, ^^+^], ТО одна из пар 1 = 8, Г = ?г+1 или 1 = 11, Т = 8 удов
летворяет условию ^ ^/Г ^ ^Т^''^^ Следовательно, по (9) 

|ЕМо{А;|0, 5 } — <А;>Ктш{1ЕМо{А;|0, 8 } + 1 ^ ; —<А>|; 

1 ЕМо {А; 10, 4 - ^ ^ + 1 1 + IК1^^ - </г> 1} < сгГ'^ < С8~''\, > 0. 

Это доказывает лемму, так как (ср. с (6)) 1 ЕМз̂  {А 1 О, 5} — ЕМо{А; | О, . 9 } ! ^ 
^ с з " ^ ! по однородности поля коэффициентов. 
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Лемма 4. В условиях леммы 2 при ^ 3 
ЕМ, ( ( / . 10 , Т)-{к}У^сТ-\ 

где §4 — постоянная того же типа, что и ^1 в леммах 2, 3. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть п — натуральное, I = Т/п, 

К1 = {к\И, И + 1}-ЕШо{к\0, г), г = о , п - 1 . 

Величина Кг определяется траекторией ц до момента И + .̂ Очевидно, 

(10) 
Оценка правой части (10) аналогична доказательству леммы 2. Она 

отправляется от равенства 

{К1М^^гт)К,} == 2 2 {Ки Щ [О, пИ] = I , 
Ь г 

[г](тО] = 2 } ( М , / Г о + р), | Р 1 < С Г Р ^ , р 1 > 0 , (И) 

где К1 — ограниченные величины. По лемме 1.3 можно с малой погреш-
ностью заменить М̂ Т̂ Го на Мо-йГо, где при вычислении М^Хо коэффициенты 
изменены по формулам (5) в окрестности Уг(1/). Погрешность замены не 
превосходит 

Р1 = с 1п ^ (̂ -''̂ '̂  те8 У, {ЦУ'к (12) 

При этом м Д о , Мж{/«Г,; Л'11[0, т1\ Ъ, 1т^{т1)\ 2} — независимые случай
ные величины на Ш, 31, Рг), ЕМо/̂ Со = О, и по (12) с учетом однородности 
ноля коэффициентов [ЕМ^Я^о! ^ Р1. Следовательно, так как ХК^ ̂  К, 

{ЕММг, Мц[0, т1] = Ь, [ц{пИ)] = 2} X 
X Ш,Ко\ сЕШЛ1; Мц[0, тй = Ь, [цЫт = г), (13) 

где (ср. с (1.7)) 

но лемме 1.1. 
Вместе с (10), (11) оценка (13) показывает, что 

ЕМ:, [{Ко + ... + Кп-г)/п]^ < сК (1М + ^-Рх -Ь 1п { {1-^'''Т 1п Т)^^ ) . (14) 

Кроме того, по лемме 3 1<А;> — ЕМо{А; | О, }̂ К с?-Рз. Поэтому оценка 
леммы следует из (14). 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Из условия (2) следует, что ко
эффициенты йу допускают представление 

а-!; {х, м) = а {х, со) а% {х, со), (15) 

где С1А^^а{х, со) < Сг^г, а матрица а% \т условиям 
леммы 2. Диффузионный процесс т]" с коэффициентами диффузии (15) 
можно реализовать в форме 11(5) = г|Чт(5)), где 'Г]" — диффузия, отвечаю
щая а-,-, а марковский момент т(5) задан равенством 

Т(8) 

I аЦа{ц^>{{)) = 8. 
о 

При этом средние (4) для процесса ц° связаны с соответствующими ве
личинами для ц равенствами 

{к\0, П = {к/а\0, т(?)}7{1/а10, т(/)} ' ' . 
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к процессу Г1° применима оценка леммы 4, из которой легко следует-
неравенство 

Е М , {{к!а 1 О, т {1)У1{Ца \, т - {к/аУЦЦау^^^ < с Г % > О, 

где {•}", < •>° —средние для процесса г]", «1̂ -. Это доказывает теорему и 
равенство 

т <к/аУУ<1/а>. 

3. Оценка погрешности усреднения 

Пусть при X^ Д"^, ы 
^ем(а;) ^ (1/2)ау(х/е, + 

+ Ъ^^x/е, ы)Вги(х) — Ъо{х/е, (1>)и{х), / = /(я;/е, со), (1) 

где поле коэффициентов {ац{у, о ) , ЬДг/, со), /(г/, со)} однородно относи
тельно целых сдвигов по «медленной» переменной у и удовлетворяет 
условиям (1.1), (1.2), (2.2), (2.3), причем 

0^&о(г/, со)^^5„, 1/(1/, 0 } ) 1 < Ф , (2) 

где постоянные Во, Ф не случайны. 
Усредненные величины <А;> определяются так же, как в п. 2, по диф

фузионному процессу без сноса (1.5) со случайными коэффициентами 
диффузии; обозначения Р ,̂ М^ имеют тот нш смысл, что и выше. Предпо
лагается, что </> = 0 . 

Вычисления, аналогичные доказательству теоремы 1, позволяют оце
нить и погрешность усреднения в краевых и начально-краевых задачах 
для операторов Ьг, д/дЬ — Ь^. Оценка такого рода выводится ниже для 
решения класса ТУрм р' >• й, задачи Дирихле в ограниченной области при 
гладких неслучайных условиях на границе. Аналогично, мон^но было бы, 
например, оцепить погрешность усреднения в задаче Коши при гладких 
правой части и начальном условии. 

Пусть II — решение усредненной краевой задачи 
^Е, х^о, и = о, х^до (З) 

для оператора = (1/2)<ау>1)г0^м + <5;>Д1г — <&о>г̂  с постоянными ко
эффициентами, р ! — функция класса С .̂ Правая часть Г и граница об
ласти ^ предполагаются достаточно регулярными для того, чтобы реше
ние (3) принадлежало С^'^\ > О, и для оператора Лапласа выполнялась 
оценка ( | • |р = I " \ьр(^)) 

Теорема 2. Решение краевой задачи 
Ьл, !Ри X е ^, и. = ^,х^ дд, 

со случайными быстроосциллирующими коэффициентами при й> 3 свя
зано с решением усредненной задачи (3) неравенством 

Е 811Р I МБ — ^ К'^е»» а > 0 , 

где с не зависит от Е, а значение постоянной а определяется размер
ностью й, константами в ограничениях на коэффициенты а^ и гладкостью 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Не уменьшая обш;ности, можно считать, что 
коэффициенты Оу удовлетворяют (1.12) с некоторым р>в,-\-\. с 
(2.15)). Пусть Мж —распределение в пространстве траекторий процесса 
Ц* = 11 е с производяш;им оператором 

С1и = (1/2) а^^ (ж/е) В^В^и + (ж/е) В^и, (4) 
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отвечающее начальному условию г]*(0) = хЫ) = т^{^: ю{^)^^)-^ 
момент первого выхода из С^. 

Невязка = гге — С/ между точным решением и решением усреднен
ной задачи удовлетворяет нулевому граничному условию и уравнению 

ЬгУ, = - ф , ф - (1/2)(ау - <ау>)адг7 + 
+ - <6^»Дг7 - (Ьо - <6о»С/ - ^Р,. 

Поэтому справедливо представление 

(5) 

(6) {х) - М : ]• ехр { - (I)} ф (п* (0) сИ, 
о 

г 

В^ {I) = \* (.)) 

Далее в представлении (6) ф удобно заменить функцией ф(а;) = 
= ^(л;)ф(ж), где — срезающая функция для области ^: ^ = 0 на 
границе, ^ == 1 в точках, удаленных от границы более чем на б,, ^ 
^ с /бь Величина 61 будет выбрана позже в виде 61 = 8 ^ 7 > 0. Из оце
нок гл. I I [4 ] следует, что 

\VЛx)-тЛx)\<сЬ:^\) 

где Юг {х) = М* ]" ехр {— 5» } ф (т]* {I)) АЬ. 

Чтобы оценить Юг^х), мо;кно действовать следующим образом. Пусть 
Т/ = /а Л т, о > О, 2 = 0, 1, Тогда 

{х) = 2 М.: ехр { - 5 ° (тО) ^̂  (п* (̂ О), (8) 

,х (ж) М : I ехр { - В^ [Щ ф (11* (0) А1. 

Если расстояние ^{x,.д^) до границы не превосходит б1п1/б , б = 
о'"'", р-(ж) мало по выбору срезающей функции ^. Действительно, ф огра

ничена, 
иу)^их) + с\х-у\/6,. 

Поэтому 
II (х) 1 < сМ* (с(ж) -Ь (1/61)шах IТ1* (5) - х\] Т1. 

Снос Т1* ограничен, Т1 ^ о =̂  б^ Следовательно, (ср. с (1.8)) при малых б 
(1/61) М*Т1 . шах 111* (5) - К (б/б^) (М^тО^^' (М* т а х 111* (5) - х \^У'^ < 

< с ( б / б 1 ) М : т 1 . (9) 

Вместе с очевидным неравенством ^(ж)^сг(ж, д^)/Ь^ (9) приводит к 
оценке 

}х(ж)1<сбг^б1п(1/б) . Ш1х^, 
г(х, 5 ( ? Х б 1 п ( 1 / б ) . • 

(10) 

В точках, далеких от границы, можно воспользоваться соображения
ми, использованными при доказательстве лемм 2.2, 2.4. 

При г(ж, ( 9 0 ^ 6 1 п 1/6 по (1.8) 

М1 (б - X,) < с' ехр { - с" (1п 6)-} М^т^. 
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Поэтому ц{х) = \1^^Чх) + р, 
р I < с'М*т1 • ехр { - с" (1п 6)2} , (11) 

где ц (1) сумма конечного числа выражении вида 
а 

р , (х) = М: I ехр { - {Щ к {ц* (0 /8 ) Т (11* (0) а1, 

причем для случайного поля к (кУ = 0 , неслучайна и |Ч (̂ж) — Ч^Сг/)! < 
^ с{\х ~ у\/8^ + 1х —г/!") , Б" имеет тот же смысл, что в (6). 

Так как йо ^ О и ограничена, при ^ ^ а 
0 ^ 1 - е х р { - 5 4 ^ ) } ^ со 

с вероятностью 1. Как и при выводе (10), б = о̂ \̂ 
а 

К I (I Г1* - ж [Р + I Т1* - ж 1/61) < с (бР + б/б^). 
о 

Поэтому при вычислении р^ можно считать 5" = 0 и Ч** постоянной: 

М 
а 

+ бР + (7 + 6/61 (12) 

При оценке правой части (12) удобно с помогцью формулы Гирсано-
ва (см., например, [ 6 ] , гл. I I I , § 3) перейти от распределения Мд. к рас
пределению М | процесса т]* без сноса с коэффициентами диффузии 
ац{х/г). Если функционал зависит лишь от отрезка траектории 
и?[0, то 

М:Ит1*) = М|ехр{Л}|(11), 
* г 

где Л = ] а^^Ъ^йц^^'^ — (1/2) I афф^йз, 
о о 

аргумент а^, равен г|(5)/е, Иа̂ И — обратная к НауИ матрица. Так как 
матрица диффузии равномерно эллиптична, а снос ограничен, то 

(ехр {Л} — 1)2 = ехр {2Л} - 1 < ехр {с1} - 1 < с^, ^ < о < 1. 

Вместе с (12) эта оценка показывает, что 

Оценить 

е 1 
а 

кй8 -Ь б« -Ь б + 6/61 (13) 

ЕМ: м 1 
•1*(^0~ кй8 

где к = к{г\^{8)/г), можно с помощью соображений, использованных в вы
воде оценок лемм 2.2, 2.4. Удобно при этом переходом к переменным 
Х = х/г, 8 = 8/г^ преобразовать 11̂  в диффузию Т1 без сноса (1.5), а Т1*— 
в диффузию Т11 с производящим оператором вида (1.3) с &,,(Х) = е&ДХ). 
Эти процессы удовлетворяют условиям лемм 1.1, 1.2. Роль Т в лемме 1.1 
играет /(б/е)^, в лемме 1.2 ^ = (б/е)^. 

Изменяя коэффициенты па УгГ111^05 т/е^] но формулам (2.5), можно 
убедиться, как при выводе (2.8), в том, что 

ЕМ! м кй8 ЕМо1{А;|0, ^}| + с 1(8/6)^^1 + 

+ [/ (8 /6)^^-21п (/б'̂ е )̂]"̂ !» 1п (б/б) + ехр { - с' (1п б/е)^}, ^ = ф!г)\ = 0. 
84 



Отсюда по лемме 2.3 

Е М : Ыз 

0 = 6-, Хз, Р 2 > 0 . (14) 

Окончательно из (10), (11), (14) при любом I следует неравенство 
для слагаемых в (8) 

Е IМ: ехр { - В' {XI)} р (л (тО) I < сЕМ: (т ,+1 - тО • { ( / 8 ^ - 2 / б ^ - 2 ) ' * 2 х 

X {1п^' {1ЬЧ&')) + (6/61) 1н 1/6 + (8/6)^1 + б + (6/61)} = 81 {I) • ЕМ^ {х,+, - т,). 
Эта оценка действует, если I не слишком велико. При больших I но огра-
пичепности подынтегрального выражения в (8) выполнена оценка 

ЕI М : ехр { - В О (тО) р (т!* (т,)) | < б-ЕМ^ (т ;+1 - т/). 

Отсюда при любом I 

Е I (ж) К 8 1 {I) ЕШ1х + сЕМ: (т - 1о)+ < 

< с [ 8 1 ( 0 Е М : т + {1а)-^Ш*х'^]. (15) 

Легко проверить (см., например, [6 ] ) , что в условиях теоремы 2 М ^ т ^ ^ с . 
Поэтому оценка 

Е1 ц̂ е (̂ ) К се"1, а - 1 > 0 , (16) 

вытекает из (15), если выбрать б = 61, ^ = [ б 7 ^ ] , 61 = с 7 из интервала 
(О, (с̂  — 2)/(2с^ — 1)). Возможность построения обеспечивает условие й > 3. 

Чтобы от «точечной» оценки (15) перейти к оценке теоремы, доста
точно заметить, что близость оператора к оператору Лапласа (условие 
(2.2)) доставляет априорную оценку 

с некоторым р>А+1. Отсюда с помоп],ыо теорем вложения следует, что 
и вир и!> — 11\^с\ие, 2» 

И, так как по принципу максимума и^, 17 ограничены неслучайной по
стоянной, не з а в и с я п 1 ; е й от 8 , из (16) вытекает, что 

Е знр Ме — ^ < С 8 « , а > 0. 
^ 
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