
ПРЕДЕЛЬНОЕ ПОВЕДЕНИЕ РЕШЕНИЙ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 
СО СЛУЧАЙНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

А. В. ПОЖИДАЕВ 

Усреднению эллиптических операторов' при различных предположе
ниях о строении коэффициентов посвящено большое число работ. Зна
чительная часть результатов такого рода отрая?ена в фундаментальном 
обзоре [1] (см. также статьи [2—7] , посвященные родственным воп-
ро(1ам). 

В настоящей работе рассматривается предельное поведение при 
6 - ^ 0 решения задачи Дирихле 

П 71 

— 2 (^1} (х) В]Юе) + 2 (х/е, Со) В110^ + {й (х) + ( -^/в, О))) 1^^ = 
г ^ ' = 1 г=1 

= / ( .г) , х^У; и;г1у^8{х) ' (1) 

со случайными быстроосциллирующими коэффициентами ЪЛх/е, ш) в ог
раниченной области V с гладкой границей дУ. 

Показано, что при надлежащей нормировке распределение решения 
слабо сходится к гауссовскому, если в качестве пространства реализаций 
выбрать Ш1 {V), г = 2 — п/2 — б, б > 0. Ранее [8] слабая сходимость была 
установлена лишь в пространстве (V), в [9, 10] размерность 
пространства не превышает трех и случаен только коэффициент при ре
шении. 

В отличие от известных результатов Р. 3. Хасьминского [11 , 12] спе
цифическим для «многомерного времени» при « > 3 оказывается появле
ние детерминированных поправок к среднему решению, убывающих мед-
лепиее, чем центрированная случайная составляющая невязки. 

Формулировка и доказательство теоремы даны в п. 1. В н, 2 приво
дятся необходимые для дальнейшего оценки сингулярных интегралов. 
В п.. 3 усиливаются оценки погрешности усреднения работ [6, 8]. Выде
ление асимптотически нормальной составляющей решения проведено в 
п. 4, а в п. 5 разобраны примеры, показывающие неулучшаемость по по
рядку 8 оценки скорости сходимости в теореме 3.1 {п^5) и отсутствие 
слабой сходимости распределений решений (1) в И^Г^'+^У) при п = 
= 4А:+1, б > 0 . 

1. Постановка задачи. 
Теорема об асимптотической нормальности решения 

Применительно к целочисленному вектору Я = (Я1, . . . , Я,), О ^ Я ̂  п, 
означает, что все Я; ̂  {О, 1, . . , п}. Символом лШ обозначаем набор все
возможных целочисленных векторов Я = (Я1, . . . , Я )̂ таких, что О Я ^ п. 
Для записи производной ди/дХ( применяются символы Дм, ил', и,о^и, 
О'^и = . . . 1)п"и = . . . д^"", где а = (ее., . . а „ ) - целочис
ленный мультииндекс, 11а11 == « 1 + . . . + а„ . 

Пусть У С 1 — ограпиченпая область. Тогда ТУа (/е— нецелое 
положительное число) есть пополнение множества (У) в норме 
(ср. с [13]) 

и 
2 

\У1(У) ^^ ^ - , ~~ . ^^^^^^^ 

Х\х-уГ^-''^^-^^^ихйу, 

где [ • ] — целая часть числа. 
Пусть ТУ^^(У) — пространство, сопряженное к РУг (У), 1 и \т^\и 
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У(^^{У) = Ь.^ {V). Символом <•, •>ь обозначаем двойственность между 
ТУз (7) и Ш2'^(У), одной буквой С —различные неслучайные, не за
висящие от 8 постоянные. 

Предельное поведение'решений задачи (1) рассматривается в работе 
при следующих предполо;кениях. 

Песлучайпые коэффициенты удовлетворяют условию равномерной 
эллиптичности: 

У^ = (^,,...,^п)^я''I^а^^{x)^^^^>у\^\^ у>0. (2) 

Кроме того, чтобы избежать технических трудностей, неслучайные 
коэффициенты и граница дУ ограниченной неслучайной области У пред
полагаются достаточно гладкими для того, чтобы усредненная задача 

- ^ П1(а1^(х)0^и) + (1{х)и =^Пх), х^У; и\ду^§(х) (3) 

имела классическое решение. 
Случайные коэффициенты Ъг{х/е, м) , 1 = 0, 1, . . . , п, предполагаются 

ограниченными не зависящей от случая п о с т о я н н о 1 1 с вероятностью 1 при 
всех х^У 

зир \Ь^{x./е, ы)\<С. (4) 

Кроме того, всюду в V выполнено условие 
А{1-р)Ы{х) + Ь,{х/е, о ) ) ) ~ и - ' 5 е , Ь^>0, ( 5 ) 

где ^ " ' — матрица, обратная к (ау), 1)^ = {Ь1{х/г, со)) , ^ ^ (О, 1) —неслу
чайная, не зависящая от е постоянная. Предполагается также, что почти 
все реализации полей Ъг(х/е, ю) есть функции класса СЧУ). 

В этих условиях краевая задача (1) с вероятностью 1 разрешима (см. 
[14]) в классе С^(У)ПСЧ7). Под случайным решением задачи (1) пони
мается случайное поле, почти все реализации которого удовлетворяют (1). 

Предельное поведение 1йг(х, со) изучается ниже при дополнительных 
ограничениях. Векторнозначное случайное поле Ых, са) = {Ьи(х, со), . . . 
..., Ъп(х, со)} центрировано математическим ожиданием 

МЫх, со)=0 (6) 
и т-зависимо, т. е. для любых к^М _11 набора Х1, . . . , х,, таких, что 
\x^ — х^\ т, 1=5^/, случайные векторы ЬСж̂ , со), , , , , Ма:̂ , со) независимы 
в совокупности. Кроме_ того, для любой непрерывной векторпозначной 
неслучайной функции / (ж) = {/о(а;), , . . , /„(ж)} существует предел 

/ . п \

И Ш 8~"М 2 / г (Х) Ъг (Х / 8 , Со) ёх = О" (/) > 0. (7) 
6-*0 \ 1=0 / 

Условие (7) выполнено, если Ых, со) — однородное т-зависимое поле, 
причем 

а Ч 7 ) = 2 I П^^(и)с1и^и{х)/^{х)ах, 

где НцЫ) = 'М.Ъг(у, (й)Ъ){у + и, ы). 
Пусть 0{х, у) — функция Грина задачи Дирихле (3), 

СгАх, у)^дО{х, у)/дх^, С.о(ж, у)^С{х, у). 

Для произвольного индекса а = ({'1, . . , , 1^) ^ л,{к) 

Г"/ = ] б? {х, у^) Ъ1. {у^г, со) 0.1^ {у^, у^) Ь^^ (у^/е, со) . . . 
ук 

• •. У1^) к (^й/е, со) /.|^ (уи) йу^,.. йу^. 

Основной результат работы — 
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Теорема \ Л . Пусть = [7г/2] + 1, б > 0. При 8 - ^ 0 решение зада
чи (1) с коэффициентами, подчиненными условиям (2), (4) —(7) , асимпто
тически нормально в том смысле, что распределение, порожденное в про
странстве 1У1 {V), г ^ 2 — п/2 — б, обобщенных функций случайным 
полем 

I «' \ 

слабо сходится к центрированному гауссовскому распределению в ТУа {V) 
с характеристическим функционалом ф(Ф) = ехр {—аЧ/)/2}, где ДС?/) = 
= Ф{х)0.1{х, у) Лх-11.1 (у), а аЧ/ ) определена (7). 

V 
Ниже для удобства изложения предполагается, что справедливы лем

мы 4.1—4.5. Доказательства этих лемм приведены в п. 4. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Шар в пространстве И̂ г (1 )̂ является ком

пактом в И^2 {V) при 5 > г, так как И̂ а {V) компактно вкладывается в 
^1 {V). 

Из неравенства Чебышева имеем оценку 

Р { 1 У е Ь > П < М 1 г ; е 1 1 Г\ 

в силу лемм 4.2—4.4 зир М | | д < ; С и, следовательно, Иш Р {| \$ >< }̂ = 0. 

Поэтому (см. [15] , с. 516) семейство распределений, порожденных в 
пространстве И̂ з (^) случайными полями и^, слабо компактно. 

Р1з лемм 4.1—4.4 следует, что для всякой непрерывной функции Ф 
<Ф, Vг'>-^ асимптотически нормальна при 8 ^ 0 с параметрами (О, о^(/)), 
где / г (у) = \ {х) О.г (х, у) йх-11 .\ а оЧ / ) определена (7). 

V 
Теорема 1.1 доказана. 

2. Некоторые оценки для сингулярных интегралов 

Лемма 2 Л . Пусть М{х, у) =§{х, у)\х — у\^-'^, где 0<к<п, §{х, у) ^ 
е С Ч 7 X ]/) . Тогда при{)<^<1 

Ь ^ \тх, 7,) - Ж ^ , Ъ)\^С\Х-УП\Х- %\'^-^-^ -\-\у- ^1''-»-"). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть \х — %\ —у\, тогда |г/ — г ! ^ 
< 3!ж — г/1. Отсюда 

^ < С ( к - -Ыг/ - г|^-") ^ С\х -у\Ч\х - + !г/ - гГ'-"-"). 

Пусть \х — 2,\г/Г, тогда |г/ —г| > \х — у\. По теореме о среднем 
Ь ^ С | е - г | ^ - " - М ж - 1 / | , 

где 0 = 0(ж, у) — точка из интервала [х, у]. Из неравенства треугольника 
получаем 

| е - 2 | ^ и - г / | - 1 9 - ^ 1 , \в-7\>\^-х\ \д~х\. 
Следовательно, 2|0 — г ! > \^ — у \ — х\ \х — у \ \х — г|. Откуда 

Ь^С\х-у\2|^-"-^ ^ С\х -у\'\х~ 

Лемма 2.1 доказана. 
Лемма 2.2. При \у\ 112, \ъ\ 112, а + р < и , а > 0 , р > 0 справед

ливо неравенство 
1 

/ = \х — ^|«-" I Ж — 2 р - ' г > СI г/ — 2 [а+Р-". 
|а:1<г 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При вычислении левой части неравенства лем
мы перейдем к переменной интегрирования ц=х — у. Так как при \у\
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< ^/2 и \г\\<1/2 \х\ \ц + у\<1, рассматриваемый интеграл оценива
ется снизу интегралом по меньшей области 

111К4/2 
Ц а—п Ч -\- У — ̂  

Пусть \у — 7,\=г, у — % = г1, 1 / 1 = 1 . Замена переменных т) = г|, 
йг[ = г"с^^ дает неравенство 

1|1<г/2г 
а—п 1 — 1 

Так как г ^ ,̂ то отсюда 

^ ^а+р-п I I ^ |а-п (1 + 11 |)Р-п ^1 ^ Сг«+Р-^. 
III « / 2 

Лемма 2.2 доказана. 
В дальнейшем удобно воспользоваться обозначениями [8 ] . 
Пусть А{8)—произвольное разбиение миогкества 15' = {1 , 2, . . . , 5} 

на ненересекаюш,иеся классы К^, ..., Кг, из которых каждый содержит 
не менее двух элементов. Запись I ~ ; означает, что I, / принадлежат од
ному классу; в противном случае С разбиением А1.8) связывается 
в дальнейшем мнон^ество У{А[8)) точек {уи . . . , у^<^В.'"- с компонентами 
Уг^У таких, что при г)(/ 1г/г — г/̂ ! > 8, а в случае 1 ~ / найдется последо
вательность г = го ~ 1̂ ~ . . . ~ = У, удовлетворяющая условию ^а/̂ -х — 
- ^ % | З е 

ленина 2.3. Пусть 0<к<п, йу -^йу1...йу. 

\ I — Уг+Х к—п •!„ йу < СеЧ(«+1)/2]. 

Доказательство леммы 2.3 проводится аналогично доказательству 
леммы 3.1 (см. [ 8 ] , с. 145), лишь 2 везде следует заменить на к. 

Лемма 2.4. Пусть В ̂ {21) — разбиение { 1 , 2, . . . , 21} = К,\} .. .\} К^, 
К^ = {21-\,21}. Тогда 

21-1 I п 
Для проверки этого равенства нужно поочередно проинтегрировать 

по г/(, 1 = 1 , . . . , 21. 
Лемма 2.5. Пусть В{21) Ф В,{21), 1> 1,— разбиение { 1 , 2, . . . , 20 = 

= /1 1̂ и . . . и Я̂ / с четным числом элементов в каждом классе. Тогда 

2 г - 1 

П I г/г — г/г+1 
У(Ь1(20) 

2 - п (1у^Сг^^+^. (8) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При 2/ = 4 в случае 1 ~ 3, 2 ~ 4 неравенство 
(8) получается после интегрирования по г/1, уз, а затем по г/г, ^4. Дей
ствительно, 

11 • И {\У1-У2\-\У2-Уз\-\У-з-У^\?~''^У1^У2^Уз^У^< 
\У1-Уз\<^ |г/,-У4 |<е 

< Се̂ - 1С I г/, - г/И ) ^ - " ёу^йу, < а « . 
|2/2-1/,|<8 
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в случае 1 ~ 4, 2 ^ 3 

I I • I ^ (\У^ — У2\^\У2-Уз\^\У•з-У^\?~''с^Уx(^У^ёУзС^У^<: 

< с 11 {Уг-у^Г'^ау^ау^^СгК 

При 2/ > 4 пусть \.-^ I. После интегрирования по у к, У% доказатель
ство неравенства (8) сводится к предыдущему шагу. (Если оставшиеся 
индексы образуют разбиение — то сначала интегрируем но уги 
Уи-и при 1 = 21 сначала интегрируем по г/з, г/з, . . . , | /2г-1 . ) Лемма 2.5 
доказана. 

3. Оценки погрешности усреднения 

Ниже используются обозначения п, 1 и оговоренные там ограничения 
на коэффициенты (1). Кроме того, пусть 

у) = 1 ^-к (2, у)аг, к^О, ...,п. (9) 

Справедливы неравенства [16] 

]ЬМ, у)\<С\х-у\'-'', 8==8{к,п),- (10) 

где при к> 1, п>2 Ь = 2; 6(0, /г) = 4 при п>Ъ, 6(0, п) = п при » = 2, 3, 
6(0, 4) = 4 — а для а > 0 . В последнем случае постоянная С в (10) зави
сит от а. 

Теорема 3.1. Пусть иг = Ше,— II. 

а) М1ме|о<Се^ б) Ш\ие\1^Се^ при г г > 2 , 

где б = б(/с, п)—то же, что и в (10), При и = 4 в утверждении а) по
стоянная С зависит от а. 

Обе оценки выводятся одинаково. Для определенности рассмотрим 
вывод а). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (1), (3) имеем 
п 

г=0 г==0 
(И) 

где оператор О определен по функции Грина задачи (3) равенством 

01 {х) = 1 О {X, у) / {у) ёу. 

Проинтегрируем т = 2[п/2] + 2 раз равенство ( И ) 

т 

а=л(т) к=1 аел(й) 
(12) 

Рассмотрим произвольный индекс « = ( ? ! , . . . , 1т)^п{т). Применяя 
неравенство Коши — Буняковского, получаем 

Г«1г. 1 0(Х, У1) (1/1/8, со) С.1. (^1, У2) ... (^-гт-х (Ут-1^ Ут) X 
17т 

X {ут/е, со) Ие.^^ (уш) йух ... Луш <,С\и,\\
у2{т-1) 

X (у^е, О)) 0.^^ {у^, у^) ... Ь1^_^ (ут-и 2^-1) . . . 0.1^ (23, г̂ ) X 

X (21/е, ОЗ) о (21, ж) Йг/1 . . . Й ^ „ 1 _ 1 С г 2 т - 1 . . • 6^21. 
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Из энергетической оценки следует, что с вероятностью 1 \щ\х<С, 
Поэтому 

Ё < С I ^^, (г/1, 21) (г/̂ /в, ю) С . ( у^ , у.,) .. . {у^_-^, гш-г) ... 
у2(т-1) 

• • . (^-г^ (̂ 2̂  1̂) (^х /в , О)) Лух . . . йут-хй^т-х • • • С^г .̂ 

Из оценок (10) получаем 

Я , ^ М I л , < с ] I 21 - 22 Г^' П I 2̂  - ^̂ +1 Г " Й2, 
Г(Л(2т-2)) г=1 

где = 6̂ 21 . . . с?22т-2. При 121 — :^2.п1-г\ е в силу леммы 2.3 
2т - з 

Я „ < Себ-п ] П 
У(Л(2т-2)) ^=1 

в противном случае 11 
1 г 1 - ^ 2 т г 1 - 2 | < е 

Математическое ожидание [С^г^-гй оценивается по (10) вели
чиной порядка Се*. 

Полученные оценки и (12) показывают, что 

М I |о < С" С т а х На + т а х М | ОЬ^Ц.^ < Сг^. 

Теорема 3.1 доказана. 

2г — 2г+1 

б-п 21 — 22т-2 С?21С̂ 22тп-2 3 ^6^. 

4. Выделение асимптотически нормальной составляющей решения 

Воспользуемся (12) при т = р = [п/2] + 1 

гг, = Е + Е Е Г«^. 
аея(р) й=1 а^л(А) 

Цель последующих вычислений — убедиться в том, что основной 
вклад в случайную составляющую дает слагаемое Е Г'^'^. 

а=л(1) 
Лемма 4.1. Если Ф е 1 У ^ * ( У ) , то случайная величина е~"/2 /ф^ 

Е Г°^^^ асимптотически нормальна с параметрами (О, аЧ/)), гс̂ е 
а е л ( 1 ) / - 8 

и(У) = ^'^(^)^г{^^ у) (^^'^•г(у)1 а аЧ/) определена (7). Здесь и 
ниже 5 = 2 - п/2 - ^1, О < Р1 < б. 

Это предложение есть частный случай доказанной в [17] теоремы. 
Лемма 4.2. Справедливо неравенство 

Е Г ' '^ < С . 
а=л(1) 

Лемма 4.3. Имеют место оценки 

Е ]VIГ"<7 ^ < С е 2 [ й + 1 / 2 ] , 
а=л(й,) 3 

Е Е ( г " ^ - м г « с / ) м 
й=2 аея(й) 

Лемма 4.4. Справедливо неравенство 

М Е Г«гге 
а=л(р) 

Доказательства этих утверждений используют следствие теоремы 8.3 
(см. [18] , с. 223), которое формулируется в виде леммы 4.5. 
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Лемма 4.5. Пусть к (х) е ТУг ^ (V), /с > 0. Тогда существуют не за
висящие от Мх) положительные постоянные С^, Сг такие, что 

С^Ы-,,^ \Рш{х, у)1ъ{у)йу\гпь-к^СМ-к, 

где Р^_{х, у) — функция Грина краевой задачи Аи = ]1{х), х^У; и\оу— 
= 0,а 

Рт {Х, у) = 1 Рт-1 {Х, 2) Р-^ (2 , у) (^2, т > 2. 
V 

Выберем натуральное число т из условия О < 5 + 2т < 2 и положим 

Р{х, у) = [ Р^ {х, 2) С (2 , у) а%. (13) 
у 

Лемма 4.6. При Щ\8 + 2т1х= \В^Р{х, у) В^Р{х, %) йх < С. 
у 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При 11̂11 = 1 в силу выбора т 

11<с\{\х-у\-\х-г\)''^^'^-"'-Ых<С. 
у 

Кроме того, 1р{х,у)Р{у,2,)йу\^^{\х-у\\у-^\)^^^''-''йу<С. 
у у 

Лемма 4.6 доказана. 
Лемма 4.7.При Щ = [х + 2 т ] , р = 5 + 2 т I В^ (Р (X, г)-Р {у, 2)) В^ (Р (х, 20 - Р (у, 20) X 

V 2 

Х\х-у\^^^^^-^^-''с1хау <С. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ^ выбрано из условия О < ^ — [|̂ ] + 
+ -у = а < 1. Тогда в силу леммы 2.1 

Г < С )' |Ж — I / р а ( I ж— 2 |^-V + I г/ — 2 1^^-V) X 

X (I Ж — 2^ 1^^-V 4- I г/ — 2^ |^^-V) I Ж — ^ \^(^'^^-'^^-^^(Ixёу, %^2 — 8 ~ П . 

Для оценки последнего интеграла достаточно оценить интегра
лы вида 

N =1 Н (х) йхйу, Н (ууахёу, 
уЗ 

НЫ) = 1ж-1/1^1^-" • (\и-г\ и -211)^-^ . 

Неравенства N < С, К<С очевидны в силу выбора т. Лемма 4.7 
доказана. 

Леммы 2.3, 4.5—4.7 позволяют провести доказательство лемм 4.2— 
4.4 так же, как и лемм 4.2—4.4 в [ 8 ] . Докажем, например, лемму 4.2. 

При любом 1 = 0, 1, . . . , п в силу леммы 4.5 

||Р11<в+2т 

+ I ^ \ (Х, ^)-Р {у, 2 ) ) Ъ1 ( 2 / 8 , со) (2) Й2 
11Р1И15+27П/] ^3 у 

где /^(ж, у) определена (13). 
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Отсюда, из оценок лемм 4.6, 4.7 М | СЬ^ /̂.г 1а < С* ( | ёУг^У^ < 

З а м е ч а н и е . Если ноля й^Сж/е, ( о ) = 0 , 1 = 1, 2, . . . , ?г, а случай
ные поля Ьо{х/е, со) однородны в узком смысле и симметричны, то про
дельное поведение детерминированных поправок можно описать более 
явно. (Условие симметрии устраняет все поправки нечетного порядка.) 

Ниже Жи) = ШЬо{и + з)Ъо{8). В вычислениях используется представ-
ленпе (см. [19] , с. 24) С{х, у) =г{х, у) • \х — у\^~'", где вид гладкой функ
ции г{х, у) определяют коэффициенты (3). 

Лемма 4.8. Пусть сс = (О, О, . . . , 0 ) е я ( 2 / ) , Ф{х) ~ произвольная 
гладкая функция. Тогда 

М И т 8 - 2 ' (Ф, ШТ<^и) = ( [ П{и)\и \^-^йи 
\т 

X 

X I Ф (ж) О (ж, 1/1) т т Г (г/1, г/0 6 (г/^, 1/̂ +0 г (г/^, г/,) (^0 ^^^^1 . . . й?// ^ ^ . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что 

(Ф, ШТЮ) = М 1 Ф (ж) С (ж, г/0 &о (г/1/6, со) С {у,, г/0 &о (Уз/е.«) С (г/а, г/з) • • • 

. . . ^0 (Угг/б: м ) ^ (г/зг) (1х(1у^ . . . ф з ^ . 

Нунлным порядком по 8 (см. леммы 2.2, 2.3) обладает лишь слагае
мое, в котором 1-^2, 3 -^4 , . . . , 2/ — 1 2/. Проведем замену перемен
ных г/1 — г/2 = 8111, г/з — г/4 = ещ, . . . , г/аг-! — У21 = ещ. Тогда 

И т 8 - 2 / ( ф , МТ'^и) = ] 1 т | Ф{х)0 {х, у^ + ги^) х 
у(Вц(20) 

Хг (г/з + 81^1, г/з) [ г̂ ^ |2-«Л (ггО ^ (г/а, «/4+ « " 2 ) ^ (̂ 4̂ + 2 ^ 2 , У^) I " 2 Р " " ^ (̂ г̂) • • • 
. . . Л ( и О ^ (г/а/) йжсгм! . . . йщйус^йу^ ...д,у^1 = '^. 

Лемма 4.8 доказана. 
Случай Ъ^{x/г, со) =7^ О, 1 = 1, 2, . . . , тг, мон^ет быть рассмотрен ана

логично, по соответствующие вычисления более громоздки. 

5. Примеры к теоремам 1.1, 3.1 

В этом пункте показана необходимость рассмотрения пространств 
с негативной нормой при установлении слабой сходимости мер, порож
денных решениями задачи (1), а также установлено, что оценку скоро
сти сходимости в теореме 3.1 нельзя улучшить по 8 при /г > 5. 

Пусть 
—Агг?г + (2 + 6(ж/8, со))гг;е = 2; 1г̂ е1эу = 1, (14) 

где У = {х'. \х\2 1), а Ъ{х, со) — однородное поле с единичным радиусом 
зависимости и М.Ъ{х, с о ) = 0 , М6^(ж, со) = 1. Тогда решение усредненной 
задачи С/ = 1, а функция Грина усредноппой задачи 0{х, у) > С\х — у]^-'^ 
при 1.xI < 1 / 2 , \у\< 1/2. 

1°. Убедимся, что оцепку скорости сходимости в теореме 3.1 нельзя 
улучшить по порядку 8 при п> Ъ. 

Воспользовавшись соотношением ( И ) , получим 

щ = СЬи, + СЬП. 

По неравенству треугольника 
\и,\о>\ОЪи\,-\ОЪиА,. 
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Следовательно, Ые1о^С'1<?&?71о. Тогда по лемме 2.2 и (10) при п>5, 
к = 0 

М | « е |о > С I ^ (ж, г/О О {х, г/О Мб {у^е, ш) 6 {у^/г, со) йхйу^йу^ > Се*. 

2°. Рассмотрим (14) при 7г = 4А; + 1. Пусть оператор определен 
равенством 

^Ч (ж) = I С= (ж, г/0 Д б (г/г/е, со) С (г/^, г/^+О ̂  (^/з/е, со) / (г/О . . . ёу,. 

Докажем, ч ю семейство мер, порожденных случайным полем 
(15) Уе = 8-« /2 г/е — Е М 

\2 

в РРз"^^^* (Ю не является слабокомпактным при б > О, р == {п/21 + 2. 
Это следует из лемм 5.1—5.5. 

Лемма 5.1. Справедливо неравенство 

— Ц _ 2 ; , < С 8 « + 1 , 2 < 5 < р . 

Лемма 5.2. Имеет место оценка 

Данные оценки следуют из лемм 4.3, 4.4 (см. [81, с. 146). 
Лемма 5.3. Справедливо неравенство 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Применяя к раз лемму 2.2, получим 

м ^^^-гк>с\
Е 

где область Е = {{у^, у^)^У^: \у^<2-'', | г / 2 1 < 2 Л 1г/1 - г/г! < е } . Л е м 
ма 5.3 д о к а з а н а . 

Лемма 5.4. Имеет место неравенство 

^^ж{\^^ ||_2 О ' < Сг^^-к 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В с и л у л е м м ы 4.5 

^ ^ [а-ал = I {х, ^0 '5' (ж, г/0 ^ (^/х/^, со) 6 (^г/е, со) аууАу^йх, 

где 5'(ж, у) == 1 Ргк-г^х, г)0{г, у)д,%. 
V 

Согласно [16] , 

{X, у) 

Пусть 

.5(ж, г)8{г, у) йг^С\х — у - 1 (16) 

{я(г/) = М&(г/1/е, со)6(г/2/8, со), 
^(^, г) = М6(г/1/8, (д)Ъ{уг/г, со)Ь(21/8, а>)Ь(22/е, со). 

Тогда I ) М 1 1^2;. - (М | | | _ 2 , ) ' | ^1 (Уъ У г) (^1, ^0 Ц (у Л) X 
У* 

X ау(й — I (г/1, г/0 ̂ 1 (21, 20|1(г/) Ц (2) йг/с̂ г. 

Введем области 
Ч^, = {{у, г) е 7^; ц(^, г) Ф О, 3(^, / ) : !г/, - 2,1 < е) , 

^ г = { ( 1 Г , 1 ) ^ 7 ^ (л(^, 2~)7^0, Я (г, у) : | г / ^ - 2 , . | < 8 } . 
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Заметим, что в области Ч'г 1^(у, г ) = ^г(^?)^x(г). Оценим разность 

(г/1, г/а) ^Л^х, \^ (у) 1^ (г) ёусГг - ^ {у1, у^) N^, (г^ 2^ 1̂("̂ , г) йуйг 
^2 

< 
< С 2 I Л̂ х (г/1, г/а) [А {у) сГу • \ (г^, 2^ ц (г) < 

при оценке интеграла по области Ч'*! можно, не ограничивая общ
ности, считать, что в области интегрирования [у^ — 2 ^ < Е , \уг — 
Применяя оценку (16), получим 

\ {Уъ г/з) N^ (21, 20 < СЕ-^-Ч-^ = С е 2 « - 1 . 

Лемма 5.4 доказана. 
Лемма 5.5. Пусть ^ > 0̂  тогда случайное поле у г, определенное (15), 

удовлетворяет условию \ 

11тР {|Уе|2-2й>0 = 1-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, что 

Р { | V е | 2 - 2 й > 0 > Р 2-2Й 
8=2 

П./2 ^''и, |а-2;. > }̂ > Р {(е-"/2 | ^^ |̂ _̂ ^ „ (р + 1) )̂ _ 

2 8-"/2 ( I - М(?^^/ |а_а, - О - (е -" /^ I <?'гге к - а . - О > О . 
8 = 2 

Для любых случайных величин |, т] и положительных чисел г, 5 
Р { ( 5 - г) - (т1 - 5) > 0 } ^ Р ( | > г) - Р(т1 > 8 ) . 

Отсюда, из лемм 5.1—5.4 и неравенства Чебышева 

Р (1 12-2Й 1̂ _2й > ( р + 1)42] _ С 8 > 1 - Се - Се = 1 - Се. 

Лемма 5.5 доказана. 
Вложение ^У1~^^-^^ {У)-^\У1~^^ {V) "при б > 0 вполне непрерывно. 

Поэтому для любого компакта К в IV 2-2Й+6 
2 {V) при достаточно боль

шом { Кс1[у:у^ ]у2-2&+б ^уу^ I ̂ , ^ 1̂ _ ^^^^^ ^ 3 р^^^ е Ю О 
при е 0 . Следовательно (см. [15] , с. 516), семейство мер, порояеден-
ных полем Те , не является слабокомпактным в И^2~^''^^ (У) при б > 0. 

В заключение пользуюсь случаем выразить глубокую признатель
ность моему научному руководителю В. В. Юринскому за постановку 
задачи, постоянную поддержку и помощь в работе. 
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ОБ ОДНОЙ СХЕМЕ СУММИРОВАНИЯ СЛУЧАЙНОГО ЧИСЛА 
НЕЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН С ПРИЛОЖЕНИЕМ 

К ВЕТВЯЩИМСЯ ПРОЦЕССАМ С ИММИГРАЦИЕЙ 

С. В. НАГАЕВ, М. X. АС А ДУЛ ЛИН 

Настоящая работа посвящена предельным распределениям для сумм 
случайного числа независимых случайных величин (с. в.). Более точно, 
речь идет о суммах вида 

2 2 т\) 

где с. в. г == 1 оо, / = 1 <», независимы при любом п, а с. в. \'„, 
\пг независимы от семейства Суммы такого вида возникают, 
в частности, при изучении ветвящихся процессов с иммиграцией. 

Нам удобнее будет описывать схему суммирования (1) на языке 
случайных процессов (с. п.). 

Назовем с. п. Х(^), О < ^ < 1, считающим, если он принимает только 
целые неотрицательные значения, а траектории его не убывают, ограни
чены и непрерывны справа. 

Рассмотрим теперь совокупность считающих с. п. Х%,{1), 0 ^ ^ < 1 , 
зависящую от вещественного параметра Л. Кроме того, пусть при любом 
фиксированном Я задана последовательность независимых одинаково рас
пределенных с*, п. |з(Я, I ) , О < ^ < 1. Будем также предполагать, что с. п. 

I) не зависят от Х%{1) и для любого набора О < 1̂ < ^2 < . . • < ^ 1 
с. в. ^ 1) , независимы. 

Пусть с. п. 7^(^) возрастает в те же моменты времени, что и Х х { 1 ) , 
причем Х,(0) = Уя(0) и 

Й7,Ш = {Х^[1)-Х^Ц-))-'аХ,{1), (2) 
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