
деление 0^ сосредоточено на сфере 8Лга). Предположим, что справед
ливо представление (99). Обозначим через К распределение 1\. Очевид
но, У и ^ ^ о ) НО: р{х, 1)х) = Го) = 1. Следовательно, существует счет-

ная всюду плотная последовательность {жп}" такая, что X П ] == 1, 
где Е„ = {В: р{х^, Вхп) = Г о } . 

оо 

Е с л и Д е П Еп, то Ух^Зо ^{х, В^)=г^. Поэтому ^{О: р{х, Вх) = 

= Го Уж) = 1. 
С другой стороны, при нечетном д, равенство р{х, Вх) == Го не может 

выполняться для всех х ии при одпом В. 
Что касается четных то в этом случае представление (99) возможно 

при любом Ох. 
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ОБ ОДНОМ СПОСОБЕ ОЦЕНИВАНИЯ СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ 
В ТЕОРЕМАХ ЭРГОДИЧНОСТИ И НЕНРЕРЬГОНОСТИ 

ДЛЯ МНОГОКАНАЛЬНЫХ СИСТЕМ ОБСЛУЖИВАНИЯ 

С. г. ФОСС 

в работе излагается один способ, при помощи которого можно по
лучать оценки скорости сходимости в теоремах эргодичности (и, как 
следствие, в теоремах непрерывности) единообразно для различных ти
пов многоканальных систем обслуживания. Этот способ основан на мето
де обновляющих событий, изложенном в [ 1 ] , и возможности использова
ния максимальной координаты вектора времени ожидания в многока
нальной системе с очередью и циклическим порядком обслуживания в 
качестве мажоранты для соответствующих характеристик рассматривае
мых многоканальных систем. 
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Работа подразделяется на 5 пунктов: п. 1 — введение, п. 2 — теоре
мы сравнения, и. 3 — один вспомогательный результат, и, 4 — изложение 
способа оценивания, п. 5 — доказательство теорем сравнения. 

1. Введение 

Рассмотрим различные типы многоканальных систем обслуживания 
(с О/Киданием, с отказами и т. д.) , в которых вызовы поступают и об
служиваются по одному; 8п есть время обслуживания п-го вызова и т„ — 
время менаду моментами прихода ( « —1)-го и п-то вызовов; лу» — вектор 
времени ожидания. 

Последовательность {\„} определяется с помощью рекуррентного 
соотношения: 

\у„+1 = / ' ( \ у „ , 5 „ , т „ ) ; гг==0, 1, . . . . (1) 
Будем предполагать, что {{&„, т„)} есть стационарная метрически тран
зитивная последовательность и начальный вектор \Уо неслучаен. Своеоб
разие системы определяется видом функции Е. 

Через I обозначим а-алгебру, порожденную случайными величи
нами {(Згг, т„) ; А : < л < / } . 

Пусть —целое число. Следуя [ 1 ] , события Лп^^~^,п+ь на
зовем обновляющими на интервале [ге, п + Ь], если при всех к^Ь па. 
событии Ап выполнено равенство: 

где функция ф зависит лишь от числа аргументов. 
Предпололхим, что события обра.зуют стационарную последова

тельность, либо Ап ^ Ап, где последовательность {Ап} стационарна. 
Тогда из теоремы 1 работы [ 1 , гл. I V , § 6] следует, что если 

Р { . 4 ^ } > 0 , то существует стационарная последовательность {\у"}, удов
летворяющая рекуррентным соотношениям 

^ " + * = № " , 5 „ , т„) , (2) 
причем 

р„ == Р {^у^ ^ лу"} < 1 - Р |"0|' 0. 

Это утверждение будем называть теоремой эргодичности. 
В дайной работе мы, предполагая, что теорема эргодичности имерт 

место, рассмотрим задачу оценивания скорости сходимости р„ к 0. 
Заметим, что путем несложных преобразований можно получить 

равенства: 

1 - р { и л ; ] = 2 р{л; 'п'1;| = Р { ^ о ) м { е ; е > и } , 

где 0 — собственная случайная величина, равная 
0 = 0 ( 0 ) ) = т ш (п ^ 1: со е Л„Мо} . 

Значит, в теоремах эргодичности можем получать оценки скорости 
сходимости следующего вида: 

Пусть (т{}г) — некоторая неотрицательная неубывающая функция, 
И т {п/а (п)) 0. Тогда если ШО(.Ю < <», то р„+^ = оЫ/СЫ)). 

в данной работе предполагается простой способ для нахождения ус
ловий конечности МС^(0) (см. п. 4, теоремы 3 и 4), 13 целях упрощения 
изложения рассуждения проводятся на примере конкретной функции 
С{х) —х"-, а > 1. Отметим лишь, что результаты можно естествеипым об
разом иеренести на некоторый класс функций {О}, включающий, напри
мер, функцию С{х) =^ ех]) {Хх}, ' Я > 0 (определение класса {С} см. в [2 ] ) . 

З а м е ч а н и е 1. В [3, гл. I V , § 7] приводятся по сути неулучшае-
мые оценки скорости сходимости для систем с ожиданием в случае, когда 
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{ ( ^ т г , образуют последовательность независимых одинаково распреде
ленных случайных величин. В [4—6] получены в этом же случае не
сколько более слабые оценки для различных типов систем. Как показыва
ют примеры 1—2 (см. п. 4 данной работы), оценки, содержащиеся в [3, 
гл. I V , § 7] , являются следствием теоремы 4, а оценки, содержащиеся в 
[ 4 — 6 ] , можно улучшить, что следует из теорем 3—4. 

З а м е ч а н и е 2. Из оценок скорости сходимости в теоремах эрго
дичности следуют соответствующие оценки в теоремах непрерывности, 
если воспользоваться одним стандартным приемом (см., например, 
[ 1 , 5 , 7 ] ) . 

З а м е ч а н и е 3. Предлагаемый способ может быть применен и к 
другим процессам, удовлетворяющим соотношениям типа (1) — например, 
к многоканально-многофазным системам. 

2. Теоремы сравнения 

Утверждения, содержащиеся в данном пункте, представляют, как 
нам кажется, и самостоятельный интерес. 

Определим сначала более точно, что мы понимаем под вектором 
времени ожидания. Через ш„, 1 обозначим время с момента прихода и-го 
вызова до момента, в который все обслуживающие приборы (каналы) 
освободились от вызовов с номерами меньшими, чем п\з г/;„, 2 < 
^ Юп, 1 — время до первого момепта, в который обслуживание вызовов с 
номерами меньшими, чем п, продолжается не более чем на одном кана
ле, и т. д. Наконец, 

ЛУ„ = (Ш„, 1, Юп. 2, . . . ) ; Шп,1> У^п,г> . . . 

в случае, когда векторы лУп построены в соответствии с другой 
управляющей последовательностью (^п, т^), будем использовать запись 

Пусть \ фиксированное целое число. Будем предполагать, что 
начальный вектор УУ̂ О имеет размерность т. 

Примем следующее естественное соглашение. Если х = {x^, ..., Хт) — 
некоторый 7?г-мериый вектор, то при А; ̂  ттг + 1 (в частности, и при 
^=гоо) тем же символом х будем обозначать и А;-мерный вектор х = 
=^ (^Ч) • • ч Хт1 О, . • ., 0 ) . 

Обозначим также через г, (О, . . . , О, 1 , 0 , . . . , 0) вектор размерности 
т, у которого /-ая координата равна единице, а остальные — нули; через 
1 = ( 1 , 1, . . . , 1) — т-мерный единичный вектор; х'^ = т а х (ж, 0) для чис
ла X и х+ (ж^, . . . , а:^) для вектора х = ( ^ 1 , . . . , ж„,); Я{х) — переста
новка координат вектора х в порядке невозрастания; НА) — индикатор 
события А. 

Будем говорить, что последовательность («„, т„) имеет вид 
если есть последовательность независимых одинаково распределен
ных случайных величин, не зависящих от {т„} , и вид .01/01, 
если { 5 „ } и {т„} есть две независимые последовательности, в каждой из 
которых случайные величины независимы и одинаково распределены. 

Введем в рассмотрение следующие системы обслуживания: 
1) т-канальная система с ожиданием и дисциплиной обслулшванпя 
«первый пришел — первый обслуживается». Векторы времени ожидания 
связаны следующим рекуррентным соотнохиением: 

м „̂н., = 7?(\у„ + е ,„5„ - 1т„)+; 
2) А;-канальная система с ожиданием и циклической дисциилиной обслу
живания; векторы времени ожидания в этой системе будем обозначать 
через \ у ' ' ' ' ' ; \ у ' ' = лу*̂ . " ' ; 

3) система с бесконечным числом обслуживающих каналов. Векторы вре
мени ожидания ЛУп связаны соотношением 
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4) т-канальная система с отказами. Векторы времени ожидания связаны 
соотношением 

\ У ^+1 = Я {у!п + е т / [1Рп,т = 0} 5 „ — 1ХпТ\ 
5) т-канальная система с ограниченным числом мест ожидания (рав
ным Л^^1) . Если ^п есть число вызовов с номерами < п , находящихся 
в системе в момент прихода п-го вызова, то векторы времени ожидания 
связаны соотношением 

ЧУЖ^ ^ П {у^Т^ + е , „ / {^п <:М + т) - 1Т„)+; 

6) т-канальная система с ограниченным временем ожидания. Предпола
гается, что задана стационарная последовательность неотрицательных 
случайных величин {'•(„). Тогда векторы времени ожидания связаны соот
ношением 

Приведем основные неравенства, связывающие введенные выше ха
рактеристики. 

П р е д л о ж е н и е 1. Для любых чисел ? г = 1 , 2, . . . и к>т 
следующие неравенства выполнены п. п.: 

^1,1 < К,1 {«п + Уп,Тп). 

Теорема 1. Если последовательность («„, т„) имеет вид С/01, то 
для любого числа п = 1, 2, . . . и неотрицательных чисел Ху, Хг, . . . , Хп 

Как следует из доказательства (см. п. 5 данной работы), утверждение 
теоремы 1 остается верным, если вместо циклической дисциплины обслу
живания рассмотреть любую другую дисциплину, «не зависягцую от бу
дущего». 

Сформулируем одно следствие предложения 1 и теоремы 1. Пусть 
2 > 0 — произвольное число и у ( 2 ) = т т { / г : г) . Тогда (если ис
пользовать естественные соглашения об употреблении верхних индексов) 
верно 

Следствие 1. Для любых чисел 7 , > ( ) и к> т 

V « ( л Х V - ( г Х (2) и < \~(г/ (Л^-М)) , 

где случайная величина У ^ построена по управляющей последователь
ности ( 5 „ , т„/Л'). Если же последовательность («„, т„) вида 0/01, то 
РЬ(2 ) > ]} ^ Р{\-Ч2) ^ /} для всех /. 

З а м е ч а н и е 4. Неравенства, приведенные в предложении 1, есте
ственны и не требуют особого доказательства. Некоторые из них исполь
зовались в работах [ 1 , 4—б] . 

З а м е ч а н и е 5. В предложении 1 и теореме 1 не требуется стаци
онарности {т„} , а в предложении 1 к тому же необязательна и стаци
онарность {8п). 

В свою очередь, случайные величины шЧ^л при каждом фиксирован
ном к можно также оцепить сверху. Предложим три варианта оце
нивания. 

1 вариант. Рассмотрим одноканальную систему обслуживания с он^и-
данием, временами обслуживания 5„ == т а х (5^,,, 5Й„+1 , . , . , 8,^п+к-\) и ин
тервалами между моментами прихода вызовов — Тд„ + . . . + Т А „ + Ь - | . 

Пусть щ = шах и 11^+1 = ^и.п — Тг/)"" + 8п. 
3 

Лемма I. При любом п = 0, 1, . . . и;пкл^^^п п.н. 
2 вариант. Рассмотрим к одноканальных систем: при / = 1 , . . . , к 
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Лемма 2. При любом 7̂  = 0, 1, . . . г^пйа^ ^^'^ 1п,; п. н, 

3 вариант. Пусть Х > 0 — некоторое число; положим 

%п = П11П (X, Т „ ) , Т'п == т1п + + . . . + Тйп+?г-1-

Рассмотрим к одпокаиальных систем: при У = 1, 2, . . . , 

Лемма 3. При любом тг = О, 1, . . . 

1^пк,1^ 1пах1'1„_^ + /сХ п.н. 
3 

Приведем некоторые следствия лемм 1 — 3. Пусть 

т 1 п ( « > 1: < 2 } < 1,[ = т 1 п > 1: и ^ - х < Тп-ъ < г } ; 

^2 = т ш { « ^ 1: шах ^ г} ^ = тхи |/г ^ 1: т а х {1п-1,з — ^гг)+ = 0; 

т а х 8^г1-1)к+1-1 < 2 | ; = т 1 п Г и > 1: т а х Ц п ^ = 0|. 

Следствие 2. При 1^1, 2 У^ '^<А^|</СЙ П . И . При 2>кХ т ' * ^ 
^ Аг̂ з п. и. 

Накопец, предположим, что последовательность (5 
71) Т̂ п) имеет 1^ИД 

01/01. Введем некоторые обозначения. 
Пусть [тп^}, . . . , [т^пМ— независимые в совокупности последова

тельности, распределенные, как {т„} ; = т^^ -Н . . . + Тпк+к-1- Положим 

^п^)^; / — 1} • •.1 к, 

где 4'^' = т1п { т ? , X } ; П'̂ " - т̂ '̂ ' -Н . . . + гЫ+к~1. 

Теорема 2. Если последовательность ( 5 „ , т„) имеет вид 01/01, то 

Р ( т т т а х (Е̂ -̂ — Г 0 > О \ < Р ( т т т а х — Г^) > О'. 

И . Р I шга т а х > 0\ Р Г т1п т а х 1 1 - > 0 1 . 

Следствие 3. В условиях теоремы 2 для любых у>0 выполнены не
равенства: 

Р { ^ 2 > ^ } < Р { С 2 > г / ] И Р { С з > г / } < Р 1 Й > г/К 

где ^2 = т ш /гг > 1: т а х (^^ — = 0; т а х 8(^г1-1)к+з-1 < А и ^ 
( 3 1<3<к } 

= т 1 п Г « ^ 1 : та.хцп = О]. 
I ^ 1 

3. Один вспомогательный результат 

Рассмотрим т-канальную систему обслу/кивания с ожиданием и 
дисциплиной обслуживания «первый пришел — первый обслуживается». 

Пусть С = тлхшо^- и {лу" = {и;^, ш^, . . . , У^^)) — стационарная но-
3 

следовательность векторов ожидания. Тогда ^и;^ + С п. и, при 
всех п. 

Предположим, что обновляюш;ие события А„ представимы в виде: 
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где 2 > О — некоторое число, ^ „ = { ( 5 „ , т„ , . . 5 „ + г , - , , т„+ь - 1 )^Б} , Ь = 
= Ыт,) — целое число, В = Ы2,) — борелевское множество. 

Предположим также, что 2 (и, по нему, Ь и В) можно подобрать так, 
что событие ^0 ~ ^ 2 — С\{\В^^ имеет положительную вероятность. 

Сохраним введенное в и. 1 обозиачепие для случайной величины 6 
и обозначим 21 = 2 — С\ = т 1 п [п ^ Ь: ш1 ̂  2^); р^ = т})!; ч})^^! = 
= т1п + т1 ^2,^ шЧ < г^; = \̂}̂ +̂  - г!̂ .̂ 

Рассмотрим также другую последовательность векторов ожидания, 
{у^п}, построенную при начальном условии \О = (21, 2̂ , . . . , г^), и обо
значим V = т.1п{п^ Ь: Юпл^г^]-

В случае, когда последовательность т„) имеет вид С1/С1, из
вестен (см. 2) следующий результат: 

Лемма 4. Пусть Р{Оо} > 0. Тогда если М{у°'} < « э , а > 1, то и 
М(е«} < оо. 

З а м е ч а н и е 6. Мы привели утверждение леммы 1 работы [2] 
лишь в частности: для конкретной системы обслуживания и для конкрет
ной функции 0{х) =х'^. 

Попробуем обобщить утверждение леммы 4 на случай, когда незави
симости не иредиолагается. 

Пусть 61 = т ш и - > 1: г /^^г^ и В^ш^^г^]. Так как М(9^) = 
= м(е'^)р{й«} + м ( 9 ? / / ) о } Р { О о } , то м ( е « ) < м ( 0 « ) ( Р ( а д - \ 
Далее, но формуле полной вероятности, 

М (е«) < М (гр?; В^) + ... + В^^_^)^^ + ... 

. . . < М(11;9 + ... + М('ф^; В^^... Л- ... = г^+ ... -^ГпЛ- . . . 

Для того, чтобы последний ряд сходился, достаточно, чтобы г„ = 
= 0(/г~*~0 для некоторого е > 0. И так как (х^ 4- . . . -|- х^)'^ ^ ^""^ {х^ -\-
- I - . . . -Ь жД, то 

Г п < п« -1 Е М(}1Г; Щ . . . Щ п - г ) = 2 М(ц?Р { ^ ^ А , } ) . 
г=1 г=1 

Следовательно, условие М(|.цР {В^^ . .. -Оя1)„_^/рг))^ С^п.-'^-'^-^ п. н. для 
всех п > I будет достаточным для сходимости ряда. Последнее неравен
ство будет выполнено, если 

Р [В^^ . . . ^ г ^ „ _ , / } Х , } < С^П-'--^-^ И . Н . (3) 

И М {р" ) б'з. Но, как нетрудно видеть. 
м { р П < м { у « } ( р ю1 Г'-

Следовательно, можно сформулировать такое утверждение. 
Лемма 5. Пусть Р { ^ о } > > 0 . Тогда если М{\'"} < оо и выполнено (3), 

то и М{0"} < оо. 
Задтетим, что условие (3) можно заменить, например, на такие два 

условия: 

Р [В^^ .. . Щ.^1ц]^С^Г''-^-' п.н. 

и V[В^^...В^^\x^\^С^{п—^)~'^~'^~^п.\^. для всех 

В свою очередь, эти условия вьшолнепы, если 
а) существует функция ^Д^г) - ^ 0 такая, что для любого события 

О, оо ПА/^-^^-п) <ПА} + ё,{п) п.н. ; 
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б) существует функция ^^Ап) - > 0 такая, что для любого события 
^ е ^ ^ с с . р ПВ/^„, ^ ^ПВ) + п.н. ; 

в) И т вир Р {/)ф^//)ф^1)а1);^^1 • • • ^Фп-х) = ^ < 1 Для всех к. 

Условия а), б) и в), естественно, вьшолнены,'если последовательность 
( 5 „ , т„) имеет вид 01/01. 

З а м е ч а н и е 7. Рассмотрим т-канальную систему с ожиданием и 
циклической дисциплиной обслуживания и сохраним для нее все вве
денные в этом пункте обозначения, пометив их верхним индексом " (на
пример, " ; я|;|; х"). Тогда для этой системы также справедливо утвер
ждение леммы 5 (при естественной дополнительной индексации). 

З а м е ч а н и е 8. Если последовательность (;?„, т„) — вида 0/01, то, 
как следует из теоремы 1, в лемме 5 условие Мг" < можно заменить 
на следующее: М ( V ' ' ) ° ' < «з. 

4. Изложение способа оценивания 

Следуя работам [ 1 — 6 ] , будем предполагать, что выполнены следую
щие два условия: 
1) обновляющие события Ап представимы в виде 

А^ = {и;^_,^г}(]В„ (4) 

где событие Вп мы определили ранее в п. 3; 
2) для событий Ап — { а " ^г — С}[]В п выполнено неравенство: 

Р { Х 1 > о , (5) 
где под и" будек понимать следующее: если рассматривается система с 
очередью, то и" = если же рассматриваются системы с ограничения-
ми, ТО и" = ^ при некотором к 1 ' ^ т. 

Напомним, что для того, чтобы стациопарпые распределения {\"} и 
[^"'<=>Ч} существовали, необходимо и достаточно, чтобы ]У151 — тШг1 < О 
или, соответственно, 

Ш8у-кМт,<0. (6) 

Изложим метод получения оценок сначала для систем с ограниче
ниями, а затем — для систем с очередью. 

1. С и с т е м ы с о г р а н и ч е н и я м и . Рассмотрим, ради простоты, 
на примере систем с отказами. 

Подберем число к^^ т так, чтобы выполнялось не только (6), но и 
более сильное неравенство: М [тах^^! , . . . , 5^^)} < /«аМт^. Такое к^ найти 
можно, так как ]У[{тах (^1, , . . , 5й)} = о{к). Действительно, 

]И{тах ( 5 ) , . . . , 8^)} ^ М { т а х ( § 1 , , . . , 5^-1)} + М{5г, 5» > т а х {З2, ..., з^)), 

где последнее слагаемое стремится к нулю при к-^ оо. 
Пусть А; = тах(А:1, к2). В силу предлонхения 1, А^^Ап. Из леммы 

5 (см. также замечание 7) следует, что при выполнении (3) для конечно
сти ]И6°' достаточно, чтобы ]VI (V'^•' ' ) ° '< оо. Далее, следствие 2 дает нам 
оценку: М (у'='Л)" ^ к'^Ш Значит, получена 

Теорема 3. Если выполнены условия (3), (4), (5) , 'м М ( ^ 1 ) " < ; оо, 
то р„ =^ о(гг'"'"). 

Пример 1. Рассмотрим систему 01/01/т с отказами. Для нее усло
вия (3) —(5) выполнены при соответствующих !>„ (см., например, [4 ] ) , 
если только Р{51 — т т 1 < 0} > 0. А, как следует, например, из обзорной 
работы [ 8 ] , М ( С 1 ) ° ' < оо, если только М 5 ' 1 < о о . Но так как < 
</е°'М51, то р„ = о ( «* - " ) , если только Шз'^^оо и Р{51 - ттгт! < 0} > 0. 
Этот же результат получается для других систем с ограничениями и для 
системы с бесконечным числом каналов (заметим только, что для систе-
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мы с ограниченным временем ожидания здесь следует иредиолагать, что 
{^п) есть последовательность независимых случайных величин, и условие 
М5^<; оо заменить на М ( 5 1 + 71)" < оо ) . 

2 . С и с т е м ы с о ж и д а н и е м . Здесь, к сожалению, рассуждения 
проходят лишь только для последовательностей Тп) вида 0/01. Пред-
пололшм, что выполнены условия ( 3 ) — ( 5 ) . Тогда если М { т а х ( 5 ) , . . . 
..., 8^)} < тШхи то и в этом случае остается верным утверждение теоре
мы 3. Если же М { т а х (Х), . . . , > тШхи то (см. замечание 8 и след
ствие 2 ) верен следующий, более слабый результат. 

Теорема 4. Если выполнены условия ( 3 ) — ( 5 ) , и М^2<<оо {или 
М^^ < оо >г/)1г 2 ̂ / с Х ) , го'1^ Мб-* < оо. 

Пример 2. Если последовательность ( 5 „ , т„) имеет вид 01/01, то 
можно также применить теорему 2 данной работы, и условие М^" < оо 
заменить на М ( ^ 3 ) " < ; оо. В свою очередь, конечность ^1(^3)°^ следует 
из конечности Мх" ( ( см. лемму 3 в [ 2 ] и работу [ 8 ] ) . А условия ( 3 ) — ( 5 ) 
в этом случае вьшолнены. Данный результат получен ранее (с помощью 
иных рассуждений) в [ 3 , гл. I V , § 7 ] . 

5. Доказательство теорем сравнения 

Доказательства лемм 1—3 достаточно просто проводятся по индук
ции. Предоставляем сделать это читателю. 

В доказательстве теоремы 2 нам будет полезна следующая 
Лемма 6. Пусть случайная величина ф не зависит от сл^унайных ве

личин ^1, . . . , Рт. Тогда 
Р{ф ^ шах (Рь . . ., Р„)} > Р{ф1 ^ ф2 > ^2, . . . , Фл > М , 

где {ф }̂ — набор случайных величин, независимых в совокупности, рас
пределенных, как ф, и не зависящих от Р1, . . . , Р™. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Проведем его лишь для случай
ных величин т]. 

Ради удобства обозначим 5^ = в^п+з-!-! и вместо будем 
писать Т „ , Тп. Пусть 

г=1 г=1 1=1 3=1 

Нам требуется показать, что Р {Еп^* > О] ^ Р \ > О]. 
Доказательство будем проводить по индукции. Для этого зафиксиру

ем п и введем последовательность случайных величии {V'^'^^', 1 = 0, 
п -\- \\ = А, ..., к; I ^ О, . .., п 1] следующим образом: 

0,1) ^ю,^ и 1;1Й̂  = ( г ? ' ' Ч х / - П ) + при ^ = 0, . . . , г - 1 ; 
^г+1 ^ ^̂ г̂ + — ^ г ) ПрИ Ь = I, . . . , П. 

Положим М '̂̂  = I I 2 Нам достаточно показать, что Р{Ж<'' >0)> 
г=1 3=1 

> Р{Ж*'+'' > 0} для всех I. Ограничимся, простоты ради, случаем к = 2. 
При I = п получаем: 

р [м'^^ > 0} = р {4 1̂, > 0; 2 (цп^ + - ТпУ > о} ^ 
= Р {Ь'-^^ > 0} Р [Тп < шах(т1„,- -Ь 5 '̂̂  > О} < Р {Ь^^1^ > 0| Р { П < 

< + 4^V т1 < цп,4 - 8'^'1ь['1, > 0 ] = р {м^"-̂ ) > 0 ] . 
Здесь мы воспользовались леммой 6. Теперь нам следовало бы провести 
шаг индукции. Но вместо этого заметим, что рассуждения совершенно 
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однотипны при I = п — 1 , п — 2, . . ., 1, и в целях избежания более громозд
ких записей проведем доказательство лишь для 1 = п— 1. Обозначим 
б̂" = 4 - 4 ; / = 1, 2, и ^ = (б̂  > О V > 0). 

Р [ М ^ " - " > 0} = Р [Ь^п'^, > 0; тах(г1п-1.,- + 4-1 - ^,-1) > 0; 
3 

П1ах((1ь_1.,- + 4-1 - Тп-гУ + бО > 0} = Р {4'12 > 0; Тп-х < 

< тах(т1^_1,,- -Ь 4-1); Л П < тах(11„_1.,- + 4-1 + б'))} = 

= Р [Ь^п'^^ > 0; Л', [Тп-г < тах {цп-г ,5 + + Р [Ьп^ > 0; А- ^Тп-х < 

< тах ( 1 1 „ _ 1 ^ -Ь 4-1 + б^]}. 
3 

Последнее равенство верно потому, что на множестве Л и б' ^ О, и б̂  ̂  0. 
Нам осталось лишь применить лемму 6 к каждому слагаемому в 

последней сумме, после чего и получим требуемое неравенство: 
р{^1/(п-1) > 0} ^ РШ<" - ' ' > 0). 

Доказательство теоремы 2 завершено. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. В целях избежания записи бо

лее громоздких выражений приведем здесь доказательство лишь следу-
юш;его факта: 

Для любого числа ж > О и для любых чисел I < п 

Р | т ш « ; 4 д > ж | < Р | т ш ш-д > ж). (7 ) 

Заметим лишь, что доказательство теоремы 1 дословно повторяет дока
зательство неравенства ( 7 ) . 

Введем одно определение. Стратегией (или дисциплиной обслужива
ния) будем называть последовательность Т = {Гп}эт=1 случайных вели
чин, удовлетворяюгцих следующим двум свойствам: 
при каждом «. = 1, 2, . . . случахгная величина 

т 

1) целочисленна, причем 2 Р { ^ п = 1} = 1; 
2) измерима относительно о-алгебры, порожденной случайными ве

личинами { ( 5 г , т^; Кп}. 
Допустим, что обслуживаюпцге приборы (каналы) перенумерованы 

числами от 1 до т. Тогда равенство Г„ = к будет означать, что при стра
тегии Т п-ш вызов будет обслуживаться (в порядке естественной очеред-
пости) на к-и канале. 

Если при стратегии Т через ц„, ̂  обозначить время, которое следует 
надать с момепта прихода п-то вызова до момента окончания обслужива
ния всех предыдущих ^-му вызовов па к-и канале, и и„ = (и„, 1, . . . , Ип,™), 
то векторы и„ удовлетворяют следующему рекуррентному соотношению: 

и„+1 = (ип 4- ет^Зп — 1Тп)"^. ( 8 ) 

З а м е ч а н и е 9. При таком определении стратегию «первый при
шел — первый обслуживается» (которую будем обозначать через Т°) 
можно задать так: 

Т1 = т ш [к: ип,и = т1П м„д и если Тп-} Ф к, Гп-^- ф I при / = 1 , 2 , . . . ,д, 

то ип-з,к<:ип-з,1 при / = 1, 2, . . . , д] (9) 

При этом \Уп = ЯЫп) для всех п. 
Циклическая же стратегия определяется следующим образом: Тп = I 

п. п., где I — такое число, что 1 < ^ ^ те и тг = кт + I. 
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Нам будет удобно доказывать не теорему 4, а следующее ее обоб
щение. 

Лемма 7. Пусть Т — произвольная стратегия, и векторы {и„} опреде
лены при стратегии Т в соответствии с (равенством ( И ) , Тогда при лю
бых я > / 5* 1 выполнено неравенство (7). 

Лемма 7 является обобщением теоремы 1 из работы [9 ] . 
Для любой стратегии Т при г = О, 1, . . . определим по Т стратегии 

Г̂ ""' таким образом: Т^^ = Тп п. н. при ?г ̂  г, и при п > г значения 
Тп^ определяются в соответствии с равенством (9), т. е. если обозна
чить через ип^1 времена он^идания при стратегии Т^''\о при п> г 

Т\1^ = тт1к: и ! ; , \ = т т < \ если Т^п^фк, Т%1^ф1 при / = 1 , 2 , . . . , д , 

ТО < при / = 1, 2, . . (10) 

Заметим, что ^ Г. 
Поэтому, в свою очередь, для доказательства леммы 7 достаточно по

казать, что верпа следующая 
Лемма 8. Пусть Т — произвольная стратегия и п> 1>Л — произ

вольные фиксированные целые числа. При произвольном г = 0, 1, . . . 
по стратегии Т построим стратегию Г*''̂  в соответствии с описанным вы
ше правилом. Пусть — времена ожидания при стратегии 
Т{Р'^). Тогда при любом г = (), 1, . . . 

Р I т1П ( щах и^А > .г]. ^ Р Г т1п ( т а х > х\. (11) 

Действительно, лемма 7 есть.частный случай леммы 8 при г = 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 8. Будем проводить его с помощью 

«обратной» индукции по г. 
При г'>п утверждение леммы 8 очевидно. 
Пусть утверждение верно при некотором г =̂  п для любой стра

тегии Т. Докажем его при г — 1. 
З а м е ч а н и е 10. Будем доказывать шаг индукции при произволь

ных фиксированных значешшх {т^; г = 1, 2, . . . , г, г + 1} и ( 5 ; ; ^ = 1, 2, . . . 
. . . , г — 1} таких, что при / < г < г выполиепы перавепства т а х ^ > х. 

3 
Но, фиксируя {зг, т,}, мы зафиксировали и Т̂ !, Т2, . .., Тг. 

Напомним, что = Т'^^ при 1 = 1,2, . . ., г. 
Пусть 

к1 = т 1 п {к: выполнены условия, перечисленные в правой части равен
ства (10)}, и Т1'^==к,. 

Заметим, что если к1 Ф кг, то обязательно 7'|.+1 = кх. Обозначим 
а =иг,к^ п Ь = иг,и^ ( а < 6). 

Введем в рассмотрение два случая: а) Ъ> х/, < Хт. 

Определим теперь стратегию Ф следующим образом: Фг = Тг п. н. 
при г ^ г — 1 . Далее, если к^^кг, то = Т^Р при всех 1>г. Если же 
к1 Ф кг, то положим Фг = кх, Ф г + 1 = к^ и при I = г + 2, г + 3, . . . 
в случае а) — Ф | = Т^, а в случае Р) — 

кх, если ТР = к<^, 

Ф г = если Т^Р^кг, 

ТР, если ТРфкх, к^. 

Построенная таким образом последовательность Ф удовлетворяет требо
ваниям 1), 2), предъявляемым иами к стратегиям. 

Проверим, что стратегия Ф «ие хуже» стратегии Т'-''^ в смысле не
равенства ( И ) . Достаточно рассмотреть вариант кхФк^. 
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Рассмотрим при этом, например, случай а ) . Предположим, простоты 
ради, что к тому же и а ̂  Т г . 

Если обозначить через V^_ ^ времена ожидания при стратегии Ф, не
трудно видеть, что V^^ = при всех 1 и при ] Ф кх, к-^. Далее 

^г+г.к^ = а + 8г — Хт\+г,п.^ = 6 — Тг) 

V^•^Ч,к^ ^{а + 8г—Хг— Хг+гУ; V^+2,к^ = {Ь + 8г+1 — — Хг+гУ; 

иы-ик^ =^а — Хг; иЦх,к^ + Зг—х/, 

ит+г.ь^ - (а - Тг -Ь ^,+1 — т^+О^ ; ир+г,к^ = {Ъ + 8г — Хг— Хг+^У. 

Значит, при каждом г = г + 2, г + 3, . . . значения вектора г?̂  на мнон^ест-
ве { 5 г = а:; 8т+1^у} и вектора иР на множестве {8т = у\1 = х} сов
падают. 
Следовательно, еслитах1гг+1д-> л;, то 

Р 1 т ш ( т а х и^^Л > х| = Р / т ш ( шах и^А > ж| = 

= Р1 т1п ип ( т а х ьц\ а ;|^Р Г т ш ( т а х г;̂ ^̂  > ж]. 

А если т а х Пг+г ^ ^ л;,' то 

Р I т1п [ т а х м^^] > ж! = Р /& + 5 ^ — Тг > ж; 

т а х { а -Ь 5^+1, Ъ 8г) > х + х^ + Хг+х', т ш [та^хи^^Л > а;1 = 

= Р { т а х {а + « г + ц & 4- ^г) > л; 4- Тг -Ь Тг+1; т1п шах и^1у> х] — 

— Р {а 4- > ж 4- Тг 4- Тг+1; & 4- ^ ж 4- т ;̂ т1п тахи^р > ж) ^ 

^ Р { т а х (а 4- ^ г + ц & 4- ^г) > а; 4- + Тг+х', шш т а х и^[^ > ж — 
— Р {& 4- 5^+1 > ж 4- Тг 4- Тг+х! я 4- 5г ̂  ж 4- т ;̂ т1п т а х и^^ > х] = 

= Р { т а х (а 4- ^г» & + ^г+х) > ^ + Тг 4- '^г+1\п т а х > х} — 

— Р { б 4 - 5 ^ > л ; 4 - Т г 4 - Хг+1, а 4- .9^+1 ̂  ж 4- т ;̂ п'пп т а х > ж} = 
= Р I т т ( т а х г;̂ \ х\. 

Тем самым случай а ) разобран. 
Случай ^) разбирается совершенно аналогично. 
З а м е ч а н и е 11. Читателю, желаюш,ему подробно разобрать слу

чай ^) , мы предлагаем ознакомиться с доказательством теоремы 1 из 
работы [9 ] . 

Теперь по стратегии Ф построим стратех^ию Ф '̂̂ '. По предположению 
индукции стратепш Ф '̂'̂  «не хуже» стратегии Ф в смысле неравенства 
(11). Для завершения шага индукции осталось лишь заметить, что 
ф(г) ^ ^(т-^)^ 

Доказательство леммы 8 (и вместе с тем леммы 7 и теоремы 1) за
вершено. 
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ДЛИННЫЕ СЕРИИ В МАРКОВСКИХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЯХ 

Л. я. САВЕЛЬЕВ 

В статье исследуется распределение максимума длин серий в про
стой однородной марковской последовательности с конечным множеством 
значений. 

1. Постановка задачи 

1.1. Рассмотрим марковскую последовательность ш = (сог) с конеч
ным множеством значений С жз т элементов, начальным распределени
ем Р = (/̂ т) и переходной матрицей ^ = (д-^е,) (у, 6^ С). Возьмем Л ^ С , 
В = С\А. 

Пусть: жДсо) = таЛ(й)г) = К о ) , ^ Л ) , = 0(й)г-^ 5 ) ; 

5 ^ (со) === 2 ^1 (м) — число значений Л {успехов) среди 

о)о, . . ., со̂ ; 
{^^{(й) = • (5^+ь((в) — з^((й)) — доля успехов среди ы^+и ..., ю^+А 

{плотность); 
О < < &й =5 1 — границы допустимой плотности отрезка . . . 

. . . , (0 ;+й длины к; 
Укп{а>)— П1ах {1пс1 [Яй) ^й ! (̂ д̂ (<^^))}= 1) если в последователь-

ности Юо, . . . , (дп есть отрезок (о^^и . , . , со̂ +л с допустимой плотностью 
(«А ^ ^л(й>) ^ &й) и Укп{(а) = О, если такого допустимого отрезка нет; 

2п (м) = пшх { / с - г / ( с о ) } — максимум длин допустимых отрезков 

в последовательности Ша, • • ю „ . 
Обш;ая задача: исследовать распределение случайной величины 2„, 

найти ее среднее значение и дисперсию. 
1.2. В частности, а{к) = Ь{к) = 1, ?.,Й(О)) = 1, 5^+й(со) — 5у<о)) = к, 

аСз+Дсо) = . . . = а:^+й(са) = 1 описывают серию \^А, . . . , ш^+и ^ Л успе
хов, имеюп1,ую длину к. В таком случае 2„ есть максимум длин серий ус
пехов в последовательности Мо, • . . , 

Для бернуллиевской последовательности этот максимум изучал 
В. Л. Гончаров [1 ] . 

Марковский случай исследовал Л. Я. Савельев, Им получено общее 
выражение для производящей функции расиределения максимума длин 
серий, выведены некоторые асимптотические формулы и построена мар
ковская модель переноса разряда при сложении случайных чисел. Эти 
результаты докладывались на Всесоюзном математическом съезде в Ле
нинграде в 1961 г. и на Всесоюзной конференции по вероятностным ме
тодам в дискретной математике в Петрозаводске в 1983 г. [ 2 ] . 
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