
в. А. АЛЕКСАНДРОВ 

ОБ ОБЛАСТЯХ, ОДНОЗНАЧНО ОПРЕДЕЛЯЕМЫХ 
ОТНОСИТЕЛЬНОЙ МЕТРИКОЙ СВОЕЙ ГРАНИЦЫ 

В ра*ботах {1—4] доказано, что изометричность в -относительных 
метриках границ областей В и В* пространства К влечет язометричность 
(в евклидовых- метриках) В ш В* ъ следующих случаях: 

1) В ограниченная и выпуклая, 2>* жорданова, п'>2 [4, 2]; 
2) В строго выпуклая, В* произвольная, п> 2 [1^ 3]; 
3) В и В* ограничены и имеют кусочно-гладкие границы, п>2 

{1, 3]; 
А) В ш В* имеют ограниченные дополнения и гладкие границы, 

п>г [4]. 
В настоящей работе указаны условия, при которых область Д с: К^ 

граница дВ которой либо вещественно-аналитическая, либо класса С \ 
однозначно определяется относительной метрикой своей границы. Най
денные условия существенно различны для областей с аналитическими 
и гладкими (класса С^) границами, причем в первом случае' они. явля
ются необходимыми и достаточными, а во втором — таковыми для всех 
областей, исключая некоторое нигде не плотное их множество. 

§ 1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ОБОЗНАЧЕНЖЯ 

Будем говорить, что область В с: К", п'^ 2, имеет 
аналитическую границу (соотв. границу класса С°°, (А; ^ ^ 

> 1), С^^°• ( 0 < а ^ 1 , а е К ) ) , если дВ является га—1-мерным анали
тическим (соотв. класса С^, С*-") подмногообразием без края прост
ранства К"; 

гладкую границу, если дВ класса 
кусочно-линейную границу, если дВ является п— 1-мерным топо

логическим многообразием без края и содержится в объединении конеч
ного числа гиперплоскостей; 

кусочно-гладкую границу, если выполнены условия, 1—5 из § 4 
статьи [3] (они заведомо выполняются, если В имеет гладкую границу 
или является образом при диффеоморфизме всего пространства на себя 
области с кусочно-линейной границей). ^ 

Для области 2) сг К", с гладкой границей исходя из метрики, 
индуцированной в В евклидовой метрикой пространства К", построим в 
области В внутреннюю метрику [5] и продолжим ее по непрерывности 
в замыкание области В. Сужение этой продолженной метрики на гра
ницу области В будем называть относительной метрикой границы об
ласти В и обозначать через рв. 

Пусть В и В* имеют гладкие границы. Будем говорить, что границы 
областей В и В* изометричны в относительных метриках, если сущест
вует сюръективное изометрическое в относительных метриках границ об
ластей В и В* отображение /: дВ дВ*. При этом отображение 
/: дВ дВ* называется изометрическим в относительных метриках гра
ниц областей В и В*, если для любых точек а, Ъ ^ дВ выполнено равен
ство р с * ( / ( а ) , / ( 6 ) ) = р1э(й, &). 
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Отображение Р: А -> К", определенное на некотором подмножестве 
А пространства К", называется евклидовой изометрией, если для любых 
точек а, Ъ^А справедливо равенство \Р{д)—Р{Ь),\ \а—Ъ\. Области 
В ш В* называются изометричными,- если существует евклидова изомет-
рйя Р: В В* области В на область В*. 

Пусть ^ — кекоторый класс областей пространства К", 2 (в на
стоящей работе в основном это — класс областей с гладкими границами). 

О п р е д е л е н и е . Будем говорить, что облйсть В^^ однозначнр 
определяется относительной метрикой своей грс1ницы в классе Ф, если 
всякая область В* е граница которой изометрична границе области 
В в относительных метриках, изометрична области В. 

Символом А (В) будем обозначать внутренность выпуклой оболочки 
дополнения области X). . 

Если а, К", п ^ 2, то замкнутый отрезок с концами а п Ъ будем 
обозначать [а, Ъ], а открытый отрезок с теми же концами—(а, Ь). 

Одномерное подмногообразие евклидовой плоскости класса С без 
края будем называть кривой, а подмножество кривой ю, гомеоморфное 
замкнутому отрезку |[0, 1] с: К,— интервалом кривой м. Будем говорить, 
что кривая ^ гомеоморфна отрезку {О, 1], если -у является интервалом 
некоторой кривой. Длину кривой -у будем обозначать символом дл 

Выпуклой кривой на евклидовой плоскости мы будем называть кри
вую, являющуюся границей выпуклой области евклидовой плоскости, 
либо произвольный интервал такой кривой. 

Если (а, 6) с: К и г: (а, 6 ) - + - — дифференцируемое отображение, 
то символом г': (а, Ь)->В.^ мы будем обозначать его (покомпонентную) 
производную. 

§ 2. ФОРМУЛИРОВКИ ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Для областей с гладкими границами справедливы следующие ре
зультаты. 

Теорема 1. Пусть область 2> с: К", п>2, имеет связную гладкую 
границу дВ<^А{В). Тогда В однозначноопределяется относительной 
метрикой своей границы в классе областей с гладкими границами. 

Теорема 2. Пусть область /> <= имеет связную гладкую границу и 
А (В) не является полуплоскостью. Если В однозначно определяется от
носительной метрикой своей границы в классе областей с гладкими гра
ницами, то дВ С1 А (В). 

На множестве ^ областей евклидовой плоскости, имеющих гладкие 
границы, зададим метрику 

[1 (В, В*) = шах / вир 1п{ б (ф (х), ср (у)), 
1зсг<р(о) г/еф(х>*) 

зир ш{ ^ б(ф(х) , Ц>{у))\, 

где В, В*'^3); ф — отображение, обратное к стереографической проек
ции, а б (а, &) —расстояние между точками а ж Ъ сферы, измеренное в 
ее внутренней метрике. . 

Пусть — множество областей 1)с:К^ с гладкими границами та
ких, что А{В)-~ пол^уплоскость. 

Теорема 3. Множество 2)а нигде не плотно в метрическом простран
стве {3), {х). -

Для областей с границами классов С"; С*( /геN, к>2), С " " ( 0 < 
< а ^ 1) справедливы аналоги теорем 1, 2, тогда как в случае кусочно-
линейных границ утверждения, аналогичные теоремам 1, 2, не верны 
(см. пример 4 из § 7). Для областей с аналитическими границами спра
ведливы следующие результаты. 

Теорема 4. Пусть область В <=• К", д ^ 2, имеет связную аналитиче
скую границу и А{В)С\.дВ Ф 0. Тогда В однозначно определяется отно
сительной метрикой своей границы в классе областей с аналитическими, 
границами, 
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Теорема 5./7усгь область 2) <= К* имеет связную аналитическую гра-
'ницу и А {В) П, дВ = 0. Тогда В не определяется однозначно относитель
ной метрикой своей границы в классе областей с аналитическими грани
цами. 

З а м е ч а н и я . 1. Утверждения теорем 2, 5 при га^З не верны (см. 
примеры 1, 2 из § 7). 

2. Теоремы 1, 2 (соотв. 4, 5) дают критерий однозначной определя-
емости области В а В? с гладкой (соотв. аналитической) границей в 
классе областей с гладкими (соотв. аналитическими) границами. Щ и - • 
чем в случав гладких границ критерий применим ко реем областям 

у I ) с за исключением некоторого нигде не плотного в (^, ц) мно
жества. 

3. В теореме 2 условие «А (В) не является полуплоскостью» суще
ственно (см. пример 3 из § 7), 

§ 3. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ 

Лемма 1. Пусть В, В* — области в К", п> 2, с гладкими границами 
и /: дВ дВ* — изометрическое в относительных метриках границ об
ластей В и В* отображение. Тогда для всякой компоненты связности 8 
множества А{В)(].дВ сужение^\в является евклидовой изометрией. 

Д о к а 3 а т е л ьс т в о леммы 1 аналогично доказательству теоремы 1 
из статьи [3]. 

Лемма 2. Пусть область В <=: К", п> 2, имеет связную гладкую гра
ницу и тождественное отображение 1(1: дВ дВ является 'изометриче
ским в относительных метриках границ области В и внутренности ее 
дополнения. Тогда В — полупространство. 

, Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через д, внутренность дополнения 
области Пусть а, Ъ'^дВ. Допустим, что [а, Ь]<;^дВ. Возькем 
^ [а, Ъ]\дВ. Ближайшую к / точку множества а]Г1.дВ (соотв. 
[<, Ъ] Л дВ) обозначим через а (соотв. Р). Отрезок (а, ^) содержится ли
бо в В^ либо в (Л. В первом случае ро{а, Р ) = 1а— р1 < р<г(а, Р), во вто-

•ром Рй(а, Р ) = 1 а — р | < ро(а, Р). Пришли к противоречию с изомет-
ричностью изображения 1й в относительных метриках границ областей В 
и й. Таким образом, [а, Ъ]<=:дВ. Но тогда граница дВ области В явля
ется выпуклым множеством, следовательно, дВ — гиперплоскость ж В — 
полупространство. 

Нетрудно установить следующую лемму. . 
Лемма 3. Гладкая кривая в является выпуклой кривой, каса

тельная к которой ни в одной точке не параллельна осям координат, ес
ли и только если обе коордикатные функции производной от ее нату
ральной параметризации монотонны и ни одна из них нигде в нуль не 
обращается. 

При фиксированных выпуклой гладкой кривой 'у <= и произволь
ном числе е > 0 через Те{'\) будем обозначать множество выпуклых 
гладких кривых 7е с: К^ таких, что 

(Г1) имеет обпще с -у концы, причем в некоторой окрестности 
каждого из них кривые и у совпадают; 

(Гг) дл'у« = дл1^; 
(Гз) для всех 5 е [О, дл "(] справедливо неравенство 1 г' ( 5 ) — Ге ( 5 ) | < ; г. 
(Г4) если кривая у содержит прямолинейный отрезок о, то множест

во Ге |[г-*(о)] также является отрезком прямой. 
Здесь и далее г: [О, д л ' ) ^ ] — натуральная параметризация кри

вой 7, а Ге! [О, дл 1̂ ] — натуральная параметризация кривой та
кая, что Ге (0)= г(0) . 

Лемма 4. Пусть <= — гладкая выпуклая кривая, гомеоморфная 
замкнутому отрезку, но не совпадающая с отрезком, соединяющим ее 
концы. Предположим, что существует счетное множество замкнутых пря
молинейных отрезков а„, и ^ К, содержащихся в -у, таких, что 

а) если тФп, то отрезки От и о„ не лежат на одной прямой;. 
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б) замыкание множества \} Оп совпадает с кривой 

Тогда множество Те{'{) имеет мощность континуум. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим «о = Д Л 7, г' {$) = (сй,1 (5)", Юа ( « ) ) и 

= (о„) для каждого натурального п. 
Поворачивая кривую '̂  и переходя в случае необходимости к ее 

достаточно малому интервалу, можем считать, что сугцествует число 
С > О такое, ^то для всех 5 [О, 5о] выполнены неравенства 

© 1 ( 5 ) ^ 6 ' , а^,{8)>С. (1) 
Очевидно, что каждая и& функций ©1 и Ша непрерывна и монотонна 
(в силу леммы 3) на [О, «о], постоянна на каждом отрезке /«, но на 
[О, 5о] постоянной не является. 

Левый конец отрезка /„ будем обозначать 5^, правый 
Покажем, что можно выбрать три натуральных числа т^, и т<^ 

так, что V 
1) для каждого I = 1, 2, 3 (0) =^ ау^ ^5^.^ фт^ {з^); 
2) ранг матрицы {М^^)x=\,2,%, заданной формулами = дл/^. , М1^ = 

в1 

= —щ С̂т̂) соз (^8щ^ ^ дл/ш^; I = 1, 2, 3, равен двум. 
Число выберем так, чтобы было выполнено условие 1). Посколь

ку Мц = д л / я » ^ > 0 , то гап§(Му)^ 1. Допустим теперь, что при любом 
выборе числа гпз, для которого выполнено условие 1), ранг матрицы 
(Мц) равен единице. Тогда 

со» Л ^ ) / ^ ! (^^а) ^ 2 ( ^ ^ 1 ) / ( ^ ^ 1 ) 

Следовательно, каждый из отрезков а„, тгеМ, параллелен отрезку сг̂ .̂ 
Поскольку "У — гладкая кривая, касательная к ней в каждой точке па
раллельна отрезку От^, т. е. 7 является отрезком прямой, что противо
речит условиям леммы. Полученное противоречие доказывает возмож
ность выбора чисел и т^. При этом, очевидно, можно считать, что 

Выберем теперь число е' > О столь малым, что ранг всякой матрицы 
(Л^г^)|=1,2,з с условием \Мц — N^^\ Е, 1 = 1 , 2, 3; / = 1, 2, равнялся 

двум. Наконец, выберем б > О, так, чтобы О < б < 8'2~*(1 + (7-2)-1/2 
(здесь С — константа из неравенств (1)), и б-окреетноети интервалов 
1т^11т^7не пересскались 

Для каждого 1т., г = 1, 2, 3, найдем два отрезка /р^ и /д . (̂ ^̂  
^̂  ^ К) таких, что О •< 5^,. — 5^. < а, О < 4 , ; — 8щ < а. Положим 
1, = т Ш (2-^ I «х [зЦ - со, [зЩ 2-^ |со, ( 4 . ) - [зЦ |, е (1 + С-^У^'у 

где С—постоянная из неравенств (1). Для любого б > 0 число x^ поло
жительно в силу условия а) леммы. Поэтому открытый отрезок Т^== 

, =(—Т4, Т{) не пуст. Декартово произведение Т^ХТ^ХТз множеств Г1, 
и Тз обозначим г . 

Зададим функции О»: [О, 5о] X Г К, 1 = 1 , 2, следующим образом: 
©1(5), если 5 не принадлежит ни одному из открытых 

отрезков ( 4 ^ , г = 1,2,3; 
®1 (^) + ку если 5 е /ш^; 

щ{8) + и 

(О, ( ^ ) - 6 ) ^ ( ^ 1 . ) 

если 5 

если 5 
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При любом фиксированном ^ е Г функции ^ 1 ( 5 , 1 = 1, 2, но перемен
ной 5 непрерывны, моно1;онны, и на каждом отрезке /„, п е К, постоян
ны. Кроме того, для О 5 ̂  5р . и 5дд ̂  ^ ̂  *о 

0 = 0 ) ^ ( 5 ) , 1 = 1, 2, (2) 

и для всех 5 е [О, 5о] 

1 ( 0 1 ( 5 ) — О ! < т а х { и 1 1 , 1^, (3) 
\(д2(8)-Пг{8, 1:)КС-'тах{ИА, Иг\, (4) 

Докажем неравенство (4). Поскольку « 2 ( 5 ) и ^ 2 ( 5 , ^) положительны. 

( 0 2 ( 5 ) - 0 ^ ( 5 , = 
со̂  (в) + (я, а) 

©2 (5) + ^ ^ (8, I) со̂  (4 + г) 

- Й 1 ( 5 , I) I < С-^ т а х Ц ], 11^ [, | | } . 

Наконец, введем функцию = (Л1, Лг): Т К^ где 

I « ! ( « ) — 

(г) ^ (0) -ь ] ^^ ( 5 , 1 ) аз, 1 = 1,2. 
о 

(5) 

функция К имеет в каждой точке области Т непрерывные частные про
изводные по каждому из своих аргументов, поскольку в (5) можно диф
ференцировать под знаком интеграла. Покажем, что при каждом I = 
— 1, 2, 3 справедливо неравенство 

дН г л 
1, — 

Действительно, 

дл /ж, 

\ 

< е ' . 

/?1 |<=0 = 

О л 

Й 1 ( 5 „ 0 
(8.*)=(5,0) 

(6) 

поэтому 

д 

2 

9 , ( 5 , * ) 
(8,*)=(8,0) 

6,8 + 

1 2 

+ 1 + 1+ Ы 
Аналогично 

1 1 

ДЛ/да. 1 + 1 
2 2 

< 2 б . 

^̂ 2 1*=̂ 0 

Из последних двух неравенств, очевидно, получаем (6). 
Из доказанного следует, что отображение Я имеет в области Т не

прерывные частные производные, а его ранг в точке О равен двум. Сог
ласно теореме о неявной функции сугцествует такая карта к: 1]-^Т, 
/ г ( 0 ) = 0 , в области Т, что в некоторой окрестности Ш<^11 точки 
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о ^ с/ имеет место равенство 
щ, щ) = г{8о)-Ь{и1, иг) 

для всех (щ, «2, Щ)^'%6. Выберем в множестве ^произвольную точку 
вида (О, О, и), иФО, ж положим Ь* =к{(О, О, и)). Тогда 

^ г ( ^ * ) = ^ Ы . (7) 

Отображение Ге = (ге,1, г^Х- [О, 5о] ^ определяемое формулой 
8 

Г е . | ( 5 ) = = Г , ( 0 ) + ^ЙгСЕ, **)^^. ^ = 1, 2, (8) 
О 

является натуральной параметризацией некоторой гладкой кривой 
Покажем, что '^^^Т^{'\). Кривая -ус выпукла в силу леммы 3. Свой

ство (Г1) следует из (2), (7), (8), (Гг)—непосредственно из определе
ния функции ^^2, (Гз) справедливо ввиду (3), (4) и выбора чисел Т{, 
1 = 1 , 2, 3, (Г4) очевидно, поскольку функции постоянны на от
резках/„, д ^ N. 

Указанным способом при различных I* можно построить различные 
кривые Т е ^ Г е ( ' у ) , причем множество таких кривых 7^ будет иметь мощ
ность континуум ввиду. континуальности мощности множества точек 
поэтому Г е ( ' у ) тем более имеет мощность континуум. Лемма 4 доказана. 

Приведем необходимые нам в дальнейшем следствия леммы 4. 
Следствие 1. ЛГ̂ ст-ь выполнены условия леммы 4, Тогда существует 

функция а: [О, оо ) -> - [0 , оо), непрерывная в нуле, а ( 0 ) = 0 такая, что для 
каждого числа 8^[0, дл'!] справедливо неравенство | г ( 5 ) —Ге(8)1 ^ а ( е ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о следствия 1 очевидно: в качестве функции 
а ( 8 ) можно взять 8 дл 7. 

Для ^1, ^2 ^ [О, ДД1 ]̂ обозначим через т (соотв. Тг) прямую, прохо
дящую через точки г ( 5 1 ) , г («г) (соотв. Гв(51), Г е ( 5 2 ) ) -

Следствие 2. Пусть выполнены условия леммы 4. Тогда существует 
функция Р'. [О, оо)->- О, оо), непрерывная в нуле, р ( 0 ) = 0 такая, что'для 
любых чисел 8^, ^2 е [О, дл 'у] величина наименьшего угла между прямы
ми X и Хе не превосходит Р(е) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустив противное, найдем число б > 0 и 
две последовательности точек ( ^ У п е к , ( 5 „ ) п е N из отрезка [О, дл -̂ 1 такие, 
ч:то для любого числа угол*между прямыми х ж Х1/п (проходящи
ми через точки г{8п), г^Зп) и точки Г1/„(5У, Г1/п(«п) соотв.) больше б. 
Переходя к подпоследовательности, можем считать, что ( 5 п ) п = N , ^ 

(*п)пе1ч сходятся к 5 ' и 5^ соответственно. Если 5* и 8^ различны, то мы 
приходим к противоречию со следствием 1. Если Же 5* и 5^ совпадают, 
то в силу гладкости кривой 'у мы получаем, что при п °о величина уг
ла между касательными к кривым 7 и 71/„ в точках г(^*) и Г1/„'(5') соот
ветственно стремится к числу, большему б. Это противоречит (Гз). 

При фиксированных выпуклой гладкой кривой 'у <= и произволь
ном числе 8 > 0 через Г г ( 7 ) будем обозначать множество выпуклых 
гладких кривых уе К ,̂ удовлетворяющих условиям (Г1) — ( Г з ) . 

Лемма 5. Пусть — гладкая, выпуклая кривая, гомеоморфная 
замкнутому отрезку, но не совпадающая с отрезком, соединяющим ее 
концы. Тогда множество Г е ( ' у ) имеет мощность континуум. 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 5 аналогично доказательству леммы 4. 
Аналог леммы 5 справедлив для кривых, классов С^(к^2), 

С ' ' М 0 < а : ^ 1 ) . . 
Лемма 6. Пусть существует последовательность -у™, т е N 5 интерва

лов кривойобладающая следующими свойствами: 
1) для каждого числа т е N существует евклидова изометрия Рт'. 

В.^ -> такая, что Рт{'{1)= т™; 
2) множество [} ут ограничено; 
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3) если тФп,то множества -у̂  к не совпадают. 
Тдгда '^1 является либо дугой окружности, либо отрезком прямой. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Переходя к подпоследовательности, можем 
считать, что последовательность Гт сходится к изометрии Р. Тогда мно
жество ^̂ ('1̂ 1) является интервалом кривой -у, изометричным 71. Обозна
чим его "Уй. Для каждого т. е N определим отображение С̂ т ^ Рт ° 

• Тогт^а "^-01 = От{'{о) и изометрии От садятся к тонедественному отобра
жению. 

Пусть а, Ь е -у. Символом | (а) обозначим величину угла, образован
ного касательным вектором к кривой -у в точке а и единичным вектором 
оси абсцисс, а символом ц{а, Ъ) — длину интервала кривой "у, определяе
мого точками а и Ъ (если у гомеоморфна окружности, то таких интерва
лов два, и тогда г\{а, Ь) обозначает длину меньшего из них). 

Рассмотрим функцию 

Положим 
К= 1п! к{а). ' (10) 

Функция ^ непрерывна, а значит, и равномерно непрерывна на ком
пактном множестве "уо. Следовательно, для заданного е > О существует 
б > О такое, что для любых а, Ъ ^ "Уо из неравенства г]{а, Ъ)< б следует 
1 | ( а ) - | ( 6 ) 1 < б . • 

В силу (10), существует внутренняя т о ч к а ^ кривой уо такая, что 
О =̂  А;(Л)— /С ^ е/2. Убедимся, что существуют точка 5 ^ и натураль
ное числ:0 т такие, что 

к (А)-Е/2 к (А) + Е/2; . (И) 

для некоторого целого числа р справедливо равенство 

ОиА) = В, (12) 

где С^, е 2, обозначает р-ю итерацию отображения От, т. е. Ош^ 
^ От, От = От ° 0^^] 

ц{0^{А), А)<б; (13) 

ц{А, В)<б. (14) 

Действительно, можно найти точку 6 ^/уо такую, что ц{а, Ь ) < б и 

к (А) - Е/2 < ' ^ 1^/7^;^^ ' • < к (А) + в/2. 
ц {Л, Ь) 

В силу непрерывности функций | и т] эти неравенства будут выполнять
ся для всех таких точек с е-у^, что "ц^Ъ, с ) < б ' , ще 6'— некоторое по
ложительное число. Выберем теперь т так, чтобы г\{От{А.), А)< 
< т т ( б , б').Тогда найдется, целое число р, для которого "Л {О^(А), Ъ)<сЬ'. 
Наконец', положив В = От (А), мы, очевидно, удовлетворим условиям 
(11) - (14) . 

Возьмем теперь две произвольные точки а ж Ь кривой уо. Занумеру
ем последовательно все точки кривой -уо вида Ст (А), р^Ъ, лежащие 
между а и Ь. Будем их обозначать Ац г = 1, п. Справедливо нера
венство 

11 (а) - 1 (&) I < \1{а)-1 (А,) \ (А,) - I {А,^,) \ (А,) -

г=1 

- 1(6) К 8 ч-(Я + е)"" 2 % (^г, ^ т ) + е < 

, < 2 8 + ( ^ + б ) т 1 ( а , Ъ). 11 



Откуда в силу произвольности е 

Полученное неравенство в совокупности с (9), (10) доказывает, что 
кр1ивая 'Уо в каждой своей точке имеет кривизну, равную константе К. 
Следовательно, 'уо — либо отрезок прямой, либо дуга окружности. 

^ 

§ 4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1 

Пусть даны область П сг К'̂ , га ^ 2, со : связной гладкой границей 
52) сг А (2?), область I ) * с= К" с гладкой границей и сюръективное изомет
рическое в относительных метриках границ областей О и В* отображе
ние /: дО-^дП*. По лемме 1 /1ав—евклидова изометрия. Из условия 
дВ <= А {В), очевидно, следует, что В не является полупространством. 
Но тогда дВ не является гиперплоскостью и отображение / единствен
ным образом продолжается до некоторой евклидовой изометрии Р всего 
пространства. В силу сюръективности отображения / реализуется одна 
из следующих двух возможностей: либо Р (В) = В1, либо Р{В) = В*. 
(Здесь Во — внутренность дополнения области В*.) Допустив первую 
возможность, получим, что тождественное отображение границы области 
В* на себя является изометрией в относительных метриках границ об
ластей В* и Во, поскольку для любых точек а, Ъ ^ дВ* 

р^* (а, Ь) = ро (Р-^ (а)., Р-' (&)) = ( Г ^ (а), Ф)) = Рп* {а, Ъ). 

Тогда в силу леммы 2 область В*, совпадающая согласно допущению с 
областью Р{В), является полупространством, что противоречит условию 
дВ с: А [В). Значит, реализуется вторая возможность, т. е. области В и 
В* изометричны. Теорема 1 доказана. 

§ 5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2 

Пусть дВ Ф А{В). Тогда А {В) не совпадает со всей плоскостью, 
а значит, д1:^{В)Ф 0. Кроме того, нетрудно видеть, что 5А(1))—одно
мерное многообразие класса С". 

Рассмотрим множество'Г всевозможных интервалов кривой дА{В), 
каждый из которых не является отрезком прямой. Множество Г не пус
то, поскольку в противном случае каждая компонента связности кривой 
дА.{В) является прямой линией, и тогда выпуклая область А{В) будет 
полуплоскостью или полосой. Первое противоречит, условию теоремы, 
второе —связности области В. 

Далее рассмотрим два сйучая: в множестве Г существует интервал 
•уо, содержащийся в кривой дВ\о интервала не существует. 

В первом случае поскольку интервал -уо компактен, а дВ является 
многообразием класса С*, то существует число бо > 0. такое, что для 
всех чисел б, О < б < бо, и каждого замкнутого круга В радиуса 6 с 
центром, принадлежащим интервалу "Уо, пересечение В П дВ является 
интервалом кривой дВ. Выберем теперь интервал "у кривой дВ и число 
б, О < б < бо, такие, что 

1) 'У содержится во внутренности интервала "Уо-так, что множество 
"УеХ̂  представляет собой объединение двух интервалов, причем евкли
дово расстояние между концами каждого из них больше б; 

2) д л т < б ; 
3) интервал "у не является отрезком прямой. 

Такой выбор возможен, поскольку "уо пе является отрезком прямой, 
а значит, найдется точка а, лежащая внутри интервала 7о, такая, что 
всякий интервал кривой дВ, содержащий точку а, не является отрезком 
Прямой. Кроме того, если дВ не является окружностью, то, уменьшая 
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интервал можем найти интервал 'у* кривой дО, который не является 
ни отрезком прямой, ни дугой окружности, и 7* П^^ = 0. 

Пусть 8 > 0 — произвольно. Возьмем 'уееГе('у). Множество и 
-11 ((дО) \) явл'яется связным многообразием класса С* без края. Дейст
вительно, 'Уе и 'Уо\ не пересекаются, так т̂ ак лежат по разные стороны 
от прямой, проходящей через конщ,1 интервала "у. Множества уе и 
(51))\'Уо также не пересекаются, поскольку в противном случае евклидо
во расстояние от одного из концов кривой до точки пересечения было 
бы меньше б, что невозможно в силу выбора числа бо и условия 1), на
ложенного на интервал 7 . 

Покажем теперь, что можно выбрать "Уе таким образом, что кривая 
•^^\]{{дВ)\'^) не будет изометрична дВ. Если 51) — окружность, то это 
очевидно, так как годится любая "Уе, отличная от «у. Если же дВ пе яв
ляется окружностью, то рассмотрим построенный выше интервал -у*. По 
лемме 6 существует не более чем счетное число интервалов кривой дВ 
евклидово изометричных 'у*. Следовательно, существует не более чем 
счетное множество кривых уе таких, что 'у̂  У ((51)) \'у) изометрична дВ. 
Но лемма 5 утверждает, что множество Ге('у) имеет мощность контину
ум, что и доказывает возможность выбора. 

Кривая "Уе и ((91)) \у) разбивает плоскость на две открытые компо
ненты связности. В качестве области В* выберем ту компоненту, для 
которой выполнено следующее условие: если I—произвольная точка 
множества (51))\'у, то области В и В* локально лежат по одну сторону 
от кривой дВ в точке I;. 

Построим отображение /: дВ -> дВ*, удовлетворяющее следующим 
условиям; на множестве (5^)\'у отображение / является тождественным, 
т. е. если ^ <^{дВ)\'^, то ^{^)=^\ отображает интервал у на интервал 
'Уе изометрично во внутренних метриках этих интервалов; / непрерывно. 
Очевидно, что / однозначно определяется этими тремя условиями и яв
ляется изометрическим в относительных метриках границ областей В и 
/ ) * отображением. Однако области В и В* не изометричны в евклидо
вых метриках, поскольку не изометрич(Ны их границы. Тем самым мы 
показали, что область В не определяется однозначно относительной мет
рикой своей границы. 

Рассмотрим второй случай. Выберем произвольный интервал у кри
вой 5А(1)), который не является отрезком прямой. Кривая 'У содержит 
хотя бы один замкнутый прямолинейный отрезок: пусть !;^'^\дВ^0; 
ближайшие к ^ точки множества '^ПдВ обозначим а и Ь; отрезок [а, Ъ' 
принадлежит кривой "у в силу выпуклости последней. 

Замкнутый прямолинейный отрезок [а, Ъ], содержащийся в кривой 
'У, назовем максимальным, если ни один из замкнутых прямолинейных 
отрезков, содержащихся в кривой 7, не содержит отрезка [а, Ъ] в качест
ве ообстйенного подмножества. 

Отметим следующие два свойства максимальных отрезков кривой у. 
('У1) Если а — объединение всех макс:^альных отрезков кривой "у, 

то замыкание множества о совпадает с "у. ^ 
Действительно, допустив противное, найдем точку 1{ ^ 'у и интервал 

'Уо кривой "У, для которого { является внутренней точкой и "уо П а = 0 . 
Каждая точка интеррала -уо принадлежит кривой дВ (иначе она принад
лежала бы а ) , Значит, мы находимся в условиях первого случая, 
поскольку очевидно, что уо не является отрезком прямой. Про
тиворечие. 

("Уг) Никакие два максимальных отрезка кривой у не могут иметь 
общего конца. 

В противном случае в силу гладкости кривой дА{В) они принадле
жали бы одной прямой, что противоречило бы их максимальности. 

Максимальные отрезки кривой "у будем обозначать символами От, 
т е N. Из приведенных свойств следует, что множество всех максималь
ных отрезков кривой -у счетно. 
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Возьмем кривую ' У е ^ Г е ( ' у ) (см. лемму 4). Как и в первом случае, 
можем считать, что кривая выбрана так, что множество У ((дВ) \'() 
не является евклидово изометричным множеству дВ. 

Концы отрезка От обозначим и Ьт. Интервал кривой дВ, заклю
ченный между точками а™ и Ъш, обозначим б т . Если дВ гомеоморфна 
прямой, то интервал б™ определен однозначно. Если же дВ гомеоморфна 
окружности, то таковых интервалов два; в этом случае в качестве б т вы
берем тот из них, для которого пересечение кривой дВ и замкнутого ог
раниченного множества, границей которого является От У б т , совпадает 
с кривой Ьт. Аналогично определим интервал б кривой дВ, заключен
ный между концами кривой . . 

Параметризуем кривую б с помощью натурального параметра д: 
[О, дл б] так, чтобы д (0) = г (0). Определим отображение Д : 51) К* 
следующим образом: /е(0"=*» если г^{дВ)\8, ^е{^)= г^[г-*{Ц\и 
^ е б П -у. Если же ^ ^ б Х у , то б^ для некоторого натурального т; для 
таких ^ полагаем Рт{^), где Рт обозначает иэометрию евклидовой 
плоскости на себя такую, что Р т ( а т ) = / * ( « « ) ; Р т ( 6 т ) = / е ( & т ) и мно
жество Рт{бт) лежит со стороны вогнутости кривой (Отметим, что 
каждая кривая б„ лежит со стороны вогнутости кривой 'у.) 

При каждом е > О отображение Д является С*-гладким отображени
ем многообразия дВ в К^ Очевидным образом указывается дифференци
ал отображения /е в точке I ^ дВ п проверяется его непрерывность. 

Пусть а и р — функции из следствий 1 и 2 леммы 4. Поскольку -у — 
компактное подмножество многообразия дВ класса С , то для каждого 
в > 0 существует р > О такое, что для всякого замкнутого круга В с 
центром, лежащим на -у, и радиусом р пересечение В П дВ является ин
тервалом кривой дВ и угол, образованный касательными к кривой дВ в 
двух произвольных точках множества В Г\ меньше 9. Покажем те
перь, что если числа р, 6 и е, кроме того, подобраны так, что 

а ( е ) + р ( е ) д л б < р / 2 , ' (15) 
0 + 2 М 8 ) < л / 4 , ( 1 6 ) 

то отображение /г инъективно. 
Прежде всего оГ?еним евклидово расстояние между точками Ь ^ дВ 

и / е (0 - Е с л и ^ ^ б Х ' у , то ^ принадлежит некоторому интервалу б т кри
вой дВ. По определению, / г ( ^ ) = = Р т ( г ) , где Р т — некоторая сохраняющая 
ориентацию изометрия всей плоскости на себя. Но, очевидно, Рт = Р* ° Р, 
где Р — параллельный перено!; такой, что Р{ат)= ^{ат), а Р* — поворот 
относительно точки / « ( « т ) такой, что Р*{Р{^)) = Рт{^). Значит, при 

1/е (О - 1̂ = I {Р* °Р){1)-П<.\ о Р) {г)-]^{1)\^\Р{1)~1\^ 
^ ^ ( е ) д л б т + а ( 8 ) ^ Р (е )длб + а ( е ) . (17) 

Если ^ е б П .то \иЦ)—1\<а(е), если же I е { д В ) \ б , то /е{I) = г, 
т. е. неравенство (17) выполнено и в этих случаях. 

Допустим теперь, что отображение /в не является инъективным, 
т. е, существуют точки 1^ (г^дВ, {1^(2, для которых ^г{^^) = 
Тогда 

< 2 [ а ( 8 ) + М е ) д л б ] < р . 

Следовательно, точка 1% принадлежит кругу В с центром в точке и и 
радиусом р. Значит, весь интервал >с кривой дВ с концами 1̂ и и содер
жится в этом круге; кро;ле того, в силу выбора числа р касательная к 
кривой дВ в произвольной точке интервала х образует с касательной к 
дВ в точке и угол, меньший 9. 

Прямую I будем называть касательной к множеству и(9В) в точке 
если / является касательной к многообразию Д ( ? 7 П 5 1 ) ) , где V — 

такая окрестность точки 1^дВ,Щ'то отображение инъективно. (Под-
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черкнем, что а рйоп в точке множества /г(51)) касательная не единст
венна.) Очевидно, для любой гочкп ^ ̂  дВ угол между касательной кдВ 
в точке 1: и касательной к 1г{дВ) ъ точке /«(О не превосходят ^(е) . 
Следовательно, касательная к множеству ^^{дВ) в любой точке множест
ва /е(х) образует с касательной к множеству 1г{дВ) в точке УГОЛ, 
меньший 6 + 2 р ( 8 ) < я / 4 . С другой стороны^ поскольку и{и) = 1е{*г), то 
в множестве /е(>с) найдется точка, касательная в которой к множеству 
и{дВ) ортогональна касательной к /е(5Л) в точке ЛС^О- Пришли к про-
теторечию, которое и доказывает инъективность отображения Д. 

Фиксируем теперь е > О столь малым, чтобы построенное выше ото
бражение /е было инъективным. Тогда множество и{9В) является одно
мерным связным многообразием класса без края и, следовательно, 
разбивает плоскость на две открытые компоненты связности. Обозначим 
через В* ту компоненту, для которой выполнено следуюш;ее условие: 
если * — произвольная точка множества (дВ)\'{, то области В и В* ло
кально лежат по одну сторону от кривой дВ в точке .̂ Рассуждения, 
опирающиеся на способ построения /е, показывают, что /е является изо
метрическим в относ|1тельных метриках границ областей В я В* отобра
жением. Однако области В я В* заведомо не изометричны. Следователь
но, область В не определяется однозначно относительной метрикой своей 

' границы в классе областей с гладкими границами. Теорема 2 доказана. 

§ 6. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 3-5 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3. Точку на сфере, из которой осу
ществляется стереографическая проекция, использованная при построе
нии метрики обозначим Л'̂ . 

Пусть В е Тогда А (В) есть полуплоскость, а ф (А (В)) — область 
на сфере, ограниченная окружность^о, проходящей чбрез точку N. 

Зададим произвольно • число е > 0. На сфере построим открытый 
.крут В с центром в и радиусом (во внутренней метрике сферы) е/З. 
Множество В 1 = В [} (р~[(^В)с::В^, очевидно, обладает следующими свой
ствами: 

а) Вх открыто и связно, т. е. В1 — область; 
б) А (1)1) не является полуплоскостью; 
в) ц ( А , / ) ) < е / 3 ; 
г) область В1 имеет кусочно-гладкую границу. 
Построим область 1)2 с гладкой границей такую, что ( 0 1 , ^ 2 ) = ^ 

^ е/З и К^\1)2 ограничено. В силу последнего Вг ̂  ^ о -
Пусть <= (^, р,) состоит из областей ё, каждая из которых имеет 

ограниченное дополнение и удовлетворяет неравенству р,(б ,̂ Вг)<е/3. 
Множество ^ открыто в пространстве (^, р-), так как оно является пе
ресечением двух открытых множеств, и, кроме того, Л = ^ . 

Итак, в произвольной е-окрестности произвольной точки В е мы 
нашли открытое множество з^, не пересекающееся с множеством, Ф^, 
что и доказывает нигде не плотность цоследнего. Теорема 3 доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4. Пусть даны область В* с: К" с 
аналитической границей и сюръективное изометрическое в относитель
ных метриках границ областей В ж В* отображение /: дВ -> дВ*. 

Произвольную непустую компоненту связности множества А (1))П 50 
?• обозначим 5. По лемме 1 — евклидова изометрия. Поскольку 1^ не со

держится ни в какой гиперплоскости, то отображение единственным 
образом продолжается до евклидовой' изометрии Р всего пространства. 

Покажем, что поверхности Р(дВ) и дВ* совпадают. Их пересечение 
содержит множество Р ( 5 ) = / ( 5 ) , и, следовательно, открытое ядро А 
этого пересечения, рассматриваемого как подмножество поверхности 
Р(дВ), не пусто. Если поверхности Р{дВ) и дВ* не совпадают, то мно
жество Л имеет непустую границу (в смысле топологии поверхности 
Р{дВ)),. Пусть а е дА, тогда а е Р{дВ) П дВ*, причем поверхности 
Р(дВ) и дВ* имеют в точке а.общую касательную плоскость. Известно, 
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что всякая аналитическая поверхность локально пред#тавляется графи
ком вещественно-аналитической функции. Следовательно, мы можем 
считать, что поверхности Р{дВ) и дО* локально являются графиками 
вещественно-аналитических функций а;„ = ф(ж1,« . . . , Хп-1) и Жп = 
= 11̂ (̂ 1, Хп-1), заданных в некотором шаре 5 с: К""'. Так как отобра
жение В^{х^^, . . . , Хп-г) Хп-1, ф ( ^ 1 , . . . , Хп-1)) е Р {дВ) непре
рывно, то прообраз А при этом отображении является открытым мно
жеством X в шаре В. Но отображения ф и очевидно, совпадают на X, 
а значит, совпадают и во всем шаре В. Следовательно, а^А. Пришли 
к "противоречию, которое и доказывает, что поверхности Р{дВ) и дВ* 
совпадают. 

Далее, рассуждая аналогично как в- § 4, можно вывести изометрич
ность областей В я В* шз изометричности поверхностей дВ и дВ*^ Тео
рема 4 доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 5. Из условий теоремы следует, 
что область В является дополнением к выпуклому замкнутому множе
ству. Поскольку граница дВ не пуста и связна, В гомеоморфна либо 
дополнению к кругу, либо полуплоскости. В обоих случаях легко постро-^ 
ить примеры области В* с: К ,̂ не изометричной В и имеющей аналити
ческую границу, изометричную дВ в относительных метриках границ об
ластей В и В*. В первом случае, очевидно, годится внешность эллипса, 
имеющего тот же периметр, что и кривая дВ, но ей не изометричного; 
во втором — полуплоскость, или внешность параболы. 

§ 7. ПРИМЕРЫ 

В первом примере мы покажем, что при п>3 условие 51)с=А(1)) 
не является необходимым для того, чтобы область В с= К", имеющая 
гладкую границу, однозначно определялась отцосительной метрикой сво
ей границы в классе областей с гладкими границами. 

П р и м е р 1. Пусть область /> с= К", п>3, есть дополнение к замк
нутому шару. Тогда {дВ)\А{В)= 0, однако область В однозначно опре
деляется относительной метрикой своей границы в классе областей с 
гладкими границами. 

Действительно, если В* —область с гладкой границей в пространст
ве К", & }: дВ ^ дВ* — изометрическое в относительных метриках гра
ниц областей В и В* отображение, то согласно лемме 3 из [2] дВ* яв
ляется выпуклой поверхностью, причем область В* ограничена. Но тогда 
отображение / является изометрическим во внутренних метриках выпук
лых поверхностей дВ и дВ*. Теорема об одноаначной определенности 
замкнутых гладких выпуклых поверхностей [6, 7] утверждает, что по
верхности дВ и дВ* евклидово изометричны. Наконец, поскольку неогра
ниченная область не может быть изометрична ограниченной, то области 
В и 2)* евклидово изометричны. 

Подчеркнем, что в рассмотренном примере однозначная определен
ность дополнения шара пространства К", п^З, была доказана в классе 
всех (а не только имеющих выпуклое дополнение) областей с гладкими 
границами. Остается открытым вопрос о том, будет ли дополнение шара 
однозначно определяться относительной метрикой своей границы в клас
се областей, например, с кусочно-гладкими границами. 

Далее заметим, что в работах [1, 3, 4] (см. введение к настоящей 
работе) полностью решен вопрос об однозначной определенности области 
пространства К", ^ 3, с компактной гладкой границей в классе облас
тей с гладкими границами. С другой стороны, теоремы 1, 2 полностью 
решают тот же вопрос для всякой плоской области В с гладкой (вообще 
говоря, некомпактной) границей, для которой А (В) не является полу
плоскостью. Пример 2 посвящен пояснению случая области В <=:К^ с 
некомпактной гладкой границей и указывает на следующие обстоятель
ства. 
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1. Задача не сводится *к плоской. В примере 2 построена неограни
ченная область I ) с: с гладкой некомпактной границей, содержащей 
некоторую прямую / такую, что всякое сечение области В плоскостью т 
ортогональной I не определяется однозначно (даже ни в какой окрест
ности точки / П т) относительной метрикой границы плоской области 
/ ) П т. Однако область I ) однозначно определяется относительной метри
кой своей границы. 

2. Ослабевает связь изучаемой задачи с проблемой однозначной оп
ределенности выпуклых поверхностей. В самом деле, как следует из [1, 
3, 4] (ск. введение), для области Б <= К", « ^ 3, с компактной гладкой 
границей справедливо утверждение: область В однозначно определяется 
относительной метрикой своей границы тогда и только тогда, когда вы
пуклая поверхность дА{В) (воз]^ожно, дА{В)= 0) однозначно опреде
ляется своей внутренней метрикой. Пример 2 показывает, что в случае 
некомпактной границы и д ^ 3 требование однозначной определенности 
дА{В) не является необходимым (хотя, конечно, остается достаточным). 

П р и м е р 2. На евклидовой плоскости возьмем полосу, образован
ную выпуклой оболочкой двух параллельных прямых и и 4. Из этой по
лосы удалим счетное множество замкнутых кругов, так, чтобы 

1) никакие два круга не пересекались между собой; 
2) ни один из кругов не пересекался ни с прямой и, ни с прямой 4; 
3) если Я — прямая, перпендикулярная /1, и А-о — ее открытыйот 

резок, заключенный между прямыми 1^ и /2, то проекция внутренностей 
всех кругов на прямую А. совпадала с отрезком Я,о. 

Свернем полученную таким образом полосу с дырками в цилиндри
ческую поверхность С <= К \в прямые и ж /г- Цилиндр, обра
зованный выпуклой оболочкой поверхности С, обозначим X. Каждую из 
дырок цилиндрической поверхности С заклеим некоторой поверхностью 
Ут, иЛУт<^Х, т е М , гомеоморфной двумерному кругу, чтобы в ре
зультате получилось двумерное многообразие класса С \я по
верхность разбивает пространство на две компоненты связности. В ка
честве области В возьмем ту компоненту, которая содержит дополнение 
цилиндра X. 

Построенная область В обладает следующими свойствами: 
а) В имеет гладкую границу; 
б) А {В) = ш1 X и, следовательно, А (В) не является полупростран

ством; 
в) множество {дВ)\А содержит прямую 1^ 

Однако область В однозначно' определяется относительной метрикой 
своей границы даже в классе областей с кусочно-гладкими границами. 

Действительно, пусть В* <= — область с кусочно-гладкой границей, 
а^ р. дВ дВ* — изометрическое в относительных метриках границ обла
стей В ж В* отображение. Согласно пп. 2—6 из § 3 [2], можно постро
ить отображение §: дА{В)^ дА{В*), изометрическое во внутренних мет
риках выпуклых поверхностей дА{В) и дА{В*), такое, что отображения 
§ ж ^ совладают на множестве дВ П дА{В). Следовательно, выпуклая по
верхность дА{В*) г^эмеоморфпа цилиндрической поверхности, а значит, 
сама цилиндрическая. Но тогда изометрическое во внутренних метриках 
поверхностей дА{В) и дА{В*) отображение очевидно, отображает об
разующую цилиндрической поверхности дА{В) в образующую цилин
дрической поверхности 5А ( / )*) . 

Через каждую точку множества Г „ П 5 А ( / ) ) проведем образующую 
цилиндрической поверхности дА (В). Объединение этих образующих обо
значим ^т. Далее, заметив!, что ш1Ут<=А{В) и, согласно лемме 1, 
/ | у „ — евклидова изометрия. Поскольку на множестве дВ Г\ ото
бражения § и / совпадают, то § — евклидова изометрия. Если 

2п П, гп!; ̂ ™ = 0, то, поскольку это пересечение не содержится ни в 
какой плоскости, получаем, что евклидова изометрия. Нако-
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нец, так как т12т, т ё N, покрывают все множество {дА{В))\11, то 
в\(дмо))\11 (а значит, и ^ ) е в к л и д о в а изометрия. Поэтому А(/)*) ев
клидово изометрично Поскольку граница каждого мнон^ества Ут 
не содержится ни в какой гиперплоскости, то дВ* евклидово изометрич
но дВ. Следовательно, В и 2)* изометричны. 

П р и м е р 3. Пусть функция ф: К->• К задана формулой ф(ж) = 
• ^—х^ ехр{—\х\).. Очевидно, ф непрерывно дифференцируема и обладает 

следующими свойствами: , 
1 ) ф — четная функция; 
2) ф ( 0 ) = 0 ; . . . ' 
3) для всех ж е К, хФ О, справедливо неравенство ф ( ж ) < 0; 
4) ^(а;)-*: О при а ; о о . 

В качестве области В возьмем надтрафик функции ф. Тогда А{^) явля
ется полуплоскостью {{х, у ) е К Ч г / < 0 } . Следовательно, множество 
(дВ) \  (В)  состоит из одной точки (О, 0) , т. е. не пусто. Однако об

ласть В однозначно определяется относительной метрикой своей границы 
в классе областей с гладкими границами, что доказывает существенность 
условия «А{В) не является полуплоскостью» в теореме 2. 

Действительно, пусть / ) * с= — область с гладкой границей, а /: 
дВ дВ* — изометрическое в относительных метриках границ областей 
В я В* отображение. Часть' кривой дВ, содержащуюся в правой полу
плоскости {{х, \ > 0), обозначим "̂ 1, а в левой полуплоскости — 
-уг. Тогда по лемме 1 евклидова изоме^-рия для каждого 1 = 1, 2. 
Поскольку множество / ( Т 1 ) и / ( ( 0 , 0 ) ) и / ( ' У 2 ) является одномерным мно
гообразием класса С.^, то / — евклидова изометрия. Наконец, евклидова 
изометричность областей В и В* следует из леммы 2, поскольку В не 
является полуплоскостью. 

Построенная э примере 3,область В уже не будет однозначно опре
деляться относительной метрикой своей границы в классе областей с 
кусочно-гладкими границами, так как в этом классе можно повернуть 
кривую относительно точки (О, 0) на некоторый угол. Но, очевидно, 
пример можно мо;а;ифицировать так, что область В будет однозначно 
определяться и в классе областей с кусочно-гладкими границами. 

Наконец, перейдем к обсуждению последнего примера, который по
казывает, что аналог теоремы 2 в классе областей с кусочно-линейными 
д'раницами не справедлив. 

П р и м е р 4. Зададим на плоскости декартову систему координат ' 
и рассмотрим шесть точек Л^={—4:, —3), А2={0, 1 ) , Аз={А, —3), 

А^=(1, 0) , Л5=(0^ 4) , Л б = ( - - 1 , 0) . Замкнутая ломаная I [} [^^ 

и [^и разбивает плоскость на две открытые компоненты 

связности. В качестве области В выберем неограниченную компоненту. 
Тогда А (В) является внутренностью' треугольника А1АзА5. Поэтому мно
жество (5/)) \  (2)) состоит из трех точек А1, Аз и А^ и, следовательно, 
не пусто. Однако" область В однозначно определяется относительной мет
рикой своей границы в классе областей с кусочно-линейными границами. 

Действительно, пусть I ) * — некоторая область с кусочно-линейной 
границей и /: дВ дВ* — изометрическое в относительных метриках 
границ областей В и В* от^ображение. Пусть, кроме того, ^ — один из 
отрезков [А1, Ад] или (^г, А^+^\, 1 = 1,.:., 5, а А — одна из точек А^, / = 
= 1, 6, такие, что {А, В)<^В при любой точке В^тЬ^. Тогда 
/ и и { А } — евклидова изометрия. (По существу, это следует из леммы 1, 
хотя ссылаться на нее здесь нельзя: в ней требуется, • чтобы области В й 

имели гладкие границы. Однако в рассматриваемой ситуации это ут
верждение справедливо даже при кусочно-гладких границах (см. [3]).) 
Поэтому треугольник / (Л1) / (Лз) / (Л5) равен треугольнику А1АзАъ, отку
да / — евклидова изометрия и, следовательно, области В и В* изо
метричны. 
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О. Л. БЕЗРУКОВА, Н. С. ДАИРБЕКОВ, А. П. КОПЫЛОВ 

ОБ ОТОБРАЖЕНИЯХ, БЛИЗКИХ В С-НОРМЕ К КЛАССАМ 
РЕШЕНИЙ ЛИНЕЙНЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ 

В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 

В статьях [1, 2] на основе концепции, предложенной в [3], построе
ны основы теории^ устойчивости в С-норме классов многомерных голо
морфных отображений. В работе [4] показано, что аналог теории, устой
чивости классов голоморфных отображений имеет. место и в случае клас
са решений системы Моисила — Теодореско. В недавней работе [5] 
• (см.' также [6]) предложено следуюп^ее направление исследований^ устой
чивости. Пусть © — класс всех ^"-решений ^: А ^ К"*, А сгД», системы 
дифференциальных уравнений с частными производными 

Х^, . . , , Хп, §1, • • . ? 

7 = 1, 2, . . ., к. 

= 0, 

(1) 

где каждая из функций является многочленом относительно всех сво
их аргументов, начиная с (?г+1)-1ю, причем коэффициенты этих много
членов постоянны. Требуется выяснить, при каких дополнительных ус
ловиях на систему (1) класс @ устойчив в С-норме (^-устойчив по тер
минологии работы [3]). Оказывается, что необходимым условием. устой
чивости класса ® является эквивалентность данной системы некоторой 
системе первого порядка такой, что левая часть каждого из ее уравнений 
задается однородным многочленом относительно символов (только лишь) 
первых производных искомых функций. Для линейной системы вида (1) 
обсуждаемая задача сводится к исследованию на устрйчивость класса 
решений системы 

т п 

= / = 1,2, к. (2) 
•8=1 ^=1 * 

Главный результат работы [5] состоит в том, что класс решений системы. 
(2) устойчив в том и только том случае, когда эта система эллипти
ческая. 

В данной работе, продолжая построение теории устойчивости клас
сов решений систем вида (2) в духе статей ;[2, 4], мы изучаем ряд 
свойств отображений, близких к классам решений таких систем. Полу
чены оценки степени суммируемости частных производных первого по
рядка, теорема устойчивости в Ж^- нормах и аналоги теорем Коши, Мо-
2*. • • 19 


