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О. Л. БЕЗРУКОВА, Н. С. ДАИРБЕКОВ, А. П. КОПЫЛОВ 

ОБ ОТОБРАЖЕНИЯХ, БЛИЗКИХ В С-НОРМЕ К КЛАССАМ 
РЕШЕНИЙ ЛИНЕЙНЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ УРАВНЕНИИ 

В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 

В статьях [1, 2] на основе концепции, предложенной в [3], построе
ны основы теории устойчивости в С-норме классов многомерных голо
морфных отображений. В работе [4] показано, что аналог теории, устой
чивости классов голоморфных отображений имеет.место и в случае клас
са решений системы Моисила — Теодореско. В недавней работе [5] 
(см.я-акже [6]) предложено следующее направление исследований-устой
чивости. Пусть ® — класс всех С^-решений ^: Д -> К"*, Д <= системы 
дифференциальных уравнений с частными производными 

/ = 1 , 2 , и . 

о, 

(1) 

где каждая из функций является многочленом относительно всех сво
их аргументов, начиная с (л + 1)-го, причем коэффициенты этих много
членов постоянны. Требуется выяснить, при каких дополнительных ус
ловиях на систему (1) класс @ устойчив в С-норме (^-устойчив по тер
минологии работы [3]). Оказывается, что необходимым условием, устой
чивости класса ® является эквивалентность данной системы некото1рой 
системе первого порядка такой, что левая часть каждого из ее уравнений 
задается однородным многочленом относительно символов (только лишь) 
первых производных искомых функций. Для линейной системы вида (1) 
обсуждаемая задача сводится к исследованию на устойчивость класса 
решений системы 

т п 

2 Е ^ н - ^ = 0 . ; = 1,2, к. (2) 
•8=1 \—\

Главный результат работы [5] состоит в том, что класс решений системы. 
(2) устойчив в том ж только том случае, когда эта система эллипти
ческая. 

В данной работе, продолжая построение теории устойчивости клас
сов^ решений систем вида (2) в духе статей ,[2, 4], мы изучаем ряд 
свойств отображений, близких к классам решений таких систем. Полу

ч е н ы оценки степени суммируемости частных производных первого по
рядка, теорема устойчивости в нормах и аналоги теорем Коши, Мо-
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рера и Лиувилля для голоморфных функций. Если система (2) не пере
определена, то вычислен точный порядок оценок устойчивости в С- и 

-нормах. 
Кроме того, мы даем ответ на следующий вопрос, возникший в свя

зи с исследованиями на устойчивость класса решений системы (1) об
щего вида [5]: верно ли, что исследование на устойчивость в С-норме 
классов решений систем вида (1) с коэффициентами из класса С°°(К") 
сводится к подобной задаче для систем того же вида, но уже с постоян
ными коэффициентами? Наш ответ утвердительный и говорит о том, что 
априорное предположение о постоянстве коэффициентов системы (1) в 
описанном выше направлении исследований устойчивости классов ото
бражений является естественным. 

§ 1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

• Пусть тг, т — пара прои.звольных натуральных чисел и @ — класс 
отображений областей пространства К" в К™ такой, что каждая область 
из К" является областью определения хотя бы одного отображения из @ 
и выполнены следующие условия [3]. 

Класс ® состоит из локально ограниченных отображений. 
(Зг) Класс ® инвариантен относительно параллельного переноса и 

растяжения в пространствах К" и К™. 
(Зз) Для любых области А К" и семейства С = {§: Д К " ' } <= ® 

отображений области Д в К™ из равномерной ограниченности семейства 
О следует его равностепенная непрерывность на компактных подмно
жествах Д. 

(̂ 4.) Класс ® замкнут относительно топологии равномерной сходи
мости на компактах. 

(бб) Если ото'бражение Д К™ принадлежит классу ®, то суже
ние § на любую подобласть Д' также принадлежит @. 

(йб) Е с л и ^ : Д К " — отображение области Д, обладающее свойст
вом: для любой точки ж ^ Д существует окрестность 1]{х)<^ Д такая, что 
сужение § на С/(ж) принадлежит ®, то само отображение § также при
надлежит ®. 

Для локально ограниченного отображения /: Д ^ К"* области Д с= К", 
следуя [3], определим функционалы локальной и глобальной близости 
отображения / к классу @: 

Н и п 1 ( / , @ ) - 8 и р Г 1 1 т | в ( = с , г ) ( / , ® ) 

^ ( / , © ) = - З П р | в ( х , г ) ( / , ® ) , 
В(х ,г)с:Д 

где 1 

х .г ) / / , ® ) = I 1р,Б(х,г) ( / , Щ Ф , 

^р .В(х . г ) ( / , Щ = 

1п{ зир 

если (11ат / (5 (ж, г) ^ О, схэ; -
О, в противном случае. 

Функционал I глобальной близости измеряет отклонение в С-норме 
отображенид / от отображений класса @ на кс)Л1пактных подобластях в 
каждом шаре, лежащем в области определения /, а функционал Ецт ло
кальной близости — в бесконечно малых шарах. 

Пусть @ и §) — два класса отображений, причем запас отображений 
класса §) достаточно широк. Тогда согласно [3] класс ® называется 
^-устойчивым в предельном смысле {устойчивым в С-норме) относитель
но класса §), если он (класс @) удовлетворяет условиям (й1) — (йб) и су
ществует вещественная неотрицательная функция а, определенная на 
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некотором полуинтервале [О, е") == {е ^ К I О ^ 8 < е"), е" > О, такая, что 
1) а ( 8 ) - > а ( 0 ) = 0 п р и е - > 0 , 
2) если (/: Д ^ К'")е§) и аит( / , е < 8", то Ц / , @ ) ^ а { е ) . 

Другими словами, это означает, что из локальной близости отображения 
/ ^ §) к классу @ следует его глобальная близость к этому классу. 

Всюду далее (за исключением добавления) ® есть класс решений 
эллиптической системы (2), которую мы запишем в матричной форме 

^ ^ \ ( ^ ) - = 0 , (3) \ ) 

' д \ 
определяет-

д I д в \ ^ „ . 
где = 1^ . ' дифференциальный оператор 

ся своей характеристической матрицей (символом) Л ( ^ ) = Л ( ; ^ , . . . , ^ „ ) = 

= 2 -̂ г^г» = (<з̂ ]»);=1 й ~ в-ещественные матрицы порядка кХт, 1 = 
г=1 «=1,...,т 

= 1, . . . , « И ^ = (̂ 1, . . . , §гп): Д с= К" К™ — решение системы. Напом
ним, что эллиптичность системы (3) означает, что шщА{1)=т для 
всех ^ е К"\(0). 

Так как отображения, локально близкие к классу постоянных ото
бражений, также постояйны [3], то будем в дальнейшем предполагать, 
что класс ® отличен от- класса постоянных отображений. 

Для отображений класса ® имеют место теоремы,, аналогичные тео
ремам Коши и Морера, и интегральные представления, подобные пред
ставлениям Коши и Мартинелли — Бохнера для голоморфных функ
ций [5, 7, 8]. 

Теорема 1 (аналог теоремы Коши). Пусть §: с1 Д К" — непрерыв
ное отображение замыщния с1 А ограниченной области Д в К" с гладкой 
границей дА такое, что сужение § I Д отображения § на область А при
надлежит классу ®. Тогда . 

ад 
А{V{x))§{x) аз = 0. 

Здесь у (х) — вектор единичной внешней нормали к границе дА в точ
ке дА, а. (1,8 — поверхностная мера дА. 

Теорема 2 (аналог теоремы Морера). Пусть §: А'^'^ — непрерыв
ное отображение такое, что для каждого п-мерного ' шара В, замыкание 
с1 В которого принадлежит А, имеет место равенство 

А{у{х))д{х)а8 = 0. 
а в 

Тогда § — решение системы (3). 
Для построения рнтегрального представления нам потребуется фун

даментальное решение Н = (Я,,)у=1 ^ формально сопряжепной 
г=Х,...,т 

системы 

п 
где А * (О = - Е Ак. а АТ = {а^^\=г ш 

г=1 ^=1,...,?{ 

получена транспонированием Ац т. е. = 8 = 1, . . . , т; 7 = 1, . . . 

На Н налагаем следуюш^ие условия. 
1. Я в К"\{0} веш;ественно-аналитично и является классическим ре

шением системы (4). 
2. Н положительно однородно степени 1 — п. Относительно конкрет

ного вида нужного нам отображения Н см., например, [5]. 
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' Теорема 3. Пусть /: с1 А К"" — непрерывное отображение класса 
^1 (А) замыкания с1 А ограниченной области Д в К" с гладкой грани
цей дА. Тогда при А 

/ (х) = - \Е^{У^Х)А ( V (у)) / (у) а8у ^\н^{у-х)А и л / {у) йу ^ 
ад д 

- ( Ф а д / ) Н + и ? д ^ 4 ^ ' (5) ду 

Здесь Я''— матрица, транспонированная к Я, и второй интеграл в (5) 
вычисляется относительно ?г-мерной меры Лебега в смысле главного зна
чения по Копш. 

Введем следующие классы отображений: И^р.ьс == У ^р.ьс (А),; 
лск« 

где р > 1 ж объединение строится по всем областям А пространства К", 

Основным результатом ра'б[Оты [5} является следующая 
Теорема 4. Класс ® %-устойчив^ в предельном смысле относительно 

класса Т̂ Ч , * , 
В [5] получена также характержзация отображений,' локально близ

ких к классу ®. Рассмотрим систему дифференциальных уравнении в 
частных производных ' 

л{4^)п^) = ^{^)^{x), (6) 

где 0{х) — {к Х-тд)-матрица {^^^V{x))^^=1,...к , а /'(ж) = ( Д ^ (х), . . . , 

Дх„(а^), . 1 т х ^ { х ) , * - ^тхЛ^)у. Областью определения матричного ото-
бражеяия ^ является область А пространства К", причем отображение ^ 
является измеримым по Лебегу (последнее означает измеримость каждой 
из функций А К, |х — 1, . . . , к; V — 1, ..., тп). Полагая для тако
го рода отображений 11^|с»== е888ир||^(ж)1|, где 11̂ (ж)11 означает норму 

х е д 
линейного отображения, соответствующего (относительно, канонических 
базисов в К*"" и К") матрице ^{x), введем при е> О к р> 1 множество 
2)р(е) = 3)л,р(8)_ (5)(8)=5= ® А ( 8 ) ) всех решений класса И^р,1ос(И^^) всевоз
можных систем типа (6) с 11^11„=^8. Под решением класса 
Т^р,!ос (1^ )̂ системы (6) мы понимаем непрерьгвное отображение /: А 

К*" класса I ^р.шс {^^), обобщенные первые производные которого 
почти всюду удовлетворяют этой системе. Подчеркнем, что в построении 
класса 3 )^(8) (®(е) ) используются все области пространства К". Имеет 
место 

Теорема 5. Семейство {©(е, Н11т)П ^V^} асимптотически эквивалентно 
при 8 -> О любому из семейств {5)р(&)}, р > 1, 

З а м е ч а н и е . Символ ® ( 8 , З ц т ) обозначает класс отображений 
/: А К™ областей простраяства К" (/, ®) ^ 8 , а асимптотиче
ская эквивалентность двух семейств 

{ Л ( е ) } = . { 4 ( 8 ) } о ^ , < , . и {Я ( 8 ) } = 
=» { 5 ( 8 ) } о ^ е < в 2 классов А{г) и Я ( 8 ) отображений означает (согласно 
[3]) существование неотрицательной функции б: [О, е') -^[0, 8 ^ ) , опре-

'< деленной на яекотором полуинтервале [О, е'), О < е' ^ е'' = т1п {е1, 8 2 ) , 
' И такой, что» 

1) 6^8)-> 6(0)= О при 8 О, ' 
2) если / е А ( е ) с в < е', то / ^ 5 ( б ( е ) ) и наоборот: если 

/ е Я ( 8 ) . С 8 < е ' , т о / е Л ( б ( 8 ) ) . • 
Как уже отмечалось выше, цель данной статьи — изучение свойств 

отображений, близких к классу ®. Отправляясь от теоремы 5, мы будем 
в качестве такого рода отображений рассматривать отображения клас
сов ®р(е), /> > 1, при достаточно малых значениях параметра 8 . Для 22 , 



изучения свойств последних нам потребуется еще один результат из [5], 
лежащий в основе исследований устойчивости в С-норме классов реше
ний систем вида (3). 

Рассмотрим интегральный оператор 

(7) 

порождаемый вторым слагаемым в интегральном представлении (5). 
Здесь к; К**Д'^—отображение класса 1/р(К") с компактным носите
лем. Отображение Як имеет при > 1 обобщенные производные по 

^ 1 , . . • , 

'-^{х)^{Рф,){х) = {{Рф){х), :,,,(Р^^к) (8) 
' • 

причем оператор -Р, определенный формулой (8), является линейным 
сингулярным интегральным оператором и при /? > 1 определена его 
Хрч'норма: 

Гр = 8ир(|||Р/1|||^^(кп)||11/^||1х,^(нп)= 

Справедлива (см. [5]) 
Теорема ^.Предположим, что вещественные числа'г., й^, йг и V удов

летворяют условиям: 1 > е ^ О, 1 > V > О, > 1, с?2. > 1, еГ^^ < 1 м 
гТау-'^<а 1. Тогда ^ля каждого отображения /: 5(0,, 1 ) ^ К"* (-8(0,1) — 
гмар ггз К"), принадлежащего классу 2)̂ ^ (е), имеет место неравенство 

\ \ ,,(В(од-^V)) = 1 [ 1 / ' {X)\Ых\"'< 

1/Л <С1;„' М V ( 1 - V ) ] - « 
1 - у-"Г^ 8 

а 1 а т / ( Б ( 0 , 1)),; 

где постоянная С = С {А) зависит только от оператора А. 

§ 2. СТЕПЕНЬ СУММИРУЕМОСТИ 
ПРОИЗВОДНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ КЛАССА Фр(8) 

Пусть йр{г) есть точная верхняя граница положительных чисел й 
таких, что частные производные каждого отображения из 2)р(8) принад
лежат локально классу Ьа, т. е. 

й^{в)= ш! 8 и р { с г > 0 } / ' е Ь й ; 1 о с ( Д ) } . 
> (/:А^К'»)е2)р(б) 

Теорема 7. Если р> 1, то йр(&) °° при О как 1/б. 
Д о к а з а т е л ь с т в о следует схеме, предложенной О. Лехто в [9] и 

использованной затем в [2, 4] для доказательства аналогов теоремы 7 в 
тех частных случаях, когда речь идет об отображениях, близких к реше
ниям многомерных систем Коши — Римана и системы Моисила — Тео
дореско. 

Так как класс ® состоит не только из констант, то он содержит ли
нейное отображение, отличное от тождественно равного нулю. Обозначим 
его У: К" К*̂ . 

Пусть / ? > 1 фиксировано и 8 > 0 таково, что р<[{! + е)/г]п. Ото
бражение (р(х)= \х\~°'У(х), х^В", где а = 8 / ( 1 4 - 8 ) , обладает свой
ствами 

л/2 1) а& I ф' (х) [, где а = [ 2 
2) феИ^^юсСК") при й-<^г(1 + 8 ) / 8 и Ф.^ И^са+о/езп.юс(К"), 

из которых следует, что Ц)^^р{ае) и зир Ы::>0|ф'е1,<,, 1ос(К")) = 
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«=ге(1 + е ) / е . Поэтому йр(а8У^7г(1 + е ) / е для достаточно малых е. Сле
довательно, 

И т 8 с ^ р ( 8 ) ^ а д < оо. (9)^ 

Если е > 0 , й > 1 таковы, что еТр < 1 и еТй < 1, то из теоремы 6 
нетрудно вывести, что частные производные первого порядка отображений 
класса 5)р(8) принадлежат Ьа.\ос- Отсюда рассуждениями, аналогичными 
использованным в [2, 4], получаем, что (^р(е)->-оо при е 0 . Далее, если 
аеТр < 1, то из того, что ф ^ И^п(1+8)/е,1ос (К") следует соотношение 

• I 
а8Т„(1+8)/Е ^ 1, откуда С,, = Ипа — ^ ^ ^ О . Из результатов работы 
А. П. Кальдерона и А. Зигмунда .[10] монаю также вывести, что Со < <». 

Нетрудно доказать, что 
11те(гр(8)>1/Со. (10) 

Действительно, покажем, что 8Гйр(е) ^ 1 при е < 1/Тр. Если это не так, 
то в силу непрерывности Т<г по с? найдется йр{г), для которого вы
полняется неравенство, 8ГЙ^<;1. Н О тогда согласно вышесказанному 
/ ' е ^̂ й̂ дос для каждого отображения / класса 2)р(е), т. е. д,р{г)> й^у 
и мы приходим к противоречию. 

Используя доказанное, получаем 

11т8сгр(е) ^Ьш-т;^^ ^ ш п ^ ь = — . 

Соотношения (9) и (10) и составляют утверждение теоремы. 

§ 3. УСТОЙЧИВОСТЬ КЛАССА ® В \V^ -НОРМАХ 

, Пусть I) — ограничеппая область в К" и /: К™ — отображение 
класса 1^р(/?), р>\. Положим 

I' ^ С ^ ( Л ) = ^^^^^ II ^ 1К.̂ >̂ + '̂̂ ^̂ "̂  11'̂ ' 11Ь<̂ -̂

Т е о р е м а Я 1 / с г ь р и й таковы, что р>\ Л>Л. Тогда существует 
8<* = ,8р^й>.0и неотрицательная функция ^ = рр,Й: [О, 8° )Х(0 , 1 ) ^ К та-
киб НТО 

' I) ^^е, 6)-^^{0, 6) = 0 при е-^О, 
2) если О < е < 8° и отображение /: А К™ области А пространства 

К" принадлежит классу ®р(е), то /еТ^йДос(А) и для каждого 6^(0, 1) 
и для каждой ограниченной подобласти А', лежащей в А вместе со своей 
(^-окрестностью ?7ф(А'), .ф = [(1 — б)/26](НашА', найдется отображение 

Д' К™ класса @, удовлетворяющее неравенству 

II ̂  - ^ - С ^ с д ) < Р ^) ^^^"^ ^ ^̂ -Р ^ ^ ' ^ ^ 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы аналогично доказатебхьству соответ
ствующего утверждения для класса многомерных голоморфных отображе
ний (теорема 2 [2]) и для класса решений системы Моисила — Теодорес
ко' (теорема 10 [4]). Поэтому доказательство опускаем, заметим только 
лишь, что, как и в случае отображений, близких к решениям систем 
Коши — Римана и.системы Моисила — Теодореско, функция Р(8, б) в об
суждаемом нами случае т^акже линейно выражается через функцию а 
(см. теорему 15 [5]), измеряющую отклонение в С-норме рассматривае
мого отображения / от класса ®. 
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§ 4. АНАЛОГИ ТЕОЕЕМ КОШИ И МОРЕРА 
ДЛЯ ОТОБРАЖЕНИЙ КЛАССА ^^>^г) 

В этом параграфе мы устанавливаем, что аналоги теорем Коши (тео
рема 1) и Морера (теорема 2) имеются" и для классов отображений, ло
кально близких в С-норме к классу @ (ср. с теоремами 4 и 5 из Г21 и 11, 
12 из [4]). 

Теорема 9. Существует неотрицательная функция х(е, б, р), опреде
ленная при 8 ^ 0 , 0 < б < 1 , 1 < р < о о и обладающая свойствами: 

Л) ^{г, 8, р)-^'^{0,6, р)^0 при 
2) если /: А К " * — отображение класса ®р'(е), то для каждого б е 

е ( 0 , 1 )= { ^ е К | 0 < 1} и каждой ограниченной подобласти А'с=А 
с гладкой границей дА\ такой, что при ф = ф(б, А') = 
== [(1 — 6) /2б] (11ат А', 1[7ф(А') лежит в А, имеет место неравенство 

[ А{у{х))1{х)а8 
дА' 

[у {г, б, р) Атт/(и^{А'))3{дА'). 

Здесь V (д;) — внешняя единичная нормаль к дА' в точке х, а. 8{дА') — 
(п—1)-мерная плондадьМ'. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим область А" = Сф^(А'), где ф ' = 
= [(1 — Уб)/2Уб] (Пат А'. Согласно теореме 15 [5] сущ;ествует отображе
ние А" К" класса @ такое, что при х^ А" 

| / ( ^ ) - ^ ( ^ ) [ < а ( е , /б,р)а1ат/(г7^(^^_д„^)(А"), . 

причем функция а из цитированной теоремы не зависит от / и 
а(8 , б, р ) - ^ а ( 0 , б, р) = 0 при е 0 . Учитывая, что ^ф(/б,Д") '̂̂ "̂  
— С^ф(А'), последнее неравенство можно переписать следующим образом: 

1{х) = §{х)-}-а{е, П, р)й1ат1{и4А'))р{х), 

где |1;(я:)1<1. Применим к обеим частям равенства оператор /:/г. 
\ По теореме 1 1ё=^0. Так как 

дА' 
< ^ 1А(у{х))\\а8^а8(дА'), получим 1 / / 1 ^ а ( е , Уб, р)а8{дА')Х 

дА' 
, X йхат/(?7ф(А')). Полагая в последнем соотношении ^(е, б, /?) = 

= аа(е , Уб, р), приходим к доказываемому неравенству. 
Теорема 10. Пусть / — отображение области А пространства К" в 

пространство И™, принадлежащее классу \У\ б ^(0, 1] и е > 0. Если 
для каждого шара В = В{хо, г) такого, что шар В5=В{хо, г/6) лежит 
в А, выполняется неравенство 

А{х{х))1{х) й8 
дв 

ЕйЫт1{Вб)8{дВ), (11) 

то / е ® ( 2 д г 8 / б ) . . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как / ^ И̂ *, то / дифференцируемо почти 

всюду в А. Пусть Хо^А—точка дифференцируемости отображения /, 
а В = В{хо, г) — шар такой, что В(, = В{хо, г/б)с=А. Применяя к равен
ству / (а;) = / {Хо) -Ь {(^x^) {х — Хо) + о{х — Жо) (где с?хд/ — дифференциал 
отображения / в точке Хо, а о{х — Хо)/\х — Хо \ при х ^ Хо) оператор 
1:к-

дВ 

А ( V (х)) к [х) а8, получим 

/ (/) = / (/ (X,)) + / {х - X,)) + 1{о{х- х^)), (12) 

Имеем /(/(жо))==0, I {х - х,)) = ^пг)^А(^±'^ I (х,), 1{о{х-х,)) = 
= 01 (г)г"у„ и а1ат / {Вь) = (2г/б) || с^x^\\ о^ (г), где о^{^)/^^0 при г 
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о, 1 — 1, 2. Учитывая также (11), из (12) выводим 

Разделим обе части последнего неравенства на; г"1;„ и устремим г к нулю. 
Тогда 

^ Ш / (̂ )̂ I < (2п8/б) II й . / I I < (2п8/а) I/'(о^о) !• 

Полученное неравенство и означает, что / еЗ) (2 /г8 /б ) (см. доказа
тельство теоремы 11 из [5]). - : 

^ § 5. ТЕОРЕМА ЛИУВИЛЛЯ ДЛЯ ОТОБРАЖЕНИЙ КЛАССА ®р(е) 

.Теорема Н. Пусть р>1. Существует положительное число 8 р > 0 
такое, что каждое ограниченное отображение I: К " К " * , принадлежащее 
классу 3>р(е) с 8 < 8р, является тождественно постоянным. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Теорема следует устойчивости в С-норме 
класса ® в классах ^Р{Е) (теорема 14 из [5]) и общей теоремы Лиувил
ля для классов отображений, удовлетворяющих условиям (61) —(бе) 
(см. следствие 2 теоремы 15 из [3]). . • 

§ 6. О ПОРЯДКЕ ОЦЕНОК УСТОЙЧИВОСТИ в с- И ТГ -̂НОРМАХ 

Если А — определенный эллиптический оператор, т. е. матрицы 
Лг, г = 1, - . , , п, определяющие систему (3), являются квадратными мат
рицами порядка т X т, то удается вычислить порядок устойчивости клас
са ® относительно параметра е. А именно, мы устанавливаем ниже, что 
функция а ( е , б, р) из теоремы 15 [5] и функции ^(е, б) и ^(е, б, р) из 
данной статьи имеют в этом случае линейный по е порядок (ср. с соот
ветствующими результатами из [1, 2, 4]). 

Предварительно отметим, что матричное отображение Я^, используе
мое при построении интегрального представления в теореме 3, является 
в этом случае фундаментальным решением системы уравнений (3): 

и, следовательно, в К"\{0} —классическим решением системы (3). • Та
ким образом, первое слагаемое в интегральном представлении (5) явля-
етс̂ д: отображением класса ®. 

Теорема 12. Пусть система (3) является эллйптичеекой и определен
ной {т. е. к = т). Тогда, если е > О, еТр < 1, 3"еТ„+1, < 1 и О < б < 1 , го 
для каждого отображения /: Д <= К " К " " класса 3)р{е) и для каждой 
ограниченной подобласти Д ' , лежащей в области Д вместе со своей 
ц)-окрестностью ?7ф(А') с ф = [ ( 1 — б ) / 2 б ] ( 1 1 а т Д ' , существует непрерыв
ное отображение сХД'-^К." такое, что § ' | Д ' е ® и при х^с\А' 

/ ( ^ ) - ^ ( ^ ) | < х ( б ) а1ат/(С/ф(Д')) . (13) 

Здесь х(б) — функция от б, не зависящая от /. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть / : ' Д ^ В ™ и Д ' с г Д удовлетво'ряет усло

виям теоремы. Рассмотрим, минимальное покрытие Ш 1 , Вг, ..., В^} замы
кание области Д ' шарами радиуса г = ф/4 (заметим, что "к допускает 

оценку Я ^ [ 4 б У г а / ( 1 - 6 ) + 1 ] " ) и пусть В = [} 5^, где В[— шар, кон-
1=1 

центричный В», но' вдвое большего радиуса. Ясно, что с11) с: г7ф(Д')<= А. 
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Согласно теореме 3 при х^В 
/ я \ 

/{X) = - . {у-х)А{у (у)) й8у + {у-х)А[^] НУ)йу = 
аЪ -. Ъ ^^^^ 

-{Фзпт-^)+[г^пЛ{щ)}]{х). 

По замечанию, сделанному в начале параграфа, Ф э с / в В является ото
бражением класса ®. Шложим = Ф э с / к ! Л ' . Тогда отображение § — 
искомое. Действительно, при е с1 А' • 

I / - ^ (^) 1 = I / ( ^ ) " Фах,/ (^) 1 < | | Н Ч У - Щ \ ' ^ ' ^ ПУ) 

п/(п+1) 

у1> 

• п+1 \1/(п+1) 
йу . (14) 

Применяя теорему 6 к шару концентричному но радиуса, Зг, 
и \ = 1/3, получим 

г ',<СУ11-Ч^У '""^(^-^ (3.)-/<-^^>"^ 

Так как В1 а (А'), то а1шп ({в",) < ахаш/(Цф (А')) и, следовательно, 

• /..1 — 6 \-1/{п+1) 

Таким образом, 

НУ) 
П+1 

^у ! / ' ( у ) Г ' ^ г / 
\ 1 ) 

1/(Т1+1) 

Оценим теперь первый сомножитель в неравенстве (14). Так как 
1у — д:| < йхат А'Ч-Зг при а: е с1 Д' и I / ^ 2), то 

Н'^ЛУ-Х) {п+1)1п ау^ I •11Я(у)11("+^>/"йг/< 
в (о,й1ат Д ' + З г ) 

< С 1 
В (о , (11ат Д ' + З г ) 

у |-(г^1)(„+1)/„^г^ ^ ^^у^ (̂ ^̂ ат А' + Зг)1/« = 

где — т а х | Я ( г ) | 1 . Следовательно, 

( Л я ^ ( у - х ) | р " > ' " й ! , Г " " ' " ' < ( С , . „ ) " ' < " + " X 

^ 1 ^ ? ) (а1ат Д')1/("+1). (46) 

Подставляя (15) и (16) в (14) при"жес1А', получим искомое нера
венство 

1 - З Х + х е 
а1аш/(С/ф(А')), 
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где 

и - б / 

Следствие. Функции р{е, 6) и ^(е, б, р) в теоремах 8 и 9 имеют ли
нейный по 8 порядок. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Функции Р и выражаются линейно через 
функцию а (см. теорему 15 [5]), которая, согласно доказанной теореме, 
имеет линейный по 8 порядок. 1 

Следующий пример показывает, что линейный по е порядок рассмат
риваемых функций не может быть улучшен. ^ 

Пусть к = V Не, где V — произвольное отличное от тождественно 
пулевого линейное отображение V: К" ^ К"* из класса ®, К{х) = 
= {ех1. О, . . . , 0) при х-={х1, Ж2, . . ж „ ) е К" и О < 8 ^ 11ф̂ 11/2. Так как 

А 
т 1/2 

8 = а^е. 

\к'{х)\>\т-е^т/2, 

то е 2) (2»!8/111̂ 11) (здесь, как и выше, а]з— элементы матриц Аг, опре-

деляющих оператор Л^— ^ .̂ 
Предположим теперь, что Д' есть шар В'^В{0, г). Тогда ?/,,(Д') = 

= 5(0, г/б) при 0 < б < 1 и 

А{V {х))к{х) а8=^ 
ад' 

/ д ̂  

Д ' 
\дх ) 

к {х) йх = Vп^'^а^ е. 

Учитывая также, что (11ат(С/ф ( Д ' ) Х ^ (| |7| + 8 ) < 

выводим 

> I А{у{х)к{х)Л8 
ад' 

^ 5 ! _ а 1 а т / ^ ( ^ ф ( Д ' ) ) 5 ( 5 Д ' ) . 

отсюда 

(17) 

Далее, для любого непрерывного отображения с1-В^К™ такого,, 
что сужение %\в этого отображения на шар В принадлежит классу ®, 

, ' имеем 
зир \к{х) — ^{х) ^ 8 и р | к{х) (х) | ^ 

1 
аЗ (дВ) А{у{х)) {к {х)-ё{х))68 1 

, П - 1 
I А{у{х))к{х)а8 
дВ 

Воспользовавшись этими соотношениями и (17), приходим к такому не
равенству: 

а,бе 

^ир^, \^{х)- ё{х) | > з ^ ^ р г | - <11атк{П^(Д')). (18) 

Наконец, отправляясь от (18), последовательно выводим 

17 - §|^1(В)> ( (Наш5)-" / '^ \ \к -ё > 

, > (2Г)-"/'' зпр \к{х)-§(х) 14^^/'^ > 

(19) 

Неравенства (17), (18) и (19) показывают, что для определенной систе
мы (3) полученные выше оценки близости отображения / к классу ® точ
ны по порядку. 
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§ 7. ДОБАВЛЕНИЕ 

Имеет место следующее 
Предложение. Пусть коэффициенты системы (1) принадлежат 

(К") = С°° (К", К) и класс ® ее С^-решений инвариантен относительно 
параллельных переносов пространства К". Тогда класс <В совпадает с 
классом С°°-решений некоторой системы того же вида, но уже с постоян
ными коэффициентами. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любого натурального числа V обозначим 
через (уп,V — С/̂ С̂  (Д, К'*') — объединение по всем областям Д из К" 
пространств бесконечно дифференцируемых отображений области Д со 
значениями в К''. Пусть / — порядок системы (1), а г — максимальная из 
степеней многочленов Р^, / = 1, 2, . . . , к, участвующих в этой системе. 
Для каждого отображения ^ е Сп,т рассмотрим совокупность всех част
ных производных порядка, не превосходящего /, всех компонент 5 = 
— 1, 2, . . . , т, этого отображения (включая и производные нулевого по
рядка, т. е. сами эти функций ^в, 5 = 1, 2, . ;., ттг) и упорядочим ее каким-
либо образом. Ставя отображению ^ в соответствие этот упорядоченный 
набор производных, мы получаем дифференциальный оператор, действу-
ющии из 6„,то в Сг1,а), где 

. ' пг (п. -|- г)! (О = ( о ( ? г , т, I) - ^, . 

Рассмотрим теперь набор всех одночленов У^^у'^• • • У^^, {О, . . . 
(О 

• • ч 2 от (О переменных г/1, г/г, . . ., г/о>.-Количество таких одно-

членов равно 
( с о + г ) ! ф = ф((0, г) = 

Упорядочивая теперь и этот набор каким-либо образом и ставя его в соот
ветствие набору (г/1, 1/2, . . ., у^), мы построим оператор Т алгебраической 
природы. 

Тейерь для каждого отображения (̂ : Д е К" —К"*) е С^^т можно 
определить 

Е§{х)=Т{0§{х)), х^А. 

Так определенный оператор Е представляет собой (вообще говоря) нели
нейный дифференциальный оператор, действующий из пространства 
^^п,т В 1^п,(р' 

Возвращаясь к системе (1), мы можем рассматривать каждый много
член Р^, 7 = 1, . . . , к, как линейную комбинацию\в У^^ - - • щ̂"̂ » 
вводя при необходимости дополнительные коэффициенты, равнь1е нулю 
тождественно. Введенный выше в множестве одночленов порядок приво
дит к упорядочиванию коэффициентов этих многочленов Е^. Следователь
но, наборы коэффициентов многочленов Е^ мы можем считать элемен
тами пространства 6"°°(К", К'). Это позволяет охарактеризовать С°°-реше
ние §: А К"* системы (1) как отображение класса С°° такое, что для 
каждой точки х^А вектор Е§{х) пространства К* ортогонален каждому 
из векторов Я^(ж)е К*: 

<Её{х), Я , ( а ) > = 0 , 7 = 1, к. (!') 
Пусть Л = {Х^{х) \х е К", 7 ̂  И', . . . ,• к}} с= К*. Построим линейную 

оболочку Г множества Л в и рассмотрим какой-либо базис 7 1 , 
подпространства Г пространства К*̂ . М ь 1 утверждаем, что система 

<Её, т.> = 0, 5 = 1, 2 , - . . . , А:о, (20) 

искомая. В самом деле, в силу построения коэффициенты ее постоянны. 
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Далее, каждое ее решение является также ш решением исходной системы. 
А так как класс ® С°°-решений исходной системы инвариантен относи
тельно параллельных переносов пространства К", то легко видеть, что 
при каждых фиксированных а г о ^ К " и / ^ { 1 , . . . , к) отображение 

1 является решением уравнения 

и, следовательно, системы (20). Предложение доказано. 
В силу теорем 4 и 5 работы [5] это предложение приводит к следую

щей теореме. 
Теорема 1^. Пусть класс @ С°°-решений системы типа (1) с беско

нечно дифференцируемыми коэффициентами является %,-устойчивым в 
предельном смысле относительно класса Тогда эта система, эквива
лентна системе такого же вида, ^о первого порядка и с постоянными ко
эффициентами, причем левая часть каждого из ее уравнений задается 
однородным многочленом относительно символов [только лишь) первых 
производных искомых функций. 
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М. 3. БЕРКОЛАЙКО 
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СЛЕДЫ ФУНКЦИЙ ИЗ ОБОБЩЕННЫХ ПРОСТРАНСТВ СОБОЛЕВА 
СО СМЕШАННОЙ НОРМОЙ 

НА ПРОИЗВОЛЬНОМ КООРДИНАТНОМ ПОДПРОСТРАНСТВЕ. I 

В статье описываются следы функций из обобщенных пространств 
Лизоркина — Трибеля (ОПЛТ), построенных по идеальным пространст
вам (ИП) со смешанной нормой Е — (^&^, ..., Еп)\е Е^ — симметричные 
пространства (СП). В частности, полностью исследован вопрос, постав
ленный Я. С. Бугровым [1]: каково пространство следов функций из про
странства Соболева И^рСК*"), 'р={ри ...,рп), г = (г1, г„), со смешан
ной нормой (определение см., например, в [2]) на гиперплоскости л:„ = О, 
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