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В. М. ГОЛЬДШТЕЙН, В. И. КУЗЬМИНОВ, И. А. ШВЕДОВ 

Ьр-КОГОМОЛОЩИ РИМАНОВЫХ МНОГООБРАЗИЙ 

Для риманова многообразия X и числа банахово пространство 
И^^(Х) образовано дифференциальными формами степени к на X, мо­
дуль и модуль дифференциала которых интегрируемы в степени р . Про­
странства \У\){Х) вместе с оператором внешнего дифференцирования ё, 
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образуют комплекс. Группы гомологии этого комплекса называются 
/^,-когомологиями риманова многообразия X. Вместе с VV^р){X) рассмат-

' риваются его подкомплексы, подчиненнее тем или иным условиям на 
^идеальной границе многообразия X». Их группы гомологии естественно 
возникают при изучении краевых задач для оператора й и связанных 
с ним операторов б, й + б. В работе установлено соотношение типа двой­
ственности Пуанкаре для гомологии подкомплексов, соответствующих 
сопряженным граничным условиям. Отметим, что Ьр-когомологии ком­
пактного многообразия X не зависят от р и совпадают с его обычными 
когомологиями Я*(Х, Я ) . Но уже для простейших примеров некомпакт­
ных многообразий появляется зависимость ^р-когомологий от парамет­
ра р . Мы исследуем эту зависимость в модельном случае конуса над 
римановым многообразием. Отметим, • что /^г-когомологии многообразий 
с коническими особенностями подробно рассмотрел Чигер в работе [1]. 
Наши вычисления Ьр-когомологий конуса следуют в, общих чертах вы­
числениям Чигера, но существенно отличаются в некоторых деталях, 
поскольку мы не можем воспользоваться имеющимся в ^2-случае орто­
гональным разложением Кодаиры пространства дифференциаль­
ных форм. 

Пространство ^(р) {X) совпадает с пространством Соболева 
И̂ р ̂  {X). В теории пространств Соболева известна следующая задача 
об устранимых особенностях: каким должно быть открытое множество 
II в X для того, чтобы пространства Ш^^^{и) и Щ^\Х) совпали? (см., 
например, |[2]). Мы приведем некоторые результаты по аналогичной 
задаче для дифференциальных форм. 

В последнем параграфе работы приведены примеры подкомплексов 
комплекса 1У^2){Х), позволяющие интерпретировать некоторые результа­
ты о краевых задачах для оператора полученные ранее Кодаирой [3], 
Даффом и Спенсером [4], Дезиным [5], в рамках наших конструкций. 

§ 1. ГОМОЛОГИИ БАНАХОВЫХ КОМПЛЕКСОВ 

Последовательность С = {С*, й") банаховых пространств С* и огра­
ниченных линейных операторов й*: С* С*"*"* называется банаховым 
комплексом, если А'''^^°ё'^ = 0 для каждого к.. Шщвкс к в обозначении 
дифференциала будем иногда опускать. 

Векторные пространства гомоло1-ий 

снабдим полунормой 

Через Н'^{С) обозначим банахово пространство 

1[1тас^-Ц — /{/г:|1Л11=о}-

Лемма 1. Если А1тН^^{С)<оо, то подпространство 1ш й*"' замкнуто 
вС\иподтомуЦ'ЧС) = Н'ЧС). 

Эта лемма является следствием хорошо известного факта: если 
й: В2 — ограниченный линейный оператор, Вх и Вг, — банаховы 
пространства, коразмерность подпространства 1т. 6 в Вг конечна, то под­
пространство 1ш й замкнуто в Яз. 

Вместе с комплексом С = {С*, й*} будем рассматривать сопряжен­
ный комплекс С = {Ск, Л^, образованный банаховыми пространствами 
Ск, сопряженными к С^ и операторами С?Й: -^С^, сопряженными в й\ 

Лемма 2. Если в банаховом комплексе € = Л) все пространства 
С рефлексивны, то каноническое спаривание между и индуцирует^ 
спаривание Й^(С) и Нотносительно которого эти банахоерь про^ 
етранства сопряжёны одно к другому. (Эта лемма доказана в [6].) 
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Если для каждого к Сх с : {С\ замкнутое подпространство 
банахова пространства С" й й (Сх) с= Сх^^), то комплекс Сх—\С\,й\ 
будем называть подкомплексом комплекса С. 

Лемма-3, Пусть С = {С^, й) — банахов комплекс, 11̂11 < 1, Сх — под' 
комплекс комплекса С и Сг = С1Сх — фактор-кдмплекс. Если существуют 
такие операторы в: 6'''+' С\ Ы\ и (^8 + 8<^ = 1, то граничный 
гомоморфизм д: Н*^{Сг)Н^^^{Сх) является сохраняющим полунорму 
изоморфизмом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Если 2 е С* и :?= О, то г = ^82, поэтому 
Н^{С) = О и д — изоморфизм. Пусть V. Сх-^ С — каноническое вложение, 
р : СС2 — каноническая проекция ж ] = рзи Тогда ]д, — —д,] и / инду­
цирует отображение пространств гбмологий Н^'^^ {Сх)-^Н^{С). Это 
отображение является изоморфизмом, обратные к д. Поскольку || /Ц* ^ 1 
и 11511 =̂  1, то оба изоморфизма и д сохраняют полунормы элементов. 
Лемма доказана. ^ 

Пусть С==,{С'^, — банахов комплекс, в: С^'^^. —̂  линейные опе­
раторы, (иИ < 1, 86, + д,8 = 1, С1 — подкомплекс комплекса С, Сх — под­
комплекс комплекса ,С", образованный аннуляторами подпространств 
С^аС^ относительно канонического спаривания <•, •> между С" и 
<̂ Л = (^А)'. Положим <л;|(у> = < 5 х , ^ > для агеС"*. 

Теорема А.Если в банаховом комплексе С = {С'^, й) все пространства 
рефлексивны^ 11̂ 11 ̂  1̂  то спаривание <•!•> индуцирует спаривание ба­

наховых пространств Н'^ {С,) и Н^~'^{^С^), относительно которого эти 
пространства сопряжены одно к другому, / • 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Точной последовательности О С1 С . 
Са ~^ О комплексов соответствует точная последовательность 0 - > С а - > 

~^ С" - V О сопряженных комплег^сов, при этом С^ = (^1)"^. Ввиду 
леммы 3 отображение 5 индуцирует изоморфизм пространств гомологии 
Н^{Сх) и Я^-'(Са), По_лемме 2 спаривание <^ •> индуцирует спаривание 
между Я'^-ЧСг) и Ни^г{С';), относительно которого эти банаховы 
пространства сопряжены. Теорема доказана. 

§ 2. ДВОИСТВЕЙНОСТЬ ПУАНКАРЕ 

Пус^ть Х — ориентированное ри^аново многообразие, с11т X = га, 
(X) — банахово пространство дифференциальных форм степени к 

на X, модуль которых интегрируем в степени Норма в 1^{Х) 
задается обычным образом: 

1/р 

'х. 

Если К р < : с » , +1/^ = 1, то пространство Е^''^(X) является соп­
ряженным к ^1{Х) пространством относительно спаривания (см., на­
пример, [6])- ' 

X 

В пространстве-
щая норма; 

2/(р) (X) = Ьр(X) 0 Ьр^^ (X) вводится^ следую-

= {11 а гк+1 

Определи^ операторы Ь^р)(Х) .,р,^^,-.Ь^^,\Х) и /.?,У(Х). 
полагая •«^(а, ^) = (р, 0), «(а, р) = (0, а ) . Ясно, что ИхН = УН = 1 и 
6̂ 8 + 5<г = 1. Для 1 ̂  р < оо и 1/р + 1/д = 1 пространство Ь^д^'^~\Х) бу-
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дем отождествлять с пространством, сопряженным к Ь(р) {X), посред­
ством спаривания « 

<(сс, (Ф, ^ ) > = ( - 1 ) Ч а , гр> + < ,̂ Ф>. (1)" 

Здесь (а, р) е (^), (Ф, ^ ^Г^У ' " ' (^)-
Дифференциалы комплексов ^^р){X) и Ь(^){Х) сопряжены с точ­

ностью до знака: , 
<й^(а, (Ф, г | ; )>=(-1) ' '+Ч(а, ^(Ф, г|̂ )>. 

Предположим,^ что в комплексе ^^р^^{X) выбран некоторый подкомплекс 
Г, а через Г-'- обозначен его аппулятор в Ь^д){Х) относительно спари­
вания (1). . -

Теорема 2. Если 1<р<°°, то спари§ание между Г и Г-^, заданное 
формулой 

<(а, Р)1(ф, г1))>= и Л ф , 

индуцирует спаривание банаховых пространств Я*(Г) и Я"""*(Г-^), от­
носительно которого каждое из этих пространств сопряжено к другому. 

Эта .теорема вытекает,из теоремы 1. ЧВ [6] теорема 2 была установ­
лена в том случае, ,когда Г = И^(р)(Х). Напомним определение комп­
лекса И ^ ( Р ) ( Х ) . Обозначим через 0^{Х) пространство гладких форм сте­
пени к, имеющих компактный носитель в X , не пересекающийся с кра­
ем дХ. Определим вложение г. {Х)—^Ь\.р){Х), полагая 1(ф)== 
= (ф, йф), где —оператор внешнего дифференцирования. Пространство 
Ц^\р){Х)— анпулятор подпространства г {0^^~'^~^ {X)) а Ь^^^~^ {X) отно­
сительно спаривания ( ] ) . Пара (а, Р)е1 '^р)(Х) принадлежит VV\у){X) 
тогда и только тогда, когда 

] ' р Л ф = ( - 1 ) ' ' Ч а Л ^ Ф (2) 
X X 

для любой формы ф е / ) « - ^ - * ( Х ) . 

Соотношение (2) показывает, что форма ^'однозначно находится 
по форме а и является се внешним дифференциалом в смысле потоков 
де Рама. Пространство И̂ э̂) (^) можно считать подпространством про­
странства Ь р ( Х ) , ебли отождествлять пару (а, Р) е (X) с формой 
а е ^ у р ( X ) . В дальнейшем мы будем использовать обе точки зрения 
на пространство И̂ р̂) (X), причем из контекста будет ясно, какая имен­
но используется. 

Оператор й комплекса ^^р^,{X) переводит форму о̂с ^^(''р) (X) в фор­
му с̂ а е (X) , т. е. совпадает на \У(^){Х) П^Х) с оператором 
внешнего дифференцирования. Обозначим через У(р) (X) анпулятор 
подпространства ^(^"'^"^(Х) с: Ь(д7^~^ (-Х̂ ) относительно спаривания (1). 
Так как это спаривание коммутативно с точностью до знака, то 

(Х)с1.У\р){Х). Более того, каждая форма а из РУ|*р) (X), имеющая 
компактный носитель в Х\дХ, принадлежит У\р) (X). В [6] установле­
но, что 1>''(Х) плотно в У\р){Х), если р<оо. 

Пусть Г — подкомплекс комплекса VV^р){X) и У(р)(Х)<=Г. Рассмот­
рим оператор бг- 1^р{Х)-^ Ь^^^ {X), графиком которого является мно­
жество г'' сг IV(X) с: Ь(^р) (X). Оператор с̂ г — замкнутый неограни­
ченный оператор, определенный на плотном множестве в ^р(Х). Пусть 
(с?г)': •^д~''""^(^)-»-^д~''(Х), —сопряженный к оператор. Установим, 
что ( й г ) ' = (—1)''+^сг ,̂̂ , (ср. [7, с.'213]). Условие ^ е В о т ( й г ) ' эквива­
лентно следующему утверждению: существует такая форма у ^ (Х)^ 
что <й!а, р> =5 <а, -у) для любой формы, ос е В о т йг; при этом 'у=|(с^г)'^-
Условие Р е П о т эквивалентно утверждению: найдется такая фор-
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ма у^Ь'^ ^(Х),что (—1)''<а, + Р > = 0 для любой формы 
^ В о т с̂ г, при этом 7 = с̂ рх̂ - Ясно теперь, что условия ^^Ьош{Аг)' и 
р е В о т эквивалентны и (йг)'Р = (— 1)^^^(^^:^±^• 

Отметим, что подпространство 1 т замкнуто в И (̂р) {X) тогда и 
только тогда, когда оно замкнуто в Ь^'^^-{Х). Кроме того, 1 т замк­
нуто в Ь%'^^ {X) тогда и только тогда, когда^т (с^г)' замкнуто в Ь^д'^ {X) 
[7, теорема 5.13]. Следовательно, Я""̂ * (Г) = Я""^'(Г) тогда и только тогда, 
когда Г^) = Я"-''(Г^). 

Предложение 1. Для компактного риманова многообрд-зия X, подпро­
странство а{]^(р){Х)) замкнуто в Ьр'^^(:Х) и ЯЧИ^,^) (X)) =• 
==НЦ^V^р,{X))^Н''{X, Н) для любого к. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим предпучок на X, поставив в соот­
ветствие каждому открытому множеству 17 с: X векторное пространство 
^(р) (^)- Обозначим через пучок, ассоциированный с этим пред-
пучком. Пучки мягкие, а последовательность 6} образует ре­
зольвенту [8] постоянного пучка Н. Так. как {X) = '1У^^р){Х), то 
Н''{Ш^р^{Х))^ [Р{Х, К). Поскольку АЪпНЦХ, Я)<<х., то по лемме 1 

замкнуто в 1У(р)̂  (X). Предложение доказано. 
• Для того, чтобы установить совпадение Н''{У^р^{Х)) и Я''(Х, дХ; Н) 

в случае комнактного X, сделаем ряд предварительных замечаний. 
Лемма 4, . Пусть Х — п-мерное гладкое подмногообразие п-мерного* 

риманова многообразия У и аеИ^('р)(Х). Тогда существуют*' такое 
открытое в У множество 17 и форма ^^Ш(р){и), что Хс^П и ^ •= а 
на X. (Эта лемма доказана в [9].) 

Пусть X — компактное ге-мерное гладкое подмногообразие ге-мерно-
го риманова многообразия У, ХС\дУ—0, Для каждой формы а на X 
обозначил! через а форму на У, равную а на X и равную О на У\Х. 

Лемма 5. Форма а^Ьр{Х). принадлежит У1р){Х) тогда и только 
тогда, когда а е: ^^^р) {У). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если, а е У\р){Х), то для ироизвольной фор­
мы ф е (Г) имеем 

<(а, йа), (ф, афг = I [с/аДф + (_ 1)''аДйф] = у 

= С [^аДф + ( ^ 1 ) 'аДйф] = <(а, йа), (ф, ^Ф)>л'= 0. 
'х 

Следовательно, а е У\р) {У) а Ж(р) (Г). Обратно, пусть а е \У\р-^ {У), 
ц> {У). Используя лемму 4, найдем форму 1|зеИ' |̂57''~^(^)» про­
должающую форму ф. Можно считать, что носитель формы компактен 
и не пересекает край дУ многообразия У. В этом случае 
Имеем 

<(а, ^а) , (ф, йф)>х = <(а, с^а), (г|),-йг|з)>у-=0, 

откуда ае7(^р)(Х) . Лемма доказана. 
З а м е ч а н и е . Гладкая (вплоть до края) форма а на компактном 

многообразии X тогда й только тогда принадлежит пространству 
0̂5) С-̂ )' когда 1*а = О, где г. дХ<=Х. В самом деле, гладкие формы 

плотны в {X) [д, лемма 3]. Следовательно, (х^Ц'^р){У) тогда и 
только тогда, когда для ЛЮ69Й гладкой формы ^ па У выполнено 
равенство 

0 = [ й ( а Д Р ) = С^*,аДг*р. 
X дХ 

Справедлирость этого равенства эквивалентна условию 1*а = 0. 
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Пусть (̂ 1, . . Х п ) —локальная система координат, заданная в об­
ласти II^Х. В области 1X11 многообразия 1ХХ будем рассматривать 
координаты (г, х^ • •зоп)» г е / . Каждая форма а па / X X записывается 
в виде а =а,^ + йг/\а^, где формы «1 и «г не содержат в координатной 
записи д,г. Пусть 

«2 = 2 « V . . . ,гй_1 ^ ^ { х Л • • • 
Для любых б, г положим 

6 \.б - I 
г 

По определению, \ — форма на многообразии X. Рассматривая в этом 
ё 

интеграле г как одну из переменных, получим форму на / X X , которую 
будем обозначать через з^а. Для гладких на / X X форм а справедливы 
формулы гомотопии 

^1 а * 

й8(^а — 5бйа = а — л*гб 

(3) 

(4) 

является ог^ниченным линейным 

где и: Х-^1ХХ, 1б{х)^{б, х), я: / Х Х - ^ Х , я;( ,̂ х) = х. Будем рас­
сматривать / X X как произведение римановых многообразий, другими 
словами, снабдим / X X метрическим тензором бг^ + где § — метриче­
ский тензор многообразиях. 

• г 
Лемма 6. Для любых г, б ^ а 

оператором' из Ьр{1 X ^) ^ ^р'^Х^), « — ограниченным линейным 
оператором из Ьр{1 X X) в Ьр~^{I ХХ); при этом нормы указанных 
операторов не превосходят Л. • 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Используя неравенства Минковского и Гель-
дера, получаем 

11/р г г 

= а (1х\
6 х б 1 6 1 

1/р 

Оценка 115'ва11 < 11а11 получается аналогично. 
Лемма 7. Яг/сгь а } V ^ р ) ( / X -Х̂ ) м б е / . Предположим, что суще-

ствуёт такая последовательность {а,} гладких форм из И % ) ( / Х Х ) , что 
{а^} сходится к а в И (̂р) (/ X X) и {геа^} ' сходится к некоторой фор-
ме р в Цр{Х). Тогда форма ^ зависит только от а и Ь и не зависит от 
выбора последовательности {а). 

Д о к а з а т е ^ л ь с т в о . По формуле (4) , 

й̂ бос̂  + 8()йщ = щ — я*гба^. 

Так как а,-^а, л * г ^ а д 8 б 6 а } - ^ 8 б а ъ Ь1(1хХ), то' последова­
тельность Й5ва/имеет предел в Ьр{1 X X), а в силу 5ва^-^8ва, этот 
предел равен кв^а. Следовательно, Й8ба + 5 б ^ а = а —л*^, и ^ не зависит 
от выбора^госледовательности {аД. Лемма доказана. 

Для формы а е ^V^р) (/ X X) назовем б ^ / допустимым значением, 
если существует такая последовательность а̂ - гладких форм, что а̂  е 
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^^{р){1 X X) и и1а] сходится в \У*^)(Х). Обозначим предел после­
довательности {гб»;} в \У^р) (X) через г^а. Лемма 7 оправдывает это 
обозначение. 

Формулы гомотопии (3) и (4) выполнены для формы а е РГ(р) (X) 
и допустимых значений г и б . Установим это для формулы (3). (для 
(4) очевидно). Пусть а^-^а и у^-»•а в. И̂ ?р) ( / X X ) , ау, у, —гладкие 

формы, 1ба^->1ба и иу^-^г*^ в И^(р)(Х). Можно считать, переходя 
к подпоследовательностям, что гга̂ - и цу^ сходятся в И (̂р) (X) для 
почти всех ^ е / . Зафиксируем одно такое ^ Перейдя к пределу 
в формуле 

с1а) = I* (а^) — 16 (а^), 
(* > 

— 
б 

получаем равенство 

Аналогично 
\  /  

Сложив предыдущие равенства, получаем (3)'. 
Для каждой формы а е И ^ ( р ) ( / Х Х ) почти все 'значения б е / 

допустимы. ' 
Обозначим через М\р) замыкание в У^^\р) (/ X X) множества форм 

из И (̂р) (/ X X ) , каждая из которых равна О па некотором пояске 
[О, е] X X, е > 0. , 

Лемма 8. Я''(Л/(р)) = О 5дя любого/с. > 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть а е М ( р ) и й а = 0 . Так как значение 

6 = 0 допустимо для а и 1^а = ^, то по формуле гомотопии а =*=ч?5оа» 
Ясно, что .5оа ^ Л/̂ р)̂ , поэтому Я*(Л/(р)) = 0. Лемма доказана. 

Пусть X—компактное многообразие. Обозначим через РГ(̂ р)(Х, 5Х) 
подпространство пространства 1У^р)(Х), состоящее из форм, каждаЯ| из 
которых обращается в О в некоторой окрестности края дХ. Простран­
ство П (̂̂ р)(Х, (9Х) совпадает с пространством сечений пучка с но­
сителями в Х\дХ. Пучки образующие мягкую резольвенту пучка Я, 
построены в доказательстве предложения.! . Согласно теории пучков 
(см., например, [10]) 

Е\^/V\,,{X,дX))^Е\X,дX',В.). 

Предложение 2. Для компактного риманова многообразия X и ЛЮ' 
бого к п&дпространство (I {У^р-, {X)), замкнуто в />р"^ (̂Х) и Я''(7{р) (X) )=» 
^^НЦУ^р,^X))^Н^^{X, дХ; Н). , , 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что вложение И^(р)(X, дХ)<=^ У^,,(X) 
индуцирует изомор'физм групп гомологии. Некоторая окрестность II 
края дХ в X диффеоморфна произведению / X дХ. Римкнова метрика 
на II не является, вообще говоря, произведением метрик на дХ и / , но 
эквивалентна ему. Поэтому мы можем применять лемму 8 к окрестно­
сти II так, как будто она ' изометрична произведению / X X . Пусть сх е 
^У^р){Х), Йа'=0, г; С/с X — тождественное вложение. Тогда г * а е 
еЛГ^р)! где Л/р—замыкание в П (̂̂ р)(/Л множества форм, обращаю­
щихся в О в некоторой Окрестности ь̂ рая дХ. По лемме 8 существует 
такая форма §еМ(^;7^гЧто 1*а = ф . Используя лемму 4, продолжим 
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форму § в некоторую форму IV^р)^ (Х). Тогда а—6у^\У(р){Х, дХ). 
Тем самым вложение И^(р)(Х, 5 Х ) <= У(р) (X,) индуцирует эпиморфизм 
групп гомологии. Приклеим поясок / X дХ к краю дХ многообразия X. 
Продолн-?им риманову метрику с X на все многообразие У = X У (/ X дХ). 
Вложение 1У(р)(Х, дХ)-^Щ^р^{У, дУ) индуцирует изоморфизм групп го­
мологии. А так как РУ(р)(Х, 5 Х ) с : у^ ,̂ ( X ) с ТУ^^Д У, дУ), то влон^ение 
УУ(Р)(Х, 5 Х ) Ь У ( р , ( X ) индуцирует мономорфизм гомологии. Так как 
Я * ( У , р ) < Х ) ) = //"(Т'У.р^(X, дХ))^Н''{Х, дХ; Я) - конечномерное про­
странство, то по лемме 1 (1{У^р){Х)) замкнуто в У^р)^ (X), а следова­
тельно, и в Ьр'^^ ( Х ) . Предложение доказано. 

Предлояхения 1 и 2 показывают, что обычная двойственность Пуан­
каре пространств когомологий Н''{Х; Я) и Я " " Ч ^ 7 дХ; Я) являетск част­
ным случаем теоремы 1. 

- / 
§ 3. УСТРАНИМЫЕ ОСОБЕННОСТИ 

' Пусть X — замкнутое подмножество меры О в римановом многооб­
разии. X и 7̂ = Х\К. Вложение г. V ^ К индуцирует изометрические 
вложения 1^: У?р) ( ^ ) - > У?,,) (X) и г*: ТУ?̂ ) ( X ) Р У ? р ) (^7) банаховых 
пространств. 

Лемма 9, Для того, чтобы отображение г*: ^У\р){X)-^\V\р){^) было 
изоморфизмом, необходимо и достаточно, чтобы изоморфизмом было ото­
бражение У^^Т'^" ' {V) Гд~^'^ (X). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Вложение 1: С/ с= X индуцирует изоморфизм 
А Р ) (•̂ ) = А Р ) (^)' Два замкнутых подпространства 1У^р)(Х) и 
У^%) {V) „пространства : Ь\р) (X) совпадают тогда и только тогда, когда 
совпадают их аннуляторы в сопряженном пространстве, т. е. простран­
ства У Г ^ 7 ^ ~ ^ {X) и У "д7 ' *~^ {и). Лемма доказана. , 

Теорема 3. Пусть К — гладкое подмногообразие размерности г ри­
манова п-мериого многообразия X , т=^п — г ^ \  Т о г д а  о т о б р а ж е н и е  

^ ^ р ) { ' ^ \ 1 ^ ) ~ ^ ^ \ р ) { Х )  я в л я е т с я  и з о м о р ф и з м о м  в  к а ж д о м  и з  с л е д у ­
ю щ и х  с л у ч а е в :  

а) к>г; 
б) к<г,т>1,р<т; 

а отображение 1*: ТУ(р) ( Х . \ Я ) — > ТУ(р) (X) является изоморфизмом в каж­
дом из следующих случаев: • 

а') к<-т—\; 
б') к>т-1, р>т/(т^1), т> {; 
в) к = п. ^ 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Вторая часть теоремы ввиду леммы 9 сле­

дует из ее первой части. Поэтому теорема будет полностью доказана, 
если мы уСтанбвим, что при выполнении каждого из условий а') и б') 
произвольная гладкая форма с компактным носителем в Х\дХ может 
быть сколь угодно точно аппроксимирована в У '̂р) (X) формами с ком­
пактным носителем в Х \ [) К). Эта задача с помощью подходящего 
выбора локальных координат и раэбиспия единицы сводится к своему 
частному случаю, когда X = X = {0} X " ' 

. Пусть {Х1, Хт) — координаты в кубе (ух, ...... у,) — коорди­
наты в кубе /'•, а — гладкая финитная форма на X . Предположим сна­
чала, что к> г. В этом случае каждое слагаемое координатного подстав­
ления формы а содержит по крайней мере одно йхи Рассматривая каж­
дое слагаемое в отдельности, сводим задачу к случаю, когда а имеет 
следующий вид: 

а = а{х, у)йхх1\.. .йх,/\(1ух/\... МУк-в, 5 > 0 . 

Рассмотрим какую-нибудь- гладкую функцию ф(0» заданную на веще­
ственной прямой и удовлетворяющую условиям 0 ^ ф ( ^ ) ^ 1 , ф(^) = 0 
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в окрестности точки О н^и I. Положим схе ^фС^с/е)». Тогда 

а — а. 
|1/Р \а{х,у) \Р{1—^>{х,/г))рах6у\ 

По теореме Лебега правая часть этого равенства стремится к О при 
е 0. Далее, 

бае = й (ф (х^/е)) Д а + ф {х^/е) Д с?а. 

Так как в координатном представлении формы а содержится бх^ то 
«^(ф (ж^/е))Да == 0. Вновь используя теорему Лебега, заключаем, что 
1Уа — (^ае11О при Е 0 . Тем самым а^-^а в У р̂) С/'" X / ' " ) , а носи­
тель формы ссе не пересе1^ается с (0) X 

Рассмотрим теперь случай А: =̂  г. Для каждого Е > 0 положим 

1 _ ( _ 1н е ) - Ч п (е//,) при е'"'< ^ < Е, 
Фе(0 = 0 при ^ < е\ 

1 при 1;>е. 

Пусть « 8 = ф Е ( 1 л ; ! ) а . Так как фе(0-^1 при в-> О и ^ > 0 и \<р^{:^)\<^, 
то 

* \1^Х1* 

при е ->- 0. Далее, 

I с?а - с^а, < - фе (I ж 1) ^«11^^+1^^^^^^^+ 

+ |1й(фИ1^1))Ла11^^+1(^ж^^г)-

Так же как и в предыдущем случае, заключаем, что первое слагаемое 
в правой части этого неравенства стремится к О при е 0 . Оценим вто­
рое слагаемое: 

1 М ( ф Л и 1 ) ) Л « 1 1 = | I \а{ц>е{\х\))Асс\^>ах(1у 

|1/р 

1/Р 

< С ( - 1 П 8)-1 
\х\Р 

О 

при е о и р ^ ттг, 1<т. Тем самым ае а в У^р) (/"^ X / ' ' ) , а форма 
Лв равна О в окрестности множества (0) X Г. Теорема доказана. 

П р и м е р 1. Пусть X — шар в К" с центром в точке О, множество 
К задано условиями Х1 = ...—Хт = 0. Для рассмотрим форму 

т 

«• = " 2 ( ^^^ш I Л Д . . - Д аХи+1. 

Тогда а е Р У ( р ) ( Х \ ^ ) при любом 7? < 7 д / ( т — 1), но а^РУ(р)(Х) , по­
скольку ее дифференциал является потоком с носителем, сосредоточен­
ным на К, и пе является формой на X. Этот пример показывает, что 
теорема 3 но может быть усилена. 

Следствие. Пусть Д — гладкое подмногообразие риманова многооб- • 
разия X, &1тХ = п, ИтК=г, г<п, ТУ(р) (X) =̂  7^р) (X). Тогда 
^ ( р ) ( - ^ \ ' ^ ) — ^ ( р ) ( - ^ \ ^ ) в каждом из следующих случаев: 

а) п — г—1> к>г; 
б) к>тах{г+1,п — г-1), р>{п — г)/{п — г—1); 
в) к<т.1п{п—г—1, г-\-1), р^п — г; 
т) п - г - 1 ^ к ^ г , (п — г)/{п-г-1у^р^п — г. 
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§ 4. Х^-КОГОМОЛОГИИ КОНУСА 

Введем обозначения: Н%) ( Х ) = Я * (]У(р) (X)), Н\р)ХХ)=Н^ (РУ(Р) {X)), 
Проекция л: 1ХХ-*Х индуцирует сохраняющее норму отобран^ение 
л*: И^(Р) ( X ) ( / X X) и непрерывный гомоморфизм л*: Я^р)(Х)-^ 
- ^ Я ? р ) ( / Х Х ) . , 

Лемма 10. л*: {X) ^ Н^р^ {I X X) - сохраняющий полунорму 
изоморфизм. ' 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть а е ТУ^р) {I X X) и йа = 0. Для каж­
дого допустимого значения б по формуле гомотопии имеем: 

а = л * 1 б а + <^5ба, ц(^^Ш(р){Х). • 

Следовательно, л* — эпиморфизм. Если же , а е ]У(р) {X) и л*а = й^, где 
Р ^ ( / X X), то для допустимых значений б но формуле гомотопии 
имеем: 

+ 5бЛ*а = р — л * г б Р . 

Так как 8бЛ*а == О, то с^Р = л*Шб^, а = й^бР» Поэтому л* — мономорфизм. 

Пусть а е Ш^р) {I ХХ), = О и е > 0. Используя /оператор регу­
ляризации форм [ И ] , найдем такую гладкую форму ^ё}У(р)(1 X X), 
что |1а — Р к • < е , 

ТУ(р) ( / X X), Если для каждого ^ 

= О и циклы а и р гомологичны в 1^мплексе 

то 

X 

I ^ : р 

о л 
1/Р 

1/Р 

(1 + ^ ) 1 1 Р 1 Ь ^У(р)(7х;с) 
Следовательно, найдется такое что 

1*Р а 

Эта оценка показывает, что норма изоморфизма (л*)~' не превосходит 
единицы, а так как и 11л*11 1̂  то оба изоморфизма л* И' (л*)"* сохра­
няют полунорму. Лемма доказана. 

•Лемма 10, так же как и последующие леммы 11—16, установлена 
в [1] при }> = 2. Мы не приводим доказательств лемм 12—16, поскольку 
они аналогичны доказательствам в случае р = 2. 

Лемма 11. Если _ РУ?р) {X) = У?р) (X), Ш^'^": (X) = У^р^^ {X), а е 
^ ^{р) X X), р е ТУ^дУ^ (/ X X), то для почти всех г^1 имеем для 
почти всех 8^1 . 

Через СХ обозначим многообразие / ,Х X", снабженное римановой 
метрикой Аг^ + г̂ ,̂ где § — риманова метрика многообразия X . Отметим, 
что СХ — конус над X. 

Лемма 12. При к<{п+Л)/р проекция я: / Х Х - > - Х индуцирует 
ограниченный линейный оператор л*: Ьр{Х)-^ Ьр{СХ), 

Лемма 13. Для каждой формы Ьр (СХ) 

1 « 
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Лемма 1^ Оператор «б" Ьр{€Х)-^Ьр ^ {СХ) ограничен в каждом 
из следующих случаев: а) 6=5^0, к<{п + 1)/р + 1, б) 6 = 0, к>{п-}- 1)/р. 

Лемма 15. Для каждого б > О ? 
8па—8г\ ->0 

при к>(п+1)/р и 
Лемма 16. Если а^Ш{р)(СХ), то в каждом множестве меры 1 на 

отрезке I можно выбрать такую сходящуюся к О последователЩостъ 
{^,}, что 

Теорема 4. Для произвольного риманова многообразия X отображе­
ние я*: Н(р){Х)-^Н(р){СХ). является топологическим изоморфизмом 
при.к<(п+1)/р и Н\р){СХ)=0 при к>{п + 1)/р. Если к = {п+ 1)/р 
и Н1) {Х)=^ н и {Х)гГпо Н\р){СХ)^0, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть / с < ( п + 1)//?, а^Ш\р){СХ), йа = 0. 
По формуле гомотопии для допустимых значений, б имеем йз^^а = 
= а —л*гба. По лемме 12 я*/ба е 1У(р) (СХ), а по лемме 14 з^а^ 

Ь\р)^ {СХ). Следовательно, я* — эпиморфизм. 
1 ' 

" ХХ-^СХ й проекцию пс. [1/2, 1 ]Х Рассмотрим вложение г: 

Х Х - * - Х . Так как % = 1*д* и Я 1 по лемме 10 сохраняет полунорму, 
то я* — мономорфизм и отображение (я*)-1 = 1* (я1)~^ непрерывно. 

Рассмотрим теперь случай , Л > ( « + 1 ) / / ? . Пусть а е РУ̂ 'р) (СХ), 
йа = 0. По лемме 14 «„а е Ьр~^ (СХ), а по лемме 15 

5(,а — 5р,а . 1 , - 1 - ... -^0 . 

при 8->-0 ДЛЯ любого б > 0 . Можно считать (лемма 16), что 
г* а ^&,.̂ ,->0 при е ^ 0. По формуле гомотопии 

Ьр{Х) ч 

С?5е<̂  = а — Я * 1 е « . (5) 

Перейдя к пределу при е О в Ьр{[Ь, 1] X X), получаем из (5) равен­
ство йз^а = а на каждом цилиндре [б, 1] X X, б > 0. Поскольку б > О 
произвольно, то это равенство выполняется на всем конусе СХ, так что 
Я?р)(СХ)=0. 

Рассмотрим, наконец, случай к~{пЛ-\)/р. Пусть ТУ^р)(СХ),' 
йа-= 0. Выберем последовательность {аД гладких форм, сходящуюся 
в ^У\ру (СХ) к о;, и такую, что 6аз = 0 для каждого /. Это можно сде­
лать, используя оператор регуляризации форм [11]. Перейдя, если потре­
буется, .к подпоследовательности, будем считать, что для почти всех 
{е! последовательность {н(Х}} сходится в ТУ^р)(Х) к ца. /По 
лемме 13 ' 

Используя лемму 16 и формулу гомотопии • 

заключаем, что для почти всех г е / форма 'г*а принадлежит замыка­
нию в Ц^^р){Х) множества бг(РУ?^ЧХ)). По предположению теоремы 
это множество замкнуто в Ш^р)'{Х). Следовательно, Са = для некото-

, 1 1 1 



рой формы \ ТУ(Р7^ (X). По лемме 12 л*у ^\У^р)^ (СХ), \з (5) по­
лучаем а = ^ 5 б а + ёл*'^. По лемме 14 ;?бО̂  ^ ^р*"^ (̂ -Х)? но тогда а = 
= (1{8(,а + л*"^), причем + л*у е П (̂р)̂  (^-^)- Теорема доказана. 

Теорема 5. Пусть X — такое риманово многообразие, что {X) = 
==РУ('р)(Х) 5ля каждого к. Тогда для любого к^{{п+1)/р — 1, 
{п + 1)/р) и любых форм а е 1У(̂ р) (СХ), р е ТУ^дУ''(СХ) при почти всех 
1^1 выполняется равенство - . 

1 н { ^ т = I й ( « л р ) , (6) 

гйе С , Х - { ( г , аг)еСХ: Если /с е ( (« + 1)/р - 1, ( п + 1 ) / р ) , го ра-
венство (6) выполняется при следующих дополнительных условиях: 
н1) (X) = о, < у (X) = я?,у (X). . • 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По лемме 11 для почти всех .̂ имеем для 
почти; всех г равенство 

' й ( а Л Р ) = |^Г(аЛР ) -1^г(аЛР)-
[1,т\хХ X 

(7) 
X 

Зафиксируем такое I и, используя лемму 16 (точнее ее очевидную м о ­
дификацию на случай нескольких форм), выберем из множества тех г, 
для которых выполнено (7), сходящуюся к нулю последовательность {т,), 
для Которой 

14,. , = 

4 (̂̂ > 

= о(гГ^>^''-''-М1пг,1-^^)« 

^(^^-,^1-(п+1)/;^^д^.|-1/ру^ (8) 

Введем обозначения: щ = Гг̂ -сх, = г̂̂ Р- Предположим сначала!, что 
к^{п+ 1)/р — \. По формуле гомотопии (3) 

й 

По л е м м е 13 

1 

I а 
4 

< 

Используя (9), П о л у ч а е м 

Р 

п + 1 _ 
Р 

1по|^ '̂' при / г . > ^ - 1 . 

1. 

(9) 

Оценим каждое слагаемое в правой части этого равенства. Ввиду (8) и 
леммы 13 

^ Ь^(Х) ' '(X) 
(п+1)/р-Л-1 

• 1 1 2 



л 
"•г 

= ь < а 
г) 

/'"1 

X \т. ) Ьр(Х) 
',11 п - А , ^ = 0(1). 

Если в предыдущих вычислениях поменять местами а,- и то по­
лучим такие же оценки для интеграла ^а^Др^, но при л —А;^(/г + 
^-1)/д—*1, т. е. при Л ^ ( п + 1)/р. Оценим теперь эт^т интеграл в случае 
\п + 1 )1р - К /с < (ге 4- 1)У )̂. Так как Я ^ ^ (X) = Н\^^ (Х), то множе­
ство значений оператора й: Ж(̂ р) (X) -> РУ*р̂ ^ (X) замкнуто. С помощью 
теоремы Банаха об открытом отображении легко найти такую константу 
К, что для формы у е 1 т й будет 
еРУ(%(Х), что- с^т'^Л и 

= — «у. Учитывая (8), получаем 

существовать такая форма у' 
К\\у\\ , Положим сx.^ = ((^а,) 

к = о(й ,Ь+1-(п+1)/р 

"Гак как Н(р) (X) = О, то найдутся такие формы ф̂ -« 
Область значений оператора 

VV^^^^{X), что = 

= «у. 
Поэтому можно предполагать, что || ф̂  

торой константы Х,. Получаем 

^ ( р ) ( ^ ) замкнута, 
для неко-

х- X X 

а,- ф̂  Ь р 
ЙР^|[ = 0 ( 1 ) . 

(.X) 

о при / оо. Пере-

4 ( x ) I I Р 4 ^ ^ ^ ) + 

Итак, установлено, что во всех случаях [ сс Д Р̂  
х 

ходя к пределу в (7) при ] - ^ ° ° , получим равенство (6), Теорема 
доказана. , 

, Следствие. Если условия теоремы 5 выполнены, то пространство 
'У(р)(СХ) совпадает с замыканием в ТУ(̂ р)(СХ) множества тех форм из 
]У{СX), каждая из которых обращается в О на некотором воротничке 
[б, 1] X X края X X {,1} конуса СХ. 

З а м е ч а н и е. Условие Я^р) (X) = О в теореме 5 существенно. Соот­
ветствующий пример для р = 2 имеется в работе Чигера [1]. Пусть X — 
замкнутое многообразие. В этом случае все условия теоремы 5, кроме 
условия Я^р) (X) = О, выполнены автоматически. Обозначим через 
Г(р)(СХ) подкомплекс комплекса ТУ(р) (СХ), образованный замыканием 
в РУ(р)(СХ) множества форм, каждая из которых обращается в О на 
некотором воротничке [б, 1 ] Х Х края ( П Х Х конуса СХ. Из теоремы 5 
следует, что комплексы Г(р) (СХ) и У(р) (СХ) совпадают во всех размер­
ностях, кроме, может быть, размерности к, (п+ 1)/р — 1<к<{п+ {)/р. 
Сравним группы гомологии этих комплексов. Точной последовательности 
комплексов 

О - Г(р, (СХ\, 1] X X ) ) - ТУер) (СХ) - И (̂р) ([1/2, 1] X X) О 

соответствует точная последовательность когомологий 

. . , -> Я?р) (СХ) ^Я?р) (X) Я^+^ (Г(р) (СХ)) -> ЯЙ^ (СХ) . . . . 

Отсюда в силу теоремк 4 Я''+*(Г(р)(СХ)) = О для {п+1)/р—1<к< 
< ( п + 1)/р. 
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Используя двоцственно<?ть из теоремы 2, получаем 

Я"-^' {СХ)) ^ Н о т (Я?р) {СХ), Е) ^ Я'' (X). 

Итак, комплексы Г(р)(СХ) и У(р)(СХ) заведомо отличаются в размер­
ности/с, если ( / г + 1 ) / / ? - 1 < А : < ( п + 1 ) / / » иЯ' ' (^)=^0. 

' § 5. ПРИМЕРЫ КОМПЛЕКСОВ Г 

В этом параграфе мы хотим проиллюстрировать связь когомологий 
Я^р')Г с некоторыми граничными задачами для оператора й на приме­
рах, которые, по суп^еству, хорошо известны. Ограничимся случаем р = 2. 
Пространство 1^2 {•^) является гильбертовым. Скалярное произведение 
связано со спариванием форм операцией *: //3 (•^)~*"^а~* {X), 
а именно: 

(а, Р ) = <а, * Р> == \а^*^. 
х 

Отметим, что « 2 = ( — н а ^ 2 (•^)- Оператор б, формально сопря­
женный к Л, может быть определен следуюгцим образом: б =(— 
* * на формах степени к. 

Пусть Г — такой подкомплекс комплекса 1У(2)(Х), что V^2){X)^=^Т. 
Обозначим через Р подпространство «(Г*"*)-^ пространства Ь2{Х). 
Пространства Г" вместе с оператором б образуют комплекс. Оператор 
б; Ь^~^ {Х)-^ Ь2{Х)^ заданный на множестве Т^'^^ с: Ь2'^^ {X), сопря­
жен замкнутому "оператору 1/̂  ( X ) Л з " ' ' ^ (X), заданному на Г \ 

Обозначим через Жг .множество форм а из Г" Л Г \­
щих условиям йа = ба==0. Используя сопряженность операторов (й. Г*) 
и (б, Г*" '̂), легко доказать следующий факт: пространство Ь2{Х) раз­
лагается в ортогональную сумму подпространств: 

Ь^Х) = [сгГ''"^] ф [бТ''+^] ф3^1 (10) 

Подпространство йР"* замкнуто в ^^{Х) тогда и только тогда, когда 
оно замкнуто в ]Уц{Х). Следовательно, с?Г*~* = [(?Г*~'], если Й1тЯ*(Г)< 
< сю. Ввиду сопряженности операторов (ё, Т^) и (б, Г'''̂ *) подпростран­
ство бГ*"*"* замкнуто в Ь2{Х), если (1ш1»Я''"'"*(Г)< оо. 

Форма а е (X) является циклом комплекса Г тогда и только 
тогда, иогда а е IёТ^~^] ф Ж^. Поэтому Я^ (Г) ^ Ж^. Аналогично, 
Н^(т)^Жт- Изоморфизм Е'ЧТ)^ Е'ЧТ) эквивалентен в рассматривае­
мом случае р = 2 двойственности, указанной в, теореме 2. 

Используя разложение (10), легко проверить равенства 

сгг* -= /г (Гпб[р+*] ) , ' 6 ^ = 6 ( ^ 0 [йг*-*^^ ( И ) 

из которых следует 
Предложение 3. Если уравнение ёх = а имеет решение, принадле­

жащее Г*, а уравнение Ьу = ^ имеет решение у, принадлежащее Г*, то 
система уравнений ' 

йх^^а, б ж ^ р ^ (12)' 
имеет решение а; е Г* П Г*. 

Допустим, что каким-то образом выбраны формы {г,), удов­
летворяющие условиям: ёгуг=0, гуеГ-^, линейные комбинации элементов 
гомологии {2у] плотны в Д""*~'(Г-^). Тогда д|11я разрешимости в Р урав­
нения ёх = а необходимы следующие условия: а ^ Г""*"*, ёа = 0, а Д 2̂  = 

, х" 

« О для всех / е / . Эти условия достаточны, ерли Я'"^'(Г) = Я*+*(Г) (на­
пример, если (11тЯ*'''*(Г)< о о ) . Аналогично, для разрешимости в Г* 
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уравнения б г / = р необходимы условия: р е Г*-*, бр = О, | РЛ"л == « 

где {м }̂ — множество (?г — Л + 1)^-мерных циклов комплекса Г, линейные 
комбинации которых плотны в Я''~*+*(Г). Эти условия достаточны, если 
Л*(Г) = Я''(Г). 

, П р и м е р 2, Рассмотрим задачу й ж ^ а , ба: = р в классе У(2){^) 
(т. е, в классе форм, ограничение которых на край многообразия рав­
но 0). Пусть X — компактное многообразие. Рассмотрим комплекс 
Г = У(2)^- В этом случае Г-̂  = ^^(2)^, а условия разрешимости системы 
(12) в У(2)(Х) принимают вид: ' 

а е (Г), ёа = О, | аДг,- = О 
X 

соотв. бр = 0, | р Д м ^ = 0̂  

где циклы 2ч (соотв. щ), образуют базу векторного прострацства 
Я"-*-'(Х; (соотв. Я»-*-Ч^, Л ) ) . 

Исследуем теперь вопрос о разрешимости системы (12) в классе 
форм, принимающих на дХ заранее заданное значение ;[4], т. е. для за- ^ 
данной формы (л^\У%){Х) разыскивается решение х системы (12), 
удовлетворяющее условию ж—"ме У{2)(Х). 

Разложение (10) для Е=У(2)(-Х') имеет вид 

Ь\ == ЙУ^^ (X) ф б * И^ГгТ""" {X) ф ^(^) . ' 

Отметим, что Жу ^ (^(2) (Х)) ^ Я* (X, дХ; Д). Обозначим через ш' 
проекцию формы ю на слагаемое 6 * 1У(\7''~^ (^)- Тогда (и' — &^V^2){X), ^ 

Обозначив через у. форму х—(о', сводим задачу к уже рас- , 
смотренной: . 

сгг/= а - йо)',, бу = Р - сйо', г / е У?2) ( ^ ) . 

Условия разрешимости состоят в следующем: 

а - е У('*2Г (^), = О, 6Р == О, 

1" а/\г^ = | й ) Д 2 ^ (соотв. {*р)/\щ = О 
х ах V X 

где 21, ., 2, (соотв. щ, м^)—базис векторного пространства 
(X, Я) (соотв. Я*"'*(Х, ^Х, Л ) ) . Решение рассматриваемой задачи 

единственно с точностью до слагаемого из Жу*^ 
П р и м е р 3. Пусть Г = 1У(2) (X) , а риманово многообразие X ком­

пактно. Разложение (10) в этом случае име^т вид 

(X) = ^^&^(^) е 6 * ру"-''-^ (X) ф ж%г, 

Ж^ я * (Ж(2) (^)) ^ (X; Я). ^̂ ^̂  

Представляет интерес описави<е граничных условий а ^ И {̂2) (X) П 
Л « У(2) (Х). Обозначим через X дуоль многообразия X, т. е. многообра­
зие, полученное склеиванием двух экземпляров X и X ' многообразия X 
по тождественному отображению их границ. Пусть / : Х - ^ X — отобра­
жение, совпадающее на каждой полов!ане X и X ' многообразия X с тож­
дественным отображением. Будем называть четным продолжением а"*" 
формы а е 2̂ 2 {X) форму а ее нечетным продолжением ог форму, 
совпадающую с /*а на X и с ^ / * а на X ' . 

Метрика многообразия X не является гладкой. Однако пространства 
Ь\(^С),Ш^2){Х) и операторы », б на X все еще определены (см., 
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например, {5, 12]). Отображение /* переводит 1У^2){Х) в Щ^2){Х), Пусть 
Р = *а. Используя лемму 5, легко устацовить, что Р^У^^'^{Х) тогда 
и только тогда, когда Р~^Ш^^'^{Х). Так как *(Р~) = ( * Р ) ^ то 
^ ^ГгТ^С-^) тогда и только тогда, когда а"*" е * И̂ (*27̂  (!^). Тем са­
мым И^(2)(Х)П * Т^,2)(Х) тогда и только тогда, когда форма а+ при­
надлежит областям определения операторов й и б на Х.-

Операция четного продолжения, примененная к разложению (13), 
приводит к ортогональному разложению пространства четных форм на 
X из [5]. 1 

Так же как в примере 1, с помогцью предложения 3 можно выписать 
условия разрешимости системы (12) в классе форм '^V^2){X)Г[ * 7(2) (X) . 

П р и м е р 4. Рассмотрим комплекс Г, определенный следуюгцим 
образом: 

. = У?2) (Х) при А; < г, Г" = \У^2) (Х) гиря к ^1. 

В этом случае * У1^\) при к^г я Г'' = * ̂ 2)" {X) при 
/и ^ г. Поскольку гладкие финитные формы плотны в Т^(2)(Х), то 
\дУ\2^ (X)] - \Ш-%\Ъ * Г12^'~ЧХ)\ где В'-' и В'^' -
пространства гладких финитных форм степени (1—1) и (г + 1) на X. 
Разложение (10) принимает вид 

Ь1(Х) = [аВ'-^]ф18В'+^]®Ж'; (14) 

причем Ж состоит из всех форм И^(2) (• )̂ П * ^^ГаТЧ-^)» ДЛЯ кото­
рых = О и б а = 0. . 

Формула (14) —это известное разложение Кодаиры [3]. 
В заключение отметим, что вычисления, приведенные в § 4, позво­

ляют рассмотреть аналогично примерам 2—4 краевые задачи на рима­
новых многообразиях с коническими особенностями. 
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