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ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ 
И СЕКТОРИАЛЬНЫЕ ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ 

, В настоящей работе выделен новый класс матриц-функций, которые 
реализуются как характеристические матрицы-функции [1] некоторых 
операторов (близких к самосопряженным и являющихся сжатием). 
В терминах ХМФ установлен критерий того, когда заданрое сжатие 
является в-косекториальны_м сжатием [2]. Эта теорема, которая, как нам 
представляется, имеет и самостоятельный интерес, позволяет для "мини
мального положительного обыкновенного дифференциального оператора 
2п-го порядка в Ь2[а, +оо)^ имеющего индексы дефекта (га, п) (а так
же для минимальнот^о положительного оператора на конечном отрезке), 
дать полное решение остававшейся открытой задачи: как в терминах 
граничных условий дать описание и установить критерии существования 
максимальных несамосопряженных аккретивйых (ттг-аккретивных) рас
пшрении Т (граничных задач) {Ее{Тх, х)>0, х^и{Т)) этого мини
мального оператора и дать описание (в терминах граничных условий) 
т-аккретивных и 6-секториальных в смысле Т. Като [3] граничных 
задач, т. е. граничных задач, для которых задача Коши 

§+Тх = О, х(0) = X, (х,ЩТ)) ' (1) 

порождает сжимающую полугруппу (полугруппу, голоморфно продол
женную как полугруппу сжатий в некоторый сектор комплексной пло
скости). 

Для оператора Штурма —Лиувилля в 2̂ 2 [а ,+°о) 
В, = уГ+д{х)у,у'{а)=ку{а) {д{х)=д{х)) (2) 

удается получить простые формулы, позволяющие описывать в терми
нах параметра Н все аккретивные и 6-секториальные граничные задачи» 
а Также находить точное значение угла секториальности по заданному к, 

В работе найдено также значение вещественного параметра Н (оно 
равно —т^{0), где 7?гоо (А,) — функция Вейля [ 5 ] ) , при котором оператор 

видц (2) порождает мягкое по М. Г. Крейну расширение соответ
ствующего минимального оператора **^ Отметим еще, что другой подход 
(с I помощью граничных пространств) к описанию пг-аккретивных рас
ширений при условии, что минимальный оператор имеет положитель
ную нижнюю грань, предложен в работах А. Кочубея и В. Михайлеца 
[6—8]. Наша работа также тесно соприкасается с исследованиями [9,10] 
(см. [И, 12]). 

Автор выражает благодарность Ю. М. Березанскому и всем участ
никам руководимого им семинара за «ценные обсуждения настоящей 
работы. 

§ 1. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 
е-КОСЕКТОРИАЛЬНЫХ СЖАТИЙ 

О п р е д е л е н и е . Сжатие 8 в гильбертовом пространстве ^ назы
вается в-косекториа^ъным, если существует 9, О < 8 < п/2, такое, что 

с*ге1(21ш5/, , / ) ! < " / " ' - " ' 5 / 4 / ^ ^ . (ЗУ 
Отметим, что неравенство (3) эквивалентно следующему: 115 ± ^ с^^в • /П < 
< У 1 + с1^^6. Поэто1|у, если 5 — в-косекториальное сжатие, то 5* — 
также Э-косекториальное сжатие. 

В терминологии С. Г. Крейна — регулярно диссипативных [4] . 
** ' М. Г. Крейн обратил наше внимание, что этот факт может быть также уста

новлен ла основе ряда его работ. Другой подход к нахождению мягкого расшире
ния, отличный от нашего, предложен М. М, Маламудом [13] и А. В. Штраусом [14]. 
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Как известно [8] , если замкнутый линейный оператор Т (I) (Г) == 5̂) 
т-аккретивен, то открытая левая полуплоскость состоит из регулярных 
точек оператора Т, 

О п р е д е л е н и е . Аккретивный оператор Т называется в-сектори-
алъным Щ, если существует В^{0, л/2) такое, что^ 

с1.де|1т(Га:, л:)Г<Ке(Га:, х), х^П{Т). (4) 
Лемма 1. Пусть Т — замкнутый т-аккретивный оператор с плот

ной областью определения в гильбертовом пространстве ^. Оператор 
8 = (/ — Т)'{1-\-Т)~^ — в-косекториалъно^ сжатие тогда и только тогда, 
когда Т—В-секториальный оператор, 

: Д о к а з а т е л ь с т в о этой леммы проводится простым вычислением. 
Пусть А — сжимающий линейный эрмитов оператор, определенный 

на подпространстве ЩА) гильбертова пространства ^. 
О п р е д е л е н и е . Оператор 8 е ^ ] называется квазисамосопря

женным сжимающим расширением (дзс-расширением) оператора А, 
если А 8, А 8*, 11811^1. , 

Самосопряженные сжимающие расширения («с-расщирения) были 
введены и изучены М. Г. Дрейном [15] в связи с задачей описания са
мосопряженных распшрении симметрического оператора с сохранением 
его нижней грани. Как установлено в [15], существуют два «крайних» 
^с-расщирения и Ам такие, что множество всех 5С-расшжрений А 
образует операторный сегмент [Ац, Ам]. 

Пусть В — положительный (замкнутый) эркитов оператор с плот
ной областью определения. Рассмотрим оператор Л = (7 — 5) . (^ + ^В)~*, 
который является эрмитовым сжатием [15]. Пусть А^ и Л*г — два «край
них» 5с-расши]^ения эрмитова сжатия А\, как известно [15], опе
раторы В^ = {1 — А^){I + Ау,)'-^ и Вм ={1 — Ам) (7 + Ам)-^ являются 
положительными самосопряженными расширениями В цо К. Фридрих-
су и М. Г. Крейну («жесткое» и «мягкое» расширение) соответственно. 

В дальнейшем нам понадобится следующая теорема, которая уста-
> новлёна в [11]. 

Теорема 1. Равенство 

3 = ^{А^ + Л^^) + -^{Ам-А^)'^'X^{Ам'-А^)^' (5) 

устанавливает взаимно однозначное соответствие между дзс-расшире-
ниями 8 эрмитова сжатия А и сжатиями Хв в подпространстве 
= Ш(Ллг — ^ д ) . Длл того, чтобы оператор 8 вида (5) являлся в-косекто
риальным дзс-расширением эрмитова сжатия А, необходимо и достаточ
но'^ чтобы Хв являлся %-косекториалъным. 

Пусть 5 — некоторый линейный ограниченный оператор в ^, для 
которого (Иш 1ш 5'.̂  < оо, Обозначим через {баК— ортонормированный 
базис собственных векторов оператора 1 т 5 в подпространстве Хт!?.^, 
отвечающих ненулевым собственным значениям. Тогда, как легко видеть, 

г , г , / 
1т 5 = 2 ( •, ^а) И а̂̂ а = 5 ] ( ' , -̂а^ /арё-р, ' (6) 

а = 1 ' а ,р=1 ^ • . 
г 

где §а= 2'^ай^й» / = 11/„з11 = 7* = и матрица С =*= 11С„ь1! не вырожде-
на. Рассмотрим матрицу-функцию 

7 ( ^ ) - 1 1 ( ( Н е 5 - и ) - * ^ „ , Ы " . . : (7) 
Как известно [1], Т(Я,) связана с характеристической матрицей-функ
цией ^{к) оператора ^ следующими соотношениями: 

V{^к)^'^{уV{'к)+I)'•'{^^{%)-I)^; (8) 

Т7 (Я)-= (7 ̂  гУШ 7) (^ + (МЛ 
где 

Р17(я)=^7-2Л1( (5-и ) -»ё^„ , ^,)117. (9) 
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Теорема 2. Для того, чтобы линейный ограниченный оператор 8 
с к'онечномерной мнимой компонентой являлся сжатием, необходимо, 
а для простого 8. и достаточно, чтобы выполнялись следующие цсловия. 

1. V{к) голоморфна в Ех1;[—1, 1]. 
2. Матрицы = _ 0 ) ] " * , + 0 Ж 

[У-'{-\у~У-'{\)У''^ существуют, и 
К,у=^[у-'{-\Х)- 7 - -Ч1) ] -*^Ч2г /+[7- ' ( -1 )+ Г-*(1)1}Х 

Х [ 7 - ' { - 1 ) - У - ' ( 1 ) ] - ' ^ ^ (10) 
является сжатием. 

Сжатие 8 является В-косекториальным сжатием тогда и только тог
да, когда матрица (10) является В-косекториальным сжатием, при этом, 
если 8 — В-касекториальное сжатие, точное значение угла В определяется 
из уравнения " 

11^/±г<;1;§е/11* = 1 + с*§*«. (И ) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . (Для ,скалярного случая доказательство, от»-

личное от нашего, предложено В. А. Деркачем.) Пусть 5 —сжатие в 
Обозначим / ) ( Л ) ^ К е г ( 5 — 5 * ) , «№=̂ 9? (5' — 5 * ) , а 1 т ! й < о о . Введем опе
ратор Ах = 8х, х^Т){А). Оператор 5 является,, очевидно, дгзс-распш-
ренвем эрмитова сжатия А. Как известно [И], всякое д5с-расширенив 
эрмитова сжатия представляется в виде 

8-^\ + Л ) + 4 - ^̂ ^̂ '̂ ^ -
где X — сжатие в 5йо = Ш{Аи — А^^ ^. Так ка^ 1т 5 = 
^ . | - ( Л м - Д а ) ' ^ ' 1 щ Д < Л м Л ) * ' ' и Р1==-8г(5^-5*), то Щ(4|.^4Л=^», 
910 == % Кег 1до X == 0. Нетрудно видеть, что 

^{Ам-^)^% 9 Ц Я - Л ) = 91, А^Ш8. (12^ 
Так как Л — 5С-расщирение эрмитова сжатия А, то согласно результатам 
М. Г. Крейна [15] 

= Л - ( / + 'А\, Лм = Л + ( / - ( 1 3 ) 

где 

{1-А\^{1-АГ-Р^{1-АГ' (14) 
и Ро — оператор ортогонального проектирования на подпространство Р, 
состоящее из векторов х^^, для которых (7 — Ку'^х^Ш (определение 
(7 + Л)5{ аналогично определению (7 — А)^ см. в [15]). Учитывая (5)» 
(12), (13), (14), получаем 

Щ,{1-АУ''\^%Ш\{1Л-АУ'^'\^^. . (15) 
Поэтому 

91 П 5«[(7 - АУ'-^ = 91, 91П ?К[(7 + Л)'/^] = 91. (16) 
Ввиду результатов работы 115] фридрихсовское Л^ и крейновское Л м 
расширения оператора Л представляются в виде 

Л̂ , = I — (7 + Л)51, Лм = Л + (7 - Л)э .̂ 

Операторы (7 + Л)э1г {.^ — •^'^ в силу [15] и (16) определяются. по 
формулам 

•̂̂ =̂  . (17) 

где матрицы Г^^ = || ̂ у̂ -̂^ |, Г М = |Т5Й^1> являются обратными по от-
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ношению к матрицам 

соответственно, причем для /г = 1, 2, . . . , ^ 

1-Х 

(18) 

(19) 
- 1 - 1 

где Е (к) — разложение единицы, соответствующ;ее оператору Л. В силу 
(15) и результатов работы [15],интегралы, стоящие в правой части (19), ' 
сходятся. Поскольку Л —сжатие, то при в О (/, & = 1, 2, г) 

Са{Е{Х)е^,'е,^) С а (Е (Х) е-, е^) 

—1 

I 

1 + Я • • 

(20) 

^ 1 + 8 + я 
- 1 - 1 

Из соотношений (13) и (17) следует, что 

Ам -А^ - Б + (•, 

Лз равенств (5), (13), (17), (21) получаем 

5: = Л + г1ш5 = Л + 4 - 2 ( 7 1 Г - 7 Й 0 ( - , ^ ^ ) ^ . + 

(21) 

г 

+ Т 2 ( : ' г̂) ^й, 

где матрица В =̂  И II представляется в виде 
7) (Г,^г + ГЛ*'^Х(Гдс + Г,)*^*, 

причем X = II II — матрица оператора X в базисе {е^^г» У^тывая (6) 
и (21), получаем 

' г г 

1 ^ # 
+ ^ ^ < ;̂й(-, б )̂ей. 

Из последнего соотношения следует, что 

( г ^ Г Л + ( Г м + г л ^ ' Х ( Г ^ + г л 

причем матрица С = ИсдИ определяется соотношедием (6) . 
В силу (18), (19) 

} 1 4 - 8 - я ^ ' 7 ( 1 + 8) = - с 
- 1 

1 

7 ( - 1 - Б ) = С 
- 1 

(23) 

Отсюда следует, что существуют 1 1 т У ( 1 + 8 ) и 1Ы1^{—\-^9) {г>%), 
8-»о е-*о 
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и в силу соотношений (18), (19), (20) и (23) 
И т 7 ( 1 + е ) = - С Ф м С * , И т У ( - 1 - 8 ) = СФцС*, (24) 
е-»о е-»о 

где С — матрица из (6) . В дальнейшем мы будем пользоваться обозна
чениями 7(1) == 7 ( 1 + 0 ) , 7 ( - 1 ) = 7 ( - 1 - 0) . В силу (24) 

7 (1) = ^СФмС* У ( - 1 ) = СФ^С*. (25) 
Из (18) и (25) вытекает, что матрицы 7 ( ± 1 ) обратимы, и поэтому с 
учетом (18) получаем 

Г^ = - С * 7 - Ч 1 ) С , Г, = С*7 -* ( -1 )С . (26) 
Подставим соотношение (26) в (22): 

С*{2г/ + [ 7 - Ч 1 ) + У - Ч - 1 ) ] } С ' = 
= {€*{У-^{-\)-У-'{\)'\СУ'^Х{С*[У-'{-\)^ У-'{\)]СУ'\) 

Так как {Лм —4^)91 = 91 (это выхекает из (5) и определения операто
ра -4), то из (21), (25) и (26) следует, что матрица [У~^— У'ЧЛ.)] 
не вырождена. Из соотношения (27) имеем 

. . 2^/-ь [7 -^(1) + У " ' ( - 1 ) ] == 
= [С^ [ 7 - 1 ( _ 1) 7 - 1 (1)] X [С* [ 7 - ' ( - 1) - 7"^ (1)] Ср^^ 

(28) 
Учитывая указанные обозначения, получаем РР* = У~*(—1)-^ 7~*(1). 
Отсюда 

'Р*==и{рр*у^' = и[у-^{-\)-у-'{\)Г\) 

р = [ 7 - 1 ( _ 1 ) _ 7-1(1)]'/2г7*^ 

где V — унитарная матрица. Поэтому 

x[V-^{^\-V-^{^)]-^'^^'\ (зо) 

т. е. Х== Г7Л!/Г7-*, откуда и вытекает необходимость. 
Пусть теперь выполнены условия (10). Так как У {"к) голоморфна 

в Ех1{—1', 1} и имеет вид (7) , то она может быть представлена в 
виде [1] 

1 

7 ( Х ) = ^ | ^ , ^ е Е х 1 [ - 1 , 1 ] , 

где о (?)—неубывающая на [—1, 1 ] ' матрица-функция (^0(0 — неотри* 
цательная). Рассмотрим гильбертово пространство -^г,?!—1Д] вектор-
функций ^{^)=Л^^{^), ,./г(О" со скаляррным произведением 

1 

( / , ? ) = 1/(^)^ст(г)^*(О, ' 

- 1 X, ' • 
И в этом пространстве оператор. 

1 ' 

ф!){^)^^!{^) + ^ ^ тааЦ)/. (31) 
- 1 

Обозначим через фь вектор, к-я 11оордината которого равна единице, 

а все остальные — нулю. Тогда Гш Л/ == 2 (/, фа) /арФз ^ | / (*) ^ (*) 
\=1 _ 1 
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Поэтому, как легко видеть, 

' (32) 

-1 
Из последнего соотношения и (8) следует, что характеристические 
матрицы-функции операторов В я 8 совпадают в окрестности беско
нечно удаленной точки. Так как по условию теоремы оператор «З" про
стой [1], то он унитарно эквивалентен оператору В вида (31). Поэтому 
оператор А==Яе8 унитарно эквивалентен оператору {В.еВ^) {^) = ^^{^), 
действующему в пространстве Ь^,г [ 1г ! ] • Из соотношений (32) сле
дует, что спектр самосопряженного оператора ЯеВ лежит на отрезке 
[—1, 11, и поэтому оператор К е 5 является сжатием, а стало быть, сжа
тием является оператор Ж, т. е. 11Л11^1. Поскольку существуют 
7 ( 1 + 0 ) = 7 (1 ) , 7 ( - 1 - 0 ) - 7 ( - 1 ) , , то из (20) и (23) с примене
нием теоремы о монотонной сходимости вытекает, что 

• _ - - ' № Щ ф . ф ) < е о , ф^аа. (33) 
• ' - 1 

По теореме М. Г. Крейна [15] АФА^,-и. А'Ф^Аи. Из (33) (см. также 
[15])/следует, что подпространство 91 удовлетворяет соотношениям (15). 
Поэтому имеют место соотношения (13) и (17) (см. [15]). Поскольку 
по условию, теоремы матрица вида (10) является сжатием, то сжати
ем будет и матрица X вида (30), где унитарная матрица Т] берется из 
полярного представления матрицы Р, определяемой в (28). Кроме того, 
матрица (—1) — 7" ' (1 ) ] не вырождена (по условию), поэтому спр^вед-
ливо (21) и (Лм —Дц)91 = 9̂ . Рассмотрим теперь оператор-^(Лм + Л^)-Н 
•\-^{Ам.—А^''^Х{Ау1 —А^''^, где оператор X в базисе задается 
с помощью матрицы X вида (30). Оператор X является сжатием, и, ста
ло быть, по доказанному ранее правая часть равенства (5) также будет 
сжатием. Проведя выкладки в обратном порядке (см. доказательство 
необходимости), получим, что оператор 5 совпадает с правой частью (5) 
и, следовательно, является сжатием. 

Если матрица (10) является 6-косекториальным сжатием, то, учи
тывая, что оператор 8 является в-косекториальным сжатием тогда и 
только • тогда, когда в (5) оператор X — 0-косекториальное сжатие, полу
чаем (проведя аналогичные выкладки) достаточность. Поскольку условие 
(3) 0-косекториальности сжатия 5", как легко видеть, эквивалентно ус
ловию 11*5±1с1^9-/11 < .У1+ с1;§^0, то в силу (5) и (30) получим соотно
шение (11). Теорема доказана. 

Пример.» Пусть а (ж) — неубывающая функция на [О, ?]. Рассмот
рим оператор 

{8а1){х) = а{х)1{х)л-л\К1)бЛ, 1^Ь,{0,^), 1>0, (34) 

действующий в гильбертовом пространстве Ьг[0, I]. Легко видеть, что 
I 

Ш8а^ = ^{x)^{x) + \\^{^)а^-\\^{^)йи 
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Используя (35), простыми вычислениями получим 
/ 

7 „ ( Х ) = ^ ( ( К е 5 „ - Я / ) - ' ^ , > ) - г г (36) 
^ о 

Положим а (ж)^ о и рассмотрим оператор 

Из (36) следует, что 
7 ( 1 ) = Уо(1)=-16(^/2) , 7 ( - ' 1 ) = 7 „ ( - 1 ) = г8(г/2). (37) 

Поскольку в данном случае / = 1 и оператор |5̂о является простым [1] , 
то,' применяя теорему (2), найдем те значения 7, при которых число 
К.1=>К вида (10) по модулю не превосходит единицы. Имеем 

2̂  4 - 7 - 1 ( 1 ) 4 - ( - , 1 ) . > ( _ 1) -{- 7 (1) - I - 21У ( - 1) У (1) .ооу 
7 - 1 ( 1 ) ° " 7 ( 1 ) - У ( - 1 ) * ^^^^ 

' Учитывая (37), получаем //2 — /̂2 < 0. Из (16) и последнего не
равенства следует, что 

О < г < я/2. (39) 
Таким образом, согласно теореме 2 оператор интегрирования 8^ в Ц 
является в-косекториальным сжатием тогда и только тогда, когда О < 
< / < я / . 2 . Пусть оператор — 0-косекториальное сжатие. Найдем точ
ное значение угла косекториальности 0. Согласно теореме 2 Я вида (10) 
должно б^Iть О-йосекториальным сжатием. Точное значение угла 0 для 
чисда ку очевидно, вычисляется по формуле сХ^0 = (1 — IА;1*)/|21тА1. 
Учитывая (38), получаем 

Следовательно, точное значение угла в-косекториальности равно 0 = I, 
З а м е ч а н и е 1. Мы попутно получили, что если 5 — 0-косектори

альное сжатие с одномерной мнимой компонентой, то точное значение 
угла 0 вычисляется по формуле • 

е огсс^^ 1 - Ь У ( 1 ) У ( - 1 ) , ^ и-^агсссд , ^ 

где 7 (Я)—дробно-линейное преобразование (8) характеристической 
функции И'(Я) оператора 5, 

Пусть В — замкнутый, плотно определенный, эрмитов оператор с 
индексами дефекта (г, г ) , г < < » в гильбертовом пространстве Рассмот
рим ^+= '1 ) (5* ) со скалярным произведением (ж, у)+^{х, у)-^{Ц*х,В*у), 
и построим оснащение .§+с:.^с:^_ (см. [16]). Пусть оператор Г, у ко
торого (—1) —регулярная точка, удовлетворяет условию В<=Т^В*. 
Оператор Ае|^+ ,^_ ] будем называть {*)-расширением Т, если А=>Г, 
А * Р Г * . Оператор А будем называть корректным (регулярным) (*)-
расширением Т, если В е А ^ э Д где В — самосопряженное расширение В 
(без выхода. из пространства) (см. [17]) . Как известно, оператор А . 
можно так вюночить в операторный оснащенный узел 

|«(^н.с:^&с=^_, А, Я, / , ^ ) , а 1 т ^ < о о , (41) 
чтобы операторы Ке[Е, и К*\^^^_^^^^_^[^+, Е]*^ быжж обратимы. 

*) К±4 — дефектные подпространства В, М — ограниченный оператор из в 
9?_{, с помощью которого по формуле / + а; + Л1'ж(^е25(5), х^%) определя
ется 1)( Г) (см. [12]). . 
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Характеристическая функция узла | определяется по формуле -
ЩХ) = 1-21К*(А'-Х1)-'К1. ' (42)' 

Положим, далее, 
5 = ( / - : Г ) ( ^ + Л " ' -

Теорема Ъ. Пусть "^ — операторный узел вм5а (41), в который вклю
чено корректное {*)-расширение оператора Т. Тогда оператор 8 вида 
(43) можно включить в такой операторный узел 

^ = ( 4 5, ^ , Е), 7 = - / , (44) 

что его характеристическая оператор-функция 

^{%)^1-'иК*{8-\1)-'К7 (45) 

вместе с характеристической оператор-функцией Ш{Х) узла ^ удовлетво
ряет соотношению 

и ' ( - 1 ) в ( г . ) = тг(1=|). (46) 

Эта теорема доказывается прямым вычислением. 
Следствие. Пусть {ДаК — ортонормированный базис в пространстве 

Е и ^==11(/д!о, ар)11. Тогда имеет место следующее матричное равенство: 

[/-21.||((А + / Г Ч а , Фэ)1|/] {1г-21\\{{8-%1)-^ёа, = 

= / - 2 г фа, фр 

где 
(47) (р« = Каа., |г« У2(/ + А)-*фа, 1" = а = 1, ...» г. 

§ 2. ОПИСАНИЕ АККРЕТИВНЫХ И СЕКТОРИАЛЬНЫХ 
ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧ 

ДЛЯ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ 

Рассмотрим в Х2[а,+00) самосопряженную квазидифференциальную 
операцию' • 

' Ц^ ) - ( - 1>М; ' оГО^ ' ' ' + - - -+^ ' »^ ' 
где Ро^{х), рх{х), /)„(ж)—локально суммируемые функции на 
[ а ,+оо) . Обозначим чер19з 25* множество тех функций у{х)^Ь^а,-\;^оо)\ 
для кс>торых последовательно составляемые квазипроизводные у^^^{х)^' 
А: = 0, 1, ч. . , 2п—1, абсолютно непрерывны, и 7/'^"'==»Ц1/)е/;,2[а,+оо) 
(см. [15]) . Будем предполагать, что симметрический оператор 

- - Ву = Цу), (48) 
У (а) = 0, у{х)^В*, к = 1, 2, 2п, 

имеет индексы дефекта (п, п). Рассв^отрим операторы 

Ту = I {у}, 

Ь = 1 
(а) = 0. 

= / (У), 
2п 
Е (а) - о , у^ в*, 7 = 1 , . . . , 72. 

Ь = 1 

(49) 
Легко видет^, что 5<;=2', Т*с:ВК Будем предполагать также, что В(В)^ 
= В{Т)Г\В{Т*) и оператор Г имеет непустое множество регулярных 
точек р (Г ) . Как известно-[15], В*у = 1{у), у^П*. Введем в множестве 
^+='В{В*) = В* скалярное произведение {у,г)'+='{у,2)-^{В*у,В*2) и 
построим оснащение ^+<=12[а,+оо)<=^_. Рассмотрим систему элементов 
1 ^ 18? 



{щУ}, е порождающих функционалы 

(/, щ) = Е Щк/^''-'^ (а), 
А - 1 

2П (50) 
(/, и*^)= 2 ^На), ] = 1,2, ...,п. 

к=1 
Пусть — система элементов, линейно независимая с и 
порождающая функционалы 

2п . 
(/, У^)^ ЪщиГ~''{о), 7 = 1, 

к=1 
причем оператор 

Ву = 1{у), 
(у, 7 Л = 0 , 7 - 1 , ге 

(51) 

(52) 

является самосопряженным в Ь2[а, +<»). Несколько видоизменив рассуж
дения из [17], получим следующую теорему. 

Теорема 4. 77г/сгь Т — дифференциальный оператор вида (49) и 
р'{Т)Ф0. Тогда формула 

Ау==1(у)+ 2 (у, м^)Сй^'Л, 

п 

А.*у = 1{у)+ 2 (.У, ич) 
к,з=1' 

(53) 

устанавливает биективное соответствие между совокупностью корректных 
{•)-расширений оператора Т и совокупностью матриц V =\\и^и\\, удовлет
воряющих условиям (51), (52), где обратимые матрицы С = \\с^\\ В — 
= Ы,^\ определяются по матрицам 17= \Щк^\у 
из соотношения 

I О / Л / / О , о, ± п \ 

о \ ± 1 , о, о 
(54) 

п 
Предположим, что А таково, что 1 т А = 2 (•> ^-^Крз-, где мат-

к ,1=^ 
рица ^ = 117ы11 является эрмитовой и унитарной. Приведем без доказа
тельства необходимый результат из [17] в несколько ином виде. 

Теорема 5. Т1ри любом Х^р^Т) справедливо соотношение 

(X) = / -211 ((А - ХТ)-"- 7р) II / = С'-'Ц {X) (Х) П', . 

где матрицы В и С удовлетворяют соотношению (54), В', С — транспо
нированные к В, С, ^{<^^)=X<^и <Р{(*, Х)^ Ь^а, +«>), г = 1, 2, . . . , ге. 

П р и м е р . Пусть ^ = Ьг[а, +<») и 1{у) =—у" + д{х)у, где д{х) — 
вещественная локально суммируемая функция. Преднолооким, что мини
мальный эрмитов оператор ^ 

Ву = -у'' + д{х)у, _ 
у{а) = у'{а) = 0 ^^^^ 

имеет индексы дефекта (1 , 1). Пусть (РА(Ж, X), к = 1, 2 —решения задач 
Коши: \ 

1(ц>±) = кЦ)и 1{Ц)2)='Х(рг, 
ф1(а, Х) = 0, ц>2{а, Я) = - 1 , 
(рг(а, X) = 1, Ф^(а, Х) = 0. 

(57) 
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Тогда существует функция Вейля т„{Х) [5] такая, что ф(ж, Я)== 
= ф2(а:, Я)4-т„(Я)ф1(:г, Л)^^2[а, +<»), т. е. (р(х, где 91̂  — д е 
фектное подпространство оператора В. Рассмотрим ^^== I) (5+) со ска
лярным произведением (/, (/, + {В*1, В*§) и построим оснаще
ние ф+ <= Ь2[а, +оо)с: Пусть и, и^, У^^-1 причем 

1 т й > О, 1 т {X = О, 
V = \xб{x-а)+д'{x-а), ^^^^ 

(/, и) = к} (а) - / ' ( « ) , "(/, Щ) = та) - / ' (а). 
Рассмотрим операторы 

П1=--Г' + д{х)!, т11=-г + д{х)и 
о; • (/,^.^) = 0, ^̂ ^̂  

а также Л/ = —/" +д{х)/, (/, г ; )=0. Легко видеть, что В = Б* и 1)(Л)П 
П 1)(7'л) = / ) { 5 ) . Согласно теореме (4) корректное (*)-расширение А 
оператора Ть. можно представить в виде 

А/ = - Г + д{х)!+ — Ц [/' (а)- к/{а)] [|хб {х - а) + б' - а)], 
' 7 ' _ (60) 

А*/ = _ /" + 5 (а;) / + [-/' (а) - к} (а)] [>б (л: - а) + 6' {х - а)]. 

в силу теоремы 5 

Т Г л ( М - 1 - 2 К ( А - и ) - . , . ) / = ^ ^ ^ 1 ^ , / . - 1 . (61) 

Пусть 5 — плотно заданный замкнутый эрмитов оператор в гильбер
товом пространстве ^ с равными дефектными числами. 

О п р е д е л е н и е . Замкнутый в ^ оператор Т{В{Т)^^) называется 
простым-^ если не существует приводящего подпространства ,§1, на кото
ром он индуцировал самосопряженный оператор. 

Лемма 2. Оператор В прост тогда и только тогда, когда 91 = у 91;̂ = 

= ^, где 91л — дефектное подпространство оператора В. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим 9Л= П ще {В — к!) В (В). 

•КФК 
Легко видеть, что .15 = 3̂  ® 2)?. Покажем, что 

{В-21)-т^Ш^В{В) 

при 2 =5̂  2. Пусть В — произвольное самосопряженное расширение В. Рас
смотрим оператор 11,;г = {В— 1,1) (В — г!)-^. Известно, что ^гД:.= 91г. 
Пусть к е Ш, тогда для любого Д ̂  % при ^ =5̂  2 

Л_ 

При ^ == 2, учитывая, что 11-^-^1 при ^ 2, получаем 

{{В- 21)-\к, / - ) = И т ( (5 - ^1)-Ч, ПЩ = 0. 

Таким образом, {В-2^1)-тсШ(\В{В). Обратно, если 1^Ш(\Р(В), то 
./1 = ( Я - и ) / = ( б - 2 / ) / + ( 2 - 0 / ^ 3 ? г , . Покажем теперь, чю Ш О В (В) 

= Ш. Действительно, пусть /^Зй, ^-^ШОВ(В). Тогда (/, §) =0 
^ЩОВ{В). Как было показана выше, существуе.т к^Ш, что ^ = {В — 
-г1)-'к. Так как /^5Ш, то / = ( Л - 2 / ) / о , где /о^ЗИП/)(Б). Поэтому 
(/о, й) = 0 У/г е Ей. Отсюда / = /о = 0. Легко видеть, что •В|§)1П1'(В) явля
ется самосопряженным оператором в ибо, как было показано выше, 
{В — 2/) (5Ш П1) (5) ) = 5Ш при любых ^Фг. Лемма доказана. > 
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, Лемма 3 . Если В — максимальная эрмитова часть Т и Г*, то про
стота Т эквивалентна, Простоте оператора В. 
-] Лемз̂ а̂ 4. Пусть р(Г)ПС+ и р(Г)ПС_ не пусты. Тогда простота 
оператора Т эквивалентна условию V - Э1х = •б-

Доказательство лемм 3, 4 проводится аналогично доказательству 
леммы 2. 

Теорема 6. Пусть В — минимальный дифференциальный оператор 
вида (48) — положителен. Для того, чтобы дифференциальный оператор 
Т вида (49) бьф аккретивным, необходимо и достаточно, чтобы выполня-
лцсь следующие условия. 

1. Матрица-функция ( ? (М = - € ^ " Ч - 1 ) ^ ( Я ) + / ] - * [ Р 7 ( - 1 ) Т 7 ( Я ) -
— 7 ] ^ , где Ш{к) имеет вид (55), голоморфна в Ех1;[0, +<»). 

2. Матрицы (?-Ч0), {<?"Ч-°°)-<?"Ч0)]"^^' существуют*^ 
и мо-трица 

= [ < ? " ' ( - оо) - (0)]-^^^ { - 2.-/ + [^-^ ( - оо) + <?-^.(0)]} X 

(62) 

является сжатием. 
Аккретивный оператор Т вида (49) Ь-секториален тогда и только тогда, 
когда вида (62) является В-косекториальным сжатием. Если опера
тор Т В-секториалещ то точное-'значение угла В определяется из урав
нения 

| л : _ ^ ± г с 1 ; § е . / | 2 - 1 + с 1 § 2 е , (63) 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Поскольку (—1) — точка регулярного типа для 
В ж оператор В имеет конечные индексы дефекта, то (—1)—регулярная 
точка для дифференциального оператора Т вида (49), Рассмотрим дроб
но-линейное преобразование оператора Т, т. е. 15 = ( / — 2') ( /4 -Г) ~Ч Как 
было показано в лемме 1, оператор является 0-косекториальным сжа
тием тогда и только тогда, когда Т — 0-сек^ориальный оператор. Из 
формулы обращения и леммы 3 получаем простоту оператора Т. Но 
тогда простым будет и оператор /У. Учитывая соотношения (8), (Ю), 
(46), а также лемму 1 и теорему 2, получаем утверждение теоремы. 

Для оператора Штурма — Лиувилля теорема 6 принимает следую
щий вид 

Теорема 7. Для того чтобы оператор Штурма — Лиувилля Тн, 1тН> 
> 0 , вида (59) был аккретивным в ХгС», Н"°°), необходимо и достаточно, 
чтобы функция 

1 - (т^ Ш-\-Н)/(т^ Ш + П)][{т^ {-1)+Л)/("гос ( - 1)н-л); 
1 + 

(64) 
была голоморфна в ЕхЬ[0, +оо), у^ (0 )^0 , Ун{-^)^В, П(0) =5̂  7^(-.«>)',« 

1 + 7 . ( 0 ) П ( - « . ) > 0 . (65) 
Аккретивный оператор Тн, 1тН>0, В-сектЬриален при каком-либо 0 е 
е ( 0 , л/2) тогда и только тогда, когда имеет место строгое неравенство 
<? (65). Если оператор Тк В-секториален, то точное значение' угла В 
определяется из соотношения 

Здесь л в дальнейшем ^~Ч0), ^~Н—оо) понимаются как ^-Н0) = [^(—0]" ' , 
<?~* (— оо) = • И т (х) вдоль вещественной оси, / = / * = = и определяется 

из (53), ( 5 4 ) . * ^ ~ ~ 
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Соотношения (65) и (66) сразу же следуют из уеоремы 3 и замечания 1 * 
к теореме 2. ^ 

Рассмотрим оператор Штурма — Лиувилля вида (56). Согласно тео
реме 4 совокупность всех самосопряженных (сильных) бирасширений 
представляется в виде А^/ = 5*/ + (/, и) си, где 

• (Л Щ = 1{а)-НГ(а), 

{!,У) = 11^(а)-Г{а),Г^П{В^),и,и'^^0-и (67) 

причем число с удовлетворяет соотношениям (54). Из (67) следует, что 
матрицы и Ну̂йИ равны? =* Ш, '11у;ь11= Нц, — I I I соответственно. 
Подставляя их в (54) с учетом В* =С,и^^. = и, получаем 

А^д/= - Г-Ь д (о;) / + щ - ^ (/, и) у,, 
(68) 

V = ц8(x — а)+Ь'{x — а). 

Пусть {(Рк{х, Х)}| удовлетворяют соотношениям (57). Как уже ука
зывалось, Ц){х, Х) = ^)2(x, к)+тсо{К)<р1{х, Х)^Ь2[а, +<»). Рассмотрим 
уравнение относительно неизвестной фунщии {х, К): 

(Арл —Я/)'ф(я:, Я)=,у. 
Простым вычислением найдем 

{(А^^-XI)-^V,V) = ^:^^;^[-^^-т^{X)^ (69) 

Положим в (69) А = О, |1 =-т -тоо (0) (в предположении, что тп„{0)<.оо)\ 
Тогда, пользуясь обозначением 

(к) = ((А_^^(о).о - ?^/)"' V, у) = Шоо (0) - тпоо ( М , (70) 

получаей, что ф у н к ц и я ' ( Я ) вида (70) удовлетворяет всем условиям 
так называемой ^^-функции, в частности, ^ц(ж)->-—«? (монотонно) при 
л-^—оо на вещественной оси (см. [18]). Поэтому т„{х)-^ -{-оо при 
-ч оо (монотонно).» 

Теорема 8. Для того чтобы положительный оператор Штурма — 
Лиувилля В вида '(56) допускал несамосопряженные аккретивные (9-
секториалъные при каком-либо Э^(0 , л;/2)) расширения вида (59), 
необходимо и достаточно, чтобы /тг» ( 0 ) < оо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 7 7 г „ (0 )<оо. Обозначим 77г„(0)=6, 
т«(—1)==й. Выясним сначала, при каких к, 1тк>0, спраЗведливо не
равенство (65). в силу (64) 

1 + •̂ л̂ (0) 7л ( - оо) = 1 -н ^ (1т ну (ъ-а) ^ 

Полагая к — х+ ъу, ввиду (71) получаем • 
1 + 7й (0) 7 л ( - оо) = / (лг, у)1ё{х, у) = ' 

[ь^ + (& + ^) Ч- у ]̂ + х) - к ь - а) / 
{ьа + {ь + а)х^х^ + уЦ{й + х) 

Перепишем числитель и знаменатель дроби (72) в виде 
/(ж, у)=^х'{Ь + Ы + х)^у^{Ъ + х)Л-{2Ъй-\^^)хЛ-Ъд,\
ё(х,у) = хЦх + Ъ-\-2с1)+у^{х-\-д,)-Ь{2Ъа'\-^)х + Ъд,\

(72) 

(73) 

Рассмотрим функцию /(д;) = + (Ь + 2й)а;^+.(2ЬЙ4-й*)а:+Ьг?'. Легко ви
деть, что/(а;, у)=ах)Л-у^{Ъ + х), §{х, У)^Цх)+у^{х + й). Поэтому об
ласть 2), где справедливо неравенство ^{x, у),/§{х, у)>0, имеет вид 
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{см. заштрихованную часть) 

' 1 

-а 
1 * 1 -

-ъ а: 

Проверим далее голоморфность функции Ул(А,) в полученной обла
сти. Покажем, что голоморфность 7л(^) нарушается в части области 
расположенной в К е / 1 < — 6 . Для этого достаточно показать, что всегда 
найдется такое X ̂  Ех1; [О, + о о ) , что в этой области 

1 + (74) 

Равенство (74) эквивалентно следуюш;ему: 
— х^ — у^ — ёх х^-^(Ь-^ а) х+Ь(1-\-

а-^-х 

(75) 

Простой проверкой легко убедиться в том, что дробь (х^'+ {Ь + Л)х + Ь(1 + 
+ у^)/{(^ + х), рассматриваемая в заштрихованной области отрица
тельна тогда и только тогда, когда хну принадлежат этой области. 
Поскольку ^̂ ^ — функция отрицательная на отрицательной полуоси [18], 
то уравнение (75) разрешимо относительно X (в силу монотонности на 
отрицательной полуоси). Таким образом, только в области 

ЯеН>~т„{0), 1тк>0, , (76) 
функция Ун{Х) голоморфна и вьшолняется неравенство (65). Значит, па 
теореме 7 любое к из области (76) порождает аккретивное расширение 
Тд оператора В. Учитывая (64) и (71), получаем 

о о ) - 7 д ( 0 ) 1т/1 
Таким образом, мы показали, что если при данном к, 1т ^ > О, оператор 
Тк вида (59) является 6-секториальным, то точное значение угла секто
риальности 9 определяется так, как указано в (66). Обратное утвержде
ние следует из (66). Теорема доказана. 

Из рассуждений, проведенных при доказательстве теоремы 8, вы
текает * 

Теорема 9. Если аккретивный оператор^ Штурма — Лиувилля Г̂ , 
1 т / г > 0 , вида (59) В-секториален, то 

0==агсс1:д 7^^°°^ {Яек>-т^{0)). . . (77) 

Значение угла В является точным в том смысле, что его нельзя, вообще 
говоря, уменьшить в неравенстве, с помощью которого определяется 
В-сект.ориалъный оператор. Обратно,, если к, 1т Л > О, таково, что Не / I + 
+ ? ? » с с ( 0 ) > 0 , то оператор Т^. вида (59) В-секториален, где 9 определяется 
с помощью (77). 

З а м е ч а н и е 2. Поскольку, как легко видеть, Гл = '̂ ^ 
аккретивные и 0-секториадьные (при каком-либо 0 ^ ( 0 , я/2)) операто
ры Тп (несамосопряженные) описываются теми и только теми значения
ми комплексного параметра к, для которых Ве к ^ —т^о (0). 

З а м е ч а н и е 3. Поскольку числовой образ 0-секториального • опе
ратора расположен в секторе 1аг^^1<9, то спектр Т^ также лежит-
в этом секторе. Поэтому из формулы (77) видно, как с помощью гранич
ного параметра к «управлять» спектром. 
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З а м е ч а н и е 4. Выясним, при каком (вещественном) значении 
параметра ^оператор вида (59) порождает мягкое по М. Г. Крейну 
расширение В. Пусть /г =5^ й е Не /г = —т^ (0). Тогда оператор (/ — Т^) X 
X (/ + Ть) ~* является сжатием (по доказанному в теореме 8) . Учитывая 
соотношение (5), получаем 

( 7 - Тп)(/ + Тн)-^ = 1 {Ам + А^) + \х{к){Ам- А^,), 

где \х{к)\1 при любых к из области Не/г-= — ( 0 ) . Так как правая 
часть при х{к)=1 совпадает с мягким по М. Г. Крейну сжатием Ам, 
то при к — —т^ (0) оператор Тк порождает мягкую по М. Г. Крейну 
граничную задачу. Таким образом, совокупность всех положительных 
самосопряженных расширений положительного оператора В вида (56) 
задается операторами Тк вида (59) при условии, что к вещественно и 
к > - т „ (0). 

Рассмотрим оператор Бесселя 

1 / (1)=г/ ' (1) = 0. 

Можно показать, что Тооо (0) = V . Можно показать также, что для всякого 
V несамосопряженного ттг-аккретивного и одновременно 0-секториального 

расширения Т простого положительного оператора В{В<=^Т С1 В*, Р {В) == 
= В{Т)^\0{Т*)) решение задачи Коши (1) стремится к нулю при 
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