
§ 5. Следствия из основных теорем 

Назовем прямой линией в Ж" геодезическую, любой отрезок которой 
есть кратчайшая. 

Теорема 5. Если в многообразии М"^М'^{го, 0) существует хотя бы 
одна прямая линия, то Ж" изометрично Ж' "~ 'ХЛ, где е Ж "̂-* (го, к)^ 

Теорема 6. Если Ж" е М'^{^о, к), к>0, и Го< п/Ук, то диаметр 
не превосходит п/Ук и равен п/Ук тогда и только тогда, когда Ж" изо
метрично п-мерной сфере радиуса 1/Ук. _ 

Теорема 7. Если М'^ ^ М'^{гак), й ; > 0 , Го<п/Ук, и существует до
пустимый треугольник периметра 2к/Ук, то Ж" изометрично п-мерной 
сфере радиуса У У к. 

Теорема 8. Если открытое многообразие Л/" принадлежит М'^{го, 0), . 
то любая орисфера есть выпуклая поверхность. 

Теорема д. Если открытое многообразие Ж" принадлежит Л/"(Го, О"*"), 
то оно гомеоморфно п-мерному евклидову пространству. 

Доказательство теорем 5—9 проводится аналогично доказательству 
соответствующих теорем для многообразий, секционная кривизна кото
рых ограничена снизу либо нулем, либо числом к, к> О (см., напри
мер, [ 6 — 8 ] ) . 
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О ЗАМКНУТЫХ КРИВЫХ -
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ПОЛИНОМАХ ДЛИНЫ ДУГИ 

Ю. А. АМИНОВ 

в теории кривых имеется большой пробел, связанный с отсутствием 
эффективных условий замкнутости кривой, выраженных через кривизну 
и кручение. Обычно условие замкнутости кривых и подмногообразий 
в формулировках теорем выступает как изначальное. Но так как кривая 
в Е^ определяется своими кривизной к и кручением % однозначно с точ
ностью до движения, то естествен вопрос о необходимых и достаточных 
условиях на кривизну и кручение, при которых соответствующая кривая 
будет замкнута. Этот вопрос ставился Н. В. Ефимовым, В, Фенхелем [1] , 
С. С. Черном и другими геометрами. Можно дать на него неэффектив
ный ответ, записав решение линейной системы уравнений Френе по об 
щей теории линейных систем обыкновенных дифференциальных уравне
ний в виде суммы ряда л-кратных интегралов от функций, определяе
мых к и X , кратность которых неограниченно растет с номером элемента 
ряда (см. [2, 3 ] ) . Для конкретно взятых функций к ( 5 ) и к ( 5 ) ответить, 
на вопрос — будет ли кривая замкнута — фактически невозможно. 
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Нам кажется, что решежие задачи находится на путях выделения 
" О т д е л ь н ы х , достаточно богатых классов кривых, для которых условия 
замкнутости будут указаны в явном эффективном виде, В работе {4] мы 
рассмотрели условия замкнутости для ломаных и установтаи алгоритм 
их получения. В этой работе мы рассмотрим класс кривых в Е^, у кото
рых каждая компонента радиус-вектора г ( 5 ) является тригонометриче
ским полиномом от длины дуги. Такие кривые будем называть тригоно
метрическими полиномами длины дуги. Радиус-вектор запишем в виде 

п 

'•(^^= 2 1 ^ / ^ ^ ' ^ ^ = ^ 0 ' (1) 
к=—п 

где — постоянные комплексные векторы, причем, с-^ = —с^. Эти кри
вые заведомо замкнуты, поэтому общий вопрос об условиях замкнутости 
в этом случае может быть переформулирован как вопрос о том, какими 
функциями должны быть кривизна и кручение кривой (1 ) . Вместо кри
визны к и крученая X удобно рассматривать функции к ^ ( 5 ) и х к * ( 5 ) . 

Нетрудно установить, что ©ели г {в)—тригонометрический полином сте-
лени тг, то функция к^ — тригонометрический полином степени 2(/г — 1 ) , 
а х к ^ — полином степени 3(п — 1 ) . 

Запишем разложения 
2(п-1) 3(тг-1) 

к2 ^ 2 ^ре'"', >ск2 = 2 %е'^'-
р = — 2 ( п - 1 ) р = — 3 ( п — 1 ) 

Коэффициенты этих разложений зависимы. Действительно, имеет место 
Теорема 1. Если г{8)—тригонометрический полином длины дуги 8 

степени п, то между коэффициентами «о, « 1 , . . . , агсп-!) имеется три 
алгебраических соотношения 

Е^{аа, . . . , а 2 ( п - 1 ) ) = О, 7 = 1, 2, 3, 
и 2(п—1) алгебраических соотношений, содержащих и сопряженные 
•величины ар'. 

^ ( « 0 , а 2 ( „ - 1 ) , « 1 , а2 ( п - 1 ) ) = 0, / = 1, 2 ( / г - 1 ) . 

Каждая величина ^р связана алгебраическим соотношением с коэффици
ентами ар'. 

вр{ао, агсп-1), ^р)=0, р=0, ...,г{п—1). 
.Два последних коэффициента ^р можно выразить явно через ар'. 

Рз(1г-1) = ^ 1^а2 (п-1) 0^2(П-1)7 Рзп-4 ~ У ^ СС2(П-1) <^2П-3' 

в этой теореме Р^, -ф̂  и бр — некоторые полиномы с целыми коэффи-
1];иентами; чертой сверху здесь и далее обозначаются комплексно сопря
женные величины. 

Легко установить, что единственной плоской кривой, являющейся 
тригонометрическим полиномом длины дуги, будет окружность. С уве
личением размерности пространства множество таких кривых увеличи
вается, причем каждая такая кривая задается точкой алгебраического 
многообразия. Степени полиномов к^ и хк^, соответствующих некоторым 
кривым в Е^ (тригонометрическим полиномам длины дуги) , не произ
вольны. 

Теорема 2. Степень полинома к^ четна, степень полинома х к ^ крат
на трем, причем если степень х к ^ равна 31, то степень к^ равна 21. 

Естественно рассмотреть кривые — тригонометрические полиномы 
л-й степени от длины дуги, у которых полиномы к^ или х к ^ имеют мень
шую, чем обычно, степень. Оказывается, что если 2к последних коэффи
циентов к'' равны нулю, то 2к последних векторов Ср имеют определен
ный вид. Будем говорить, что два комплексных вектора с и параллель-
26 



ны, если найдется комплексное число Я такое, что е =- Ы. Каждый комп
лексный вектор с = а + 1Ъ, действительная а и мнимая в части которого 
отличны от нуля, определяет плоскость в Е^, проходящую через векторы 
а и Ь. Будем говорить, что это — плоскость вектора с. 

Мы устанавливаем: если а 2 ( „ - 1 ) = 0 , . . . , ацп-ю = О, то векторы 
€п, . . , , с„_ь, с̂  — (с^е)е, / = — /с — 1, . . . , п — 2к параллельны (здесь 
« — единичный вектор, ортогональный к плоскости вектора С я ) . 

Теорема 3. Пусть у с: — тригонометрический полином длины ду
ги — имеет постоянную кривизну к^. Тогда ^ — дуга окружности. 

Теорема 4. Если кривая -у сз — тригонометрический полином дли
ны дуги — имеет постоянное кручение, то — дуга окружности. 

Условие -у с= ^ 3 существенно, так как в четномерных пространствах 
существуют замкнутые кривые с постоянными кривизнами, которые за
писываются в виде тригонометрических полиномов от длины дуги. 

§ 1. Доказательство теоремы 1 

Так как 5 — длина дуги, то векторы не произвольны: они должны 
удовлетворять системе алгебраических уравнений, которые получаются 
из условия I Гз 1̂  = 1. Имеем 

п 
Гз I 2ц (^кв , 

р=—2п к+1=р 

Коэффициенты при е'^' для р == 1, . . 2 п должны равняться нулю, а сво
бодный коэффициент — единице. Следовательно, векторы должны 
удовлетворять системе уравнений 

п 

2 (с^Ср-й) = О 7 Р = 1 , . . . , 2п, 

Однородные уравнения этой системы запишем в развернутом виде 
с1 = 0, 

2 {СпСп-2) + 4 - 1 = О, 

(СпСп -з ) + ( С П - 1 С П - 2 ) = О,, 

Найдем выражения к^ и хк^ Имеем 

г ; = - 2 с.ке''^. 
к=—п 

Следовательно, 
2П 2П 

к 2 = 2 2 {СкСд = 2 о^ре'"'. 
р——П Й + / = р р=—2П 

В силу системы (2) а2п = СпП^ = 0, ссгп-! = 2(с„Сп-1) = 0. Поэтому к^— 
тригонометрический полином степени 2(ге — 1 ) . Далее, имеем 

П З П 

хк^ = ( г : г ; > 1 ) = 2 (СкСгСт) 1т'е''''-'+'^''= 2 
к,1,т=в—п Р = — З П 

где ( а д с т ) — смешанное произведение векторов с ,̂ сг, Ст (т. е, опреде
литель, строчки которого составлены из координат этих векторов). Так 

27 



как при равных значениях двух индексов определитель {с^^СгСт) равен 
нулю, то Рзп = Рзп-1 = = 0. Поэтому, если г(5)—тригонометриче
ский полином степени тг, то хк^ — тригонометрический полином степени 
3 ( 7 г — 1 ) . Пусть 61, вг, бз — ортонормированный базис в Е^. Разложим 
векторы по этому базису: Ск = + "^ьег + фьвз, где Д, % и срь — комп
лексные числа. Вектор с„ представим в виде с„ == а + г6, где а и & — дей
ствительные векторы. Так как = О, то = и {аЪ) = О, Обозначим 
к1 = р. Направим 61 по вектору а, ез — по вектору Ъ. Тогда с„ 
= р (е1 + 1е2) . в дальнейшем будем предполагать, что р =5̂  0. Иопользу» 
уравнение ( с „ С п _ 1 ) = 0 , получим представление для Сп-1. 

При таком выборе векторов с„ и Сп-1 первые два уравнения системы (2)^ 
выполнены. Оставшиеся уравнения запишем в виде системы 

Р ( / п - 2 + г'Фп-2) + ф п - 1 = О, 

Р (/„_з + Щп-з) + /гг-1 (/п-2 + 1г|5,„_2) + фп - 1 ф п -2 = О, 

2р/^-1 + / „ - 1 (/„-2 + ^г|5„_2) + фп -1фп-2 + . . . = 0. 

Эта система состоит из 2{п—1) уравнений. В качестве неизвестных 
в нее входят комплексные числа р, / „ - 1 , ф „ - 1 , / „ - 2 , "фп-г, . •., /1, ф1 и 
комплексно-сопряженные к ним. Примем набор чисел р, /п -ц . • / п - 1 , . . . 
, . . , ф1 за координаты в комплексном пространстве С^, где N =^п — 7, 
Присоединим к (3) систему, полученную операцией сопряжения от ле
вых частей. Получим систему, состоящую из = 4п — 6 однородных би
линейных относительно Хг уравнений. Эти уравнения определяют в 
алгебраическое многообразие размерности г^2п — 3. Присоединим те 
перь еще одно неоднородное уравнение 

Тогда в пересечении получим алгебраическое многообразие размерности 
2п — 4. Обозначим его через Ш. 

Рассмотрим теперь коэффициенты ар разложения к^ и разложе
ния хк^. Величины (Хр являются полиномами второй степени по Хи а — 
полиномами третьей степени. Аналогичное утверждение имеет место и 
относительно сопряженных к ним величин ар и Рр. 

В алгебраической геометрии известна теорема: если алгебраическое 
многообразие Ш имеет размерность г, то любые г + 1 рациональных 
функций на многообразии будут алгебраически зависимы. Это означает, 
что для любых рациональных функций -^1, . . . , уг+1 существует алгебраи
ческое соотношение вида Р{,'^и . ."^г+О^О, где Р — некоторый много
член от л + 1 переменных с коэффициентами из некоторого конечного 
расширения множества, которому принадлежат коэффициенты всех урав
нений, определяющих алгебраическое многообразие Ш. В нашем случае 
эти коэффициенты — целые числа, г = 2Аг — 4. Следовательно, г + 1 
функций ао, аи..а2„-5, а^, где к равно одному из чисел 2п — 4, 2п — 3,, 
2п— 2, связаны алгебраической зависимостью. Таким образом, 

Рг(а.о, . . . , а 2 ( п - 1 ) ) = 0 , ^ = 1 , 2, 3. 

Кроме того, каждая сопряженная величина ар, з̂ > 1, связана алгебраи
ческой зависимостью с функциями ао, а 1 , . . . , а2(п-1) , а именно: 

•фр(ао, . . . , а2(п-1), а р ) = О, р = 1, ..2{п — 1). 

Аналогично получаем, что каждая функция ^р связана алгебраической 
зависимостью с а^: 

6р(ао, . . . , а2(71-1), Р Р ) = 0, р = 0, 3{п—1). 
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Найдем теперь выражение последних двух коэффициентов Рзоп-м и Рз„_4 
через а р . По определению, 

где целые числа к, I, т берутся из интервала [—п, тг] \. Числу р мо
гут соответствовать много разложений в виде суммы к + 1 + т. Пусть к, 
I ж т выбраны. В сумму войдут однотипные слагаемые, соответствующие 
различным перестановкам чисел к, I и т. Определитель (СйСгС„) у них 
будет общий с точностью до знака. Сумму всех коэффициентов при этом 
определителе обозначим через Тыт. Имеем Т^т == + тк^' + кР — лгГ— 
— ктг^ — 1]^ ={к — I) {I — т) {т — к). В дальнейпхем мы всегда можем 
предполагать, что в разложении р = кЛ-1+ т вьшолняются неравенства 
к> 1> —п. Числа Зи. — 3 и Зтг — 4 имеют единственное разложение 

Зтг — 3 = п + ( 7 г — ! ) + ( « — 2 ) , 
Здг — 4 = й + (тг — 1) +(тг — 3 ) . 

Введем обозначение для определителя {сиСьСш) = А {к, I, т). Имеем 
р ф О 

/ п - 1 ^ / п - 1 ф п - 1 

/п—2 "Фп-2 фл—2 

А (тг, тг — 1, тг — 2) = = 1 Р ф п - 1 ( /п -2 + 1^п-2)-

Коэффициент при этом определителе Т П, 71—1. П - 2 равен — 2 . Следователь
но, Рз(п-1) = — 2 ф ф „ _ 1 ( / „ - 2 + г'фп-г). Уравнение из системы (2 ) , полу
ченное приравниванием к нулю коэффициента при е^^' в 1 г[\^ обозначим 
через Ьр = 0. Запишем уравнение /^2(п-1) = О и коэффнщиент а2(п-1): 

2 {СпСп-2) + 4 - 1 = О, 

2тг (тг — 2) ( С п С п - з ) + {п ~ 1)^ с^_1 = а2(п-1). 

С помощью первого уравнения получаем два выражения для коэффици
ента а2(п-1): 

^2(п-1) = ф п - 1 , а2(п-1) = — 2р (/п-2 + ^^П -г) -

Следовательно, Рз{,п-1) = ^(а2( „ - 1 ) ) ^ ^ ^ Далее, 
р гр О 

/ п - 1 * / п - 1 ф п - 1 

/ п — 3 'Фп-3 фп—3 

кроме того, Тп,п-1,п-з = — 6 . Поэтому ^ 3 ^ - 4 = — 6 ф ф „ _ 1 ( / „ - з + г^рп-з),. 
Запишем уравнение ^гп - з = О и коэффициент а 2 „ - з : 

( С „ С „ _ з ) + (С„_1С^„_2) = О, 

2![тг(тг-3) ( с „ с„ -з) + ( т г - 1) ( т г - 2 ) ( С п - ^ с ^ - г ) ] = а г п - з -

Поэтому а2 „ -з = —4р( /„_з Н-гг|:„_з). Используя это выражение и ранее по
лученное соотношение ф„_1 = У а 2 ( п - 1 ) , запишем %п-4. = г -|- У^а2(п -1 ) « з п - з » 

Оба полученных выражения для ^р однородны в следующем смысле. 
Припишем каждому коэффициенту ^р и а ? степень однородности р. Тог
да соотношение для Рз(п-1) имеет степень однородности 3 ( т г — 1 ) , а для 
.6зп-4 — Зтг — 4. 

А (тг, тг — 1, тг — 3) = = Ффп-1 ( / п - з + гфп_з). 

§ 2. Доказательства теорем 2, 3 

Доказательство теоремы 2 о степенях полиномов и хк^ вытекает, 
по существу, из доказательства теорем 3 и 4. Докажем теорему 3. Имеем 

с,̂  = р(е1 + гег), 
с „ _ 1 = / „ - 1 (б! + гег) + ф„_1ез. 
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Если = С 0 П 8 1 1 , то аг — 0 при 1> 1. Запишем уравнения ^г(,п~^)~0 
и а 2 ( п - 1 ) = О в виде 

2 ( С п С п - г ) + 4-1 = О, 

2 {СпСп-2) п{7г-2) + 4-1 ( « - 1) ' = 0. 

Отсюда следует, что (с„с„^2 )*=0, 4-1 ==0. Можем записать: 
Сп ^ р (б! + гег), 

с » - 2 =^ / « - 2 ( 6 1 + гег) + <р„-2ез. 

Далее рассмотрим уравнение 1(2п-з = О, т. е. 
( С „ С „ _ з ) + ( С „ _ 1 С „ - 2 ) = 0. 

Так как ( с „ - 1 С „ _ 2 ) = О, то (с„с„_з) = 0 . Уравнение а 2 п - з = О выполнено 
автоматически. Имеем 

С „ - 2 = / п - а б ! + ^/„-262 + ф п - г б з , 

С,п-3 — / п - З ^ ! + г /п - з б г + фп -З^з-

Доказательство проведем по индукции. Допустим, что при некотором к 
имеем следующее представление векторов Ср: 

с„ = р (е1 + гба), 

С„-2Ь = / « - 2 & ( « 1 + 1 6 2 ) + ф п - г л в з . 

Докажем, что такое же представление для векторов Ср будет справедли
во и при к-\- 1. Уравнение 1 ,2(т-й)-1 = О имеет вид 

(С„С„_2Ь_1) + ( С „ - 1 С „ _ 2 ь ) + . . . + ( С , „ - А С „ _ А _ 1 ) = 0. 

Так как ( с „ - { С „ _ 2 к + | _ 1 ) = О, 1 = 1, - . А : , то ( С „ С „ _ 2 А - 1 ) = 0. Поэтому 

Уравнение а2(п-А)-1 = О выполнено автоматически. Теперь рассмотрим 
систему Х2(п-ь-1) = О, а 2 ( „ - л - 1 ) = 0. Первое уравнение 

2[(с„с„_2й ) + . . . + ( с « _ й С п - А - 2 ) ] + 4 - А - 1 = 0.« 
используя вид векторов с̂ , можно переписать так: 2 (с„с„_2ь-а) "Ь 
+ с^г-й-х — О- Уравнение а2(п-л-1) ^ 0 имеет вид 

2 (с„с„_2;,_2) ге (п - 2А; ̂  2) + ( « - /с - 1)=̂  = 0. 

Следовательно, ( С „ С П - 2 А - 2 ) = ^ О, 4 - А - 1 = 0. Итак, 

Сп-2(й+1) / п - 2 ( Ы - 1 ) (^1 ^~ ^ 6 2 ) + фп-2(Л+1)бз. 

Поэтому наше индуктивное предположение выполнено и для следующего 
шага. 

Допустим, что те = 2/ге + 1 — нечетное число. Тогда при к^т полу
чим п — 2к = 1. Запишем выражения векторов Ср'. 

Сп = р (еи + ге^), 

^ /«-т (е1 + гбг), 

Сп-т-1 = / п - т - 1 ( б ! + 162) + ф „ - , п - 1 е з , 

С1 = / 1 ( 6 1 + 1 6 2 ) + ф!^,. 
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Используем уравнения Ьп-1 = 0 и а„_1 = 0 . Первое из них 

ввиду указанного выражения векторов Сд может быть переписано так:: 
— 2{спС^ + Ст = ^- Из уравнения а „ - 1 = О получаем 2 ( с„ с 1 ) г г + 
+ с^пг^ = 0 . Следовательно, (С ;„С1)== О, 4 = О- Это означает, что А = О,, 
Ф„_„_1, = 0 . Уравнение Ьп-г = О имеет вид 

— (СпСг) — ( с „ _ 1 С 1 ) + ( С ; „ _ з С 1 ) + . . . + ( С т С т _ 1 ) = 0 . 

Так как все входящие в левую часть скалярные произведения равны 
нулю, кроме (с^сг), то и (е„С2) = 0 , поэтому /2 = 0 . Продолжая процесс,, 
получим, что / г = О и ф^-= 0 . Теорема 3 при п нечетном доказана. 

Пусть п — четное, п = 2т\ = т — \, тогда /г — 2 / с = ^ 2 , п — к =^ 
= т-'г 1. Запишем выражение векторов Ср: 

Ст = / т ( е 1 + 1 6 2 ) + фтобз, 

Сг = = / 2 ( 6 1 + 1 6 2 ) + ф 2 е з . 

Используем уравнение = О в виде 

Отсюда следует, что ( с „ с 1 ) = 0 , т. е. С1 = ( б ! + 1 6 2 ) + ф ! ^ , . Далее рас
смотрим уравнение Ь„ = О, т. е. 

2 [ ( с п - х ^ ) + . . . + ( 6 ^ + 1 6 ^ - 1 ) ] + Сш = 0 . 

Выражение в квадратных скобках равно нулю, поэтому = О, т. е^ 
ф т = 0 . Далее процесс уничтожения и ф^ проводится, как и при нечет
ном п. Теорема доказана. 

§ 3. Доказательство теоремы 4 

Так как — тригонометрический полином степени 2{п—^), то 
в разложении функции хк^ имеем Рз(п-1) = . . . = Р2(п-1)+1 = 0 . Поскольку 
имеем единственное разложение 3{п — 1 ) = п + {п — 1) + {п — 2 ) , коэф
фициент Рз(п-1) с точностью до числового множителя равен определителю' 

р Ф О 
/п—X ^/п—X фп—X 

/ п - 2 'фп—2 фп—2 

Из уравнения 12(п-и = О» т. е. 

2 {СпСп-2) + с1-г = О, 

и условия Рз(гь-1) = О следует, что ( с „ с „ - 2 ) = О, т. е. -^„-г — г /п-2, Фя-1 = 0 . 
Заметим, что С82(п—1) — 0 . Запишем вид векторов с^: 

Сп = р ( е 1 + гба), 
Сп-1 — / п - 1 (б1 + 163) , 

Сп~2 = / « - 2 ( ^ 1 + 1 6 2 ) + ф „ - 2 € з . 

Далее используем уравнение Хгп-з = О, т. е. 
( с „С„_з ) + г ( с „ _ 1 С „ _ 2 ) = € . 

Так как (с„_,с„_д) = О, то ( с „ с„_з ) = 0 . Поэтому 
Сп-8 = / п - 8 («1 + Ьвг) + фп-аб». 

А (тг, тг — 1, тг — 2 ) = = 2 ф ф п - 1 ( / „ - 2 + 1^71-2) • 



Рассмотрим коэффициенты Рзп-4 и ^зп-ъ. Оказывается, они равны нулю 
автоматически в силу полученного вида векторов с^. Имеем Зп — 4 = 
= п + {п—1) + {п — 3 ) . Определитель А (/г, п—1, п—3) равен нулю, 
так как векторы с„ и с„_1 пропорциональны. Следовательно, = 0 . 
Далее, Зп — 5 = п +(п — 1) +(п — 4:)= п + {п—2) +{п —3). Для соот
ветствующих этим разложениям определителей имеем 

А ( 7 г , те—1, те — 4 ) = О, 
р Ф О 

А (те, те — 2 , те — 3 ) = /п—2 фп—2 

/ п — 3 ^/п—3 ф п - 3 

= 0 . 

А (те, те — 2 , те — 4 ) = = ф ф п - 2 ( / п - 4 + ^ 4 п - 4 ) -

Поэтому Рзп-5 = 0 . Рассмотрим коэффициент ^з(п -2) . Запишем разложение 
Зп ~ 6 = те + ( т е - 1 ) + ( т е - 5 ) = т е + ( т е - 2 ) + ( т е - 4 ) = ( т е - 1 ) + ( т е - 2 ) + 
+ (те — 3 ) . Очевидно, А (те, те — 1, те — 5 ) = А (те — 1, те — 2 , те — 3 ) = 0 . За
пишем определитель для третьего разложения: 

р Ф О 
/п—2 ^/п—2 фп—2 

/п—4 'фп—4 фп—4 

Используем уравнение ^'2(п-2) = О, т. е. 

2 [{СпСп-^) + {Сп-1Сп-з)] + Сп-2 = 0 . 

Заметим, что (с„_1С„_з) == 0 . Из этого уравнения и условия ^зсп-г) = О по
лучаем, что ( с „ с „ - 4 ) = 0 , с„_2 = 0 , т. е. ' ф „ - 4 = ^ / п - 4 , Фп-г = 0 . Одновре
менно получим а2(п-2) = 0 . Следовательно, 

с „ - 4 = / п - 4 («1 + гвг) + ф„_4ез . 

Запишем уравнение Ь2п-5 = О, т. е. 
(СпСп-ъ) + (С „ _ 1 С „_4) + (С„ _ 2 С„_з) = 0 . 

"Так как ( с„^1С„_4) = (с„-2С„-з) = О, то ( с „ с „ _ 5 ) = = 0 . Значит, 
с „ - 5 == / п - 5 (^1 + гег) + фп-ббз. 

Коэффициенты Рз„_7 и ^ 
Зп—8 равны нулю автоматически ввиду выраже

ний для векторов с .̂ Дальнейшее доказательство проведем по индукции. 
.Допустим, мы установили, что для некоторого к векторы Ср имеют вид 

с „ = р (е, + (е^), 
Сп-к = /п-к (^1 + гбг) + фп -ьбз , 

( 4 ) 
Сп-2к+1 — /п-2й+1 ( б 1 162) "Ь фп-2Л+1Сз, 

причем все векторы с„, . . . , Сп-к+1 пропорциональны. Докажем, что та
кое же представление для векторов Ср будет справедливо и при к + \. 
Для этого надо показать, что ф„-2л = /̂„-2&, 'фп-2&-1 = Ьк-гк-и фп-л = 0 . 
Рассмотрим коэффициент ^зп -зь- Каждое число р разложим в сумму не
пулевых целых чисел г, / , I таких, что О ] > 1^ —те. Разложения с од
ним и тем же числом 1 выпишем в одной строчке. В первой строчке вы
пишем разложения, у которых первое число есть те, во второй — те — 1 
и т. д. В строчке разложения упорядочим члены по убыванию /. Имеем 
3 (те — А;) = те + (те — 1) + (те — 3/г + 1) = . . . =п + {п — к) + {п~2к) = 
= (те—1) + ( т е — 2 ) + (те—ЗА; + 3 ) = . . . = {п — 2) + (п — 3) + {п — Зк + 
+ 5 ) = . . . = ( т е — / с 4-1 )Н - (те — / с ) + (те — / с — 1 ) . Заметим, что первое 
число разложения числа 3{п — к) не может быть меньше те — + 1. Дей
ствительно, иначе мы получили бы в силу предположения 1 > ] > I, что 
разложение имеет вид (те—А:) + (те—А — 1) + (те — / г — 2 ) , а это число 
меньше 3(те — к). Поэтому последняя строчка в выписанной системе раз
ложений действительно имеет указанный вид. 
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Хотя разложений числа 3{п — к) много, но, оказывается, только 
одно (стоящее в первой строчке) соответствует определителю, вообще 
говоря, отличному от нуля. 

Лемма. Если векторы Ср имеют вид ( 4 ) , то для всех разложений 
числа 3{п — к) в сумму 1 + ] + I, кроме разложения п+{п — к) + (п — 2к), 
стоящего в первой строке, имеем Д ( 1 , / , / ) = 0 . 

Действительно, определитель А {п, / , I ) , у которого индексы соответ
ствуют разложению из первой строки, стоящему до подчеркнутого раз

ложения, равен нулю, так как с„ и с^ — пропорциональные векторы. Да
лее, если это разложение стоит после подчеркнутого, то 

р гр О 
А (п, 7, I) = = 0. 

Для разложения во второй строчке имеем 
О 

А ( т е - 1 , 7 , 1) = О 
О 

= 0. 

А (те, п — к, те — 2к) = 

О ф,-

о Ц>1 

Аналогично устанавливается, что все остальные строчки дают А ( 1 , / , 1) = 
= 0. Запишем определитель, соответствующий подчеркнутому разложе
нию в первой строчке, 

р Ф О 
1п-к ^1п-к фтг-Ь 

/ п - 2 й "Фп-Зй 4>п-2к 

И уравнение Ьг^п-к-^ = О, т. е. 

2 [{Сг,Сп-2к) + {Сп-хСп-2к^\) + . . . + 1 + с1-к = О-

Из вида векторов с^ следует, что ( С „ _ 1 С „ _ 2 Й + 1 ) = О, . . . . Тогда уравнение 
Ьгщ-к) = О записывается так: 

2 {СпСп-2к)-Ь Сп-и = 0. 

Из этого уравнения и условия Рз(п-ь) = О следует, что ( с „ с „ _ г А ) = 0 , 
4-ь = О, ф „ _ к = О, 

Запишем уравнение Ьгсп-к)-! = 0: 
(С„Сп -2Ь-1) + ( С „ - 1 С „ _ 2 к ) + . . . + ( С п - ь С „ - ь _ 1 ) = 0. 

Так как (с„_1С„_2й) = О, . . . , ( С „ _ А С „ _ Ь - 1 ) = О, то ( С „ С „ - 2 А - 1 ) = 0. Следо
вательно, 

С „ _ 2 А - 1 = / „ - 2 ^ - 1 ( 6 1 + 1 6 2 ) + ф п - г я - ! ^ , . 

Таким образом, предположение, что векторы С; имеют вид (4 ) , выполне
но и при следующем шаге индукции. 

Коэффициенты ^цп-к)-1, ^цп-к)-2 будут автоматически равны нулю. 
Кроме того, равны нулю следующие коэффициенты разложения к^: 
а 2 ( п - 1 ) , . . . , а 2 ( п - А ) - 1 - Допустим, те — нечетное число, те = 2 о г + 1 . Тогда 
при нашем шаге индукции к = т, п — 2к = 1, п — к = т + 1. Мы полу
чаем выражение всех векторов от Сг до с„. Рассматривая уравнение 
Ь2(п-т) = О и Рз(„-т) = О, ВЫВОДИМ г|)п-2ш = г7п-2т , ф п - т = О, Т. в. = ^Д» 
ф т + 1 = 0. Можем записать выражения всех векторов с̂ : 

с„ = р ( е 1 + 1 е 2 ) . 

Ст+1 — / т + 1 (^1 ~Ь ЪСй) , 

Ст = к{е1 + 162)+ (^твз, 

С1 = / 1 ( 6 1 + 1 6 2 ) + ф 1 е , . 

3 Заказ № 651 

(5Х 
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А (п, т, — 1) = 

Уравнение Ь п - 1 = О, т. е. 

2 [— (СпСд + ( С п - г С х ) + . . . + {Ст+1Ст-1)] + = О 

ввиду равенств ( с „ _ 2 С 1 ) = 0 , . . . , ( с « + 1 С т _ 1 ) = О, переписывается так: 
— 2 (с„С1) + = 0. Рассмотрим коэффициент ^з ( „ _ т - 1 ) . Среди разложе
ний 3(те—/тг — 1)=7г + (тг — 1) + (тг — З т т г + 1 ) = . . . = тг + т т г — 1 = . . . 
только одно разложение, тг + ттг — 1, будет соответствовать определителю, 
отличному от нуля: 

р ф О 

к Ф1 
С помощью выписанного уравнения Ьп-1 = О и условия Рз(„_то-1) = О вы
водим /1 = 0, ф т = 0. Продолжая этот процесс, получим, что все /< и ф> 
равны нулю, т. е. кривая является дугой окружности. 

Пусть теперь п четное, тг = 2ттг. При к = т имеем п — 2к + 1 = 1. 
Для векторов Ср справедливо (5 ) . Имеется небольшое отличие от случая 
нечетного тг. Из уравнения Ьп = О, т. е. 

2 [(Сп-гс^) + ... + {Ст+1Ст-г)]+ с1 = О, 

следует, что ф т = О, а коэффициент ^з(п-т) = ^вт автоматически равен 
нулю. Далее, равенство /1 = 0 вытекает из уравнения Х„_1 = О, т. е. 

— ( С „ С 1 ) + ( С „ _ 2 С 1 ) + . . . + {С^Ст-1) = 0 . 

Так как все скалярные произведения, кроме первого, равны нулю, то 
( С п С 1 ) = 0 , т. е. /1 = 0 . Аналогично показывается, что все и ф̂  рав
ны нулю. 

Одновременно из проведенного доказательства следует, что степень 
полинома хк^ всегда кратна трем. Действительно, из условия ^з(п-г) = О, 
1 = 1, . . . к, всегда имеем ^з(п-к)-1 = 0, ^з(п-к)-2 — 0. Кроме того, из этого 
условия «2(71-1) =^ О, I = I , . . к . Если взять заранее в качестве к^ и хк^ 
тригонометрические полиномы от 5 такие, что либо степень к^ не кратна 
двум, либо степень хк^ не кратна трем, то соответствующие им кривые 
яе будут йвлйгтЬся тригонометрическими полиномами длины дуги пи 
при каком тг. 
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СЛЕДЫ ФУНКЦИЙ ИЗ ОБОБЩЕННЫХ ПРОСТРАНСТВ СОБОЛЕВА 
СО СМЕШАННОЙ НОРМОЙ 

НА ПРОИЗВОЛЬНОМ КООРДИНАТНОМ ПОДПРОСТРАНСТВЕ. П 
Ж. 3. ВЕРКОЛАЙКО 

Мы используем обозначения работы [1] , продолжением которой 
является эта статья. 

В [1 ] было доказано, что пространством следов на у"'^ простран
ства Ьр^ ( К " ) , где р = (/?!, ..., р п ) , 1 < Рз < ° р , г == (г,, . . , , Г п ) , > О, 
е е [ 1 , о о ] , является пространство ©р^.ру'.р, где р = ( р 1 , . . . , 
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