
А ( п , т, — 1) = 

Уравнение Ь„-1 — О, т. е. 

ввиду равенств (с„_2С1)==0, . . . , {Ст+^Ст-^)—переписывается так: 
— 2 (спСх) + Сто = 0. Рассмотрим коэффициент Рз(п-т-1). Среди разложе
ний 3(7г — ттг — \)=п+ (п — 1) + {п — Зт +1)=^... = п + т—1= . . . 
только одно разложение, п + т — 1, будет соответствовать определителю, 
отличному от нуля: 

р ф О 

С помощью выписанного уравнения Ь„_1 = О и условия = О вы
водим /1 = 0, ф т = 0. Продолжая этот процесс, получим, что вое Д- и ф , 
равны нулю, т. е. кривая является дугой окружности. 

Пусть теперь п четное, п = 2т. При к = т имеем п — 2к + 1 = 1. 
Для векторов Ср справедливо (5). Имеется небольшое отличие от случая 
нечетного п. Из уравнения Ьп ~ О, т. е. 

2 [{СП-1С1) + . . . + (Ст+гСт-!)] + 4 = 0, 

следует, что ф т == О, а коэффициент ^з(п-ш) = Рз« автоматически равен 
нулю. Далее, равенство /1 = 0 вытекает из уравнения Ьп-1 = О, т. е. 

— (СпСО + (С„_2С1) + . . . + ( с „ с „ _ 1 ) = 0. 

Так как все скалярные произведения, кроме первого, равны нулю, то 
(СпС1 ) = 0 , т. е. /1 = 0. Аналогично показывается, что все /»• и рав
ны нулю. 

Одновременно из проведенного доказательства следует, что степень 
полинома хк^ всегда кратна трем. Действительно, из условия Рз(«-г) = О, 
г = 1, . . . к, всегда имеем ^ З ( П - А ) - 1 = 0, РЗ(П-А)-2 = 0. Кроме того, из этого 
условия « 2 ( п - » ) = 0 , г = 1, . . . , к. Если взять заранее в качестве и у.к^ 
тригонометрические полиномы от 8 такие, что либо степень к^ не кратна 
двум, либо степень хк^ не кратна трем, то соответствующие им кривые 
не будут являться тригонометрическими полиномами дл1йны дуги ни 
при каком п. 
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СЛЕДЫ ФУНКЦИЙ ИЗ ОБОБЩЕННЫХ ПРОСТРАНСТВ СОБОЛЕВА 
СО СМЕШАННОЙ НОРМОЙ 

НА ПРОИЗВОЛЬНОМ КООРДИНАТНОМ ПОДПРОСТРАНСТВЕ. I I 
М. 3. БЕРКОЛАЙКО 

Мы используем обозначения работы [1 ] , продолжением которой 
является эта статья. 

Б [1 ] было доказано, что пространством следов на простран
ства / ' рв (К" ) , где р={р,, рп), \<Р}<'=Р, г={г^, г „ ) , г , > 0 , 
е е [ 1 , оо], является пространство ^р^,р^;уг (^у где р = (р1, . . . , ру-1, 
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рV+1, . . . , р п ) , = кги %=1- (^V^)V) > О, ••= [ри ..., р^-1), р, = 
= (/7у+1, . . м Рп), причем условие х > 0 является и необходимым для су
ществования у каждой функции из /.ре (К") следа на К" 
пространства Ьр^, рV = {рю, Рг) • Кроме того, 

- 1 
В смысле 

33 в. 

где р „ = ( р 1 , РУ-О, р г = ( р у + ! , Рп). 

Для пространства Ьр^ структурное описание получено 
Рг в [ 1 ] ; в этой работе дается структурное описание пространства 3^, 

при дополнительном условии г^+1 = . , . = г„ = Го (т. е. р̂  = (р, . . . , р ) , 
р = хго) и, тем самым, п о л п о о структурное о п и с а н и е п р о с т р а н с т в а с л е 

д о в , а также описание п р о с т р а н с т в а с л е д о в п р о с т р а н с т в а ^р^ ( К " ) на 
подпространстве КV~. ' " .V^^ определяемом уравнениями лгу̂  = . . . = ^ г ^ = 
= 0, 1 < V I < V2 < . . . < V т < « . 

§ 1. Некоторые определения 

Пользуясь изотропностью гладкости рг, дадим определение простран
ства '^Рад,р^;р2т несколько отличающееся от приведенного в [ 1 ] , но, как 
нетрудно убедиться, эквивалентное ему. 

С и с т е м а ф у н к ц и й { ^Й (г)}Й1О = ( ^ А •• ^ ^ П ) } Й ^ О опреде
ляется следующим образом. Пусть т ( ^ ) е С"" (К ) , причем т ( ^ ) = 1 
при 1С! =^4/3; т ( С ) = О при Щ > 5/3. Положим 

П т(Е,-), 1 ; е К , /с = 0 , 1 ; 

[Н'о(?у+1, . Ы . к==0; 

Пусть 2 ь ( 2 ) = о*. 
П р о с т р а н с т в о 3^р^,р^',Рг(^^~^)у Р=(Р» р) — э т о банахово 

пространство измеримых на К V ^ функций /(м?, г ) , для которых конеч
на норма 

+ Ц {2 ' ' ' 1 {^п */) Ы 2 ) 1 к ] Г = о | , , ^ (1.1) 

Подобно [1 ] можно показать, что с точностью до эквивалентности норм 
пространство -^^р^.ру^Рг не зависит от конкретного вида функции т ( ^ ) . 

П р о с т р а н с т в о §3р^,р^;р^(К"~^) — это банахово пространство из
меримых на К"~'^ функций / (ш, г), для которых конечна норма 

1/11р, + ы|||1(2'^|(?,(.,2)уг=о 
где инфимум берется по всем разложениям вида 

Рг* 

ОО 

/("'д 2 ) = Г ^=П 2 2 ) , 

— целая функция экспоненциального типа (ЦФЭТ) 
, , . 2 2^^''"|| причем е Ьр^ при почти всех г, 
3* 

2Ш ^ |2'' ' ' '*,' 
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в [1] было показано, что для / е <3^р ,̂р ;̂р^ 

§ 2. Формулировки основных результатов 

Теорема 1. Пусть р = (р, . . . , р),. тогда норма в ^р^,р^;р^ экви

валентна величине 
П—V 

- Р Р у 

V о 

А(л,г/ (г ,̂ 2) ||р 
от 

\1Л|^1 

(2.1) 
Рг 

г5е А^н.гЦ^, 2 ) — разность порядка I с шагом хк, Л = ( / ^ V + 1 , . . ^ п ) » 
«-0 переменной т. от функции / ; / > р. 

Если V = 1, то [|-||р̂  в (2.1) превращается в М , тогда второе сла
гаемое в (2 .1 )—это выражение для нормы пространства Лизоркина — 
Трибеля Ь%, полученное для скалярных р в [2, 3] . Этот факт, а также 
определение пространства 3^р^,ру;р2 дает основание рассматривать его 
как векторнозначный аналог пространства Лизоркина — Трибеля и в на
ших обозначениях записать как Ьр̂ р̂̂  [^р^]. Таким образом, справедливо 

Следствие 1. При Гу+1 = = . . . = г„ = Го 

Рг 
9ю 
Рш'Р\ П ^Рг.Ру 1^Рю]' 

где Р; = КГ;, 7 = 1, . . . , V — 1 ; р = хго, % = 1 — {р^г^)~^>0, причем усло
вие ус> О необходимо для существования следа на К"~^ у любой функ
ции из 1/ре. 

Норма в пространстве следов задается как сумма величины 

3=1 

^--р,•РV 
л 1 /Рг 

4 • 

> р̂ •, И выражения (2,1) . Здесь Аа,ж -̂/ ("̂ 1 г) — разность порядка Ц 
с шагом о по направлению / = 1, . . . , V — 1. 

З а м е ч а н и е 1. В случае V = 1 второе слагаемое в (2 .1 )—это вы
ражение, возникшее ранее в [2 , 3 ] . 

З а м е ч а н и е 2. Интеграл [ в (2.1) можно заменить интегралом 
о 

1 

^ — ЭТО доказывается, по существу, аналогично следствию 2.5.11 из [ 3 ] . 
о 

Для дальнейшего нам понадобятся обозначения N = { V I , . . . , V т } , 
1 =^ V I < V2 < . . . < Vш ^ п; М = { 1 , 2, . . . , п) \; 8 = Ут—т, {щ, . . . 

. . Т!.} = { 1 , 2, . . . , V ^ — 1 } \ ( V 1 , . . . , Ут-гЬ V = {Х^^, Жт1 )̂, 2 = 

Следующее утверждение, с учетом определения пространств 
^Рто-Ру'Рг' доказывается совершенно аналогично теоремам о следах для 
пространств Бесова [4, теоремы 6.7, 6.8], только вместо обычного нера
венства разных измерений следует воспользоваться его аналогом для 
случая смешанных Хр-норм [ 5 — 7 ] . 

Теорема 2. 

^ Р у . Р г ^ ; р г ( ^ ^ ! " . , у „ ) , 
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т - 1 
где Г); = х р ; , / ^ М, х = 1 — Д] (РV^РV^) ^ > О, причем условие к > О « е -

г=1 
обходимо для того, чтобы каждая функция из ЗЗр̂ .̂р̂  имела бы след 

Пользуясь ЭТ011 тборемой, легко доказать 
Следствие 2. 

В (2.2) 

Следствие 3. Пусть = • • • = = '"о» тоа^а норма пространства 
следов в (2.2) может быть задана как сумма величины 

1 /Ру , 

2 Аа,̂ -̂ / (^, 2 ) 

ц правой части (2.1). 
З а м е ч а н и е 3. Утверждение, аналогичное теореме 2, может быть 

доказано подобным образом и для пространств 5Э^'^^Й^^ ( К " " ^ ) . При этом 
следует воспользоваться неравенством разных измерений из [7] . Мы не 
станем приводить точной формулировки ввиду ее громоздкости. 

§ 3. Доказательство теоремы 1 

Лемма. Норма в пространстве ^%^,р^;р^ эквивалентна величине 
/ оо 

2 2 ^ 2 | 1 9 Л - , 2 ) 
V к=0 \

1/РV 

где инфимум берется по всевозмооюным разложениям 
сю 

/("^' ^КгГ п - п 2 (1к(^^ 2 ) , 

(3.1) 

(3.2) 

§к{и\) при каждом фиксированном ш является ЦФЭТ 2 
З а м е ч а н и е . Для тех разложений вида (3.2), для которых конеч

на величина (3.1), ряды сходятся в Х/р^—это доказывается как предло-
Л\ение 7 [1] . 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы . Ш а г 1. Обозначим второе слагае
мое в выражении исходной нормы через З̂ !, а второе слагаемое в (3.1) — 
через % . Докажем, что 9̂ 2 < Э̂ !. Обозначим = •̂л * / , тогда аналогично 
[1] можно показать, что 

I а=к \к=0 Рч 'РV 

С константой, не зависящей от 2, что и требуется. 
оо 

Ш а г 2. Покажем, что < % . Пусть / = 2 —требуемое разложе-
оо 

ние, для которого Э̂з < Поскольку 2 * * / = ^ ^к*д$, то 2^ | 2^ * / Ц̂и, ^ 
«=А—1 

< 1 2 „ | * 2 ' ' - ^ 2 \\дЛ-, 2)|1Р„, И так как (|2^ 
в=к-1 

оо 
к-0 мультипликатор в 

1/р^[^ру] (см. [ 1 ] ) , то лемма полностью доказана. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Ш а г 1. Пусть А — это второе 

слагаемое в (2.1) , а У — внешний интеграл в А. Обозначим для крат-
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кости = 0. Имеем 

Агл,2 / (г ,̂ 2) р дк 
\ 1 Л | < 1 

ИТ 

Сделаем во внутреннем интеграле замену хк = 2-Н. Тогда 

и при т е [2- '^-^ 2-^) 

Если же в 5 сделать замену т/г = 2~^~^1, то придем к оценке 

5 > 1А^_,_1 ,^^/(а; ,г)|!р^сг/г, 

поэтому 

А=—сю 

/ 
\9 

1^1 ) I 
(3.3) 

Выражение, стоящее под знаком внешней нормы, обозначим через С ( г ) . 
оо 

Ш а г 2. Подставим в С {г) ряд 2 ^к*Г\м два раза не-

равенство треугольника и сделаем замену к = з + I. Тогда при каждом 
фиксированном 2 

с(2)< 2 (:2 2''Ч [ ||Аиг(^^+^*/)|М^1 
г = - о о \ ^ « = - о о ^ , ^ 1 ^ ^ ' ^ 

-1 
2 ( . . . )^^^+2( . . . )^^ ' = ^1(2) + С , (2) . 

1=—оо 1=0 

Для оценки функций С;(г) , / = 1, 2, нам понадобятся некоторые 
предварительные рассмотрения. 

Ш а г 3. Рассмотрим, следуя [3] , функции 
1 * /) («'^ 0) I (3.4) 

где а = п — V . Ясно, что 
{2к+. * !)т{и^, 2) > 8ир I ( ^ ,+« * /) {IV, г) | . (3.5) 

| < - г 1 < 2 - « 

Пусть а — мулыииндекс, \а\ I. Так же как в [3] , можно показать, что 
{ОЦг^*1))г{ш, 2 ) « 2 ' ' ' ( 2 . * / ) г ( ш , 2 ) , (3.6) 

где (В'^и) (м;, 2) — дифференциальный оператор по переменной 2. 
Ш а г 4. Займемся оценкой С 1 ( 2 ) , для чего оценим функцию 

К {IV, 2) = |А _̂.̂ ^̂  {2,+^ * /) {IV, 2) |, 

полагая ш фиксированным. Ясно, что 

Е (ш, 2) < 2~' ' 8ир 2 I (/?" (2 +г * / ) (ш, О 

откуда, используя (3.5) , (3.6), получим, что 

Н{ш, 2)«2-^'2^^+^"|(2,+,*/)г(к7, 2 )1 , 

*̂  Всюду ниже мы полагаем, что 2к = О лри к = —1, —2, 
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а значит, 

г = — о о \ 5 = — о о 

Сделаем замену 8 + 1 = \1; учтем, что = О при р , = — 1 , —2, . . . и 
/ > р . Тогда 

- 1 / =о \1/9 

г=—оо \ц=—00 \ 

^ 2 (2^ '11 (2^.*/)( . ,2)|и« 
\ 1 / в 

(3.7) 

при любом 2 С константой, не зависящей от 2. 
Ш а г 5. Как показано в |1] равномерно по ^ Ц^к*/Цру *С|/|ру« Кро

ме того, любая функция / е Ьр^ при почти всех ш локально суммируема 
по 2. Это дает основание рассмотреть при почти всех ш максимальную 
функцию Харди — Литтлвуда 

(ЛГ,/) {IV, 2) = зпр 1 (? (2) I I / (и;, г) 1 а { , 

где супремум берется по всем кубам ^ ( 2 ) . Из теоремы Кокилашвили [8] 
следует, что 

й=0 Рг < Рм й=0 Рг- (3.8) 

Вернемся к функциям (3.4) . Поскольку 

1 + 2 ^ « 1 2 - 1 ^ Г > П (1 + 2 ^ 1 2 , - - ^ И ) . 

то по неравенству Калябина [9] , учитывая, что 2^* I — ЦФЭТ 2* по 2 
при каждом фиксированном и>, получим 

{2^ * /)Г {IV, 2) < ЗПР )̂ < (М, ( 2 , • /)) (Ш, 2) , 

-̂-̂ -̂  П (1 + 2 М ^ , - ^ Л ) 
^ = V + 1 

Учитывая неравенства (3.7) и (3.8), получим 

I 1̂ (2) |к < 
/ оо 

2 ( 2 ^ ^ | 2 . * / 1 1 р V 
л / 0 

Рг 
(3.9) 

Ш а г 6. Оценим А ( 2 ) . Обозначим внутренний интеграл в выраже
нии для Са (2) через 3^. Имеем 

1пах|Л |̂<1 

где / , + ^ = 11 (Х,+^ * / ) ( • , 2) |р .̂ Сделаем замену 2 + 2-*т17г = I. Тогда 

/ 2 (2- 'т1)^-" ] (̂ ) й ^ < 7 ( М . / . + 0 (2). 

Сделав замену 8 + г = |х, мы придем к неравенству 

* СМ<.[Ъ Г'' ( М . / ^ ) « (2) У^' 2 2-^^ 
г=0 
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Вспоминая, что функция { 2 ^ Р / Ц ] ^ = О принадлежит Ьр^[1в], и применяя 
цитированную выше теорему Кокилашвили, получим для € 2 ( 2 ) оценку, 
аналогичную (3.9). 

Итак, мы показали, что новая норма оценивается сверху выражени
ем (1.1), т. е. исходной нормой. 

Ш а г 7. Получим обратное неравенство. Согласно лемме норма в 
^Рад.б'.Рг эквивалентна величине 

^1/IIрV + ^ п ^ 

1/е 

где инфимум берется по всевозможным последовательностям функций 
{^к]к='0^ являющихся при каждом фиксированном IV ЦФЭТ 2^ по 2 , и та
ких, что ^к^ ^'ру;, ^^к—!\\р^;~^^ при А--^оо. Пусть а > О — некоторое 
число, Ь = а + р. Рассмотрим функцию с{(-^ Я~Ч)\ е К , где 
Я — четное число, а с — положительная константа, выбранные так, что
бы выполнялись условия 

I) | ^ ( ^ ) г ' + ( " - ^ > - 1 й ^ < о о ; 
к 

I I ) шах § (О 2'^"-^> < 2-'\ = О, 1, . . . ; 

Ш) I ^ ( | 2 И 2 = 1 . 

Следуя [4, п. 5.2.1], рассмотрим для / е Ьр^ функции 

<?й (IV, 2 ) = С (<г - 2 ) / {ю, о) аа, 

I I 

где Шк ( 2 ) = 2 ^3 {т""'^ ^ ( 2 ^ 21/; ) . 2 1, > 0 . Ясно, что е Ьр^, 

е оо ( К ' ^ " ^ ) при каждом фиксированном IV, причем 

К " —V 
оо 

о V » / 

где со - {Ъ е К " - " : = 1}. Тогда | / - (?й|р̂  - ^ 0 при к^<^ ж 
г . . 

2«+1 

« = 0 2« 

-Сделаем во внутреннем интеграле первого слагаемого замену 1К == р; во 
внутреннем интеграле второго (к == 2*'*'^- Тогда 

С(0,1) 
ОО 

+ 2 2 - ь I ||А^_,+.^,/(1^,2)1|р^Сг^1< 
9 (0 ,1) 

1=0 С(0,1) 
4 0 



Поэтому 
оо \1/0 

оо 1 оо 
•\—ак 

что и требовалось. 

/ 

\(?(0.1) 

в\1/е 
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О ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИКЕ 
СПЕКТРАЛЬНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 

в. в. ВЕРШИНИН, В. г. ГОРБУНОВ 

Построенная Дж. Ф. Адамсом [1] спектральная последовательность 
(СП) стала важным вычислительным средством современной алгебраи

ческой топологии. С. П. Новиковым была развита теория спектральной 
последовательности типа Адамса, основывающейся на обобщенной тео
рии когомологий и, в частности, па теории унитарных кобордизмов [ 2 ] . 
Впоследствии Н. А. Босом [ 3 ] было доказано, что если спектр Г конеч
номерный, а спектр X таков, что Нп{Х, 2 ) конечно порождены и без 
кручения для всех п, то спектральная последовательность Новикова 
существует и сходится. Первой трудностью, которая возникает при ис
пользовании спектральной последовательности Новикова, является вы
числение ее начального члена, изоморфного Ех1;^17 (МП* (X) 
ми* (У)), где М1]*()—теория унитарных кобордизмов. Локальный' 
вариант спектральной последовательности Новикова имеет начальный 
член, изоморфный Е Х ! ; А ( 5 Р * ( Х ) , Л Р * ( У ) ) , где 5 Р * ( ) — т е о р и я когомо
логий Брауна — Петерсона. Для вычисления этого объекта С. П. Нови
ковым была предложена алгебраическая спектральная последователь
ность, имеющая начальный член, изоморфный при У = 8": 

^^^^р/{Я,){Н*(х,2/р),Щ>*), (0.1) 

где !̂̂ р — алгебра Стинрода, а ВР* — объект, присоединенный к ВР* = 
= ВР*(8'')= 2р[и1, . . . , I ; , - , . . , ] по фильтрации, пороледенной максималь
ным идеалом т кольца ВР*. Большой интерес представляет гомологиче
ский вариант спектральной последойательности Адамса — Новикова [4 ] , 
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