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О ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИКЕ 
СПЕКТРАЛЬНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 

В. в. ВЕРШИНИН, В. г. ГОРБУНОВ 

Построенная Дж. Ф. Адамсом [1 ] спектральная последовательность 
(СП) стала важным вычислительным средством современной алгебраи­

ческой топологии. С. П. Новиковым была развита теория спектральной 
последовательности типа Адамса, основывающейся на обобщенной тео­
рии когомологий и, в частности, па теории унитарных кобордизмов [2] . 
Впоследствии Н. А. Босом [3] было доказано, что если спектр У конеч­
номерный, а спектр X таков, что Н„{Х, 2) конечно порождены и без 
кручения для всех д, то спектральная последовательность Новикова 
существует и сходится. Первой трудностью, которая возникает при ис­
пользовании спектральной последовательности Новикова, является вы­
числение ее начального члена, изоморфного Ех1^ц^ {МЛ* {X) 
ми* ( У ) ) , где ми*О—теория унитарных кобордизмов. Локальный' 
вариант спектральной последовательности Новикова имеет начальный 
член, изоморфный ЕХ1А{ВР*{Х), ВР*{У)), где . бР* ( )—теория когомо­
логий Брауна — Петерсона. Для вычисления этого объекта С. П. Нови­
ковым была предложена алгебраическая спектральная последователь­
ность, имеющая начальный член, изоморфный при У = 8": 

^^^^,ця,){Н*{х,2/р),Щ>*), (0.1) 

где — алгебра Стинрода, а ВР* — объект, присоединенный к ВР* = 
= ВР*{8°)=^ 2р^V^, . . . , у,-, . . . ] по фильтрации, порожденной максималь­
ным идеалом т кольца ВР*. Большой интерес представляет гомологиче­
ский вариант спектральной последобательности Адамса — Новикова [4] , 
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не требующий для существования никаких условий на спектр X . В свя­
зи с этим возникает потребность рассмотрения гомологического варианта 
алгебраической СП. С другой стороны, возникают и находят себе при­
менение алгебраические спектральные последовательности, основываю­
щиеся на фильтрации кольца ВР*, отличающейся от /?г-адической [5 ] . 
Спектральные последовательности Адамса, Новикова, алгебраическая СП 
и спектральная последовательность Картана — Эйленберга были вклю­
чены в некоторый четырехугольник [2, § 12]. Именно: объект, изоморф­
ный (0.1) , является также начальным членом СП Картана — Эйленбер­
га, сходящейся к начальному члену СП Адамса. Изучению СП, участву­
ющих в этом четырехугольнике, и посвящена настоящая работа. 

§ 1. Свойства спектральной последовательности 
Адамса — Новикова 

Напомним построение гомологического варианта СП Адамса Но­
викова [4] . Пусть Хй = Х, о = }1/\Хд,ще к — мультипликативный 
спектр, определяющий обобщенную теорию гомологии ^* О, в которой 
строится спектральная последовательность Адамса — Новикова. Пусть 

— спектр сфер и г : 8 к — морфизм, соответствующий единице коль­
ца к^. Рассмотрим морфизм 

x,^8^x,^к^x,^^V,, 

дополним его до точного треугольника 
— Х^ 

в котором морфизм Ха ̂  Х1 имест степень О, а морфизм РГо ^1 — сте­
пень — 1. Проделаем для то же, что было сделано для Хо, и продол­
жим эту процедуру по индукции. Получим следующую диаграмму: 

Хр •* Х^.-<^ . . . ^ Х ^ •< Х„+1Ч—... 

Можно записать эту диаграмму и несколько иначе. Рассмотрим точный 
треугольник 

к^8 

к 

в котором морфизм Л^8 имеет степень 0. Можно взять Х„ =^'*ДХ,; 
^ п = ^ Л ^ " Л ^ и очевидные морфизмы. Спектральная последователь­
ность Адамса — Новикова возникает из точного треугольника 

[У, Х^]^^[Г,Х,+,]^ 

в котором через [3^, Х^] ' ' обозначаются морфизмы некоторой категории 
частных [4 ] . Одним из условий того, чтобы имел место изоморфизм 

^^'* = Ех1Йл) {к* (Г), к* (X)) , 

является следующее: к^{к) — плоский правый модуль над Тг̂ .̂ Отсюда 
следует, что к^ (И^п) есть распшренный комодуль над / I * (к): 

к^ХЦ'гд^к^(к) <^,,к^(кГАХ), 

и мы построим резольвенту /г^ (/г,)-комодуля /г^(Х), состоящую из рас­
ширенных комодулей 

к^ {Х)-^к^ ОУ,) . . . ->/г* (Шп).... 
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Аналогичная процедура построения резольвенты, состоягцей из расши­
ренных комодулей, имеется и в чисто алгебраической ситуации. Пусть 
С есть бимодуль над коммутативным кольцом К, являющийся коалгеб-
рой с коумножением "фс: С ^ С ®кС и коединицей 8с: С К. Предполо­
жим, что М есть С-комодуль с кодеиствием -ф-мГ М С ®к М, которое 
является расщепляющимся мономорфизмом в категории ^йГ-модулей. Рас­
смотрим фактор-модуль Г1 модуля С ®кМ по вложению -фм: 

Из свойств •фм следует, что кодеиствие на расширенном комодуле 
С®кМ определяет кодеиствие на Г1, благодаря которому Г1 становится 
комодулем: 1|5г̂ - Г 1 - ^ С ^кГ^ . Обозначим фактор-модуль С ®к Г1 но 
вложению г|)г̂  через Гг. Продолжая этот процесс, получим С-комодуль 
Г,-. Возьмем теперь композиции проекций и вложений 

С ® Г, -> г,+. -> с ® г ,+„ 

которые образуют резольвенту С-комодуля М, состоящую из расширен­
ных комодулей 

М-^С®М^С®V,-^...-^С®V^-^.... 

Мы будем называть эту резольвенту стандартной резольвентой ко­
модуля М. 

Пусть теперь задан свободный Л^-модуль конечного типа Л'̂ , являю­
щийся также С-комодулем, а комодуль М является также модулем над 
другим коммутативным кольцом К, над которым задан плоский модуль 
^. Предположим, что '^м есть /^-модульный гомоморфизм, структура 
Д-модуля на С ®к М определяется из структуры /?-модуля на М, кото­
рая задает также действие кольца К на Ех1;с(^, М). Морфизм '^м® в^•^ 
является кодеиствием на М ®я^^ 

В дальнейшем нам потребуется следующая 
Лемма 1. В ситуации, описанной выще, имеет место изоморфизм 

Ш1с (Л ,̂ Ж ®д (?) = Ех1с {N, М) ®п (?. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ^ есть резольвента С-комодуля М, со­

стоящая из расширенных комодулей Мп=^С ® кОп, и на ^ существует 
действие кольца Л, продолжающее действие его на М. В качестве такой 
резольвенты можно взять стандартную резольвенту. Действительно, Г1 
будет /?-модулем, а кодеиствие "фг̂  — /2-модульным гомоморфизмом и т. д. 
Имеем канонический гомоморфизм 

Ношс{N, ^„)®п^^ НоШс{N,^^г ®н (?), 

который является изоморфизмом вследствие того, что 
Нотс(Л^, Мп)^ Потк{М, ^„), 

а есть свободный модуль конечного типа над К. Поскольку ^ — плос­
кий /?-модуль, мы получаем изоморфизм из формулировки леммы. Лем­
ма доказана. 

Следствие 1. Если ^ — коалгебра, а М — комодуль над ^, причем 
^-кодействие на М есть С-комодулъный гомоморфизм, то Ех1;с(Л'', М) 
становится комодулем над коалгеброй ^ с кодеиствием, определяемым 
по формуле 

у^Еп: ЕхЬс {N, М) -> Ех1с (Л ,̂ Л/ ® (?) = Ех1с (К, М) ® (?. 

Предположим, что X — мультипликативный спектр. Тогда на членах 
точного треугольника, порождающего СП Адамса — Новикова, определе­
но действие кольца тс^ (Х), основанное на морфизмах 

хЛМ' у 

ШпАХ = к/\к^АХ/\х—./1Л^"Л^-^п, 

к^АХАХ—^Я^АХ, 
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где \1х — умножение в X. Это действие согласовано с морфизмами тре­
угольника, следовательно, оно определяет действие {X) во всех чле­
нах СП Адамса — Новикова. В члене Еоо это действие присоединено к 
каноническому действию кольца (Х) на [У, X]. Рассмотрим указан­
ное выше действие на уровне члена Е2 и отождествим его с канониче­
ским действием для функтора Ех1;гф(Л) (/г* (У) , к^{Х)). Этот функтор 
можно вычислять с помощью проективной резольвенты/г,^ (К) . Тогда 
действие кольца л^{Х) на Ех^^ с̂л) (/г* (У), /г* (X)) определяется че­
рез его действие ^I8^к^(X). Если вычислять Ех11г^(Г1){11^{У), к^{Х)) с 
помощью резольвенты М комодуля к^ (Х), состоящей из расширенных 
объектов, на которой существует действие л^ (X) , продолжающее дейст­
вие на /̂ * (X), то получим л^ (Х) -модульную структуру на 
^Г^ (Нотл^(/1) (/г.̂  (У) , ^ ) ) . Из доказательства теоремы об изоморфизме 

Ехи,(Л) {к^ (У), к^ (Х)) ^ (Нотл,(Л) {к^{У), ^)), 

[6, с. 535] следует, что оба действия на Ех1н^{К) {к^ {У), к^ {X)) совпа­
дают. Обозначим к^ (к) через А и рассмотрим коммутативную диаграмму 

[Г, к/\к^/\Х] 0 я* ( X ) [ У , кАк^АХ/\Х] 
II . 

Ношл {к^ (У), к^{кАк'^АХ) о х^ 

Ношл {к^ ( У ) , 4 ( / г Л ^ " Л ^ ) ® ^ * ) - ^ Н о т л ( / г * (У), к^ ( / ^ Л ^ ' Л ^ Л ^ ) . 
Из нее следует, что действие л^ (X) на члене после его изоморфизма 
с Ношд (к^ (У), к^ {к А ^"^Л^)) совпадает там с алгебраическим дейст­
вием. В итоге получаем, что действие Х^ на члене Е2 СП Адамса — Но­
викова является алгебраическим действием кольца Х^ на Еx^^^{к^{У), 

Для определения кодействия коалгебры Х^ (X) на всех членах 
спектральной последовательности Адамса — Новикова нам потребуется 
следующая 

Лемма 2. Если Х^ (X) — плоский Х^ -модуль, то для любых спект­
ров У и 2 имеет место изоморфизм 

[У, 2 АХ АХ] ^ ]У, 2 АХ] <^х,Х^ (X ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеется каноническое естественное по У ш 2 
преобразование второго функтора в первый: 

г ( У , 2): [У, 2 АХ] 0х.Х^{Х)-^[У, 2 АХ АХ]. 

Поскольку Х^ (X) есть плоский Х^ модуль, то функтор [У, 2АХ] (^x^, 
<^х*Х^{Х) при фиксированном 2 является функтором когомологий, 
а преобразование V — естественным преобразованием теорий когомоло­
гий. Чтобы доказать, что V является эквивалентностью, достаточно про­
верить, что это есть эквивалентность на группах коэффициентов 

2): [8, 2 АХ] ®х.Х^{Х)-^[8, 2 АХ АХ]. 

Если рассматривать эти два функтора как гомологические функторы от 
2, то мы получаем естественное преобразование одной теории гомологии 
в другую. Рассмотрим его на группах коэффициентов 

V ( 5 , 5 ) : л.^{Х) ^х,Х^{Х)-^л^{ХАХ). 

Это — изоморфизм. Следовательно, естественное преобразование теорий 
гомологии есть эквивалентность, а значит, и У{У, 2)—изоморфизм. 
Лемма доказана. 

Предположим, что Х^ (X) — плоский Х^-модуль. Зададим кодеист­
вие коалгебры Х^ ( X ) на членах точного треугольника, порождающего 
спектральную последовательность Адамса — Новикова, по формулам 

[У, к'^АЗАХ] ^ [У, к'^АхАХ] - [у, к''АХ] ®х,х^{Х), 

[у, кАк^'АЗАХ] ^ [У, кАТь'^АХАХ] ^ [ г , ^ Л ^ " Л ^ ] ®х,х^ (Х ) . 
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Это кодеиствие согласовано с морфизмами точного треугольника и, сле­
довательно, порон^дает кодеиствие во всех членах спектральной последо­
вательности Адамса — Новикова. В члене последнее кодеиствие при­
соединено к аналогичному кодействию на [У, X]. 

Если/г.я, (У) — свободный /г^-модуль конечного тина, то из леммы 1 
следует, что Е Х 1 А ( ^ ) ' ^ * (^)) становится комодулем над Х^{Х). 
Кодеиствие в члене Е1 спектральной последовательности Адамса — Но­
викова порождено кодеиствием на резольвенте, состоящей из расширен­
ных комодулей, которое продолжает кодеиствие на 1г^{Х). Следователь­
но, в члене Е2 оно совпадает с алгебраическим кодеиствием. Таким об­
разом, доказано 

Предложение 1. Если спектр X мультипликативен, то определено 
правое действие кольца Х^ = (Х) на всех членах спектральной после­
довательности Адамса — Новикова, которое на уровне члена Ег является 
алгебраическим действием для функтора Ех1/г (̂Л) (/г^ (У),/г.^ (X)) , а на 
уровне члена Е^ присоединено к каноническому действию в Х*{У). Ес­
ли {У) ~ свободный к^-модуль конечного типа, а Х^{Х) — плоский 
Х^ -модуль, то определено кодеиствие на всех членах спектральной по­
следовательности Адамса — Новикова Ет-^Ег ^х^Х^{Х), которое на 
уровне члена Ег является алгебраическим кодеиствием для функтора 
Ех1г1^(}г){к^(У), к^{Х)), основанном на кодействии на к^{Х), а на 
уровне члена Е„ присоединено к каноническому кодействию на Х * ( У ) . 

Естественно ожидать, что СП Адамса — Новикова возникает не 
только из диаграмм вида (1.1) , в которых И̂ п =^ ^ Л ^ п - Введем следую­
щие определения. 

О п р е д е л е н и е 1. Диаграмму типа (1.1) такую, что/г.*(/п) = О для 
всех п, где / „ — морфизм Х„+1 Х„, будем называть ацикличным комп­
лексом для к^ (). 

О п р е д е л е н и е 2. Диаграмму типа (1.1), в которой Шп = к/\2п 
для всех п, где вообще говоря, не совпадает с Хп, будем называть 
относительно инъективным комплексом. 

Предложение 2ц Спектральная последовательность, возникающая из 
относительного инъективного ацикличного для к^ () комплекса, является 
спектральной последовательностью Адамса — Новикова в теории к^ (). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . У нас имеется две диаграммы: каноническая 

X *—кАХ<- . . . ч - / ^ " Л ^ - — ^ " + ^ Л ^ ^ 
^кАХ-" ^кАк^Ах"" 

и некоторая относительно инъективная ацикличная 

X -< Х^ .,. Хп <—-

Построим сравнение из первой во вторую. Определим морфизм как 
композицию 

/ ^ Л ^ ^ ' / ^ Л И ^ о ^ ^ Л ^ Л ^ о - ^ ' / ^ Л ^ о = Изо­
морфизм /1 определим как замыкающий диаграмму 
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до коммутативной. Морфизм §1 определяем как композицию 

Так же, как Д, определяем Д и продолжаем процесс по индукции. Мы 
построим сравнение канонияеской резольвенты в рассматриваемую. Если 
применим функтор/г* ( ) , то получим сравнение относительно инъектив-
ных резольвент 

{X) к^ (к) 0к^{Х)-^...->к^ (к) О /г* (ИГАХ) 
л, л* 

К(Х)->к(^) ® ^ * ( ^ о ) - ^ . • • - ^ К { ^ ) ® К ( ^ п ) . 
л* л* 

Это сравнение порождает изоморфизм на уровне членов Е2, которые для 
обеих СП изоморфны Ех1;г (̂;г) (/г^ (У) , Л* (X)) . Таким образом, спект­
ральные последовательности совпадают, начиная с члена Е^, следова­
тельно, они имеют изоморфные члены Е«,. Если эти СП сходятся, то 
фильтрации, определяемые в [У, Х ] " двумя диаграммами типа (1.1) , сов­
падают. Предложение доказано. 

О п р е д е л е н и е 3. Диаграмму типа (1.1) , являющуюся относитель­
но инъективным ацикличным комплексом относительно к* {), будем на­
зывать резольвентой Адамса спектра X в теории к^{). Если Хп^к^А 
Д Х , \Уп = к/\к^/\Х и связаны они каноническими морфизмами, то та­
кую резольвенту мы будем называть канонической резольвентой Адамса. 

В работе [3 ] дано определение кох'омологической резольвенты Адамса 
X — Хц •< Х]^ ч— . . . ч— Х „ •< Хп+1 

состоящей из точных треугольников, для которых к*{^п) есть эпимор­
физм, но не требуется, чтобы Ж„ имел вид / ^ Д ^ п - Однако для конкрет­
ных теорий когомологий, например Я * ( , 7,/р) или М17*{), резольвента 
Адамса строится так, что = / г ДИ^„, где — букет спектров сфер, 
вообще говоря, различных размерностей [3] . В этих случаях выполнено 
также следующее условие: гомоморфизм, индуцированный спариванием 
Кронекера 

7 (Хп): К {Хп) Нотл* (к* (Хп), к*), 

является мономорфизмом. 
Предложение 3. Если когомологическая резольвента Адамса такова^ 

что Мп = к/\Шп и 'у(Х„)—мономорфизм для всех п, то она является 
гомологической резольвентой Адамса. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Нужно доказать только, что к^ (Р„) — моно­
морфизм. Воспользуемся коммутативной диаграммой 

К (Хп) Нотд* (к* (Хп), к*) 
\ фп) I Ношл* (к* фп), 1) 

к^ (Мп) Пошл* (к* (Мп), к*). 

Так как /г*(Р„)—эпиморфизм, получаем, что Ношл* (/г-* (Р„), 1) — моно­
морфизм. По условию "У(Х„)—мономорфизм, следовательно, к^фп) — 
мономорфизм. Предложение доказано. 

Предложение 4. Если диаграмма (1.1) является резольвентой Адам­
са спектра X в теории к^О, а спектр X таков, что й*(2)—плоский ко­
модуль, то следующая диаграмма 

х,/\г^х,А2:^..,^ХпА2^Хп+гАг^ 
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с очевидными морфизмами является резольвентой Адамса спектра Х/\2 
в теории )• 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Достаточно показать, что морфизм / « Д ! ин­
дуцирует нулевой морфизм в й^^цО-гомологиях. Это вытекает из комму­
тативной диаграммы 

К (Хп) ® К (2) - ^ ^ ^ К (Хп+г) ® К (2) 

К (ХпАг)-^^^^к{Хп+гАг), 

в которой вертикальные стрелки суть изоморфизмы. Предложение 
доказано. 

§ 2. Конструкция четырехугольника 
спектральных последовательностей 

Пусть имеются два мультипликативных спектра к ж Н, определяю­
щие некоторые обобщенные теории гомологии к^ () и () соответст­
венно. Рассмотрим сначала каноническую резольвенту Адамса спектра 

X в теории „е о '• 
X ^11АХ<~..,^кГ'АХ^ к'^+^АХ^ 

^НАХ"^ ^кА'^'^АХ^ 

Теперь для каждого Хп возьмем свою каноническую резольвенту Адам­
са в теории О и соединим их члены очевидными морфизмами. 
Получим диаграмму 

Хп,й •*~-^п,1 ^п,7П"^-^гг, т+1 
I I I I 

\ (2.1) 

В которой Хт,п = А^^АХ. Все участвующие в диаграмме (2,1) мор­
физмы можно считать вложениями. Поэтому можно взять своеобразный 
тотальный комплекс этой диаграммы 

х^кАхиНАХ^.,.^ [) н'А^'^'АХ^. (2.2) 

Из построения видно, что 

и Е'А^^''~'АХ^(НАк)''АХ, 
г=0 

И фильтрация (2.2) является резольвентой Адамса в теории, поражден-
ной спектром к АН. Предположим теперь, что спектр Н является мо­
дульным над спектром Л, что в нашем случае равносильно существова­
нию морфизма кольцевых спектров и: к-- Н. Докажем, что диаграмма 
(2.2) является ацикличным комплексом в теории ( ) . Эта диаграмма 
является ацикличным комплексом в теории {НАЩ*( )» т. е. 
(Н/\к) (/й) = 0. Рассмотрим коммутативную диаграмму 

(НАЩ^(Хп)^{НАК)^(Хн+.) 
Ф*1 Ф * И ( 1 Л 0 * 
Н^(Х,)^ Н^{Х,+,), 
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в которой Х}^ — [} /\к'^~^/\Х; ц):Н/\к-^Н— морфизм, определяю-
•г=о 

щий модульную структуру спектра Н; I: 5 / г — морфизм, соот­
ветствующий единице кольца к^. Из равенства ф (1Дг) = 1н следует, 
что у к) = 0. Поскольку относительная инъективпость комплекса, оп­
ределяемого диаграммой (2.2), очевидна, получаем, что (2.2) определя­
ет спектральную последовательность Адамса — Новикова в теории Н^О. 

Член Е1 СП Адамса — Новикова (в теории определяемой 
тотальной фильтрацией, имеет вид [V, Х^], где 

Х1= [} н'А^^^-'АХ Ги н'Ак^+'-'АХ = у я л я ^ Д Л Д / ^ ' - ' Д ^ . 
г = 0 / 1=0 1 = 0 

Вследствие диаграммы (2.1) в этом члене возникает фильтрация 

е^е1 = Г , У -й^ЛЯ'д/^д^'^-^дх 
1=0 

Член Е^ С его дифференциалом можно рассматривать так же как то­
тальный комплекс биокомнлекса Б*'^ = [У, ДЯ^Д/гДЯ*], в котором 
(̂ ^ индуцирован композицией /гД/г-->5Д/гД/г.*'-^/гД/г.*'^^, а — анало­
гичной композицией но Н. Тогда фильтрация Е'^ будет фильтрацией по 
столбцам и возникающая СП будет первой СП бикомплекса. Ее член Е^ 
изоморфен Н1Нп{В). Как обычно, это означает, что сначала нужно 
взять гомологии по столбцам, а затем — по строчкам. 

Заметим, что если даны бикомплексы В{У1, Х1) и В {У 2, Ха), то 
определено спаривание 

В^'^ {У„ X,) (8> В'''^' (У„ Х,)-^В^+^''^+'^' (Г^Д Г^, Х,АХ,) 

по формуле 

В''^{У„ X,) ® В'''^' {У„ X,) = [у,, НАН'А^г Ак'АХ] ® 

, ^[у.^НАН"' А^А^''АХ,]~^ 

- > [ Г , Д Г „ Я Д Я ' Д / ^ М ^ Д Х , Д Я Д Я ^ ' Д / г Д Г д Х , ] - ^ (2.3) 

- > [ 1 ^ д г „ я д я д я ^ + « ' д / . д ^ Л ^ ^ - ' ^ ' Л ^ 1 Л ^ 2 ] - > 
- > [ У , Д У „ Я Д Я ^ + « ' Д Л Д 1 ^ + ^ ' Д Х , Д Х , ] , 

в которой второй морфизм индуцирован перестановкой, а третий — 
мультипликативной структурой спектров Н я к. Для этого спаривания 
дифференциалы и будут дифференцированиями. Следовательно, по­
рождаемая этим бикомплексом первая СП обладает мультипликативны­
ми свойствами. 

Рассмотрим теперь член Е,, СП Адамса в теории/г* ( ) . Он имеет вид 
= [у , / гД/г^ Д Х ] . Если профильтровать каждый объект /гД/г'^ДХ 

фильтрацией Адамса в теории Я ^ (), как показано на диаграмме (2.1), 
то в члене 1̂ возникает фильтрация. Предположим теперь, что СП 
Адамса — Новикова в теории Я ^ () для [У, / гД/г '^ДХ] , начи­
ная с члена Ег, тривиальна. Тогда объект, присоединенный к Е1 по рас­
сматриваемой фильтрации, изоморфен Ни{В), где В есть введенный 
выше бикомплекс, а начальный член СП, сходящейся к члену Ег СП 
Адамса — Новикова в теории /г* (), будет изоморфен Н1Н11(В). Вспом­
ним, что определяется спаривание СП Адамса — Новикова для [У1, Х1] 
и [Уг, Ха] в СП Адамса — Новикова для 1У1Д Уг» ^ х Л ^ г ] ' которое 
на уровне члена Е1 дает спаривание 

[у^ , кАк'АХ,] ® [У„ ^А^''АХ,]-^1УгАУ2^ / 1 Д / ? Л Х 1 Д / 1 д 7 / д х , ] - > 

[У1АУ2Г кАк''-''АХ,АХ,]. (2.4) 
4 8 



Здесь последнее отображение индуцировано композицией перестановки 
и морфизма, порожденного мультипликативной структурой спектра к. 
Аналогично определено спаривание СП Адамса — Новикова в теории 
Я ^ О для [УхЛ1\Ть 1\Х.^ и [Уа,/^Л^^'Л^г! в СП Адамса — Новикова 
для [УдДУ2,^Л^*^* Л-^хЛ-^г]' соответствующее морфизму (2.4). На 
уровне членов мы получим спаривание (2.3). 

Таким образом, один и тот же начальный член, с учетом мульти­
пликативной структуры, имеют две алгебраические СП, сходящиеся к 
начальным членам СП Адамса в теориях Я ^ () и к^ () соответственно, 
это и означает, что возникает четырехугольник спектральных последо­
вательностей 

ЯхЯц (В) =^Ехи, ( , ) {к^ (У) , к^ {X)) 
^ ^ (2.5) 

Ех*н*(Я) (Я^ (У) , Я ^ {X)) => [У, X]. 

В этом четырехугольнике мы имеем две СП Адамса — Новикова в тео­
риях к^ О и Я ^ О соответственно. Спектральную последовательность, 
обозначаемую верхней стрелкой, будем называть алгебраической спект­
ральной последовательностью (АСП) Новикова, а СП, обозначаемую ле­
вой стрелкой — спектральной последовательностью Картана — Эй­
ленберга. 

Начальный член четырехугольника триградуирован. Обозначим эти 
градуировки через 5, д и т, где градуировка ^ соответствует фильтрации 
Адамса в теории к^{), д — дополнительная, вертикальная градуировка 
И Т — топологическая градуировка. Фильтрации Адамса в теории Я ^ () 
соответствует сумма градуировок 5 + д. Пусть дан элемент д ; е [ У , Я ' Д 
Д/г*ДХ]т; такой, что его проекция в начальный член четырехугольни­
ка Н1Нл{В) (т._ е. образ при отображении [У , Я^Д/г^ДХ]->-
- > У, Я Д Я ^ Д / г Д Д * Д Х ] ) есть ненулевой элемент Ху. Тогда Х1 с 
помощью двух путей четырехугольника (2.5) определяет два множества 
элементов в [У, X ] . Оба этих множества содержат элемент, являющийся 
образом X в [У, X ] при морфизме, возникающем из диаграммы (2.1). 
В этом смысле мы понимаем коммутативность диаграммы (2.5). Все 
дифференциалы участвующих в четырехугольнике СП уменьшают гра­
дуировку т на 1. Дифференциал АСП действует следующим образом: 

Аг-. ЕГ-^Е1+'^'-^\ 

а дифференциал д,г СП Картана — Эйленберга есть гомоморфизм 

а^: ЕГ-^Е^-'''^'+\ 

Мы считаем, что Ях (Нц (В)) = Е1'^. 

§ 3. Алгебраические спектральные 
последовательности 

Спектральные последовательности, связанные с Ех1/1*(Л) (^* {У)ц 
к^ (X) ) , могут возникать не обязательно из фильтрации Адамса. Рас­
смотрим следующую ситуацию. Пусть С — бимодуль над некоторым 
коммутативным кольцом К, являющдйся коалгеброй, М и N — два 
С-комодуля. Предположим, что 52 — резольвента комодуля М, состоящая 
из расширенных С-комодулей. Предположим, что в ^ задана фильтрация 

=э . . . ЕМ' =э Е'+^М' =3 . . . , 

согласованная с дифференциалами. Эта фильтрация порождает некото­
рую фильтрацию в комплексе Нотс(Л^, ^ ) , которая, в свою очередь, по­
рождает спектральную последовательность, мы будем называть ее алгеб­
раической спектральной последовательностью. Если фильтрация Е есть 
фильтрация под-С-комодулями, то начальный член возникающей СП 
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имеет вид 

Задать фильтрацию можно следующим образом. Пусть в кольце К есть 
некоторая фильтрация К=>.. .=>Р'К Р^'^^К Она порождает филь­
трацию во всех Х-модулях, которую сохраняют ЛГ-модульные гомомор­
физмы. На бимодуле С возникают две фильтрации: левая и правая. 
Предполо;ким, что они совпадают: 

{Р'К)-С = С-ГК. (3.1): 

Тогда в резольвенте М, состоящей из расширенных комодулей, возника­
ет фильтрация подкомодулями. Пусть С является плоским правым К-ио-
дулем и фильтрация Р мультипликативна, Р^К = К, тогда Р^ есть идеал. 
Обозначим фактор-кольцо К/Р*^ через Ь, а фактор-модуль С/Р^ — через 
С. Структура коалгебры на С задает структуру коалгебры на С Дейст­
вительно, имеем морфизмы 

у^/Р^: С/Р' -> С/Р^ ®^С = С' С\ 

е/Р,: С1Р'-^К1Р' = С\

З^-довлетворяющие необходимым условиям. Более того, из (3.1) следует,, 
что для любого С-комодуля М с кодеиствием -фм имеется кодеиствие 

"^и. М-^С®кМ = С' ® ь ( 3 . 3 ) 

превращающее присоединенный модуль Ш в комодуль над коалгебройз 
С. Из условия (3.1) следует также, что 

для любого Х-модуля ^, Вспомним теперь процесс построения стандарт­
ной резольвенты комодуля М. Имеем точную последовательность 

Возьмем последовательность, к ней присоединенную 
"Фм ~ 

и докажем ее точность. Действительно, фм есть мономорфизм, так как: 
является кодеиствием, а очевидно, эпиморфизмом. Проверим точность 
в среднем члене. Пусть х^Р'(С®кМ) таков, что р{х)^ Р^'^^Т^ Из оп­
ределения фильтрации и модуля Г1 следует, что существует элемент 

п 
т ^ 1 т •\^м такой, что х—т= 2 /^^ ;^ где е Р'-^^К, х^^ С ®кМ, / = 

== 1, п. Следовательно, класс элемента х в Р'{С ®кМ)/Р'^^ есть 
образ класса элемента т' такого, что '^м{ш')=т, т'^ Р'М вследствие 
мопоморфности •фм. в силу точности рассматриваемой последовательно­
сти после перехода к присоединенным объектам стандартная резольвен­
та ^ С-комодуля М превращается в стандартную резольвенту С'-комо-
дуля М. Для всех 1 имеются цепочки изоморфизмов 

Р'Яотс(М, ^^)^Яотс{N, ГС ®к Г „ ) ^ 
^ НоШс {N, С ®к /^Т„) ^ Ношк (Л ,̂ Г Г « ) , 

такие что г-тая цепочка согласована с ( г + 1)-той. Предположим, что К 
проективен как К-жощлъ. Рассмотрим коммутативную диаграмму 

Нотс(Л^,, С ® х ^ Т „ ) / Н о т с ( Л ^ , С(8)Е:/^'+'Г„)->Нотс(^\^, С ^кР'Тп!Р'^'^Т^ 

Нотк{^V,, ^^Тп)/Нотк(^V, Г + 1 Г „ ) - > Н о т к ( Л Г , /^Т„/^^'+^ГпX 
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в которой горизонтальные стрелки определяются из канонических про­
екций на фактор-модуль 

а вертикальные суть изоморфизмы. Из проективности следует, что 
нижняя стрелка есть изоморфизм, значит, верхняя — также изоморфизм. 
Рассмотрим теперь коммутативную диаграмму 

Н о т е С <^кР'Гп/Р'+') -^Яотс (N/Р\

Штк{М, РГп/Р'-'')-^11оть{н/Р\ 

в которой горизонтальные стрелки определяются из того, что гомомор­
физм из в объект вида Р'/Р'+^ равен нулю на подмодуле Р^N. Верти­
кальные стрелки есть канонические изоморфизмы, пин^няя также изо­
морфизм, следовательно, и верхняя является изоморфизмом. В итоге 
этих рассмотрений получаем изоморфизм 

Н ^ т с (Л ,̂ ^п) ^ Н о т е ' (М/Р\

согласованный с дифференциалами. Таким образом, доказана 
Теорема 1. Начальный член алгебраической спектральной последо" 

вателъности изоморфен ЕхХс^^/Р^, М). 
Перейдем к вопросу сходимости рассматриваемых СП. Для СП Кар­

тана — Эйленберга сходимость обеспечивается тем, что это — СП бикомп­
лекса первой четверти. Для АСП, возникающих из фильтрации в коль­
це К, очевидно, что необходимым условием сходимости является следу­
ющее: П Р'^К. = 0. в столь общем случае проблема сходимости рассмат­
риваемой спектральной последовательности, на наш взгляд, необозрима, 
поэтому сделаем дополнительные предположения. Пусть К, С, М я N — 
модули конечного типа над локальным кольцом 2р. Мы по-прежнему 
считаем фильтрацию Р мультипликативной и Р°К = К. Предположим, 
что р • е^ Р^К, где е — единица кольца К. Возьмем резольвенту ^ С-ко­
модуля М, состоящую из расширенных С-комодулей и такую, что 
Нотс(Л^, М) есть .^р-модуль конечного типа. Поскольку С есть 2р-модуль 
конечного типа, в качестве ^ можно взять стандартную резольвенту. 
Она состоит из расширенных комодулей, являющихся 2р-модулями ко­
нечного тина. Введем следующие объекты: 

Д'̂  = П 1 т {Н {Р^+' Н о т е (N, М))-^Н {Р^ Н о т е {N, ^))), 

А;-=0, 1, . . . . 

Фильтрация в Нотс(Л^, ^ ) порождает там топологию, в которой диффе­
ренциалы являются непрерывными отображениями. Рассмотрим тополо­
гию в кольце К, порожденную фильтрацией Р. По условию всякая одно­
родная компонента К есть конечная прямая сумма 2р и Каждая 

образующая а^ принадлежит некоторому Р^'^ и не принадлежит 7̂ "*"*'̂ . 
Пусть п = шах Пи Обозначим /?-адическую фильтрацию в К через "Р. 
Имеем 

Р' =) р^+^-^^г (3_4у 

где йед р определяется из условий р ^ Р^^'^ ^, Р ^ р>-+^^е Р_ Следовательно, 
топология в К, порожденная фильтрацией Р, совпадает с р-адической 
топологией. Из (3.4) видно также, что топология в Нотс(Л^, ^ ) , порож­
денная фильтрацией Р, совпадает с /)-адической топологией, в которой 
всякий 2р-подмодуль модуля конечного типа замкнут. 

Докажем, что Д* = 0 для всех к. Пусть Р'^1^отс{N, Ж) есть 
представитель нетривиального класса гомологии в Д*. Поэтому для вся­
кого г существует элемент Ьг, принадлежащий группе границ Нотс(Л^, ^ ) 
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такой, что 2 + Ъ^^Р'^'*'''}^ота{N, Ж). Следовательно, г = 11т(—&г). Но по­
скольку подмодуль границ замкнут, то % ему принадлежит и, значит, 
представляет тривиальный класс гомологии. В результате Е^ = 0. Эти 
условия являются достаточными для сходимости спектральной последо­
вательности [7, с. 384—386]. 

Теорема 2. При указанных выше предположениях алгебраическая 
спектральная последовательность сходится к Ех1с(Л^, М). 

В § 2 были рассмотрены мультипликативные свойства СН с началь­
ным членом Н1Ни{В). Изучим теперь мультипликативные свойства 
АСП, возникающей из произвольной мультипликативной фильтрации, 
порожденной фильтрацией в кольце коэффициентов к^. Пусть ^{2) 
обозначает стандартную резольвенту комодуля /г* (2 ) , состоящую из 
расширенных к^ (к) -комодулей, эта резольвента строится из резольвенты 
Адамса спектра 2. Определено спаривание спектральных последователь­
ностей Адамса — Новикова в теории к^ ( ) для л;̂  (Х^) и я* (Х^) 
в спектральную последовательность для ^^(Х^ДХа). На уровне чле­
на Е1 оно задается композицией 

Ношл (к^, ^ (^1)) ® Н О Ш А (к^, ^ (Х^)) Н о т ^ (к^, ^ [Х^) 0 л , ^ (Х^)) 
-^Яот^{к^,^{Х^/\Х,)). (3.5) 

Структура Л-комодуля на ^ (X) (Г ) задается следующим обра­
зом. Возьмем кодеиствие по каждому сомножителю, а затем переста­
новку: 

(^1) (8) (Х^) -> {А ®л* [Х^)) ®л* (Л О (Х,)) 
Л ® л * ^ ®й* {Хг) (Х^). 

Рассмотрим последний объект. Здесь первое тензорное произведение свя­
зывает две левые структуры на алгебре Л, второе — правую структуру 
на первом экземпляре А и левую структуру на . ^ „ ( Х ^ , третье — правую 
•структуру на втором экземпляре А и левую па . ^ „ ( Х г ) . Мультиплика­
тивная структура спектра к порождает морфизм /г* (А) 18)л#^* (^)-*-^* (Щ-
Здесь тензорное произведение связывает левые структуры па к^ (к). До­
бавим к композиции (3.5) этот морфизм, получим кодеиствие 

(^1) ® {Х2) - >Л 0й, ^п (Хд 0л. (Х^), 

удовлетворяющее необходимым условиям. Точно так же определяется 
морфизм из ^ (Х^) 0/1 .̂̂  (Ха) в стандартную резольвенту комодуля 
к^ {X^) 0л^ ^*{Х2) над А. Предположим, что для фильтрации и алгеб­
ры А выполнено условие (3 .1) : Р'^ко-А = А-Р'к^. Спаривание 

(Х^) 02/1* (Хд) -^ / !^ (Х^ДХз) , где тензорное произведение рассмат­
ривается над целыми числами, индуцирует спаривание присоединенных 
объектов 

К (^1) ®Ь К та ^* ( ^ 1 Л ^ 2 ) . (3.6) 

Перейдем к присоединенным объектам в композиции (3.5). Имеем есте­
ственные гомоморфизмы 

С помощью которых получаем, что отображение, присоединенное к ком­
позиции (3.5) , определяет спаривание 

Ех*^^^1 {Ь, к^ (Х^)) 0 Ех*^/^1 {Ь, к^ (Х2))-> Ех*^^^1 {Ь, к^ (Х^ Д Х^)), 
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построенное с использованием гомоморфизма (3.6). Таким образом, 
доказана 

Теорема 3. Спаривание, имеющееся на уровне члена Е1 алгебраиче­
ской спектральной последовательности, есть алгебраическое спаривание 
для функтора Ех\,^^р1{Ь, —). 

Интересная ситуация возникает, когда фильтрация Р в объектах 
(X), возникшая из фильтрации в кольце к^, связана с теорией гомо­

логии ) . Именно, мы будем предполагать, что морфизм и: к^Н 
индуцирует эпиморфизм в гомотопиях, ядром которого является Р^к^^1 

о-^РХ-^к^^н^-^о, 

а в ( ) -гомологиях индуцирует мономорфизм 
я ^ ( 1 н Л " ) : п*{Н/\к)-^л^{Н/\Н). 

Это означает, что Р^к.:^, состоит из элементов первой фильтрации Адам­
са кольца к^ в теории ) . Предположим также, что морфизм и ин­
дуцирует в ( )-гомологиях эпиморфизм, ядром которого, очевидно, яв­
ляется Р^к^ (к): 

Последнее означает, что А/Р^ ^Н^{к), причем суш;ествует правое 
действие кольца на Н^Оь), определенное из правого действия к^^ на 

я * {к) (8>2Я^ л* К^т/Р^ ® л* {к)/Р'-^п^ {кАЩ/Р'=Л^ (к). 

Согласованность этого действия с правым действием Я ^ на ( Я ) 
вытекает из коммутативной диаграммы 

я* (кАк) ® я , (к) '^^^^^^п^ (НАН) о Д* (Я) ^ ^ ^ ^ ( Я Д Я ) ® я , (Я) 

л^{кАк)- («Л1)« : я , ( я л я ) , 

в которой вертикальные стрелки суть соответствующие действия. Опре­
делим тензорное произведение я^ (ЯД/г) ® я * (ЯД'^) с помощью 
построенного действия на левом сомножителе, а на правом сомножи­
теле — это стандартное левое действие. Обозначим (Я) через ^ 

(к) — через »5^'. Из формул (3.2) следует, что на определена 
структура коалгебры над с морфизмами ^н*'^'% 
гМ-': ^'-^Н^. Согласованность этой структуры со структурой коал­
гебры на ^ вытекает из диаграммы 

•л 

(или) 

(и л Г) 

1^ 
(или)^9(или)^ 

л^.С /Улл;®^ ж^(Ил^) (3.7) 

(•/ли) <&(7ли) 

Л 

В которой изначально коммутативны треугольники и верхний параллело­
грамм. Предположим теперь, что спектр X таков, что морфизм 
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(мД 1): (к /\ (а^ {Н Д X) является эпиморфизмом. Ядром 
его, очевидным образом, будет Р^к^{Х). Из формулы (3.3) следует, что 
определено кодеиствие 1})^^^; /1̂  ( X ) ® н * ^* (^) и, в частности, 
кодеиствие •ф/Т̂ :̂ Я ^ ( Х ) - ^ . 5 ^ ' ^н^Н^{Х). Из диаграммы 

(Н'^ X) 
И.(Х) 

(ил1} ®(ил1) 

так же, как из диаграммы (3.7), получаем согласованность кодействия 
с кодеиствием коалгебры (К) на (X) . 
Предположим, что спектр X таков, что имеем изоморфизм/г;,.-мо­

дулей: 
ко{Х.)^К^-^Е^{Х). 

Это условие будет выполнено, если к^^Х) есть плоский -модуль; 
в частности, имеем изоморфизмы 

К (^) ^ ^* ® ь ^ * (^). ^* (^) ^ ^ * (̂ )̂ ® ь ^* 

соответственно левых и правых /^^^-модулей. Вспомним формулу для 
кодействия коалгебры А на к^ ®л*'^*(-^)- Пусть для %^к^, х^к^{Х) 
имеем следующие выражения для кодействия А: 

^л* (и) = 2 « I ® 'Фл*(;5:) (^) = 2 «I ® х^, 
г 3 

тогда 
%*®М^) ® ж) = 2^ (— 1) агй; ® 0 х^. 

г,} 
Перейдя к присоединенным объектам, получим, что коде11ствие коалгеб­
ры на к^{Х) ^к^ ®1^Н^{Х), соответствующее кодействию А на 
к^{Х), получается аналогичным образом из кодействия на к^ и на 
Но ( X ) . Последнее же кодеиствие, как было замечено, является ограни­
чением на канонического кодействия коалгебры Н^{Н) н а Я ^ ( Х ) . 
Для того чтобы воспользоваться теоремой 1 для описания начального 
члена АСП в рассматриваемом случае, нужно, чтобы спектр У был та­
ким, что к^ (К) есть проективный к^ -модуль. Заметим, что это требова­
ние возникает при построении СП Адамса — Новикова в теории к^{). 
Пусть морфизм {и (^ Д У) л* ( Я Д У) будет эпимор­
физмом. 

Теорема 4 . При перечисленных выше условиях начальный 
член алгебраической спектральной последовательности изоморфен 
ЕхХ^г {Н^ (У) , к^ 0 ( X ) ) , где кодеиствие эФ' на (У) и (X) 
возникает из канонического кодействия бФ. Спаривание, имеющееся на 
уровне члена АСП, возникает из алгебраического спаривания для 
функтора Ех1;^^(_^ умножения в кольце к^ и мультипликатив-
ности спектра Н. 
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Рассмотрим, наконец, случай, когда фильтрация в к^-иодулях к^ (Х) 
является фильтрацией Адамса в теории ( ) , Именно с помогцью этой 
фильтрации строилась АСП из четырехугольника. Мы докажем, что, если 

(Х) — плоский к^ -модуль, то фильтрация Адамса в к^ (Х) задается 
фильтрацией в кольце к^ (следовательно, применимы рассмотрения это­
го параграфа). Вспомним о мультипликативных свойствах СП Адамса — 
Новикова. Поскольку к^ (Х) является модулем над к^_, определено левое 
действие СП Адамса — Новикова для к^ в теории ( ) на СП Адам­
са — Новикова для к^ (X) и (Р^к^) • к^ (Х) си Р'к^ (X ) , где Р обозна­
чает фильтрацию Адамса. 

Предложение 5. Если к^-модулъ к^ (Х) является плоским, то 
Р%).ко{Х) = Р%{Х). 

\. Поскольку к^ {X) —плоский к^ -модуль, имеем 
изоморфизм 

л* {н' л ^) (^АХ)-^ {Н' А^А X), 

основанный па мультипликативной структуре спектра к. Следовательно, 
имеем эпиморфизм 

л * ( я ^ Л ® 2 л * { к / \ Х ) - ^ л Д я ^ А^АХ), 

где тензорное произведение рассматривается над целыми числами. 
Утверждение предложения 5 следует из коммутативной диаграммы 

яЛя^ А^)®л^{^АХ)-^Ло{н'А^А X) 
2 

Л * (к) <^2Л^,{к /\Х)-^Ло{к /\

в которой вертикальные стрелки связаны с фильтрацией Адамса, а го­
ризонтальные возникают из мультипликативной структуры. 

Алгебра к^ (к) является бимодулем над к^, следовательно, все чле­
ны спектральной последовательности Адамса — Новикова для к^ {к) яв­
ляются бимодулями над соответствующими членами спектральной по­
следовательности Адамса — Новикова для к^, а также Р'^к^ (к) 1э к^ (к) х 
хРХ. 

Лемма 3. Имеет место равенство 

Р%{к)=к^ (к)-Р%. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем цепочку равенств Р^ {к^ (к)) =: 
= Р%-К (^) = о^{Р%-К (^)) = <^{К {Ь)'Р%)с1с{Р%.к^ {1г))=К (^)Х 
X 'Р^'к^, где инволюция с индуцирована перестановкой Г: к/\к-^к/\
Лемма доказана. 

Таким образом, фильтрация Адамса на алгебре Л удовлетворяет 
условию (3.1) . Мы будем предполагать, что /г^-модуль/г.^ (X) плоский; 
поскольку к^^{к) также плоский, то и к^{к) плоский. Следовательно, 
стандартная резольвента комодуля к.^ (X) состоит из плоских модулей, 
а, значит, фильтрация Адамса в ней определяется фильтрацией Адамса 
в кольце/1,1.. Заметим, что морфизм 

л^ {и Л 1): л^ (к /\к)-^л^{Н /\

есть эпиморфизм. Для дальнейшего нам потребуется следующая 
Лемма 4. Пусть даны два спектра Х^ и Хг такие, что морфизмы 

^ * Л л^ {к Д X^) ->л^{Н /\, 1 = 1 ,2 , суть эпиморфизмы, 
(Х^) и (Х^) — плоские к^- и Н^- модули соответственно. Тогда 

морфизм л^ (и Д ^х^^х^): я* (Л Д Х^ Д Хз) л;̂  (Я Д Х 1 Д Ха) есть эпи­
морфизм. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение леммы следует из коммутатив­
ной диаграммы 

К (^1) ®л* К (^2) - > Я ^ (^1) ® я * {X,) 

К{Х,АХ,)^н^{Х,АХ,), 
в которой вертикальные стрелки суть изоморфизмы, что следует из усло­
вий леммы. _ _ 

Модули {к) и (к) являются плоскими к^- и Я^-модулями со­
ответственно, поскольку являются прямыми слагаемыми плоских моду­
лей к^ (к) и {к). Ввиду_ леммы 4 имеем эпиморфизмы (м Д 1): 
Д* Л А Х)—^{Н Д /г* Д Х ) для всех » ^ 0. Из предложения 4 
следует, что морфизмы и А^'- ^ А к~^Н А^, м Д 1: кА^АХ-^НА 
А к^ А X могут быть включены в качестве первых морфизмов в 
резольвенты Адамса спектров / г Д й и / г Д / г ^ Д Х в теории ( ) . Из 
эпиморфности индуцируемых ими морфизмов в гомотопиях получаем,^ 
что нулевые строки всех членов СП Адамса —_Новикова для к^ (к) и 
ко{к^АХ) в теории ( ) суть Н^ [к) ж Н^{к^ А Х) соответственно. 
Представим теперь (/г Д /г) и (/г. Д /г* Д Х) как расширенньш 

(/1)-комодули 
{кАЬ)^Но (к) ® н * Я ^ (^), 

{кАЬ^'АХ)^ (к) (8)н* ( Р Д X) 

и воспользуемся леммой 1. Получим изоморфизмы 
ЕхХ^ (Н^, Я * {к А Щ) ^ Ех1,^ {Н^, (к)) О Я * {к), 

Ех1^ (Н^, ( / I Д 1^ Д X)) ^ Е х 1 ^ (Я^, (к)) ® я . {к' Д Х ) , 

согласованные с левым действием Ех1;^(Я^, Н^{к)) на рассматривае­
мых объектах. Поскольку из нулевых строк все дифференциалы триви­
альны, получаем, что рассматриваемые СП Адамса — Новикова опреде­
ляются СП для л,̂  (/1). Вспомним, что при Т = 8 тривиальность СП 
Адамса — Новикова для я,̂  (Л Д /г* Д Х ) является условием построения 
четырехугольника СП. Из нагних рассмотрений следует, что это экви­
валентно тривиальности СП Адамса — Новикова для я„, (/г). Предполагая 
тривиальность этой СП, получаем изоморфизмы модулей над кольцом 
^ ^ - Е х г ^ ( Я ^ , Я^(/г)) : 

где Он) и Н^(Ъ^лХ) 

— объекты, присоединенные к к^ [к) и /г.̂  (/г* Д Х ) по фильтрации Адам-
^——^ ~ 

са. Поскольку ^̂  (^) является/г*-бимодулем, то имеем также изомор-

физм правых «^-модулей: 

л ; (к) ^ Я ^ (к) Он* ^ Н^ (к) ®н* Е х 1 ^ (Н^, И о (к)). 
-Из предложения ^ и следствия 1 получаем, что кодеиствие Я ^ (к) паи 

= Ех1 ^ {ННо (к)) есть стандартное кодеиствие, определяемое' 
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через -ф^'-. 

Ех1^ (Я^, Я ^ (к)) - V Е х 1 ^ (Я^, Я ^ (к) ® я * Я ^ (/̂ )) ^ 

^ Е х 1 ^ (Я^, Я ^ (/̂ )) ® н * Я , , (к). 

В итоге получаем описание начального члена четырехугольника СП в 
рассматриваемой ситуации. 

Теорема 5. При всех перечисленных выше условиях начальный член 
четырехугольника спектральных последовательностей Н1Н11{В) изо­
морфен 

Ехгн*(Л) (Н^, Ех*н*(Н) (Я* , (к)) ®н^Н^ {X)), 

где кодеиствие коалгебры Н^ (к) на Ех1н^(н) (Я^, Я ^ (/г)) является 
каноническим кодеиствием, а кодеиствие на Я ^ (Х) возникает из кО' 
действия Н^{Н). 

§ 4. Примеры 

Классической ситуацией, которая рассматривалась в [2], является 
следующая: к^ВР, П = Н2/р, где —простое число, X есть спектр, 
такой что П^ {X, 2,у) не имеют кручения. Двойственная к алгебре 
Квиллена А канонически эпиморфно отображается на коалгебру 
двойственную к фактор-алгебре алгебры Стинрода ^^р/{^о)^ 

Н^ (ВР, г/р) - ^;: 

где . 5 ^ ^ — коалгебра, двойственная к алгебре Стинрода ^р. Спектраль­
ная последовательность Адамса для спектра ВР тривиальна, и все усло­
вия, необходимые для построения четырехугольника СП, будут выпол­
нены. Фильтрация Адамса в кольце ВР^ есть фильтрация степенями 
максимального идеала т этого кольца. Начальный член четырехуголь­
ника в этом случае изоморфен 

Ех1_^, (г/р, Ехг^ [г/р, ® н^ (х, г/р)), 

что аналогично когомологическому варианту этой формулы (0.1). Вто­
рой СП четырехугольника с этим начальным членом будет СП Карта­
на — Эйленберга [7, с. 419], возникающая в ситуации, когда рассматри­
вается алгебра Стинрода и ее нормальная подалгебра ^ , порожден­
ная операциями ^^, I ^ 0. 

Полезной оказалась СП, порожденная фильтрацией в ВР^, не яв­
ляющейся фильтрацией Адамса [5]. Именно, положим Р^ВР^ = щ и 

р^Р^ВР^,г>1. Начальный член АСП в этом случае вычисляем с 
помощью теоремы 4; он изоморфен 

Ех1 ^, (г/р, ВР^ ® Я ^ (X, г/р)). (4.1) 

Более общо, любая целочисленная функция \̂а кольце ВР^, такая 
что / ( а : ) > 0 , Цх-у) = Цх)-^!{у), т)> 1, 1>0, !{Р,)>ПР,), если 
определяет фильтрацию, удовлетворяющую необходимым условиям. На­
чальный член АСП в этом случае также описывается формулой (4.1). 

Первый пример имеет интересное обобщение. Пусть Р {п)^{ ) есть 
локализация теории унитарных бордизмов с особенностями, такая, 
что она получается из ЯР^ ( ) дополнительным введением особен­
ностей, соответствующих элементам УО, . . •, Vп-л^, ^ (0)* ( )—ВР'*{)у 
Р ( о о ) ^ ( ) = Я ^ ( , г/р). Если р>2, то Р{п):^{ ) для любого п^О 
удовлетворяет необходимым мультипликативным свойствам; если р = 2, 
то это будет при л = О и при п ̂  2. Именно эти теории будем рассмат­
ривать в дальнейшем. Легко получить следующие изоморфизмы для го-
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мологий спектров Р{п), представляющих эти теории [8]: 

{Р (п), 2/2) ^ 2/2 [Ех, . . . Л п , И+г, ..." 
Н^(Р{п), 2/р)^2/р[1^, ...Лк. . . . ] ® Л ( Т 1 , . . . , т ^ ) , 

где справа стоят подалгебры алгебры, двойственной к алгебре Стипрода 
^Фр. Для дальнейшего нам потребуется следующая 

Лемма 5. Спектральная последовательность Атьи-Хирцебруха для 
Р(т)^{Р{п)) при т'> п вырождается, при этом Р{т)^{Р{п)) является 
свободным левым Р {т)^-модулем. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Член Ег рассматриваемой СП для 
Р {т)^ [Р (п)), т>0, имеет вид 

^ 2 = я ^ (рИ, ры*)=^* (р ад ® ри*. 

Последовательность для Р {оо)^{Р (0)) тривиальна но построению. Сле­
довательно, тривиальна последовательность Ег для Р (т)^{Р (0)), по­
скольку морфизм 

Но{Р{0), Р{т)^)^Но{Р{0), Р ( о о ) , ) 

является изоморфизмом па нулевых строках. Имеем морфизм последо­
вательностей Ег Ег. Для члена Е2 его образом является алгебра 
2/2[11, .,11, ...]®Р{т)^, если р = 2, и алгебра г/рЦ^, ... 
. . •Лк'! ' • ']®Р ('^)*, если р> 2. Тривиальность дифференциалов рассмат­
риваемой СП для Р (т)^ Р (п)) на элементах |,, . . . , |„ при р = 2 к 
Т1, . . . , Хп при р>2 следует из размерностных соображений. Применяя 
мультипликативные свойства СП Атьи-Хирцебруха, получаем тривиаль­
ность СП для Р (ш)^ {Р (/г)) при т > 0. Следовательно, это свободный 
левый -Р (т)^-модуль. Для т = 0 утверждение леммы есть хорошо из­
вестный факт. Доказательство закончено. 

Из леммы следует, в частности, что Р (т)^{Р (п)) есть плоский 
-Р (т.)^-модуль и Р (д)* (̂ ^ (ге)) — коалгебра над Р<^(п). Другим след­
ствием является то, что естественное преобразование теорий 

и1: Р{п)^{)-^Р{т)о{) 

индуцирует эпиморфизм 
и1: Р{п)^ {Р{п))^Р{т)^{Р{п)). 

Докажем теперь, что морфизм спектров Ыт'- Р {п)-^Р {т) индуци­
рует мономорфизм 

{и1),: Р {т)о {Р (п)) Р И , (Р (т)). 

Действительно, имеем мономорфизм 
ЯЛ и ! 2/р): Н^{Р{п), 2/р)-^Но(Р {т), 2/р), 

следовательно, получаем мономорфизм членов Е2 СП Атьи-Хирцебруха 
и в итоге нужный нам мономорфизм. 

З а м е ч а н и е . Если последовательность элементов (у ,̂, . . . 
. . . , у^й' • • •) отлична от набора вида (РО, • • ^ п ) , то для соответствующей 
теории с особенностями ВР (г^, V^^, . . . , и^^^, . . ( ) модуль ВР (V^, у̂ ,̂ . . . 

V^^^, .. .)^(ВР [V^, V^^^, . . . ) ) не является плоским ВР (и^^, 
V^^* . . .)^-модулем. Действительно, из следствия 2.2 [9] вытекает 

наличие нетривиальных дифференциалов в соответствующей СП Атьи-
Хирцебруха. Возникающие соотношения не позволяют рассматриваемому 
модулю быть плоским над кольцом полиномов ВР (̂ 170,, . . . , . . 

Докажем теперь, что СП Адамса — Новикова для спектра Р{п) 
в теории Р {т)о {), т> п, тривиальна. Она является спектральной по­
следовательностью особенностей [10] ( У „ , Vт-^). Ее член Е^ имеет 
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вид 

где элементы из Р {т)^ лежат в нулевой строке, а АщV^ = {^, 2 (2 '—1) ) ' , 
тг ̂  / < — 1. Из того, что вторая градуировка любого нетривиального 
элемента из Е^^^ четная, следует, что все дифференциалы рассматри­
ваемой СП нулевые. 

Пусть теперь спектр X таков, что кодеиствие 
а[1х: Р {ш)^ (Х) -> Р {ти (Р (т)) 0 Р (т)^ (Х) 

пропускается через вложение Р (т)^ (Р (п)) ®Р(т)^ Р (т )^(Х)с=Р ( т ) ^ X 

X (•Р(^)) ® р ( 1 7 г ) * ^ ( ' ^ ) * (^ ) -Тогда для пары теорий гомологии Р{п)^{) 
шР{т)^{), т>п, морфизма спектров ит:Р{п)->-Р{т) и спектра X 
выполнены все условия, необходимые для существования четырех­
угольника спектральных последовательностей. Его начальный член 
изоморфен 

^^^Р(тЫР{п)) {Р (т)^, ^Р~Й*®Р (т)* Р (т)^ (X)) . 
Если т = оо, то Р (т) = Н2/р и Р (т)^ (Р (п)) = {Р [п), 2/р). Спектр 
X должен быть таким, что для любого х^Н^{Х, 2/р) •\}^<{х) не содер­
жит ]>п+Л, в нечетных степенях при р = 2 и не содержит Т;, 
]>п + 1, при р>2. Начальный член имеет вид 

Ехгн*(Р(п),2/р) {г/р, 0 (X , 2/р)). 

При п = 0 мы получаем классический четырехугольник пары теорий 
гомологии ВР^ ( ) и ( , 2/р). 

После сдачи рукописи настоящей работы в печать авторам стала 
известна статья X. Миллера [11], отличающаяся более абстрактным под­
ходом к четырехугольнику СП. В частности, там имеется аналог кон­
струкции четырехугольника ( § 2 настоящей работы), восходящей к ра­
боте С. П. Новикова [2]. Спектральные последовательности, участвующие 
в четырехугольнике, X . Миллером названы спектральными последова­
тельностями Мея и Маховальда, что представляется нам не совсем 
правильным. 
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