
ках коразмерности 3, отвечающих значениям 8з = а, 63 = "̂ , 83 = ?: е» — 
петля трехкратного седла, г^ — трехкратное состояние равновесия с дву
мя нулевыми собственными числами, имеющее эллиптическую область, 
8 ; — сепаратрисный контур, одна из вершин которого седло-узел. 

Напомним принятый в [1] способ изображения параметрического 
портрета в окрестности бифуркационных точек коразмерности 3. Стро
ится пересечение параметрического портрета со сферой достаточно ма
лого радиуса с центром в собственно бифуркационной точке и затем на 
рисунке изображаются проекции двух дополняющих друг друга полу
сфер. Построенньте т^ким образом параметрические портреты в окрест
ностях точек 8а, е^, 8: приведены на рис. 5, 6, 7 соответственно, фазо
вые портреты, отвечающие указанным там областям, см. на рис. 4. 
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СТРУКТУРЫ, ПОРОЖДАЕМЫЕ МНОЖЕСТВАМИ МОРФИЗМОЕ 
В. к. ЙОНИВ 

Рассматриваются произвольны® множества А, В ж произвольное мно
жество Г отображений А ъ В. В настоящей статье показывается, как 
жри помощи некоторой стандартной проце;щуры множество Г порождает 
определенные математические структуры т а произвольных множествах, 
другими словами, как Г порождает некоторый род структуры. Напри
мер, все аффинные отображения вешцественной прямой в се^я порожда
ют род аффинной структурьг; все сжатия К в К — род структуры метри
ческого пространства с внутренней метрикой; все линейные отображе
ния двумерного векторного пространства в одаомерное — род структуры 
векторного пространства. 

§ 1. Предварительнью олфеделения 

В этом параграфе будут приведены известные определения, кото
рые можно найти в книгах { 1 , 2]. В некоторые определения будут вне
сены незначительные изменения. 

1.1. Будем говорить, что задана категория Ж, если задан класс ОЬЖ 
элементов, называемых объектами, причем 

1. Для каждой пары объектов (А, В) жв Ж задано множество 
Нот^^^ {А, В), называемое множеством морфизмов А в В (вместо 

и ^Нот^ (А, В) будем иногда писать п: А-^В или А-^в); А на
зывают областью морфизма и, о. В — его кообластью. 
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2. Для каждой тройки объектов {А, В, С) из Ж задано отображение 
[х: Ноп1̂ 5̂  (А, В) XНот^^ {В, С) Нот^^л- {Л, С ) . 

Морфизм \х{и, V) обозначается си и называется композицией морфиз
мов и и V. 

3, Морфизмы и композиция морфизмов удовлетворяют следующим 
трем аксиомам: 

(а ) Композиция ассоциативна: для каждой тройки морфизмов 
АВС^Вяжеет место равенство 1о{ии)^{и>р)и. 

(^) Для каждого объекта А т Ж существует морфизм 1А: А^ А 
(называемый тождественным морфизмом или единицей объекта А) та-

и V 
кой, что 1А"-==и, V^А = V для любых морфизмов В-*^А, А-^С. 

{'̂ ) Если пары объектов (А, В) и {С, В) различны, то пересечение 
множеств Н о т ^ ^ ( ^ 5 ) , Нот^^^ (С, Ь) пусто. 

1.2. Морфизм и: А-^ В называется изоморфизмом, если существует 
такой морфизм у: В А , что Vи = ^А, ир — 1в. Множество изоморфиз
мов В ъ В называется множеством автоморфизмов объекта В и обозна
чается Аи1^^^6 

1.3. Ковариантный (соотв. контравариантный) функтор Т: Ж-^-^Жг 
из категории Ж^ в категорию Ж^ состоит из 

а) отображения А-^Т{А), сопоставляющего каждому объекту А^ 
е ОЬ Ж, объект Г (Л) е ОЬ Ж^; 

б) отображений Т {А, В): Нот^^^ {А, В) - > Нот^^^ [Т [А), Т [В)) х 
X (соотв. Т {А, В): Нот^^^ [А, В) Нош^^ [Т (В), Т (Л))), ' определен
ных для всех пар [А, В) объектов из Ж1 и таких, что (если вместо 
Т{А, В){и) писать просто Т{и)) Г ( 1 Л ) = 1 Г ( А , И Т{Vи)-Т{V)Т{и) (со
отв. Т{Vи) = Т{и)Т{V)). 

1.4. Пусть Г и 5 — ковариантные функторы из категории Ж1, в ка
тегорию Жг. Говорят, что задан функторный морфизм Н: Т 8 функ
тора Т в функтор 15, если для каждого объекта А из Ж^ задан морфизм 
Л(Л) : Т{А)-^ ^{А) в Ж2 так, что для любого морфизма и: А-^ В из Ж1 
вьшолняется равенство 3{и)}1{А)—к{В)Т{и). Аналогично определяется 
функторный морфизм для контравариантных функторов. 

Если }1{А)—изоморфизм для каждого объекта А из Ж1, то к назы
вается функторным изоморфизмом. 

1.5. Символом Еп^ обозначается категория всех множеств и всех 
отаэбражежий. Под композицией в Епз понимается ебычная композиция 
(суперпозиция) отображений. Рассмотрим категорию В1]Еп8, состоящую 
из всех множеств и всех биекций. Очевидно, ВцЕпз — подкатегория ка
тегории Еп8. Ковариантный функтор Т: В1]Еп8 В1]Еп8 называется 
родом структуры. Два рода структуры Т п 3 называются эквивалент
ными, если существует функторный изоморфизм к: Т 8. 

П р и м е р . Пусть Ж —множество, а Г (Л/) — множество всех метрик 
р: МХМ-^^. Очевидно, этим задается функтор Г: В 1 3 Е П 8 В ^ Е н в , 
являющийся родом структуры метрического пространства. 

1.6. Приведем примеры эквивалентных родов структуры. 
I . Пусть род структуры Т каждому множеству X сопоставляет мно

жество Т{Х), состоящее из всех аффинных структур, которые можно 
задать на X. Если X — конечное множество, содержащее два различных 
элемента, то Т{Х) = 0. Пусть род структуры 5 каждому множеству X 
сопоставляет множество |5'(Х) всех пар {Р, Ф ) , удовлетворяющих 
условиям 

а) множества Р ж Ф состоят из некоторых отображений К в X и 
X в К соответственно; 

б ) суперпозиция ф/ любых отображений и с р е ф есть аффин
ное отображение К в И; 

в) ни одно из множеств Р и Ф нельзя расширить так, чтобы сохра
нились условия а и б; 
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г) если р, д^Х и рФд,то найдутся такие отображения л 
Ф ^ Ф , что/? , д е / ( К ) ж <р(р)Ф(р{д). 

В работе [3] фактически доказано, что Т и 8 — эквивалентные роды 
структуры. 

П. Пусть теперь род структуры Т каждому множеству X сопостав
ляет множество Т{Х), состоящее из всех векторных структур над полем 
вещественных чисел, которые можно задать на X. Очевидно, Т (Х) = 0 
для некоторых X. Пусть род структуры 5" каждому множеству X сопо
ставляет множество <5(Х) всех пар {Р, Ф ) , удовлетворяющих условиям 

а) множества Р и Ф состоят из некоторых отображений в X и 
X в К соответственно; 

б) суперпозиция ф/ любых отображений / е и ф ^ Ф есть линей
ное отображение в К; 

в) ни одно из множеств Р ж Ф нельзя расширить так, чтобы сохра
нились условия а и б; 

г) если р, д^Х и р'Фд, то найдутся такие отображения / е ^ " и 
ф е ф , что р, д ^ / ( К ' ) и ф ( р ) ^ ф ( з ) . 

Из результатов статьи [4] вытекает, что роды структуры Т ж 8 эк
вивалентны. 

§ 2. Категория ^ ^ ( Г ) 

Всюду в этом параграфе предполагаются фиксированными некото
рая категория Ж, пара ее объектов (Л, В) ж множество Г с : Нот^^' (-4,, В). 
Мы покажем, как, зная четверку {Ж, А, В, Г ) , можно естественным 
образом определить некоторую новую категорию Ж {А, Б, Г ) . Так как 
множество Г (за исключением тривиального случая Г = 0 ) определяет 
пару {А, В), то мы, если это не приводит к недоразумению, вместо 
Ж {А, В, Г) будем писать просто Ж{Т). 

2.1. Определим композицию множеств морфизмов. Пусть п — нату
ральное число, п> 1\ Хг, Х „ — объекты категории Ж и для лю
бого 1 = 1, 2, . . . , п множество Я^ принадлежит Нот^^ (Х^, Х^+1). Ком
позицией множеств Ни Нч, ..., Н„ называется множество Я = Я „ . . . Я 2 Я 1 , 
определяемое следующим образом: для того чтобы морфизм к входил 
в Я , необходимо и достаточно, чтобы он был композицией некоторых 
морфизмов к1^Н1, кп^Нп, т. е. к~к^.•.к^к^ 

2.2. Зафиксируем целые числа п, т, и, . . . , 1^ так, чтобы выполня
лись неравенства 1 ^ ттг ̂  ?г, К п, 1 =^ 1̂ < < . . . < 1т < Пусть, по 
определению, запись Я „ . . . Я ^ ^ . . . Я^^ . . . Я,-^ . . . Н^аН (здесь для 
каждого /е = 1, . . . , т над множителем Я^^^ стоит точка) означает спра
ведливость следующих двух утверждений: 

а) Нп ... . . . Яг^ . . . Яг^ . . . Н^аН; 
б) для каждого к = \, ..., т множество Я^^ нельзя расширить так, 

чтобы сохранилось последнее включение. 
Отрицание утверждения б означает существование таких числа 

к = \, ,.., т ж морфизма к е Нот^^^ (Х^^, Х{^+1)\Я{^^, что Нп ... Я ^ ^ . . . 
. . . (Я{^ у {к}^ . . . Я , ^ . . . Я]^ а Я . 

2.3. Пусть Х^ОЬЖ, Ра Нот^^ (А, X ) , Ф с г Нот^^- {X, В). Трой
ка (X, Р, Ф) называется Т-пространством (или Т-объектом), а пара 
(Р, Ф ) — е г о Т-структурой, если Ф^<=Г. 

В дальнейшем, если не возникает недоразумений, вместо тройки 
(X, Р, Ф) будем писать просто X . Каждый морфизм из Р (соотв. из Ф) 
будем называть входным (соотв. выходным) морфизмом Г-объекта X 
или Т-структуры {Р, Ф ) . 

Будем говорить, что Т-структура (Р, Ф) различает входные [выход
ные) морфизмы, если из того, что /1, и Д =5̂  /2 (ф1, ф г ^ Ф и ф1 ^ 
Ф фа), следует существование такого выходного (входного) морфизма 
ф е ф (/ е , что фЛ Ф фД (ф1/ == фг/),. 
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Рассмотрим случай, когда класс ОЪЖ состоит из множеств, наде
ленных некоторыми структурами, а класс морфизмов категории Ж со
стоит из некоторых соответствий, т. е. из бинарных отношений. Будем 
говорить, что Т-структура {Р, Ф) соединяет (различает) точки Т-прост
ранства (X, Р, Ф ) , если шзр, д^ХтрФд следует суш;ествование та
ких входного (выходного) соответствия ^^Р ( ф е ф ) и точек а1, аг^А 
(61, Ъг^В), что ре}(а1), д^Ка^) и а^Фа^ ( & 1^ф(р ) , & 2 ^ ф ( ? ) 
и Ъ^ФЪ^). 

Если же класс морфизмов категории Ж состоит из отображений, то 
справедливо следующее утверждение: Т-структура (Р, Ф) соединяет 
(различает) точки Т-пространства X, если из р, д^Х и рФ д следует 
существование такого входного (выходного) отображения ^^Р ( ф ^ Ф ) , 
что 1(а1) = р, 1(а2) = д для некоторых точек а^, а^^А (^(р)Ф^(д)). 

2.4. Предложение. Если (X, Р, Ф) и (У, С, "Ч^)—Т-пространства, то 
для любого множества Н а Нош-^ (X, У) следующие три соотношения 

•^ЙР^Т, ЙРаО, 'УЙ<^Ф (2.1) 
равносильны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим множества Ь, М ж Л'' соотно-
шениями 

4^X7^ с= Г, 1ЙРС1С, Ч^]^с:ф. (2.2) 

Достаточно доказать равенства 
(2.3) 

Заменив во включениях ФР^Т и ^0<^Т в соответствии с (2.2) Ф на 
Ч^N, а на ШР, получим 

(2.2) Ф на 

Ч^МР С2 Г, Ч^МР <= Г. (2.4) 

Из первого соотношения в (2.2) , учитывая определения Г-структур 
(Р, Ф) и (С, Т ) , имеем (Р, Ф) и (С, Т ) , имеем 

Ч^Ь<=Ф, 1Рс=0. (2.5) 
Из (2.2) и (2.4) следует 

(2.5) 
Из (2.2) и (2.4) следует 

Мс=Ь, Мс=Ь, (2.6) 
а из (2.2) и (2.5) — а из (2.2) и (2.5) — 

^с:7V, Ь^М. (2.7) 

Доказательство закончено, так как включения (2,6) и (2.7) означают 
справедливость равенств (2.3) . 

О п р е д е л е н и е . Морфизм из множества Н, удовлетворяющего со
отношениям (2.1) , называется Т-морфизмом с областью X и кообластью 
У. Множество всех таких Г-морфизмов обозначается символом 
Нош^( ,^ (Х , У) . 

После утверждения, которое будет доказано в следующем пункте, 
станет ясно, что Г-объекты и Г-морфизмы образуют некоторую катего
рию. В дальнейшем эту категорию будем обозначать через ^^'(Г). 

2.5. Предложение. Если для каждого 1 = 1, 2, 3 тройка (X^, Р^, Ф^) 
является Т-объектом, а множества Ь, М и N являются соответственно 
множествами всех Т-морфизмов Х^ в Х2, Х^ в Х^ и Х^ в Хз, то 

М^^N. (2.8) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу предложения 2.4 множества Ь, М ж N 
характеризуются тремя соотношениями 

1Р,^Р2, ЙР2^Р,, Т^Р^^Рг. (2.9). 
Из первых двух вытекает 

МЬР,с=р,, (2.10) 

а из третьего и (2.10) следует (2.8) . 
2.6. В заключение параграфа приведем примеры некоторых катего

рий, рассматриваемых в дальнейшем в качестве категории Ж. Множества 
и соответствия образуют категорию, которую мы будем обозначать сим-
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волом Ке1. Введем некоторые определения: и обозначения, связанные с 
произвольным морфизмом / : X -> У. Образом и прообразом множеств 
X ' с: X и У с: У называются соответственно множества 

|{X')={уеУ\^З^x^X\ / - ^ ( Г ) = { ж е Х 1 Я у е Г П / ( ж ) } . 

Морфизм / будем называть В ̂ -отображением или В^гфуК'Щией [к = 
= 1, 2, . . . ) , если для любого х^Х множество /(ж) содержит не более к 
различных элементов. 

Множества и Ль-отображения, как легко видеть, образуют некото
рую категорию В^, которая является подкатегорией Ке1. Очевидно, Епз 
есть подкатегория В,, при любом натуральном к. В дальнейшем для 
краткости вместо В1 будем писать просто В. 

§ 3. Роды структуры г (Г) и Т ^ ( Г ) 

В этом параграфе будут рассмотрены некоторые обобп1;енпые роды 
структуры, порождаемые категорией Ж (Г). 

3.1. Дадим общее определение структуры па объекте категории Ж. 
Рассмотрим категорию В!] Ж, определенную следующим образом: 

а) 0ЪВ1]Ж = 0ЪЖ; 
б) каковы бы ни были объекты X и У, множеством всех морфиз

мов X в У в В1]Ж служит множество всех изоморфизмов (в категории 
Ж) X в У (за композицию морфизмов в ВЦ Ж принимается композиция 
морфизмов в Ж). 

О п р е д е л е н и е . Ковариантный функтор Т: В1]* X В х ^ Е п з назы
вается родом структуры. Каждый элемент Ь^Т{Х) называется струк
турой рода Т на объекте X. 

3.2. Обозначим через Г (Г) (X) множество всех Г-структур объекта X 
категории Ж. Этим, как легко видеть, определяется некоторый род струк
туры, который в дальнейшем будем называть родом структуры Г ( Г ) . 

3.3. Рассмотрим два рода структуры Т, 8: В!] Ж В1]'Еп8. Как и 
в 1.5, будем считать, что роды структуры Т п 8 эквивалентны, если су
ществует функторный изоморфизм Т на 5. Будем говорить, что род Т 
мажорирует род 8 (или род 8 мажорируется родом Т), если для каждо
го объекта X найдется такое инъективное отображение к ( X ) : 5̂  (X ) 
- ^ Т ( Х ) , что для любого морфизма и^Иот^ (Х, V) вьшолняется ра
венство Т{и)к{Х) = к{У)8{и). Запись 5 ' ^ Г (или Т>8) означает, что 
род Т мажорирует род 6̂ . Очевидно, если й ' ^ Г и Г ' ^ б ' , т о ^ ' и Г экви
валентны (в записи 8 Т). 

Пусть /5 ^ Г. Определим новый род структуры II, поставив в соот
ветствие каждому объекту X множество и{Х) = к{Х){8{Х)). Легко ви
деть, что ?7 ~ 5. 

3.4. Сравнение Г-структур. Пусть {Х(, Ф , ) ^ ОЬ ^^(Г) ' , '{г = {Ри Фг), 
г = 1, 2. Будем говорить, что Т-структура мажорирует Т-структуру -уз 
(̂ 2 мажорируется -̂ 1), если Х = Х 1 = Х 2 в категории Ж и тождественный 
морфизм \х'. X I -> Хз является Г-морфизмом. Если, кроме того, ^{1Ф -уг, 
то будем говорить, что сильнее (Тг слабее 4^). 

Очевидна равносильность следующих утверждений: 
а) 1̂ мажорирует -̂ а; 
б) уг мажорируется "̂ 1; 
в) Р,<=^Рг\ 
г) Ф 2 С Г Ф 1 . 

Также очевидна равносильность утверждений 
д) -у, сильнее уг; 
е) 1г слабее 'У1; 
ж) ^1 — собственная часть 7̂ 2; 
з) Ф2 — собственная часть Ф 1 . 
Для того чтобы Г-объект (X, Р, Ф) обладал сильнейшей (слабей

шей) Г-структурой, необходимо и достаточно, чтобы имело место равен
ство Ф =^ Нош^г' (^, В) {Р = Нот^{^ {А, X ) ) . 
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3.5. Если Т: В х ] ^ В1] Епз — род структуры и 8^Т{Х), то 8 на
зывается структурой рода Т на объекте X категории Ж. Очевидно, каж
дая Г-структура есть структура рода Т{Т). Если / : Х-^У — морфизм 
в ВцЖ, т. е. изоморфизм в Ж, то « = Г ( / ) ( 8 ) есть структура рода Т 
на Г, называемая структурой рода Т, полученной перенесением струп-
туры 8 на X посредством / . В этом случае мы говорим также, что / осу
ществляет изоморфизм между объектом X, наделенным структурой 8, и 
объектом У, наделенным структурой I . 

Будем говорить, что задан род структуры с морфизмами (Г, т ) , 
если 

а) задан род структуры Т: ВцЖ Вц Епз; 
б) для каждой четверки (X , 8, У, I ) , где 8^Т{Х), г^Т{У) зада

но множество т ( Х , з, У, I) морфизмов X в У таких, что выполне
ны условия 

61) если / е т ( Х , 5, Г, I) и ^ ^ ( У , I, 2,, и), то §!^х{Х, 8, X, и); 
62) если р. Х-^У осуществляет изоморфизм между объектом X, на

деленным структурой 8, и объектом У, наделенным структурой I, то 
/ е т ( Х , 8 , 7, О жГ^х{У, г, X, 8 ) . 

С каждым родом структуры с морфизмами (Г, т) можно следую
щим образом ассоциировать категорию Ж{Т, г ) : 

1) объекты категории Ж{Т, т) — всевозможные пары (X, 5 ) , где 
Х^ОЪЖ, а 8^Т{Х); 

2) Н о т ^ ( ^ ( (X, 8) , ( Г , г)) = т (X, 8, Г , г); 
3) композиция морфизмов в Ж{Т, х) есть композиция морфиз

мов в ж. 
П р и м е р . Пусть 7̂  = 7 " (Г )—род Г-структуры, определенной в 3.2. 

Мы получим род структуры с морфизмами (Г, т ) , если определим 
т ( Х , 5, У, )̂ как множество всех Г-морфизмов объекта X, наделенного 
Г-структурой 5 е Г ( Х ) , в объект У, наделенный Г-структурой 1^Т{У). 
Ясно, что категория Ж{Т, х) совпадает с категорией ^ ^ ( Г ) . 

3.6. Пусть категория Ж такова, что класс ее объектов состоит из 
множеств, наделенных некоторыми структурами, а класс морфизмов со
стоит из некоторых соответствий. В частности, Ж может совпадать с од
ной из категорий Епз, Ке1, В„ при любом /с = 1, 2, . . . 

Каждому объекту X категории Ж поставим в соответствие множе-
-ство (Г) (X ) всех таких его Г-структур {Р, Ф ) , которые соединяют 
и различают (определение см. в п. 2.3) точки Г-пространства (X, Р, Ф ) . 
Очевидно, род структуры Г ( Г ) мажорирует род структуры Г* (Г), т. е. 
Г ^ ( Г ) < Г ( Г ) . 

Рассмотрим еще раз примеры п. 1.6. Ясно, что при этом ^^ = Еп8. 
Род структуры .5', описанный в примере I (соотв. I I ) , совпадает с ро
дом структуры (Г) , где Г — множество всех аффинных отображений 
К в К (соотв. всех линейных отображений в К ) . 

В п. 3.7—3.10 мы рассмотрим некоторые простые примеры родов 
структуры Т{Т). Доказательства утверждений приводит не будем, так 
как они достаточно просты и так как в дальнейшем на них ссылаться 
не будем. 

3.7. Пусть Х = Еп8, ^ = {0}, Я = {0, 1}, Г = {'у}, где функция 
А^В определяется равенством 'у(0) = 0. 

Предложение. Род структуры Т{Т) эквивалентен роду структуры 8, 
сопоставляющему каждому множеству X множество 8{Х) всех его под
множеств. 

Функторный изоморфизм к: 8^Т{Т) есть класс отображений 
А ( Х ) : х5(Х) ^ Г ( Г ) ( X ) , где X — произвольное множество, определяемых 
равенством к{Х){Х') = {Р, Ф ) , Р — множество всех таких отображений 
/: А~^Х, что / ( О ) е Х ' , а Ф — множество всех таких отображений 
ф: Х - ^ В , что Х ' с : ф - 1 ( 0 ) . 

Рассмотрим два Г-пространства (X , Р, Ф ) и (У, О, Ч*"). Для того 
чтобы отображение к: Х-^У было Г-морфизмом, необходимо и доста-
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точно, чтобы имело место включение к{Х^)<=У\е множества X' и У 
определяются равенствами к{Х){Х') = {Г, Ф ) , к{7){7') = {а, 

3.8. Пусть Х = Ке1 (определение см. в 2.6), Л = Я = {0) , множества 
Г состоит из единственного соответствия -у: А-^В, которое является 
отображением. Очевидно, что 'у (0) = 0. 

Предложение. Род структуры Г (Г) эквивалентен роду структуры 8^ 
определенному в 3.7. 

Функторный изоморфизм к: 8^Т{Т) задается классом отображе
ний к (Х): 5 (Х) -> Т ( Г ) (Х), определяемых равенством к(Х) {X') = {Р, Ф ) , 
где Р — множество всех таких соответствий / : А-^Х, что / ( О ) ^ Х ' , 
а Ф — множество всех таких соответствий ф: Х-^В, что Х ' с : ф - ^ ( 0 ) . 

З а м е ч а н и е . Существует всего два соответствия А в В. Если 
бы мы в Г включили единственное соответствие, отличное от ото
бражения, то все равно мы получили бы род структуры, эквивалент
ный ^ро^I^ 8. 

3.9. Пусть Х = Епз, А=В = {0, 1), Т = Яот^ (А, В)\{у}, где 
функция А в определяется равенствами 7(0) = ! , 'у(1) = 0. Мы 
предполагаем, что множество {О, 1} наделено естественной структурой 
порядка { 0 < 1 } . Ясно, что тогда Г есть множество всех неубывающих 
отображений А в В. 

Предложение. Род структуры Т{Г) эквивалентен роду структуры 8, 
сопоставляющему каждому множеству X множество 8{Х) всех его пред-
порядков, т. е. рефлексивных и транзитивных бинарных отношений. 

Функторный изоморфизм к\-^Т{Т) задается классом отображе
ний к{Х): 8 (Х)Т (Т) (Х), определяемых равенством к{Х){о) = {Р, Ф), 
где Р и Ф — множества всех неубывающих отображений А в X ж X в В 
соответственно. Очевидно, множество всех Г-морфизмов (X, Р, Ф) 
в (У, О, ^) совпадает с множеством всех неубывающих ото
бражений. 

З а м е ч а н и е . Из предложения следует, что задание на множе
стве X произвольной Г-структуры (Р, Ф) равносильно заданию на нем 
структуры предпорядка. Для того чтобы Г-структура (Р, Ф) определяла 
на множестве X структуру порядка, необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялось следующее условие: если / , ё^Р ж / ( ^ = ^ ( 1 —От 
то / = ^. 

3.10. Пусть Ж = Ке1, А = {О, 1}, В = {0}, Г = Нош^^. (А, В)\{у}, где 
соответствие А ^ В определяется равенствами -^(0) =-у (1) = 0. Оче
видно, 'У есть отображение. Множество Г можно было бы определить 
следующим образом: Г есть множество всех таких соответствий А в В, 
каждое из которых не является отображением. 

Предложение. Род структуры Т{Т) мажорирует род структуры 8, 
который сопоставляет каждому множеству X множество 8{Х) всех его 
отношений эквивалентности. 

Для доказательства построим класс инъективных отображений 
к\Х): 5 ' (Х)-> Т ( Г ) ( X ) , определяемых равенством к{Х){^)-=(Р, Ф ) , где 
Ф — множество всех таких соответствий ф: Х-^В, что ф~ЧО) входит 
в один класс эквивалентности о, а 7̂  — множество всех таких соответ
ствий / : А-^Х, для которых выполняются условия 

а) каждое из множеств / ( 0 ) и / ( 1 ) входит только в один класс эк
вивалентности о; 

б) если / ) е / ( 0 ) и 9 ^ / ( 1 ) , то р и д не входят в один класс экви
валентности о. 

З а м е ч а н и е . Рассмотрим произвольную Г-структуру {Р, Ф ) е 
е 7 ' ( Г ) ( X ) . Введем на множестве Ф отношение порядка, положив ф^! ] ) , 
если ф, ' ф ^ Ф и ф~*(0)<="ф~*(0). Положим, по определению, что {Р, Ф ) е 
е С 7 ( Г ) , если для любых двух максимальных выходных соответствш! ф, 
г|)еф обязательно вьшолняется одно из равенств ф~'(0) = 'ф~*(0),. 
Ф~*(0)П'ф"*(0)= 0 . Можно доказать, что род структуры С/(Г) эквива
лентен роду структуры 5". 
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§ 4. Способы задания Г-структур 

4.1. Определим входные и выходные базы. Пусть Х^ОЪЖ, Р'а 
с=Нот^^(Л, X ) . Так как из соотношений Ф^" с= Г и Ф/^<=Г следует, 

что ФР<=:Т, т. е. {Р, Ф) есть Г-структура, то можно считать, что Р' 
порождает (или индуцирует) эту Г-структуру {Р, Ф ) . В дальнейшем 
множество Р" будем называть входной базой Т-объекта {X, Р, Ф) илп 
Т-структуры (Р, Ф ) . Теперь рассмотрим объект X категории Ж и мно-
жество Ф ' с= Нот^5^ (X,, Я ) . Из соотношений Ф'РаТ и ФР<^Т следует 

• 
ФР <= Г, поэтому можно считать, что Ф ' порождает Г-структуру {Р, Ф). 
Множество Ф ' будем называть выходной базой Т-объекта {X, Р, Ф) или 
Т-структуры {Р, Ф ) . Очевидно, пустое множество является входной (вы
ходной) базой сильнейшей (слабейшей) Г-структуры. 

4.2. Определим входной и выходной Г-объекты. Назовем Т-объект 
{А, РА, ФА) {{В, Рв, Фв)) входным (выходным), если множество Г есть 
входная (выходная) база Г-структуры (РА, ФА) ((Р'в, Фв)) • Нетрудно 
доказать следуюп1;ие равенства: Фл = - ^ в Г = Нот»^^^,^ (Л, В) , РА = 
= Нот»^.^^,^(А, А), Фв = ^от-^^^^ (В, В). 

Заметим, что множество Г кроме категории Ж (Г) естественным об
разом порождает егце некоторые категории. В качестве примера 
можно привести следуюш;ие: Ж (РА), Ж{ФВ), Ж (В.оту^^^^{Вщ А)у 
Х ( Н о т ^ ( Л , 5 ) \ Г ) . 

4.3. В этом пункте будет суш;ественно усилено предложение 2.4, 
именно, будет доказано, что в левой части соотношений (2.1) множества 
Р ш 'Ч^ можно несколько уменьшить. 

Предложение. Если Р' — входная база Т-объекта (Х, Р, Ф), а "Ч^' — 
выходная база Т-объекта (У, О, "Ф'), то для любого множества На 
си Нот_з2» (X, У) соотношения 

'ЙР' с= Г, ЙР' с ' Я Ф (4.1) 

равносильны. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Вследствие предложения 2.4 множество Ь =• 

= Нот̂ ^̂ ^̂ ,̂  (X , У) определяется каждым из следуюп];их трех эквивалент
ных условий: 

^1Р аТ, 1Рс^ О, Ч'Ь с= Ф. (4.2) 

Определим множества М, N ж Р таким образом: 
Ч^'ШР' с: Г, ЙР' а а, Т 'Р<= Ф. (4.3) 

Достаточно доказать равенства 
Ь = М = М = Р. (4.4) 

Из определения множеств М ж Р' вытекает, что Ч^'М^^Ф. Заменив Ф-
на Ч^'М во включении ФР(=Т, получим Ч^'МРсгТ. Из последнего вклю
чения (в силу Р' <=^Р) ж первого соотношения в (4.3) следует, что 

ЙР(^^.Т. Таким образом, нам удалось в первом соотношении (4.3) 
множество Р' заменить большим множеством Р. При помощи аналогич
ных рассуждений можно перейти от (4.3) к более сильным соот
ношениям 

Ч ^ д а с г Г , 1^Р^а, ЧР^^Ф. (4.5) 

Доказательство закончено, так как из (4.2) и (4.5) следуют равен
ства (4.4) . 

4.4. Предложение. Если Х ^ О Ь ^ ^ , (У, С, Ч)^ОЬЖ{Т), Ч' —вы
ходная база Т-структуры (О, Ч^), Я с : Нот_;^ ( X , У ) , то на объекте X 
существует такая (единственная) Т-структура (Р, Ф ) , что 

ЧНР с: Г, Ч'НР с Г, НР с С, (4.6) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о состоит из двух частей. В первой доказыва
ется, что для любого множества Р а Нот^^ [А, X) соотношения (4.6) 
равносильны, а во второй — суш;ествование такой Г-структуры {Р, Ф) на 
объекте X, для которой множество Р удовлетворяет условиям (4.6). 

I . Определим множества Ь, М я N соотношениями 
Ч^ЯХ с Г, Ч'НЙ с Г, О. (4.7) 

В первой части доказательства достаточно установить равенства 
^ = М = N. (4.8) 

В силу первых двух соотношений (4.7) (поскольку Ч'"'с: Ч )̂ 
Ьс^М. (4.9) 

Из определения выходной базы Ч*"' и второго соотношения в (4.7) име
ем НМ а С, а из последнего включения и третьего соотношения в (4.7) — 

Л/сЛГ. (4.10) 

Из первого, третьего соотношений в (4.7) и включения Ч^ЯЛ^сгГ (оно 
вытекает из определения Г-структуры (О, Ч*")) получаем 

Л^^^. (4.11) 

Равенства (4.8) следуют из (4.9) , (4.10) и (4.11). 
I I . Теперь будем предполагать, что множество Р удовлетворяет 

условиям (4.6) . Пусть (Р, Ф) есть Г-структура с входной базой Р. Это 
означает, что ФР с: Г и ФР с= Г. Пам нужно установить равенство Р = Р. 
Так как Р<=Р, достаточно доказать 

Рс2Р. (4.12) 
Если ^ есть множество всех Г-морфизмов (Х, Р, Ф ) в ( 7 , 'Ф'), то 

(^Р^О, (^РсгО (4.13) 
ввиду предложения 4.3 и определения 2.4. Сравнив последние соотно
шения в (4.6) и (4.13), получим включение Н<^^. Заменив в выра
жении фРс:С множество ^ на Н, получим НР'=^0. Включение (4.12) 
доказано, так как НР та НР <= О, 

З а м е ч а н и е . Объект X можно рассматривать как С-объект 
с С^-структурой {Р, (?). Множество Н есть выходная база для этой 
б^-структуры. 

4.5. Предложение.^с/ги Г ^ О Ь Х , (X, Р, Ф ) е О Ь Х ( Г ) , Р'— вход-
ная база Т-структуры (Р, Ф ) , Я сг Н о ш ^ (X, У ) , то на объекте У су
ществует такая (единственная) Т-структура (О, Ч*"), что Ч^НР<^Т, 
Ф я Г с Г , Т Я с Ф . 

Доказательство опускаем, так как оно аналогично доказательству 
предыдуп];его предложения. 

4.6. Инициальные Г-структуры. Пусть / — произвольное множество 
индексов, а {ЯЛ^^г—семейство множеств морфизмов Я^ с : Н о т ^ (X, Х^),; 
причем для каждого 1 ^ / объект Х^ оснаш;ен Г-структурой (Р^ Фг) 
с выходной базой Фг. Вследствие предложения 4.4 для каждого 1^1 
суп],ествует такой единственный Г-объект (X, 6̂ ,̂ Ч**!), что Ф^Н^О^ <= Г, 
ф ; я Д С = г , , Е^Ы^Р,. 

О п р е д е л е н и е . Пара (Р, Ф ) называется инициальной Т-структу
рой относительно семейства {Н{}^с21, если множество О = [] 01 является 
ее входной базой. 

Докажем равенство 
Р = 0. (4.14) 

Так как О есть входная база Г-структуры (Р, Ф ) , то 
О^Р, (4.15): 

74 



Из соотношений О <= &^ ж НгО^ <=: Р" вытекает включение с= т. е. 
= Н 0 т ^ ^ * ( р ^ ( ( X , Ф ) , что означает, в силу определения 2.4, 

Н^Р<=.Р^. Из последнего включения и определения множества 0{{Н{Ог(= 
<= Р^) следует, что Р Си Последнее включение выполняется при лю
бом I ^ I , поэтому 

с= С = П С̂ г. (4.16) 

Доказательство закончено, так как из (4.15) и (4.16) имеем равен
ство (4.14). 

Теперь приведенное выше определение можно переформулировать 
таким образом: Г-структура (Р, Ф ) называется инициальной относи
тельно семейства {Я^}<е1, если Р = П ^г-

Этому же определению можно придать следующий вид: Г-стру]сту-
ра [Р, Ф ) называется инициальной относительно семейства {Нг}ш1, если 
множество и ФгЯ^ является ее выходной базой. 

Легко доказывается 
Предложение. Если (Р, Ф ) — инициальная Т-структура относитель

но семейства {ЯДге!, то для того чтобы морфизм к произвольного Г-объ-
екта (У, Р, ^) в объект X был Р-морфизмом, необходимо и достаточно, 
чтобы для любого 1^1 и для любого е Н^ композиция к(к была 
Т-морфизмом. 

Это предложение можно считать еще одним определением инициаль
ной Г-структуры. 

4.7. Здесь мы сформулируем обобщение предложения 4.5. Доказа
тельства будут опущены, так как они аналогичны доказательствам пре
дыдущего пункта. 

Пусть / — произвольное множество индексов, а {ЯД^ г̂ — семейство 
множеств морфизмов Н^С1 Нош^^^ (Х^, X), причем для каждого I ̂  / 
объект X^ оснащен Г-структурой (Рг, Ф») с входной базой Р^. Вслед
ствие предложения 4.5 для каждого 1 ^ / существует такой единственный 
Г-объект {X, а„ 4^0, что Ф,ЯЛ с Г, "^г^г7^; с : Г, Ф,Я, с Ф,. 

О п р е д е л е н и е . Будем называть Г-структуру {Р, Ф ) финальной 
относительно семейства {Н^}^^I, если вьшолняется одно из следующих 
условий (можно показать, что эти условия равносильны): 

а) множество Ч*" = П — выходная база Г-структуры [Р, Ф ) ; 

б) Ф П 
в) множество [} Н1Р1~ входная база Г-структуры (Р, Ф). 

Легко доказывается 
Предложение. Если (Р, Ф ) — финальная Т-структура относительно 

семейства {Н^}^^I, то для того чтобы морфизм к объекта X в произволь
ный Т-объект {У, Р, ^) был Т-морфизмом, необходимо и достаточно, 
чтобы для любых 1^1 и Т-морфизма к^ е Н^ композиция кк{ была 
Т-морфизмом. 

Очевидно, Г-структура входного (выходного) Г-объекта инициальна 
(финальна) относительно Г. 

§ 5. Роды структуры, 
эквивалентные родам структуры Т (Г) и Т^{Г) 

Любые два Г-объекта (А', а, а) и [В', Ь, р) порождают новую ка
тегорию Ж{Т'), где Г' —множество всех Г-морфизмов А' в В'. При 
этом возникают два рода структуры Т{Т') и Т^{Т'). В настоящем 
параграфе будут сформулированы и обоснованы условия, достаточные 
для того, чтобы Т{Т') и Т^(Т') были эквивалентны Г ( Г ) и Г* (Г 
соответственно, т. е. Т{Т)^Т{Г) и (Г) ^ (Г ' ) . 
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5.1. Пункты 5.2—5.6 посвящены доказательству следующей теоремы. 
Теорема. Для того чтобы роды структуры Г ( Г ' ) и Т^{Г') были. 

эквивалентны соответственно родам структуры Т{V) и Т^{Г), доста
точно выполнения условий 

1л ^ а Ч 1вер&', (5.1): 

где а' и Ъ' — множества всех Т-морфизмов А' в А и В в В' сооТ" 
ветственно. 

З а м е ч а н и е . Мы проведем доказательство эквивалентности толь
ко родов структуры Г ( Г ' ) и Г ( Г ) . Эквивалентность Т^{Т') и (Г> 
после этого доказывается легко. В ходе доказательства фактически бу
дет установлена эквивалентность категорий Ж{Т') и Ж{Т). Мы не бу 
дем отвлекаться для того, чтобы отметить этот факт. 

5.2. Каждому объекту X категории Ж поставим в соответствие ото
бражение к{Х): Т{Т) (Х)Т(Т') (Х), определяемое равенством 
к{Х){Р, Ф) = {Р\, где Р' и Ф ' —множества всех Г-морфизмов А' 
в (X, Р, Ф ) и {X, Р, Ф) в В' соответственно. Из предложения, которое 
мы докажем в этом пункте, следует, что отображение к(Х) определено 
корректно, т. е. пара {Р\ является Г'-структурой. 

Предложение. ^с./1«. к{Х) (Р, Ф) = {Р', Ф ' ) , то 

Р'а=-Р, ^Ф' = Ф, Ф Т ' с Г ' . (5.2> 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В дальнейшем, без специальных оговорок, 
будем применять следующие очевидные включения: Р'а^Р, Ра'<=^Р\ 
Ъ'Ф сг ф ' и рФ'с= Ф. Умножив Ра а Р' справа на а, Ъ'Ф <=• Ф' слева на ^ и 
воспользовавшись условиями (5.1), получим Рс^Р'а и Ф с = р ф ' . Из двух 
последних включений и Р'а <= Р, р ф ' с: ф следуют равенства (5.2). 

Осталось доказать, что пара {Р\ есть Г'-структура. Так как 
композиция Г-морфизмов — Г-морфизм, то 

Ф'Р' Г. (5.3) 
Достаточно установить равенства 

Г = Р , Ф ' = ( ? , (5.4) 

где множества Р и ^ морфизмов категории Ж определяются соотно
шениями 

Ф 'Р с: Г', ОР'^Г. (5.5^ 
Из (5.3) и (5.5) следует, что 

Г с г Р , Ф'<=<?. (5.6) 

Умножив Ф'Р с: Г ' слева на р, а ^Р' с: Г ' справа на а и воспользовав
шись равенствами (5.2), получим ФРс=рГ ' , (^Рс^Т'а. Так как ^Т'<=^а 
и Т'а с= &, то 

Ф Р с а , ^Рс^Ъ. (5.7)^ 

Вследствие определения множеств Р' ж Ф' 

ФР'с^а, Ф'Р^Ъ. (5.8) 

Из (5.7) и (5.8) вытекают включения 
Р с Г , ^с^Ф'. (5.9) 

Доказательство закончено, так как из (5.6) и (5.9) следуют равен
ства (5.4). 

5.3. Предложение. Если X, У—объекты категории Ж, (Р, Ф ) ^ 
е Г ( Г ) ( Х ) , (Р', Ф')=к{Х){Р, Ф), {&, Ч^)=Т{Т){У), ( С , Ч^') = 
= к{У){С, ЦГ)^ го 

1 = М, (5.10)?: 

где Ь —множество всех Т-морфизмов {X, Р, ф ) в ( 7 , 6^,4*"), а М — 
множество всех Т'-морфизмов (X, Р'Ф') в (У, С, Ч'). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем применять следующие очевидные соот
ношения: <= О, ШР' с= С̂ ' и ЬР' <= О'. Из двух последних вытекает 

Ь^М. (5.11) 

Умножив МР' с С справа на а и воспользовавшись равенствами Р'а = 
= Р ж 0'а=0, которые следуют из предложения 5.2, получим вклю
чение МР с= С, из которого ввиду ЬР ^0 

МаЬ. (5.12) 

Из (5.11) и (5.12) получаем равенство (5.10). 
5.4. Предложение. Для каждого объекта X категории Ж отображе

ние к{Х) сюръективно. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Произвольной Г'-структуре (Р', Ф') объекта 

X сопоставим Г-структуру (Р, Ф ) , инициальную относительно Ф' . До
статочно доказать равенство К{Х){Р, Ф) = {Р', Ф ' ) , которое равносильно 
двум следующим: 

р'=Р^ Ф ' = <?; (5.13) 

Р и ^ — множества всех Г-морфизмов А' в X п X в В' соответственно. 
Так как Г-структура (Р, Ф) инициальна относительно Ф' , то Ф'Р^ 

6 и ^Ф'Р <=• Г. Последнее соотношение означает, что ^Ф' — выходная 
-база Г-структуры {Р, Ф ) . В дальнейшем, без специальных оговорок, бу
дем применять очевидные соотношения ^Р <= Г' , (^Р с= Ь, ФР а. Из 
Ф'Р <=:Ъ к (^Р аЬ следует 

Ф'с=(? . (5.14) 
Заменив в ^Р<^Т' множество ^ на Ф' , получим Ф'Р с: Г'. Так как 
{Р', Ф') есть Г'-структура, то в силу последнего включения 

Р^Р'. (5.15) 

Заменив в ФР(^а множество Ф на ^Ф' (на основании предложения 4.3 
Ф можно заменить на любую выходную базу Г-структуры [Р, Ф ) ) , 
имеем 

^Ф'Р<=а. (5.16) 

Умножив включение Ф'Р'<= Г' слева на р и учитывая, что ^Т'<=а, 
долучим 

^ ф ' Г с а . (5.17) 
Из (5.16) и (5.17) следует 

Р' =̂ Р. (5.18) 
Так как ^Р'<=Т' (в силу (5.18) и включения ^Р^Т') и Ф ' / ' с Г ' , то 

< ? ^ Ф ' . (5.19) 
Доказательство закончено, так как из (5.14), (5.15), (5.18) и (5.19) 
вытекают равенства (5.13), 

5.5. Предложение. Для каждого объекта X категории Ж отображе
ние /г(Х) биективно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Вследствие предложения 5.4 достаточно до
казать только инъективность Ь^Х), т. е. установить, что из 

}ь{Х){Р,Ф) = Ь{Х){0,Ч) (5.20): 
следует 

Р-0,Ф = Ч. (5.21): 
Если ввести обозначения {Р', Ф') =к{Х) {Р, Ф) и ((?', 'Ч^') = к{Х)Х 
Х{0, Ч^), то (5.20) будет равносильно 

Г = (?', Ф ' = Ч^'. (5.22) 

Умножив первое из равенств (5.22) справа на а, а второе слева на ^ и 
воспользовавшись предложением 5.2, получим (5.21). Доказательство 
закончено. 
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5.6. Рассмотрим два произвольных объекта X ж У категории 
Функтор Г (Г) задает некоторое отображение множества изоморфизмов 
X в У в множество биекций Г (Г) (X ) в Г (Г) ( У ) . Это отображение Г (Г) 
(в его обозначении мы, для краткости, не указываем объекты X и У) 
сопоставляет каждому изоморфизму Х - > У отображение, переводя-
гцее произвольную Г-структуру (/^, Ф) объекта X в Г-структуру 
[С, 'Ч)=Т{Т){и){Р, Ф ) , финальную относительно {и). Аналогично оп 
ределяется отображение Г (Г ' ) . Для завершения доказательства теоремы 
осталось установить равенство 

}ь{Т)Т{Т){и) {Р, Ф)^Т{Т')(и)Н{Х) {Р, Ф) 

для произвольной Г-структуры {Р, Ф) объекта X и произвольного изо
морфизма и: Х-^У. Введем обозначения (Р', Ф')=к(Х){Р^ Ф ) , 
(О', Ч')^Т{Т'){и){Р% Ф'), (О, ЧГ)==Т{Т){и){Р, Ф), Ч ' " ) = 
= Н{У) {О, "Г"). Требуется доказать равенства 

С' = С'\' = ч г " . (5.23) 

Так как каждое из этих равенств следует из другого, то достаточно до 
казать какое-нибудь одно из них. Пусть У : У X есть обратный изо
морфизм для изоморфизма и: X У, т. е. Vи = 1х, и>у = 1г. Так как 
Р'ас^р и УО'^Р', то иС-'а^Р, а так как <^"ас:0 и иб^Р, то 
уО"а<=-Р. Из соотношений гО'<^Р\'а^Р и уСг'ас^Р легко вывести,, 
что иСа<=Р. Аналогично доказывается, что и(^"а<=^Р. Из двух послед
них соотношений следует первое (а значит, и второе) равенства 
в (5.23). Доказательство закончено. 

§ 6. Сжатия и 1?-сжатия вещественной прямой 

Рассмотрим два произвольных метрических пространства и М^, 
с метриками р1 н рг соответственно. Будем называть ^^-отображение 
1 : М^^Мг В-сжатием, если из р, ^ ^ ' у Ч - ^ г ) следует неравенство 
Рг^тС/')' Т ( ? ) )^Р1(^ ' ' Я)'1 ̂ 0-сжатие называется сжатием, если оно явля
ется обычным отображением, т. е. М1 =(Мг). 

В этом параграфе мы установим связь между метрическими струк
турами и некоторыми Г-структурами и А-структурами, где Г — множе
ство всех сжатий К в К, а А — множество всех ^-сжатий К в К. 

6.1. Пусть род структуры р: В!] Епз-> В!] Е ш сопоставляет каждо
му множеству X множество всех его внутренних метрик р: Х^ К. Пара 
(X, р) называется метрическим прострвмством с внутренней метрикой 
(см. также [5] или |[6]), если р есть метрика, заданная на X и для лю
бых двух точек р, д^Х и для любого числа е > О найдется путь, сое
диняющий точки р и д, длина которого меньше р{р, 2 ) + е . 

В п. 6.2—6.7 будет доказана 
Теорема. Род структуры ^ жшвалентен Г*(Г). 
Из этого результата вытекает, что следующее определение метри

ческого пространства с внутренней метрикой равносильно обгцепри-
пятому. 

О п р е д е л е н и е . Множество X , наделенное Г-структурой {Р, Ф)^ 
соединяющей и различающей точки (в записи {Р, Ф) е (Г) (X)),, 
называется метрическим пространством с внутренней метрикой, если Г — 
множество всех сжатий К в К. 

6.2. Предложение. Если X — метрическое пространство с внутренней 
метрикой р ^ Р ( X ) , Р и Ф — множества всех сжатий Н в X и X в К 
соответственно, то (Р, Ф) е (Г) (X ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала докажем 
ФР сг Г. (6.1) 

Допустим противное, т. е. пусть существует такое отображение / : К-*-
X , что / не входит в Р, по Ф{ / } сг Г. Так как / не является сжа-
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1ием, то 
0 < | а - 6 | < р ( / ( а ) , / ( Ь ) ) (6.2> 

для некоторых чисел а, Ъ. Определим функцию ф: Х - ^ К равенством 
Ч> (Р) Р и{^) ^ Р)- Из неравенства 

р{Р, Я)> 1р(/(«^), р)-9{НЬ), д)\ 1 ф ( р ) - с р ( д ) 1 
следует, что ф — сжатие, т. е. ф ̂  Ф. Заменив в Ф{ / } Г множество Ф-
на {ф}, получим, что суперпозиция ф/ есть сжатие и следовательно, 

|ф/ (а ) -ф/ (&)1 < \а-Ъ\. 

Последнее неравенство противоречит (6.2), так как его левая часть 
равняется р ( / ( а ) , / ( 6 ) ) . Полученное противоречие доказывает (6.1). 

Теперь докажем 
ФРаТ. (6.3) 

Допустим, что существует такое отображение ф: Х^Н, что ф не выхо
дит в Ф, но {ц)}Р с= Г. Так как ф не является сжатием, то 

0 < р ( р , д ) < 1 с р ( / ? ) - ф ( 9 ) 1 
для некоторых точек р, д^Х. Зафиксируем число е так, чтобы выпол
нялись неравенства 

0 < 8 < 1 ф ( / ? ) - ф ( д ) 1 - р ( А д) (6.4) 

и существовал путь а: [О, р(^9, д)+е]-^Х длины р{р, д)+&, соединяю
щий точки р ж д. Последнее означает, что а(0) = р, о(р{р, в)= д. 
Будем предполагать, что путь о имеет естественную параметризацию, 
т. е. для любых двух чисел а, Ъ, удовлетворяющих условиям О < а < 
< Ь ^ р ( / ) , д) + е, длина пути, являющегося сужением а на отрезок 
[а, 6], равняется Ь — а. Ясно, что тогда отображение / : К X , опреде
ленное равенством 

р, если ^ < 0 , 
/ (г) = а если О ^ < р (р , д) + е, 

д, если р{р, д) + е < ? , 
является сжатием, т. е. ^^Р. Заменив в { ф } Р с : Г множество Р на {/},. 
получим, что суперпозиция ф/ есть сжатие и, следовательно, 

Ш{0)-<РН9{Р, д)гЬе)\^р(р, д) + г. 

Последнее неравенство противоречит (6.4) , так как ф/ (0) =ц>{р) и 
ф/(р(Р» 9 ) ^ " 8 ) = ф ( д ) . Полученное противоречие доказывает (6.3). 

Из (6.1) и (6.3) следует, что (Р, Ф ) е Г ( Г ) ( Х ) . Можно считать, 
что предложение 6.2 доказано, так как очевидно, что Г-структура {Р, Ф) 
соединяет и различает точки Г-нространства (X, Р, Ф ) . 

Доказанное предложение позволяет каждому множеству X сопоста
вить отображение к(Х): ^(Х)-^ Т^(Х), определяемое равенством 
к(Х) (р)=(Р, Ф ) , где Р и Ф — множества всех сжатий К в (X , р) и 
(X , р) в К соответственно. Для доказательства теоремы достаточно ус 
тановить, что класс отображений к{Х) задает функторный изоморфизм^ 
к: § - ^ Г * ( Г ) . 

6.3. Каждой Г-структуре (Р, Ф) е (Г) (X) поставим в соот
ветствие функцию р: Х ^ К , определяемую равенством р{р, д) = 
= впр |ф(/))—ф(д) I , где зир берется по всем ф ^ Ф. Докажем коррект
ность этого определения. Для этого нужно убедиться в справедливости 
неравенства р {р, д) < +оо для любых точек р, д^Х. Оно очевидно при 
Р = д. Пусть рФд. Так как {Р, Ф) соединяет точки, то Ца) = р и / (Ь) = 
= д для некоторых а, & е К и / ^ К. Из неравенства 

1 ф Ы - Ф ( ? ) 1 = 1 ф / ( « ) - Ф / ( & ) 1 < 1 « - Ы , 

справедливого для любой функции ф ̂  Ф, и определения р следует, что 
р(р, д)^ \а-Ы. 
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6.4. Предложение. Функция р: ^ К, определенная в п. 6.3, есть 
метрика на множестве X. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем неравенство треугольника 
Р(А д) + 9{Ъ г)>р{р, г) (6.5): 

для любых трех точек р, д, г^Х. Для произвольного 8 > 0 подберем 
выходную функцию ф е Ф так, чтобы 

1 Ф ( Р ) - Ф И 1 > Р ( Р , г)-е. (6.6) 
Ясно, что 

Р{Р, 9 ) ^ 1 ф ( / ' ) - 9 ( ? ) 1 , Р(? , 0 ^ 1 ф ( ? ) - ф ( 0 1 - (6.7) 

Сложив неравенства (6.6) и (6.7), получим 

р{Р, д) + р ( ? , г)>р{р, г)-е. (6.8) 

В силу произвольности е > 0 из (6.8) следует (6.5). Проверка остальных 
аксиом метрического пространства не представляет труда. 

З а м е ч а н и е . В дальнейшем без специальных оговорок будем пред
полагать, что каждое Г-пространство X с Г-структурой (Р, Ф) е 
е ( Г ) (Х) является метрическим пространством с метрикой р, опре
деленной в п. 6.3. 

6.5. Предложение. Множества всех союатий В. в X и X в В. совпа
дают соответственно с Р и Ф. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Всюду в этом пункте буквами / и ф обозна
чаются отображения К в X и X в К соответственно. 

I . Пусть / — сжатие, т. е. 

р ( / ( « ) , ПЬ))^\а-Ъ\. (6.9) 

В силу определения 6.3 для любого отображения ф ̂  Ф 

| ф / ( а ) - ф / ( & ) | ^ р ( / ( а ) , / ( 6 ) ) . (6.10) 

Из (6.9) и (6.10) следует включение Ф / ^ Г , которое означает, что 

П. Теперь пусть / ^ Зафиксируем произвольно числа а, Ь, е 
(е > 0) и подберем функцию ф ^ Ф так, что р ( / ( а ) , / ( & ) ) < 1ф/(а) — 
— ф / ( 6 ) | + 8 . Из последнего неравенства, учитывая произвольность 
« > 0 и неравенство 1ф/(а) —ф/(&) I ^ к — &1, получаем, что / — с ж а т и е . 

П1. Пусть ф — сжатие. Зафиксируем произвольно числа а, Ь и вход
ное отображение ^^Р. Так как / и ф — сжатия, то !ф/(а) — ф/(&) I < 
< р ( / ( а ) , 1{Ъ))<\а—Ы. Из неравенства |ф/(а) —ф/(&) I < к—&| выте
кает включение ф / ^ Г , которое означает, что ф ^ Ф . 

I V . Теперь пусть ф е Ф. В силу определения 6.3 имеет место нера
венство 1ф(]э)—ф(?) I < р(]5, д) для любых р, д^Х, т. е. ф —сжатие. 

6.6. Предложение. Если р, д ^ X , то р {р, д) = ш1 Е (р, д), где чис
ловое множество Е{р, д) определяется следуюи^им образом: для того 
чтобы число с принадлежало Е{р, д), необходимо и достаточно, чтобы 
существовали такие числа а, Ъ и входное отображение /^Р, что / ( а ) = 
= р, НЬ)=Я, с=\а-Ы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем сначала неравенство 

р{Р, я)<о{р, д), (6.11) 

где (5{р, д) = ш{Е{р, д). Для произвольного 8 > 0 подберем отображе
ния / е Р, ф е ф и числа а, Ъ так, что ^{(1) = Р, 1{Ъ)= д и 

\а-Ы<о{р, д) + 8, р{р, д ) - 8 < ! ф ( р ) - ф ( д ) 1 . (6.12) 

Так как 1ф(р)—<р(д)1 < 1а — & 1 , то из (6.12), учитывая произвольность 
8 > 0 , получаем (6.11). 
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в дальнейшем нам потребуется 
Лемма. Если / , ё^Е, а ^ К , Ца) = ё{а) и отображение /г: К ^ X 

определяется равенством 
1/(0, если 1<а 
1^(0» 6СЛИ I, 

то к^Р. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Установим неравенство \<^к{х)—^к{у)\

<,\х — у\я любых X, и ф ^ Ф, При этом можно ограничиться 
случаем, когда число а находится строго между х ж у. Для определен
ности будем считать, что х<а< у. Так как ср/ ж ц)§ — сжатия, то лемма 
следует из неравенства 

\ц>к{х)-ц)к{у)\ 1 ф / ( л ; ) - ф / ( а ) | + \ц>§{а)-ц)§{у)\. 
Докажем, что 

о{р, д ) + а ( д , г)>а{р, г) (6.13). 

для любых точек р, д, г ' ^ Х . Так как Г-структура [Р, Ф) соединяет 
точки в X, то супдествуют такие входные функции /, ^^Р и числа х, 
х\ у, что !{х) = р, 1{х')=д, д{у') = д, д{у)==г. Не умаляя общности, 
будем считать, что х<х' = а = у'<.у. Зафиксируем произвольно е > О, 
и пусть функции / и ^ подобраны так, что 

а — х<с{р, д ) + 8 , у — а<о{д, г)+е. (6.14)' 

Если А; — отображение, определенное в лемме, то к{х) = р, к(у)=г, 
к^Р. Из этого обстоятельства и определения о имеем 

о{р, г)<у-х. (6.15) 

Сложив (6.14) и (6.15), получим о{р, г ) < о ( / ? , д)+о(д, г ) + 2 8 . Вслед
ствие произвольности 8 > О из последнего неравенства вытекает (6.13). 

Докажем теперь неравенство 
Р(Р, Я)>о{р, д). (6.16) 

Определим функцию ф : Х - ^ К равенством ф ( г ) = а ( р , г ) . Из (6.13) 
легко вывести, что 

\с{р, !{а))-с{р, / ( & ) ) ! < а ( / ( а ) , / ( 6 ) ) (6.17) 

для произвольных ^^Р и а, 6 ̂  К. Так как ф / ( а : ) = а(р, ^{x)), о ( / ( а ) , 
/ ( & ) ) ^ | а — & | , то из (6.17) следует, что | ф / ( а ) — ф / ( & ) ) I < |а — 6|, т. е. 
ф ^ ф . А поскольку ф ^ е ф , то р(/), д ) ^ 1ф(]э) — ф ( д ) 1 = ф ( д ) = о(^э, д). 
Неравенство (6.16) доказано. Из (6.11) и (6.16) следует справедливость 
предложения 6.6. 

Следствие. Пара (X, р ) , где функция р определена в п. 6.3, есть 
метрическое пространство с внутренней метрикой. 

6.7. Рассмотрим произвольное биективное отображение и: X Г. 
Функторы Р и (Г) порождают два новых биективных отображения 
Р ( ц ) : р ( Х ) - - р ( 7 ) и ^ Г ^ Г ) и): Г* (Г) ( X ) Г * (Г) (У ) . Для завершения 
доказательства теоремы осталось установить равенство 

Т^{Т){и)К{Х) = ]г{У)^{и), (6.18) 

для доказательства которого зафиксируем произвольно внутреннюю мет
рику р е р (Х) и определим о е ^ ( 7 ) и {Р, Ф) е (Г) (X)равенствами 
о = Р(1г ) (р ) и {Р, Ф) = / г ( Х ) ( р ) . Достаточно показать, что 

[О, Ч)=^{0', Ч'), (6.19) 

где {О, Ч) = Т{Т){и){Р, Ф ) , ( С , •ф-') = / г ( 7 ) (а ) . Если V^и-\о 
V0 с: р. Ясно также, что УС С: р. Из двух последних соотношений имеем 
равенство 0^0\з которого (так как Т С ^ Г и ^ ' ( ? ' с г Г ) вытекает 
(6.19). Теорема доказана. 

6.8. Для каждого множества X определим множество б (X) а 
с : (А) (X) следующим образом: А-структура {Р,Ф) ^Т^(^){Х) 
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принадлежит 6 ( Х ) , если и только если из условий /, ё^Р; а, Ъ, с е К; 
< 2 < & < с ; ЦЬ)=ё{Ъ)Ф0 вытекает существование такого входного 
Л-отображения к^Р, что к{а)^1{а), к{Ъ) = ЦЬ) = §{Ь), к{с)=§{с). 
Этим мы определили род структуры 6: В 1 ] Е п 5 В 1 ] Е п 8 . Последняя за
пись корректна, так как В!] О = В1]Еп8. 

В п. 6.9—6.13 будет доказана 
Теорема. Р-о^ структуры б эквивалентен роду структуры ус: В1]Еп5 

В1]'Еп8, сопоставляюи^ему каждому множеству X множество \1{Х) всех 
его метрик. 

6.9. Предложение. Если X — метрическое пространство с метрикой 
ре|д, (Х) , Р и Ф —множества всех В-сжатий В в X и X в В соответ
ственно, то (Р, Ф ) е б ( Х ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала покажем, что 
ФР<=А. (6.20) 

Допустим противное, т. е. существует такое ^-отображение / : К - ^ Х , что-
/ не входит в Р, но Ф{ / }<=А. Так как / не является В-сжатшеи, то 

0 < | а - & | < р ( / ( а ) , !{Ъ)) (6.21) 

для некоторых чисел а, Ъ. Определим отображение ф: Х ^ К равенством 
Ч> ( Р ) 9 (Н^): Р ) - Из неравенства 

р (А д)>\р(/{«), Т ' ) - Р ( / ( « ) , 3) I = I Ф - Ф ( ? ) I 
следует, что ф — В-сж&тже (даже просто сжатие), т. е. ф ^ ф . Заменив 
в Ф{ / } <= Д множество Ф на {ф}, получим, что композиция ф/ — В-сжа-
тие и, следовательно, 1 ф / ( а ) — ф/(&) I < 1а — Ы. Последнее неравенство 
противоречит (6.21), ибо его левая часть равняется р ( / ( а ) , / ( & ) ) . Полу
ченное противоречие доказывает (6.20). 

Теперь покажем, что 
ФРс2А. (6.22) 

Допустим существование такого /^-отображения ф: Х ^ К , которое не 
входит в Ф, но {ц)}Р А. Так как ф не является /^-сжатием, то 

0<р{р, Я)<\ч>{р)-ср(д)\) 

для некоторых точек р, д^Х. Определим ^-отображение / : К->-Х ра
венствами }{0) = р, НР{РУ Ч))=Ч, ^Р, ? } = / ( К ) . Так как / —1)-сжатие, 
то ^^Р. Заменив в {ф}Р<=А множество Р на {/}, получим, что компо
зиция ф/ —^-сжатие и, следовательно, 1 ф / ( 0 ) —ф/(р( /? , д ) ) 1 < р ( р , д). 
Последнее неравенство противоречит (6.23), поскольку его левая часть 
равняется \ц){р)—Ц){д)\- Полученное противоречие доказывает (6.22), 

Из (6.20) и (6.22) вытекает, что пара {Р, Ф) есть А-структура, 
Очевидно, что эта А-структура соединяет и различает точки А-простран-
ства (X, Р, Ф ) , т. е. (Р, Ф) е Т^{А) (X ) . 

Рассмотрим такие входные Ь-отображения / , §^Р и числа а, &, 
с е К , для которых выполняются условия а < & ̂  с, ^{Ъ) = §{Ъ)Ф 0. Оп
ределим /^-отображение / с : К - > Х следующим образом: 

а) /с(а) = / ( а ) , к(Ъ) =^ЦЬ)^§(Ь), к{с)^§{с); 
б) если число хФа, Ъ, с, то к{х) = 0. 

Для завершения доказательства предложения 6.9 достаточно установить, 
что к^Р. Так как это очевидно, если 1{а)=0 или ^ ( с ) = 0 , то будем 
считать, что 1{а)Ф0 и §{с)Ф0. Нам нужно доказать, что к — 1>-сжа-
тие, т .е . р{к{а), к{Ь))^Ъ-а, р{к{Ъ), к{с))< с - Ъ, р{к{а), к(с))^ с - а. 
В доказательстве нуждается только последнее неравенство. Оно верно, 
ибо в силу неравенства треугольника р{к{а), к{с))^р{Ца), / ( & ) ) 4 -
+ р ( ^ ( 6 ) , § - ( с ) ) ^ с — а . Доказанное предложение позволяет каждому 
множеству X сопоставить отображение ^ ( Х ) : ( X ) б ( X ) , определяе
мое равенством 1г{Х) {р) = {Р, Ф ) , где Р и Ф — множества всех /)-сжа-
тпй К в (X, р) и (X, р) в К соответственно. Для доказательства теоре-
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мы 6.8 достаточно установить, что класс отображений 1г(Х) задает функ
торный изоморфизм к: |х-̂ ^ б. 

6.10. Каждой А-структуре {Р, Ф) е б (Х) поставим в соответствие 
функцию р: -> К, определяемую равенством р(р, д) = зпр 1 ф ( / ? ) — ср(5) 1, 
где вир берется по всем таким ф е ф, ддя которых (р{р)Ф0 и <р{д)Ф0. 
Корректность этого определения доказывается так же, как корректность 
аналогичного определения 6.3. Имеет место следующее очевидное 

Предложение. 77г/сгь р, д^Х; а, Ь^Е и \а-~ Ы = (){р, д). Тогда 
а) если В-отображение / : К X удовлетворяет условиям / ( а ) = р, 

^{Ъ) = д и }-'{Х)=^{а, М, то^^Р; 
б) если В-отображение ф: Х ^ К удовлетворяет условиям ф(р) = « , 

ф(д)== 6 и ф~*(К)== {/}, д}, то ф е ф . 
6.11. Предложение. Функция р, определенная в 6.10, есть метрика, 

т. е. р е |ы ( X ) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В доказательстве нуждается только неравен

ство треугольника (6.5). Зафиксируем числа а, Ъ, с так, чтобы выпол
нялись равенства 

Ъ-а = р{р, д), с-Ъ = р{д, г ) . (6.24) 

В соответствии с предложением 6.10 подберем /^-отображения / , §^Р 
и ф е ф так, что 

/ ( « ) = А 1{Ь) = ё{Ъ)=д, Пс)-г, <р{р) = 0, Ф(г) = р(р, г ) , (6.25) 

причем / - * ( Х ) = { а , 6}, §-'{Х) = {Ъ, с ) , ф - * ( К ) = { р , д}. В силу опреде
ления 6.8 существует такое входное /^-отображение к^Р, что 

к{а) = р, к{Ъ)=^д, к{с) = г. (6.26) 

Так как ф / с ^ А , то 1 ф А ; ( а ) — ф / с ( с ) I ^ |а — с | . Из последнего неравенства 
и (6.24) следует 

\<рк{а)-<рк{с)\^р{р, д)+р{д, г ) , (6.27) 

а из (6.24) и (6.25) -
\^к{а)~^рк{с)\=р{р, г). (6.28) 

Неравенство треугольника (6.5) вытекает из (6.27) и (6.28). 
6.12. Предложение. Если множество X наделено А-структурой 

[Р, ф ) « = б ( Х ) , то множества всех В-сжатий К в (X, р) и (X, р) в К, 
где р — метрика, определенная в 6.10, совпадают соответственно с Р и Ф. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Всюду в этом пункте буквами / и ф обозна
чаются /^-отображения К в X и X в К соответственно. Чтобы не отвле
каться на рассмотрение тривиальных случаев, будем предполагать, что 
1(К)Ф0 и ц,{Х)Ф0. 

I . Пусть / —1>-сжатие, т. е. р ( / ( а ) , 1{Ь))^\а—Ъ\я любых чи
сел а, 6 е / - 1 ( Х ) . В силу определения 6.10 1 ф / (а ) — ф/ (6) I < р ( / ( а ) , / ( 6 ) ) 
для любого ф ^ ф при условии, что ф/(а)=7^0 и (:р1(Ь)Ф0. Итак, мы 
доказали неравенство 1 ф / ( а ) —ф/(&) 1 < |а— & 1 , которое означает, что 
ф / е Д . Вследствие произвольности ф из последнего включения вытекает, 
что } ^ Р. 

И. Теперь пусть 1^Р. Зафиксируем произвольно числа а, Ь ^ 
е / - * ( Х ) и подберем ф ^ ф так, чтобы ф/(а)=5^0, (р1{Ь)Ф0 и р ( / ( а ) , 
/ ( 6 ) ) = 1 ф / (й )—ф/ (Ь ) I. Существование такого ф вытекает из предложе
ния 6.10. Из последнего равенства и неравенства 1 ф / (а ) —ф/ (Ь) | 5 ^ 
< |а — & | следует, что / — Д-сжатие. 

П1. Пусть ф — /)-сжатие. Зафиксируем / е /^ и числа а, Ъ так, что
бы Ц)1{а)Ф 0 и (р1(Ъ)Ф0. Так как / и ф — />-сжатия, то 1ф/((г) — ф/(&) | < 
< р ( / ( я ) , / ( & ) ) < ! « — Ы . Из неравенства |ф/(а) — ф/(6) I ^ к — 6| выте
кает включение ф/ е А, которое означает, что ф е ф. 

I V . Теперь пусть ф ^ ф . В силу определения 6.10 1 ф (р ) —ф(д ) 1 ^ 
^^рС/'» Я) ДЛЯ любых р, д^ср-^Я), т. е. ф — /^-сжатие. 
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Следствие. Для любого множества X отображение к{Х), определен
ное в 6.9, есть биекция. 

6.13. Рассмотрим произвольное биективное отображение и: Х^Т. 
Функторы г̂ и б порождают два новых биективных отображения \1{и): 
(X{X) \1{У) и Ь{и): б ( X ) - ^ 6 ( 7 ) . Завершить доказательство теоре
мы 6.8 можно рассуждениями, аналогичными приведенным в п. 6.7. 
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ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ 
В РЕШЕТОЧНО НОРМИРОВАННЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

А. Г. КУСРАЕВ 

Настоягцая статья является продолжением работы [1 ] . Основное 
внимание здесь уделяется изучению различных классов операторов в ре-
шеточно нормированных пространствах и пространствах со смешанной 
нормой. В основном будем придерживаться терминологии и обозначений 
из [ 1 , 2]. Тем не менее перечислим некоторые обозначения, фиксирован
ные на протяжении всего текста: Е и Р — это /^Г-пространства; V я Ш — 
решеточно нормированные пространства с Е- к /^-значными нормами 
соответственно; X и У — банаховы пространства; М{У, ТУ) — простран
ство линейных мажорированных операторов из У в Ш; 2' (X, У) — про
странство линейных ограниченных операторов из X в Г; Ьг{Е, Р) — 
пространство регулярных операторов из Е в Р; X' := 2" {X, К ) — сопря
женное к X , Еп — пространство о-непрерывных регулярных функцио
налов на Е. Каноническая билинейная форма всех встречаюгцихся ниже 
двойственностей обозначается символом <•, •>. Используются также 
аббревиатуры: ПБК — пространство Банаха — Канторовича, РЕП — ре
шеточно нормированное пространство. При этом в отличие от [1] норма 
РНП не обязательно разложима. 

Векторные нормы обозначаются, как правило, через | • |. Напомним, 
что включение Г е Л / ( У , ТУ) означает линейность оператора Г: У-^ТУ 
и суш;ествование такого положительного 8 ^ Ьг (Е, Р), что | / 'У | ^ •5' (| У | ) 
для всех I? е У. Норма | Т \а Т — это наименьший элемент в 
Ьг{Е, Р) среди всех указанных 15". Известно, что М{У, ТУ)—простран
ство Банаха — Канторовича, нормированное посредством Х-простран-
ства Ьг{Е, Р). 

Для каждого РНП У с разложимой нормой сущ,ествует полная бу
лева алгебра коммутирующих проекторов ^х{У), действующих в У, и 
изоморфизм к из булевой алгебры ^х{Е) проекторов (на компоненты 
нормирующего ^С-пространства Е) на фт(У) такой, что д | у| = |/г (л) 1;[ 
для всех л^^х{Е) и У е У. Булевы операции в Щ{У) имеют вид 

я \ / р : = я - | - р — я о р , л Д р : = л о р , я ; * : = / у — я . 

В дальнейшем проектор из Щ{Е) и его образ в 5)5т(У) при изоморфиз
ме к часто обозначаем одной и той же буквой. Для элемента У е 7 по -
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