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ИНФИНИТЕЗИМАЛИ И ИСЧИСЛЕНИЕ КАСАТЕЛЬНЫХ 
С. с. КУТАТЕЛАДЗЕ 

В современных вопросах негладкого анализа, мотивированных теори
ей экстремальных задач, ведущие роли играют геометрические соображе
ния о конструировании удобных приближений к произвольному множе
ству. Контингенция, гиперкасательные направления, конусы Адамара, 
Кларка и Булигана — вот далеко не полный перечень используемых ап
проксимаций. Аппарат оперирования с названными конусами в течение 
последнего десятилетия существенно развит работами Ш. Долецкого, 
А. Д. Иоффе, Ф. Кларка, А. Г. Кусраева, Р. Т. Рокафеллара, Ж.-Б. Хи-
риарт-Уррути, Ж.-П. Обэна, Ж.-П. Пено, Л. Тибольта и др. (см. [1—5] 
и приведенную там библиографию). Стоит подчеркнуть, что возникаю-

123 



щие формулы весьма громоздки и исходные прозрачные идеи зачастую 
затемнены неуклюжими выкладками, порождающими досадные погреш
ности. В [6] намечен новый подход к изучению касательных, позволяю
щий добиться заметных упрощений за счет привлечения методов нестан
дартного анализа (см. [7—10]) . Цель настоящей статьи — усовершенство
вать указанный подход и применить его для обобщения и уточнения 
правил аппроксимации композиции соответствий. Дальнейшее изложе
ние базируется на комбинации способа субдифференцирования компози
ции, развитого А. Г. Кусраевым [2], и идее Ш. Долецкого [4], унифици
ровавшего определения касательных за счет рассмотрения пределов 
Куратовского и пространств с двумя топологиями. На этой основе в ряде 
случаев удается уточнить имеющиеся и предложить новые более удоб
ные и полные условия и описания. Среди них следует выделить широкий 
спектр новых аналогов классических конусов Адамара и Кларка, связан
ных с существенно «нестандартным» эффектом — с произвольным выбо
ром определяющего семейства бесконечно малых чисел. 

§ 1. Вспомогательные сведения о монадах 
,1.0. Здесь приводятся используемые ниже факты из нестандартнога 

анализа. Детальные изложения применяемой «неоклассической» уста
новки можно найти с помощью [9]. Подчеркнем только, что в упомянутой 
установке гипотеза «стандартности антуража», как правило, специально 
не оговаривается. Иными словами, подразумевается, что свободные па
раметры формальной записи анализируемых предложений являются 
стандартными множествами. Отметим также, что общая теория инфи-
нитезималей, и в частности монадология, полно освещена в [10]. 

1.1. Пусть 9" — фильтр в множестве X. Соотношение 
а; е {X ( ^ ) ^ (У=*/̂  ^^)х^'Р 

определяет монаду фильтра ^ — внешнее пересечение всех стан
дартных элементов ЗГ. Здесь символ 81 над квантором означает его ог
раничение на стандартные множества. (Обратим внимание на то, что в 
соответствии с 1.0 множество X и фильтр ^ считаются стандартными 
объектами.) 

1.2. Пусть ф = ф(л:, у)^{^Р), т. е. ф — некоторая формула теории 
Цермело — Френкеля, не содержащая никаких свободных переменных, 
кроме X, у. Тогда 

(Vа;е^^(^)) ^{х, у)^{^^'Р^^){^х^Р) ц>{х, у); 
{^х^1х{ЗГ)) ф(ж, у)^{^1^'Р^^){'^х^Р) ц>{х, у). 

< Достаточно доказать импликацию ->• в первой из эквивалентно-
стей. По условию для любого удаленного элемента Р фильтра ^ (т. е. 
такого, что Р<=\1{^)) выполнено внутреннее свойство •ф:=(Vа;^^^) 
ф(а:, у). Значит по принципу Коши -ф справедливо для какого-либо стан
дартного Р. > 

1.3. Если в 1.2 заранее известно, что у — стандартное множество, то 
кванторы а''*, У^* можно заменить на Я , V соответственно. Кроме того, 
отметим, что доказательство 1.2 получается, разумеется, прямой апелля
цией к принципу идеализации. 

1.4. Пусть ф = ф(а:, у, г)^{2Р) и ^, ^ — некоторые стандартные-
фильтры {в каких-либо стандартных множествах). Тогда 

{Ух^]х{^)){^у^1х{&)) ц>{х, у, 
^ {У''0 ^ ^ ) {^''Р ^ ^ ) (Ух ^ Р) ( а ^ е С ) ф ( х , у, г ) ^ 
^{'3^''Р{•)){У''С^§) {л^х^Р{0)){^у^О)ц){х, у, 2); 

( 3 x ^ ^ ( 5 ^ ) ) (VI/е^г(5)) ф(х, у , г)^ 
^ {'^^'С ^ ^) {УР ^ ^) С^х ^ Р) {Уу ^ С) гр{х, у, 2 ) ^ 
^{У''Р{-)){Я''С^^){^х^Р{а)){Уу^С) ц>{х, у, 2). 

Здесь символ Р{-) обозначает функцию из ^ в ЗГ. 
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< Доказательство получается применением 1.2 и ссылкой на прави
ло введения стандартных функций (=припцип конструирования). > 

1.5. Пусть ф = ф(ж, у, 2, и)^ и ^, Ж — три стандартных 
фильтра. При стандартном множестве и выполнены соотношения 

( V а : е ^ г ( ^ ) ) ( 3 ^ / ^ р , ( ^ ) ) ( V 2 ^ ^ x ( ^ ) ) Ф К у, г, и) ^ 
^ {УС{-)) {^Е ^ ЗГ) СК^'^Жо а Ж) {Ух^Р) 

( а Я е Ж ) ( а г / е С ( Я ) ) ( У 2 е Я ) ф(ж, у, 2, и); 
(Яже^г(^)) (Vг/е^г(^)) (а2е^^(^)) ср{х, у, 2, и)^ 

^{ЯО{.)){ур^^) ( У " ° ^ о с : ^ ) С^х^Р) 
{УН ^ Жо) {Уу ^ С{Н)) {^^ ^ Н) ц>{х, у, 2, и), 

где С{-)—функция из Ж в ^ и индекс 1т. над квантором означает ог
раничение на класс непустых конечных множеств. 

< Реализуем алгоритм Нельсона, т. е. привлекая 1.2—1.4 и принци
пы нестандартного анализа, выводим: 

{Ух^\1{^)){'3.у^11{^)){У:,^у.{Ж)) ф ч ^ 

^ ( У х е р , ( ^ ) ) ( У « ' С ( . ) ) ( Я ^ * Я е ^ ) ( а 1 / ^ ( ? ( Я ) ) ( У 2 е Я ) ф ^ 
^{У''С{-)){Ух) {-^''Р^^) {^''Н^Ж) 

{х^Р -^{Щ^С{Н)){У2^Н) ф ) ^ 

^ {'^''0{•)){^'''^'^3^о) (Я«*'-<5^о) (V:^) {^Р ^ ЗГ^) {^Н ^ Жо) 
{Р^вГ/\Н^Ж/\{х^Р-^{'Ку^а (Я)) (У2 е Я) ф)) ^ 

^ {У''0{-)){^''''"^ЗГ,^^) (а«* '^"Жо^Ж) {Ух) {УР^Ро) 
{х^Р -^{Ш ^Ж,){'3.у^О{Н)){У7.^Н) ф ) ^ 

^ {У0{-)) (а""5г-о с= ^ ) ( Я ' - ^ „ с= Ж) {Ух) 
{{{УР^^,)х^Р)^{'^Н^ Жо) (Зг/ е б? (Я) ) (У2 е Я ) ф ) 

^ (УС(-)) (Я"^^о с: ̂ ) ( 3 » -^о с= Ж) {Ух е П ̂ о) 
{Ш^Жо){'^у^О{Н)){У2^Н) ф. 

Остается заметить, что для непустого конечного лежащего в обя
зательно П^о ^ > 

1.6. Пусть Г X X Г — некоторое соответствие и ^ — (базис) фильтр 
Б X, причем ^ задевает й о т Т, т. е. 11{ЗГ) П &ош Т Ф 0. Положим, как это 
принято, 

Т{^):={С^Т: {'КР^дг) 0:=^Т{Р)). 

Таким образом, Т ' ( ^ ) —фильтр в Г — образ при соответствии Т. 
1.7. Монада образа есть образ монады. 
< С учетом принципа идеализации и 1.2 имеем 

г / ^ ^ ^ ( Г ( ^ ) ) - - ( V = ' ( ? е Г ( ^ ) ) у^а^ 
^ (У** '̂ ^^)у^Т {Р) ^ (У^^Р е ^ ) (Зж) {х^Р 1\у^Т {х)) ^ 

^ (У«"'"5^о с= ^ ) (За:) {\Р^^,){х^Р ^у^Т {х)) ^ 

^ {^х) (У^^Р ^^){х^Р /\у^Т {х)) ^ 

^ {'^х ^ V^{3^)) у^Т{х)^у^Т{1х{Р)). > 

1.8. Суперпозиция монад — это монада суперпозиции. 
< Пусть ^ — фильтр в Х Х Г , а ^ — в 7 X 2 . Имеем 

^ о 5 Г : = ( О ^ Р Г С Я ^ Т У ^ ^ , 

причем можно считать, что множества, фигурирующие в определении 
^ ° непусты. Ясно, что 

ОоР = ^т^схг{Рхгоххо), 
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где Ртххг — проектирование ХХУХ 2 на XX 2. Итак, интересующий 
нас фильтр ^ ° 1^ — это образ Рг^хгС^) , где э^^^У и ^^\=ТХ 
Х{2}, М'г.= {X) X ^. Поскольку монада произведения есть произведение 
монад, а монада точной верхней границы фильтров — пересечение их мо
над, с учетом 1.7 приходим к соотношению 

IX о ^ ) = РгххИМ' (^) X 2 П X X }г ( ^ ) ) = 1̂ ( ^ ) о 1̂ ( ^ ) . 

Это и требовалось установить. > 
1.9. Пусть |^-(К+)—множество всех (числовых) инфинитезималещ 

т. е. строго положительных бесконечно малых чисел. Подчеркнем, что 
1-1 (К+)— это монада подходящего фильтра в К. 

§ 2. Классические аппроксимирующие 
и регуляризирующие конусы 

2.0. В этом параграфе приводятся вспомогательные факты об исполь
зуемых типах касательных и даются простые нестандартные доказатель
ства выпуклости обобщенных вариантов регуляризирующих конусов. 

2.4. В приложениях бывает удобным рассматривать почти вектор
ные топологии. Подобная топология т : = Т х : = т ( Х ) на векторном про
странстве X характеризуется требованием как непрерывности сложения 
по совокупности переменных, так и непрерывностью умножения векто
ров из X на каждый скаляр из основного поля (в настоящей работе рас
сматривается поле К вещественных чисел). 

2.2. Пусть X — векторное пространство над К. Существует почти 
векторная топология х на X такая, что фильтр т (0 ) совпадает с фикси
рованным фильтром Л' в том и только том случае, если монада 
является внешним векторным пространством над внешним полем стан
дартных скаляров "К. 

2.3. Предложение 2.2 уместно сопоставить со следующим столь же 
прозрачным и необходимым для дальнейшего критерием векторной то 
пологии (см. [10]). 

2.4. Пусть Ж — стандартный фильтр в векторном пространстве X. 
Существует векторная топология х на X такая, что Л ' = т (0 ) в том и 
только том случае, если монада \^{^^) содержит монаду направлений X, 
т. е. | 1(К)°Хс: и, кроме того, )х.{/С)— это внешний '^'В.-подмодуль X, 

Здесь, как обычно, |1(К)—монада естественной топологии К, т. е. 
множество бесконечно малых чисел, а "̂ К — множество конечных веще
ственных чисел. 

2.5. В дальнейшем в векторном пространстве X помимо фиксирован
ной^ почти векторной топологии а:= Ох с фильтром окрестностей нуля 
Л'а:=а{0) выделяется почти векторная топология т с фильтром 
^ т : = т ( 0 ) . Как обычно, вводится отношение бесконечной близости 
XI ^ XI — Х 2 ^ \1 (Я'о). Аналогичное правило действует для х. Ни
же, если не оговорено противное, с считается векторной топологией. При 
этом, как обычно, монаду фильтра окрестностей с{х) обозначают [1{о{х))^ 
а монаду |х(а(0)) —просто [г(о) . 

2.6. В субдифференциальном исчислении для фиксированного множе
ства Р в X ж точки х' ^ X рассматривают, в частности, следующие кону
сы Адамара, Кларка и Булигана: 

На(^^, а : ' ) : = и П 
а' о<а<а' 

сцр,х'):= п и п ( ^ + ^ 1 ; 
^ а' о<а<а' 

Во{Р,х'):^ П с1, и 
а' 0 < а < а ' 
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где, как обычно, о(х'):= х' + ^Го. Если /^еНа( /^ , х'), то иногда говорят, 
что Р эпи-липшицево в х' по отношению к К (см. [2]) . Ясно, что 

На(/^, х')^СЦР, ж')<=Во(7^, х'). 

2.7. Вщделяют также гиперкасателъный конус, конус допустимых на
правлений и контингенцию Р в точке х' соотношениями 

Н ( ^ ^ , ; г ' ) : = и П 
а' о<а<а' 

Ш{Р,х'):= [} 
а'>о ^ 

^{Р,х'):= и 

Для экономии слов удобно считать, что х' ^ Р. Например, мояшо без; 
оговорок сказать, что конусы Н(/^, х') и 'К{Р, х')—это соответственно 
конус Адамара и конус Булигана для случая, когда т или а-дискретная 
топология. Итак, ниже всегда х' ^ Р. 

2.8. В [6] установлено, что упомянутые конусы определяются про
стыми инфинитезимальными конструкциями как стандартизации, т. е. 
для стандартного к' имеют место эквивалентности 

К' е На {Р, х') ^ {Ух « ,х', ж ̂  7̂ ) (Уа е |х(К+)) ( У / 1 « ,П')х + ак^Р; 
к'^СЦР, х')^{Ух^ х^Р){Уа^\1{В+)){'^к^ ,П')х-\-ак^Р; 

к'^Во{Р, х')^{^х^,х\^Р){^а^\1{В.+)){^к « ,к')х + аП^Р; 

к' ^Я{Р, х)^{Ух^ ,х', X ^ Р) {Уа^ \х{В.^))х + ак' ^Р; 

к'^ЩР, а ; ' ) ^ ( Я а е р 1 ( К + ) ) {'З.к ^ ,к')х' + ак^Р. 
Отсюда, в частности, видно, что 

Ш{Р, х')^Я{Р, х')^С\{Р, Х')С1ЩР, х')^с\Ш{Р, х'). 

2.9. Конус Кларка всегда т-замкнут и выпукл в предположении, что 
}|(о)+ «11 (т) с: р,(а) для каждого а « О, а > 0. При условии а = т 

-РЦР, х')с2а{Р, х')^с\Ш{Р, х') 

как только Р — выпуклое множество, т. е. 
{Р выпукло)-^ С1(^ ,̂ х')^ЩР, х)=с1'Р^{Р, х). 

2.10. При названном предположении о непрерывности выпуклыми 
являются конус Адамара На(/^, х') и некоторые другие конусы, введен
ные в ![6]. В частности, таков 'З.кУхУа-конус, который обозначают 
На"'"(/^, х') и определяют соотношением 

Я^+{Р,х'):= и с1, П 
а' х=РПи 

Таким образом, 
к' е На+ {Р, х') ^ (я;^ « ,к') {Ух « аХ', X е Р) {Уа ^ ц (К+) )х + ак ^ Р. 

Отметим, что 
Я&{Р, x')с2Яа^+{Р, ж ' ) с СЦР, х)'. 

2.11. Выпуклым является также конус, полученный; стацдартизацией 
Уа'З.кУх-конуса, который обозначается 1п(2^, х') и определяется соот
ношением 

к'^1п{Р, х')^{Уа^11{'К+)){^к^ ,к'){Ух^ ах\^Р) х + ак^Р. 

Явная формула для 1п{Р, х') может быть выписана на основе 1.5 и в 
дальнейшем не потребуется. Отметим также очевидные включения 

На+(^^, х')с11п{Р, х'У^СЦР, х'). 
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2.12. При вычислении касательных к композиции соответствии ис
пользуют специальные регуляризирующие конусы, введенные А. Г. Кус
раевым и Л. Тибольтом (см. [2]). Если Р с:ХХТ, где векторные про
странства X и 7 снабжены топологиями Ох, Хх и Ог, Ту соответственно, 
и а':={х', у')^Р, полагают а : = Ох X Оу и 

В'{Р.а)'.-^ П У П + 
^ т̂ У а' о < а < а ' 

^^{Р,а')^.^ П У П ( ^ + { 4 х И ; 
•''У а' о < а « : а ' 

^ К 2 ( ^ ^ , а ' ) : = и П ( ^ + ( ^ , 0 ) 1 -
а' о < а « а ' 

Двойственным образом определяют конусы К*(̂ ,̂ а ' ) , ^^(-?', а) и 
<^К*(/^, а ' ) . Более того, аналогичные обозначения распространяют на 
случай произведений пространств в числе, большем двух, подразумевая, 
что верхний индекс над символом аппроксимируюп];его множества ука
зывает номер координаты, на которую накладывается условие соответ-
ствуюпцего типа. Отметим также, что и в приложениях обычно рассмат
ривают попарно совпадаюпцие топологии: Ох = Тх и Ог == Ту. 

Дадим удобные нестандартные критерии описанных регуляризирую
щих конусов. 

2.13. Для стандартных векторов з' ^ X и ^' е 7 выполнено: 
{8\ а')^ 

^ [Уа ой', а^Р) {Уа е }х (К+)) ^ ^^1') а + а {&', I) е Р; 

(Л г)^0.'{Р, а ) ^ 
^ ( У а « < , а ' , а^Р){Уа^\х{В.+ )) 

(Уз « ^^5') (3.1 ̂  ^уГ) а + а (5, /) е Р; 
{8\ а')^ 

^ {Уа^аа',а^Р) (Уа е 11 (К+)) ( У 5 » ^^з') а + а{8, Г)^Р. 
< Доказательство состоит в прямой апелляции к 1.2 и 1.4 1> 
2.14. Из предложения 2.13 видно, что конусы типа — это раз

новидности конуса Адамара, конусы — разновидности конуса Кларка. 
Конусы К̂  при этом получаются также специализацией конусов типа 
^^ при соответствуюш;ем подборе дискретных топологий. В обычных нред-
положениях названные конусы являются выпуклыми. Приведем дока
зательство этого факта только для конуса ^^ что в силу уже отмечен
ного вполне достаточно. 

2.15. Если отображение (а, а, Ъ) ^ а -\- аЪ непрерывно как действую
щее из ( X X 7, о ) Х ( К , Т д ) Х ( Х Х 7 , Тх X Ту) в ( X X 7, а ) , то конусы 
^^{Р, а') для / : = 1, 2 являются выпуклыми. 

< По принципу переноса можно работать в стандартном антураже, 
т. е. в предположении стандартности рассматриваемых параметров и 
пользоваться критерием 2.13. Итак, пусть (5', и ( 5 " , {") лежат в 
<^^{Р, а'). Для а ^ аа' и а^Р, положительного а « О и 8 « х^^з' + з" 
в силу 2.13 при некотором 1-^^ ^у^' будет а^:= аа,{8 — з", и)^Р. По 
условию | 1 ( о )+а (|х (тх )Х }х(тт) )<= М'(с^)- Стало быть, а^, ^ „а и а^^Р. 
Вновь привлекая 2.13, найдем ^ ту^"' Для которого ауЛ-а{з", 1г)^ 
^ Р. Ясно, что для ^ : = 1̂ + Ьг будет г ^ ту^' + "̂ и а + а(5 , г) = а + 
+ а{8-8", и)-\-а{8", и)= а1+ а{8", гг)^Р, что и требовалось дока
зать, ибо однородность Р (̂̂ ,̂ а') обеспечена устойчивостью монад почти 
векторных топологий относительно умножений на стандартные скаляры 
(см. 2.2, 2.4). > 
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2.16. Проведенный в 2.10 анализ в сочетании с результатами [6] по
казывает, что стоит ввести в рассмотрение конусы Р-* и 8̂  с помощью 
следующих прямых стандартизации: 

^ (Эб- ̂  х^з') (У^ ^ ху^') (Уа ^аа',а^Р) (Уа е \1 (К+)) а + а («, ^ ^ Р; 
{8\ а')^ 

^(уь^ ^^Г) (35 ^ хх^') (Уа « аа', аеР) (Уа е (К+)) а + а (5. О е Р. 

Явный вид конусов Р̂  и 8̂  несложно выписать с помощью 1.4, 1.5. 
Однако от возникающих явных формул (особенно для 15̂ ) мало пользы 
ввиду их необозримой громоздкости. Впрочем, как мы уже убедились, по
добные формулы фактически осложняют анализ, скрывая прозрачный «ин-
финитезимальный» смысл конструкций. 

2.17. Для / : = 1, 2 выполнено 

Яа{Р, а^)с :р(^^, а')с:8'{Р, а')^0'{Р, а')сК'{Р, а')<^ЩР, а'). 

При этом названные конусы выпуклы как только [ х ( а ) + а ( ц , ( т х ) Х 
X |я (ту) ) с= (о) для всех а > О, а ~ 0. 

О Включения, которые требуется доказать, очевидны из нестандартных 
определений соответствующих конусов. Выпуклость большинства из этих 
конусов уже отмечалась. Установим для полноты выпуклость 8^(/^, а'). 

То, что 8 (̂̂ ,̂ а') выдерживает умножение на положительные стан
дартные скаляры, вытекает из неделимости монады. Проверим, что 
8-(7^, а') — полугруппа. Итак, для стандартных (« ' , I ' ) и {з", I " ) из 
8^(7^, а ) возьмем ^ « xу^' + ^"- Тогда ^ — Г xу^' и имеется ^ хх^'•» 
«обслуживающее» 1; — 1;" в соответствии с определением 8^(/^, а'). Под
берем з^^хх^'г «обслуживающее» в том же очевидном смысле. Ясно, 
что 81~\- 3^^ хх^' 4~ При этом для всяких а^ Р и а > о таких, что 
а'^^а' и а « О, будет ах:= аЛ-а{8^_, I — 1")^Р. Поскольку а1, как вид
но, бесконечно близка (в смысле о) к а', из условия выбора «а заключа
ем: + а{з2, 1")^ Р. Отсюда непосредственно видно, что а + а{81 + 5 2 , ^ ) ^ 
^Р, т. е. {з' + з\ + 1;")^^ЦР, а ' ) . 

Выпуклость 1*'{Р, а) проверяется аналогичным прямым рассужде
нием. > 

2.18. Из доказательства 2.16 видно, что можно рассматривать вы
пуклые расширения конусов Р̂  и 8-' — конусы Р"*"̂  и 8"*"̂  получающиеся 
«переносом квантора У а». Например, определяют конус Р"*"̂ (7̂ , а') соот
ношением 

{з\ О - -
(Уа е м- (К+)) ( 3 5 « хх^') « ту^') 
{Уа^аа', а^Р) а + а{8, 1)^Р. 

В связи с 2.14 ясно, что имеет смысл использовать и регуляризации, 
получающиеся специализацией конуса На"^ при подборе дискретных то
пологий. Соответствующие явные формулы опускаются. Значение регу
ляризирующих конусов связано с их ролью при субдифферепцировании 
сложных отображений (см. [2] и § 4 настоящей статьи). 

§ 3. Аппроксимации, определяемые набором 
инфинитезималей 

3.0. В этом параграфе дан набор аналогов классических касатель
ных, основанный^ на применении актуальных бесконечно малых. 

3.1. Пусть а > 0 , а « О — некоторое инфинитезимальное число. 
8 прежних предположениях о рассматриваемых объектах положим 

На„ {Р, х) •.=*{Н' е X: (Ух » ,а:', х ^ Р) {Ук « Л') х + ак^ Р); 
1па{Р, х')'=Нк'^Х: {'З.к^ ,к'){Ух^ ,х\^Р) х + ак^Р}\ 
С1а{Р, х):=*{к' ^Х: (Ух ^ х ^ Р){^к ^ ,к') х + ак^Р}. 
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Если к' ^ С1А{Р, Х ' ) и к' стандартен, то х' + ак^Г для каких-ни
будь а ^ Л и /г « хк'. Это означает, что к' ^ К{Р, х'). Прочие включения, 
выписанные в (1 ) , не вызывают сомнений. 

(2) Если к'^ — стандартный элемент Нал(^, ж') , то 
(Ух » ах', х^Р) {Ук « ( У а е Л) х + ак^Р. 

С учетом 1.2, используя то, что Л — внутреннее множество, выводим 
( а ^ ' 7 е у Г . ) {'^и^о{х')){Ух^ иПР) {Ук^к'+У) ( У а ^ Л ) х + ак&Р. 

Подберем стандартные окрестности У^, У^ ̂  Л'т: так, чтобы было 71 + 
-г Уг <= У. Тогда для всех стандартных к" ^ к' + У^ выполнено 

{Ух^и(] Р) {У к ^к" + У г) {У а ^ Л) х+ак^Р, 

т. е.к" ^ Шк{Р, х') при любых к" ^к' + У,. 
(3) Пусть теперь — стандартный элемент с1тС1л(/^, х'). Возьмем 

произвольную стандартную окрестность У точки к' и выберем вновь 
стандартные У^ Уг ^ из условия 71 + 72"= 7 . По определению замы
кания имеется к" ^С\А{Р, Х') такой, что к" ^ к'+ У^. На основании 
3.1 и в силу 1.4 будет 

( У а е Л) (Я«*г7 е а{х')) (Ух ^ Р (\ {^к^ к" + У2) х + ак^Р, 

При этом к^к" 4- 72 с: й.' + 71 + 72 + 7 . Учитывая произвольность 
стандартной окрестности 7 , видим, что к' е С1а(^, х') при каждом а ^ Л, 
т. е. к'^аА{Р, х'). 

Если теперь к' ^'РА{Р, х') ж к' стандартен, то для некоторого стан
дартного а ' > О по принципу переноса будет х' + а к' е р . Если х » „х' 
и х ^ Р , то {х-х')/а' ^ оО. Для к:=к' +{х-х')/а бу
дет и^^к' и, кроме того, хЛ-а'к^Р. С учетом выпуклости Р верно: 
х + {0, а']к<:=.Р. В частности, х + Л / г с / ^ . Итак, (Уж » „ж', х^Р) 
( У а ^ Л ) (3 / г « . , /^ ' ) х + ак^Р, т. е. /^ '^С1л(^, а;'). Следовательно, 

Ш{Р, Х')С=С\А{Р, Х)<=:К{Р, Х)^СШ{Р, Х'). 

С учетом т-замкнутости С1л(^ ,̂ ж') заключаем: К{Р, Х')=^С1А{Р, Х ' ) . 
(4) Устанавливается, как и предложение 2.6, в [6]. 
(5) Для стандартных А; '^Нал(^, х') и /^ 'еС1л(^, х') при каждом 

а е Л и любом ж е таком, что х » аж', подобрав к из условия к^ ^ь' и 
х + ак^Р, получаем последовательно 

о; + а ( / г ' + А; '+ |1 ( т ) ) = X + а/^ + а ( / с ' + (/̂  - / ^ ' ) + [г ( т ) ) с 
с: (ж + ц ( о ) ) П 7?" + а (А;' + {Л (т ) + ц ( т ) ) с 

с:(а; + ц ( а ) ) П + а ( А ' + ц(т))с : /г" , 

что и означает вхождение к' Л-к' ъ Нал(/*', х'). 
(6) Пусть —Л^Нал(7^', ж') . Тогда для некоторого а е Л найдется 

Ь » ^ъ' так, что при подходящем х^^^х', х^Р выполнено х—ак^Р. Если все 
же к е Нал(^^, х'), то, в частности, к ^ Наа(^, х') и х = {х — ак) + ак е Р, 
ибо х — ак^аХ. Итак, ж е П 7 '̂, т. е. а: = а:'. Кроме того, {х' — ак)-\-
-Ь а{к+ \х{х))<= Р, ибо /г + |а,(т)<= |л(т(/г')). Стало быть, ж ' — это т-внут-
ренпяя точка 7̂ , что противоречит условию. Следовательно, /г-^ Нал(/*', ж' ) , 
что обеспечивает включение —Нал(^, ж') с=Нал(^', ж' ) . Меняя в приведен
ном рассуждении Р' ж Р = {Р')' местами, приходим к требуемому. > 

3.3. Важно подчеркнуть, что во многих случаях описанные аналоги 
конусов Адамара и Кларка являются выпуклыми. В самом деле имеют 
место следующие утверждения. 

3.4. Пусть X—векторная топология и ^АсгА для некоторого стаи-
дартного ^^{0, 1 ) . Тогда С1А{Р, Х')—ЭТО выпуклый конус. Если к тому 
же А—внутреннее множество, то Нал(^, х') — также выпуклый конус. 

< Предположим, что рассматривается Нал(7^, х') и к^Яз^А{Р, х')~ 
стандартный элемент этого множества. На основании 3.2 (2) Нал(^, х') 
открыт в топологии X. Кроме того, {к^ЯаА{Р, х'), где ^ — фигурирую^ 
щее в условии стандартное положительное число. > 
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3.5. Пусть ^ЛсзЛ для каждого стандартного ^ ^ ( 0 , 1 ) . Тогда множе
ства С1А{Р,Х'), 1ПА{Р,Х') и Нал(^^, ж') являются выпуклыми конусами. 

< Предположим для определенности, что речь идет о С1А{Р, Х ' ) . Ес
ли к' — стандартный вектор из названного множества и О < ^ < 1 — 
стандартное число, то пусть х » ах\^Р и а е Л. Для х ж А. под
берем к, для которого к ^ хк' и ж + а1к е Р. Поскольку Ьк « ^Ъ' на ос-
повапии 2.4, то ^к' ^С1а.{Р, х'). Иначе говоря, на основании принципа 
переноса (О, 1)С1л(Л ж')с=С1л(^^, х'). Остается сослаться на 3.2 ( 1 ) . > 

§ 4. Аппроксимация композиции множеств 

4.0. В зтом параграфе дается нестацдартный! вариант метода суб
дифференцирования композиции, развитого А. Г. Кусраевым (см. [1, 2 ] ) . 
При этом удается добиться усовершенствований и уточнений, связанных 
как с использованием пар топологий, так и с формулировкой необходи
мых и достаточных условий относительной почти открытости (=условия 

4.1. Пусть, помимо рассматриваемого векторного пространства X с 
топологиями <3к и Тг, задано епде одно векторное пространство У с топо
логиями Ог и Ту. Рассмотрим линейный оператор Г из X в 7 и изучим, 
прежде всего, вопрос о связи аппроксимируюп1,их множеств некоторого 
соответствия Р в точке х', где Р <^ X, ж. образа Т{Р) в точке Тх'. 

4.2. Справедливы утверждения 
(1) включение 

Г (ц (Ох {х')){\Р)^^{ог{Тх')){\Т [Р] 
равносильно соотношению 

(УП^ ах{х')) {'ЛУ ^ Ог{Тх')) Т{ипР)^У[]Т{Р) 

— условию (относительной) предоткрытости или условию ( р _ ) (для па
раметров Т, Р и х'); 

(2) условие (р_) вместе с требованием непрерывности Т как ото
бражения (X, Ох) в (У, Ог) равносильно следующему условию (р) — 
условию (относительной) открытости: 

Т(11(сх(х'))ПР)^11(аг(Тх'))ПТ(Р); 

(3) оператор Т удовлетворяет условию (относительной) почти от
крытости или условию (р ) , т. е. 

(УП е ах (х')) ( 3 7 е Ог (Тх')) с1,уГ (и П Л =э7 П Т (Р) 

в том и только том случае, если 
(У\У^ Л'ху) Т (\1 (Ох (х')) П + => г̂ (оу (Тх')) П Т (Р). 

< Утверждения (1) и (2) получаются специализацией 1.4. Для до
казательства (3) обозначим 

^:=Т(1х(ох(х'))(]Р); ау(Тx')(^ Т(Р)• 
^^:=^{Nс1У^: (ЗИ^ е Л'ху) N ^ {(у„ у,): у , - у , ^ Щ], 

т. е. Л' — равномерность в У, отвечающая рассматриваемой топологии. 
Используя введенные обозначения и привлекая 1.4, а также принципы 
идеализации и переноса, последовательно получаем 

( У Л ^ е ^ ) М(]х(^))^ ^(^)^ 
^(УN ^^^)(УЪ^\^,(3§))('3.а^\^,(.5Ф)) Ъ^М(а)^ 

(УМ^УГ) (У'А^б!^) ( Я ^ ^ Я е ( У Ъ & ^ ) ( ^ а ^ Л ) Ь ^ N ( а ) ^ 
^ (У«М е ^ ) (УЛ^ е Я") (Я^*Я ^^) В с^N(А) ^ 
^(У'^А^бФ)('3.''В^Щ(УМ ^/е) Вс1:М(Л)^ 

(У^*А е (3^*5 е с: с Ы 
^{УА^ау(^В^Щ Вс1с\А, 
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где замыкание вычисляется в соответствующей равномерной топо
логии. > 

4.3. Теорема. Имеют место утверждения 
(1) если оператор Т удовлетворяет условию (р) и непрерывен как 

отображение {X, Гх) в (У, Т у ) , то 

Т{1ПА{Р, Х'))^1ПА{Т{Р), ТХ'); 

если, сверх того, Т — открытое отображение {X, Т х ) в (У, Т у ) , то 

Т{ЯаА{Р, а :0 )с :Нал(Г(Л, Тх'); 

(2) если Ту — векторная топология, оператор Т: {X, Т х ) - ^ ( ^ , Т у ) 

непрерывен и удовлетворяет условию (р ) , та 
Т{С14Р, Х'))^С\А{Т{Р), Тх'). 

< (1) Проверим, например, второе из требуемых включений. Для 
этого, фиксировав к' е 1ПА{Р, Х'), при а ^ Л возьмем к^ ^х^' такой, что 
при всех ж « (у^ж', а; е б у д е т х + ак^Р. Видно, что Тк^ауТк' и 
Тх + аТк^ Т{Р). Привлекая условие (р ) , заключаем: Тк'^ 
^1МТ{Р), Тх'). 

Пусть теперь известно, что Т удовлетворяет указанному дополни
тельному условию открытости, т. е. на основании 4.2(1) Г ( } г (тх ) )= ' 
=> 1и,(ту). Вместе с непрерывностью Т это означает совпадение выписанных 
монад. Если теперь у е Т{Р), у ^ оуТх', то по условию (р) будет у = Тх, 
где ж е 7̂  и ж « ох^'• При этом для 2 « хуТк' можно подыскать к » хх^'•< 
для которого 2 = Тк. Значит, при всех сс ^ Л выполнено ж 4- а/г е Р, т. е. 
у + аг = Тх + <хТк^Т [Р), как только стандартный к' таков, что к'^ 
^ША{Р, х'). 

(2) Возьмем инфинитезималь а е Л и какой-либо стандартный эле
мент к' ^0\^1,{Р, х'). Пусть \У—некоторая бесконечно малая окрест
ность нуля в Ту. Тогда аМ — также окрестность нуля по условию. На 
основании условия ( р ) , взяв у^ауТх% у^Т{Р), найдем х^ц{(5х{х'))Г[ 
П Р так, чтобы у = Тх + аш и и? л; ^уО. По условию вхождения к' в ко
нус Кларка имеется элемент/г" » т;у/г.', для которого х + а^к" ^Р. Итак, 
у + а{Тк" - ю)^у-а1Р + аТк" = Т[х + ак")^ Т(Р). Действительно, 
отсюда выводим, что Тк" — ю ^ Тк' + |л(ту) — Тк' -Ь р, (ту)+ |х(ту) = 
= +^г (ту ) . Тем самым установлено: Тк' ^ С\^{Т{Р), Тх'). > 

4.4. Рассмотрим теперь векторные пространства X, У, Ъ, снабжен
ные топологиями Ох, Т х ; Оу, Т у и Ог, Тг соответственно. Пусть, далее, 
] ^ с = Х Х У , а ( ? с : 7 Х 2 — д в а соответствия и точка д,'\^{х', у', т.')^ 
^ХХУХг такова, что а':^{х', у')^Р и Ь'•.= {у', г')^0. Обозначим 
Н:=ХХС^РХг, с ' : = ( ж ' , 2'). Отметим, что С ° = РгххуЯ, где 
Ргл:хг — оператор естественного проектирования. Введем следующие со
кращения: _ 

сг.= Сх X Ог; 02:= Оу X Ог; о:= Ох X Ог; с : = Ох X Су X Ог; 

Т1:= Тх X Т у ; Т2:= Ту X Тг; т : = Т х Х т 2 ; т : = Т х Х т у Х т 2 . 
Полезно напомнить, что оператор Ргххг непрерывен и открыт (при ис
пользовании «однобуквенных» топологий). По-прежнему фиксируем не
которое множество Л, составленное из инфинитезимальных чисел. 

4.5. Эквивалентны следующие утверждения: 
(1) для оператора Ргххг, соответствия Н и точки с' выполнено ус

ловие ( р ) ; 
(2) СоР^ ц ( а ( с ' ) ) = - С П ^1(о2(&0)°^П |х((Т.(а')) ; 
(3) (V V е Ох{у') ){^и^Ох (Х') ) (ЯРУ ^ 0 . (2 ') ) 

ОоРпих\у<^0'>1у<>р^ 

где 1у — это, как обычно, тождественное отношение на V. 
133 



< Применяя 1.4, перепишем (3) в эквивалентной форме 

(Зу^У) {х,у)^РА{у, ^)^0^ 

<^ (V {Х, %) » аС', (ж, %)^0оР) (Яу « ауУ') {Х, У)^Р А {у, 2) е 0^ 

^ 11{о{с'))[] а о Р ^ 11{02{Ъ'))П с ^ ц{а^{а'))[\. 

Остается заметить, что 
Ргххг( }х ( а Ю )ПЯ = 

= {{х, 7.)^СоР: хт^^^х' 02^'К{^У^ оуУ'){х, у)^Р/\{у, 2)^0 = 

= \1{(5г{Ъ'))П0оу,{а,{а'))[\Р. > 
4.6. Эквивалентны следующие утверждения: 
(1) для оператора Рг^хг, соответствия Н и точки с' выполнено ус

ловие ( р ) ; 
(2) (УТ7 е ^^,) \1{аг{Ъ')){\'']1{(5,{а')){\Р-\-\У^ |.1(о ( с ' ) ) П С о /г. 
(3) {УУ^Ог{Ъ')){Уи^аЛа')){'^'^^о{с')) 

]У [\ о Р с\{У {\ - V ^ Р); 

(4) ( У ^ е о х ( ж ' ) ) ( У У е а у ( г / ' ) ) ( У И ^ е а . ( 2 ' ) ) ( З О е о ( с ' ) ) 
О П С = 7̂  с= с1.(С^ ° ° /'̂  П С/ X РГ); 

(5) если т ^ о, го 

С°Р^их^Ус1с\,{Оо1уоР)^ 

т. е., как говорят, выполнено условие (рс) в точке й':={х', у', т.'). 
< Из предложения 4.2 (3) и выкла,дки, проведенной при доказа

тельстве 4.2 ( 3 ) , непосредственно заключаем: ( 1 ) ( 2 ) ( 3 ) . 
Для доказательства эквивалентности (3) -<-̂  (4) достаточно заметить: 

( 7 Х И ^ ) П С о ( ^ 7 X 7 ) {\Р = 
= {{X, 2) е X X -г: ж е 7̂ Л ^ е И^ Л (Яг/ е 7 ) {X, у) ^ Р А {у, 2) е С} = 

для всяких г/ с= X , 7 с: 7, Р7 ^ г . 
Таким образом, остается установить только, что (4) -«-̂  ( 5 ) . При этом 

импликация ( 4 ) - > ( 5 ) не вызывает сомнений, ибо (5) получается специа
лизацией (4) при 11:=^ Хш Т 7 : = ^ . 

Для проверки ( 5 ) - ^ ( 4 ) прежде всего, взяв У^аг{у'), подберем от
крытую окрестность ^^о{с'), чтобы было С ° Р О ^ <= с1гА, где А := О ° 
°1у°Р. Взяв открытые и^ах{х') и \У ^ а2{^'), положим В:=-иХ]У и 
0:=^Г\В. Очевидно, что & ° Р Г\ (с^А) Г\В. Работая в стандартном 
антураже, для а^{с1гА)Г[В найдем точку а'^А такую, что а' та ^а. Яс
но, что а' » ай, ибо |1(т)с: ]х{о) по условию. Ввиду о-открытости В будет 
а ' е Я, т. е. а ^А{\В и а ^ с 1 4 Л П Я ) . Окончательно, Сг°Р{\0<^ 
<=• с1т (Л П Я ) , что и нужно было обеспечить. > 

4.7. Имеют место включения 
(1) Нал(Я, с^')=^ХХНал(С, Ь')ПНал(/^, а')Х2, 
(2) В 1 (Я , й') из X X {О, Ъ') П Н1 {Р, а') X 2„ 
(3) С1л (Я , =) X X ^ ^ (С, Ъ') П С1л (/^, а') X 2 , 

(4) С1л(Я, (1')^ХХ С1л (С̂ , &') П 0 1 X 
(5) СР(Я, й ' ) = з Х Х Р Ч С , 6')п5^(^^, а ' ) Х 2 , 

где конус СР(Я, г '̂) определен {в стандартном антураже) соотношением 

(Я , с?') : {(5', Г, г') е X X 7 X 2 : (Уй ^-й',й^Н) 

(Уа е (К+)) (35 » х^»') (У^ ту^') (Зг « х/) + а (5, 1̂ , г) е Я } . 
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< Проверим только (1) и (5 ) , так как прочие утверждения прове
ряются по той же схеме. 

(1) Пусть элемент (в', ^\ стандартен и входит в правую часть 
рассматриваемого соотношения. Возьмем й'х,-д,' и а ^ Л, где 
й\=^{х, у, 2 ) е Я . Ясно, что а :=(ж, у)^Р ж а ^ а ^ а ' , а Ъ :^(у, г) ^б,^ 
Ь ^ а^Ь'. В этой связи для а ^ Л и (5, ,̂ г) « - (з', г', г') будет а + 
+ а (5 , г)^Р ж Ъ + а{г, г ) е О, Итак, 

й + а (5 , г, г) = (а + а (5 , I ) , 7. + аг)^Р 

й + а ( 5 , I, г) = {х + а8, Ь + а ( г , г ) ) е Х Х С , 
т. е. { 8 \ г ' ) ^ Н а л ( Я , й ' ) . 

(5) Возьмем стандартный элемент (« ' , ^', г ' ) из правой части ( 4 ) . 
По определению имеется элемент 5 ̂  ^х^' такой, что для всякого ^ л? ху*' 
при некотором г л ; х^^' и всех а ^ (,^а' и & л; а^' будет а + а (5 , 1)^Р 
и 6 + а (̂ , г) е С Ясно, что и подавно й + а (5, I, г) е Я , как только Л » -й ' 
и ^^^Я. > 

4.8. Подчеркнем, что механизм «проскоков», проиллюстрированный в 
4.7, можно модифицировать в зависимости от целей исследования. Как 
правило, в такие цели включают оценки аппроксимации композиции мно
жеств. При этом наиболее удобно использовать схему, основанную на ис
пользовании метода общего положения [2], а также уточняющие и обоб
щающие эту схему результаты, представленные выше. 

Сформулируем только один из возможных результатов. 
4.9. Теорема. Пусть т — векторная топология, т ^ а и соответствия 

Р сХХУ и О^УХТ, таковы, что На(/^, а')Ф0 и конусы 0'(Р, а')Х7, 
и Х Х С Ц С , Ь') находятся в общем положении [относительно тополо
гии т ) , тогда 

СЦОоР, с ')г^С1((?, &')»С1(^', а'), 

если выполнено условие (рс) в точке й'. 
< Доказательство проводится по образцу предложения 5.3.13 в [2] и 

состоит в констатации выполнения (установленных ранее) условий, обес-
печиваюгцих справедливость следующих выкладок: 

С1 {ОоР, с') = СЦРгххг Я , Рг^хг Л') => с1,Ргл:х2 С1 ( Я , й') 1э 
=5 Ргхх^с^ {X X С1 (С, Ь') П (Р, а') X 2) = 

= Ргхх2 (с1- (X X С1 (О, Ь')) П с1- (д^ (Р, а') X Щ = 

=Ртххг{ХХС1{0, Ъ')^С1{Р, а')Х2) = 

= С1(С, Ъ')°С1{Р, а ' ) . > 
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