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С. и. ФАДЕЕВ 

ПРОГРАММА ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ 
К Р А Е В Ы Х З А Д А Ч ДЛЯ СИСТЕМ ОБЫКНОВЕННЫХ ; 

Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х У Р А В Н Е Н И Й С ПАРАМЕТРОМ 

В предлагаемой работе рассматривается вычислительная сторона 
проблемы продолжения решения нелинейноД краевой задачи по ркаляр-
ному параметру ^. Краевая задача формулируется для системы обык­
новенных дифференциальных уравнений на конечном отрезке с двухто­
чечными краевыми условиями. Во многих приложениях этой проблемы 
параметр ^ входит естественным образом в формулировку краевой зада­
чи п при этом имеет место иепрерывная зависимость решения от пара­
метра. Метод продолжения может оказаться полезным в случае, когда 
требуется изучить поведение решения в зависимости от значений ^. 
В другом случае метод продолжения применяется для нахождения до-
ататочпо хорошего начального приближения, позволяющего, численно 
построить решение краевой задачи при заданном значении ^ итерацион­
ным способом. В силу; нелинейности краевой задачи и в том й другом 
случае при продолжении решения по параметру могут возникнуть за-
хрудиетшя вычислительного характера, связанные с проблемой множест­
венности решений,, _ 

По суш;еству, в работе излагаются метод и программная, реализация 
численного решения, системы, трансцендентных уравнений с параметром 
^, являющейся дискретной моделью краевой задачи. Продолжение реше­
ния по параметру в сочетании с методом Ньютона — Канторовича со­
провождается процедурой: параметризации! Это позволяет, решая систе­
му трансцендентных уравнений, построить часть гладкой пространст­
венной кривой, задаваемой системой при помощи параметра меисду 
двумя особыми точками, если таковые имеют место. Таким образом, в 
работе рассматривается только та множествеиность решений, которая 
возникает в случае неоднозначной зависимости функций от параметра 
^^ описывающих гладкую пространственную кривую. 
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Эффективность программы связана с учетом структуры матрицы 
якобиана системы трансцендентных уравнений при реализации предла­
гаемого варианта продолжения решения. Кроме того, в программе зало­
жена, возможность адаптации сетки, на которой формулируется дискрет-
,ная модель, в процессе построения пространственной кривой^ а также 
адаптация шага по параметру продолжения решеиия, определяемого 
• параметризацией. 

Для автора былИ; полезны обсуждения с В. Л. Мирошниченко вы­
бранного способа адаптации сетки. Детали данной работы неоднократно 
обсуждались с С. К. Годуновым, которому автор выражает благодар­
ность за виид1ание и поддержку. 

§ 1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

В данной работе дается подробное описание программной реализа­
ции чйсленпого метода решения нелинейной краевой задачи для системы 
из и обыкновенных дифференциальных уравнений на конечном интерва­
ле {а, Ъ) изменения скалярного аргумента х: 

-^^|{x,у,^),x^{а,Ь), 

НУ, <?)= о, при х^а, §{у, ( ? ) = О при х = Ь. 

Здесь I / и / — векторы размерности п, ^ — скалярный параметр, 
'1{х, у, 1{у, ^ ) , §{у, ^)—достаточно гладкие вектор-функции но со­
вокупности аргументов, причем 1{у, ^ ) размерности по и ^ ) раз­
мерности п — щ определяют п независимых краевых условий. Отметим, 
что полная априорная'инфзормацпя о решении (1) имеется лишь.в ис­
ключительных случаях. Поэтому в рамках достаточно общей формули­
ровки двухточечной краевой задачи мы будем исходить из типичной 
ситуации, когда изучение решения (1 ) . носит характер численного экс-
перймепта. Для конкретности будем предполагать, что (1) имеет един-
ствеййос решение, если ^ принадлежит достаточно малой окрестности 
точки ^^. 

Как известно, мощным средством численного исследования нели­
нейных проблем является метод Ньютона — Канторовича. В дальнейшем 
мы будем рассматривать его применение для решения следующей зада­
чи, часто встречающейся в приложениях. Пусть требуется построить 
числегнное решение (1) у^у{х, (2) при ='(^. Однако данные, которы­
ми мы располагаем, позволяют пайти у{х, (?о), а приемлемое начальное 
"приближение решения (1) при нам неизвестно. 

^ Имея в распоряжении программную реализацию метода Ньютона— 
Канторовича, дополненную процедурой продолн^ения решепия по пара­
метру, мы можем воспользоваться ею, чтобы попытаться ^численно про­
должить решение (1) по параметру^ , устремив ^ ^^ ^ . Численный 
эксперимент окажется успешным, если при ^ [<2о, ^ ] краевая задача 
тгмеет, например, едпиственное решение (для' определенности пусть 
^^Оо)- Попутно мы имеем возможность численно исследовать зависи­
мость решения (1) от параметра ^, что иредставляет самостоятельный 
интерес. 

Один из способов регпенйя краевой задачи состоит в приближенном 
представлении (1) в виде конечномерной системы трайсцендентных 
•уравнений 

Ф(У , (?) -=0, (2) 

где ,Ф(У, достаточно гладкая вектор-функция размерности N век­
торного аргумента У размерности тУ и скалярного аргумента «З- Затем 
для решения (2) применяется метод Ньютеда —Канторовича: если 7 °— 
приближение решения, системы (2 ) , то попр^йка 2 , уточняющая 5°, 
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находится из системы линейных алгебраических уравнений 
Ф г { П <?)2 = - Ф ( 7 « , (?), а е 1 Ф г ( П ^)^0, 

где Фу — матрица якобиана; вектор + 2 объявляется исходным при­
ближением решеиия (2) и так далее, пока норма нонравки не окажется 
достаточно малой. При этом вектор + 2 принимается за приближен-
ное решение (2 ) . Пусть при ^ [(?о, ^ ] система (2) имеет единственное 
решение, являющееся гладкой вектор-функцией У=У{^), и пусть 
У{^о)—решение (2) при О == Оо. Построение У{0) при помощи про­
цедуры продолжения решения (2) по параметру можно сформулиро­
вать как задачу Коши: 

У, = -[Фг{У,0)]-'Ф,{У,0). 

где Уд и Ф(? — векторы производных по 
Когда единственность решения (1) не гарантируется, реализация 

метода осложняется в случае существования точек ветвления решений 
по параметру ^. При стремлении ^ к ^ мы мояхем попасть в окрест­
ность точки ветвления 0:^, (>], где применение метода Нью­
тона — Канторовича становится некорректным, и, следовательно, требу­
ются иные сиос^)бы продолжения решения. Примером является случай, 
когда при 0 = 0 решение задач (1) не существует вообще (см. ( 5 ) ) . 
Заметим, что продолжение решения по параметру основывающееся на 
методе Ньютона — Канторовича, остается эффективным методом и при 
множественности решений до тех пор, пока в процессе построения ка­
кой-либо ветви у = у{х, 0) мы не попадаем в окрестность точки вет­
вления. Вычислительные затруднения здесь могут быть связаны с вы­
бором начального ириближения решения (1) для стартового зна-
чеш1я О Оо-

Возможности обсуждаемого метода существенно расширяются за 
счет параметризации — процедуры поиска параметров задачи (1 ) , кото­
рые наряду с О могут быть использованы для продолжения решения. 
Рассмотрим краевую задачу, порождаемую ( 1 ) : 

= / (^, У, 0 , '̂ е (а, Ь), с е (а, &), 

^{у, 0) = ^ при х = а, ё{у, 0) = 0 при х = Ь, у,, = X при х = с. 

Здесь Я —заданное значение к-й компоненты Ук{х) вектор-функции у{х) 
при заданном значении ж = с, а параметр О вместе с у{х) подлежат оп­
ределению. Пусть (4) имеет единственное решение при К из некоторой 
окрестности точки Яо. Тогда Ук{с)=='к моншо выбрать в качестве пара­
метра задачи (4) для продолжения решения: у = у{х, Х)^ <? = '?(^)- Ес­
ли при этом Хо соответствует значение <? = (?о краевой задачи (1 ) , то 
у = у{х, Я) является продолжением решепия (1) по параметру X, где 
0^0(^)- Пусть Л,̂  — точка ветвления решений по параметру X. При­
менение параметризации оказывается полезным в том случае, если 
0{^*)Ф0* и продолжение решения по параметру X после его выбора 
реализуется столь же просто, как и по параметру О- Естественно, что 
параметризация не устраняет всех проблем, связанных с ветвлением ре­
шений (1 ) . Имеется в виду лишь ветвление решений определенного 
тина, на описании которого мы сейчас остановимся. 

Пусть каждая из компонент у^{х, 0) вектор-функции у{х, 0), 
{х, <? )е (а , Ь)Х[Оо, 0], 7 = 1т 2, . . . , п, являющаяся решением (1) , за­
дает гладкую поверхность, допускающую параметрическое представле­
ние в виде однозначных функций. В сечении плоскостью О сопз! эта 
поверхность хюжет содержать одну или несколько кривых: 1/я = уп{х,0)1 
у.2=:=У2(х, 0) и т. д. Из геометрической интерпретации ясно, что в этом 
случае плоскость О Оа^ является касательной к поверхности у^ — 
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а 

Рис. 1. 

= УЛ^-, <?) в точках кривой У) = У){х, 0^). 
Пусть в сечеиии х = сопз! характер касания 
таков, как это представлено на рис. 1. Тог­
да поверхности У]{х, 0) можно построить 
чпслсвно при помощи параметризации. 

Предположим, что решениями задачи 
(1) являются несколько вектор-функций 
У^^Чх, (?), г/'2^(^, (?) и т. д., и пусть компо­
ненты каждой вектор-функщш описывают 
совокупности гладких поверхностей с указанными свойствами. Если по­
верхности одной совокупности не имеют общих точек с соответствующи­
ми поверхностями другой совокупности, то для их численного построе­
ния также применима параметризация. 

В качестве иллюстрации рассмотрим нелинейную краевую задачу 
для дифференциального уравнения второго порядка, которую запишем 
в виде ( 1 ) : 

йх X (0,1) , (5): 

г/ 2(0) = 1 / , (1)==0, 

где (? ^ О, 0 ^ г / 1 < 1 . Приведем точное решение ( 5 ) , определяющее х и 
г/2 как функции у\ параметра X: 

^ {Ух, ^) = 7 / ( 1 - 1 / 1 ) ( Я - 1 / 1 ) - + - ( 1 - Я ) 1 п 
1 /1 - ^ 

1 - ^ 

Если у1=Х, то х = 0, так что X — задаваемое значение у г при ж = 0 . 
Множественность решений (5) наглядно представляется графиком 

функции 0{Х), приведенным на рис. 2. Эта кривая принадленшт по­
верхности у\{х, 0), задаваемой, как и поверхность 1/2 <?), решением 
краевой задачи в сечении плоскостью х = 0. Поверхность У1{х, (?) при­
ведена на рис. 3. Здесь плоскость О = 0.^, 0^ — 0.35, содержащая гра­
фик решения (5) при X == 0.3883, является касательной. Таютм образом, 
при < ^* краевая задача имеет два решения, а при > С* решения 
(5) не существует. 

Заметив, что у1{х, 0)=у2{х, < ? ) = 0 при ^ = (?о = 0, рассмотрим на 
этом примере различные ситуации, связанные с продолжением решения. 
Из рже. 2 видно, что иродолжение_решения (5) по параметру О возмож­
но до некоторого значения О = О<0*- Пусть ^ отвечает значение 
Х = Х, Х = у1{0, 0). Чтобы избежать затруднений вычислительного ха­
рактера, связанных с ветвлением решения по параметру О при ^ = 

Рис. 2. Рис. 3. 
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выберем Я в качестве параметра и, начиная с Я = Я, продолжим решение 
(5) уже по параметру Я вплоть до Я = 1. Как следует из точного реше­
ния, при этом мы не встретимся с ветвлением решения по параметру Я. 
Более того, мы могли бы продолжить решение (5) по Я, начиная с Я = О, 
которое соответствует ^ = 0. 

В целях применения иараметризацпи преобразуем (5) к нелинейно­
му интегральному уравнению относительно функции и {х) ^ г/] {х): 

1 
и{х) = 0\о{х,{) • (6) 

Здесь С{х, I ) — функция Грина краевой задачи 

- 0 = 0 , (0 ,1) , ^ ( 0 ) = и(1) = 0, 

имеющая вид 
{1 — 1,х^1, 

^ ' ' \1 — х,х->г. 

Теисрь чтобы получить формулировку краевой задачи (4 ) , соответству­
ющую ( 6 ) , достаточно в (6) положить х = 0 и воспользоваться 
равенством 

Я = и ( 0 ) = = ( ? ( ' е ( 0 , 0 - — 

для исключения 0. В результате приходим к уравнению с параметром Я 
следующего вида: 

1 

I 
и{х) = Я — . (7) 

С (О, I) 
I о 1 1 . . . 

Решению и{х, Я) уравнения (7) отвечает значение <?(Я), вычисляемое 
по формуле 

0 { Ц - - — — . 

а {0,1) 

Аналогичное представление имеет место и в более общем случае, когда 
нелинейная краевая задача формулируется для дифференциального 
уравнения тг-го порядка 

-^,] и + <?д (^, и) =- о, х^ (а, &), 

с однородными краевыми условиями. Здесь — линейный не­

прерывный дифференциальный оператор ге-го порядка, ^{x, и)—доста­
точно гладкая функция х и и. Предполагается, что при (? = 0 краевая 
задача имеет только тривиальное решение. 

Один из подходов.к численному решению (7) состоит в следующем. 
Введем сетку по х с узлами х^: 

о — Ж1.< Х2< . . .< Хш = \, }^^ = x^^,\~ а:,-, 
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и приблин^енно заменим функцию д{х)=[1 — и{х)] ^ интериоляционным 
кубическим сплайном Г (ж) дефекта 1, 

т 

с погрешностью интерполяции порядка /г^ах, Атах = ш а х З д е с ь срк(х) — 
г 

А:-й фундаментальный сплайн, определяемый следующими условиями 
интерполяции: 

1, г — к, 

О, 1фк, 

^ (^1) = О, ^ ( -^т -х - 0) = -Ь 0). 

В левом граничном условии интерполяции учтено, что (х^) == 0. Пра­
вое граничное условие требует непрерывности третьей производной 
Ц)ь.{х) в точке Хт-\- На каждом из отрезков [х;, Хг+]] фундаментальный 
сплайн фй(а:) можно определить формулой 

< а; 5^ Д̂ г+Ь й: = Ж; + Лг-̂ , О =̂  ^ ^ 1, 

ФА ( ^ ) = Фй (^г) (1 - ^) + ФА (г̂ ^+х) I - К\1 {\ г)[{2 - I) Л'ф + (1 -Ь ̂  л45-\]. 

Коэффициенты М^̂ ^̂  Л/̂ 2''\ • • ^ '̂̂^̂и̂  удовлетворяют системе из т линей­
ных алгебраических уравнений с трехдиагональпой матрицей, порожден­
ной условиями иптерполяции и требованием непрерывности первой про­
изводной сплайна во всех внутренних точках разбиения отрезка по х 
(непрерывность второй производной обеспечивается самой формулой). 
С учетом граничных условий интерполяции имеем 

где 
, ( А ) _ Фй (̂ г+1) - (^0 ,АН) _ Ф/г Ы - (^„,_^) М- Ф/, (.̂ ж-а) 
Г| , Л1т-1 - • 

Разрешив систему относительно М '̂̂ ^ Ма^^ Л/̂ '̂̂ з̂  найдем М^^ = 
= 2Мт-1—Мто1 .2-Обратим внимание на то, что при (|)ормировании систе­
мы использовано необременительное ограничение на разбиение отрезка 
по х: кт~2 = .̂ тл-ь Важно отметить, что матрица системы имеет свойство 
диагонального преобладания. 

Итак, в узлах сетки уравпспие (6) приблпн^енно преобразуется 
к виду 

771 
^ = "1 = <? 2 "^М (ии), Пт = О, 

к=1 
где 

X 
А^1, = \0{х^,г)щЦ)аг. 
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После исключения О получим следующую систему трансцендентных 
уравнеиш!, содержащую параметр Я, относительно сеточных значе­
ний и{х): 

тп 

щ = , г = 2 , 3 , . . . , 7 7 г , 

А = 1 

или 

Ф ( ^ , Я ) = 0 , (8 ) 

где X —вектор с компонентами щ, из, . . . , ит~\. При этом параметр О 
т 

вычисляется по формуле ^ = Я 2 ^1А? {щ)-
Во многих интересных приложениях функция Грина имеет простое 

выражение, позволяющее точно найти представление коэффициентов 
через коэффициенты М^1^^ фундаментального сплайна Ф А ( Ж ) . Вообще 
говоря, определяются как сеточные значения функции ^'(х), являю­
щейся решением линейной краевой задачи для уравнения 

[х, V^''^ + ФА (Х) = о. 

так что = V^''НX}). 
К системе (8 ) применим метод продолжения решения по параметру 

Я в виде ( 3 ) : 
X . = - [Ф; . ( X , Я) ] - 'Фг.{Х, Я ) , Хи^о = О, О < Я < 1. 

Здесь Ф х — матрица якобиана, и Фя — векторы производных по па­
раметру Я. 

В данном примере параметризация состояла в однократной замене 
параметра краевой задачи: вместо был выбран параметр Я, Я = ^1^=0. 
Однако в общем случае для продолжения решения (2) по параметру 
требуется регулярное применение процедуры параметризащш. Далее 
будет рассмотрена дискретная модель (1 ) в виде системы (2 ) с разре­
женной матрицей якобиана Ф у и указана процедура параметризации, 
при которой переход к дискретпой модели (4) происходит с учетом раз­
реженности Ф г . 

§ 2. ДИСКРЕТНАЯ МОДЕЛЬ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 

Представим (1) в виде системы интегральных уравнений 

У {х) = 7^ { х 1 ) I /[г,у{^),0]а{, x^^x^x^+^^, 

где Х{ — узлы сетки 
а = Х1<. Х2< . . . < Хт = Ь, кг = Х{+1 — Хи 

Сеточные значения вектор-функции у{х) удовлетворяют равенствам 

^1 + 1 

У {хг+^) = У (х^) + ^ п^,У{^),^]^^, ^ = 1, 2, . . 1. (9) 

§[у{хг.), 0] = о. 



Приближенно заменим здесь интеграл на квадратурную формулу. На­
пример, по формуле трапеций приближенное выранчение интеграла с по­
грешностью порядка к? имеет вид 

Ч + 1 

где у'' = у (Хк). В результате получим систему уравнений относительно 
векторов у\/2, . . . , у\ 

Рассмотрим в качестве дискретной модели (1) систему уравнений, 
порождаемую формулой Спмпсона. С погрешностью порядка к^^ имеем 

^г+1 

[ / И, у ^^), 0]сИ^-^ [/ (хь у\ + 4/ ( х ь у\(?) + / {х,+,, у'-^\

где Хг={Хг + Х1+\) 12. Для определения ^, воспользуемся кубической па­
раболой Эрмита, аппрокспмпруюи^ей у{х) на отрезке {x^, x^^^\ по­
грешностью порядка Л;*: 

XI < л: =^ Х1^\, X = XI + й;т, о =^ т ^ 1, 
У{х)^{\-т)у' + тг/'+' + т (1 - т) [ (1 - т) гг̂  + т&'], 

где 
а^ = у'-у'^' + к4{х„ у\, а'+' = г / ' + ^ - г / ' - й , / ( х , , у^^\

Полагая здесь т = 1/2, получим 

? = I (.У^ + / - ' О + ^ [/ (^1, .!/\] - / (^1+1, ^ ) ] -

Точность формулы Спмпсона при этом сохраняется. После замены в (9 ) 
интеграла па квадратурную формулу приходим к следующей системе 
уравнений: 

1{У\, 

Р = / - у'^^ + [ / (яь у\ + 4/ (х, , у\) + 

-Ь / ( ж ^ + 1 , / + \ ( ? ) ] , г = 1,2, . . .,7гг — 1 , (10) 

Система (10) определяет п компонент векторов г/*", А = 1, 2, . . . , т , т. е. 
ее размерность N равна т п . 

Пусть у\-, У2', ..., г/ / — компоненты вектора у"; Р]_\ • • •, Р'п' — 
компоненты вектора Е\ = 1, 2, . . . , т— 1; /1, /г, • • 1 п о — компоненты 
вектора I; §1, ё-г-^ • • •' ёп-п^ — компоненты вектора ё- Введем составные 
векторы Г и Ф размерности каждый с компонеитами У\, Уг, •.., и 
Ф ] , Фг, . . . , Фл' соответственно: 

'I {У\
1\

~У' ~ 
ф 
у 

, Ф : = 
т — 1 У 
т 

^У _ 

^ " - ^ у™, 0) 

^ё ( Г , 0) 

При этом система (10) записывается в виде ( 2 ) . В дальнейшем под 
системой (2) будем подразумевать (10) . 

Предположим, что система Ф{У, ( ? ) = 0 определяет гладкую прост­
ранственную кривую, задаваемую вектор-функцией 7 = У ( ( ? ) . Пусть 
по-ирежиему Фу — матрица якобиана, Ф<з — вектор производных по па­
раметру О- В силу предположения ранг матрицы [Фу, Фд] размеров 
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МХ{М + 1) всегда равен IV. Если Го = Г(<?о) — решение (2 ) при О = Оо 
и (1е1Ф(Го, ^о) '?^0, то решение (2) может быть продолжено по пара­
метру О в некоторой окрестности (?о. 

Обозначим через X вектор размерности Л' с компонентами Гь Г о , . . . 
. . . , Г^+,, 7л', <?, и пусть I =Уи= у ]* , к = п{1^—\) + ] ^ , 1 < г ^ < т , 

Тогда краевой задаче (4 ) соответствует система трансцен­
дентных уравнений вида (8) с параметром Я, причем эта система опре­
деляет гладкую пространственную кривую, задаваемую вектор-функцией 
Х=^Х{Х). Если Хо^ Х{ко)—решение системы Ф ( Х , Я ) = 0 при Я-== А-о 
и с1е1Ф(Хо, Я о ) ^ 0 , то решение системы может быть продолжено по па­
раметру % в некоторой окрестности точки Яо- Если, кроме того, <2 = (?о 
соответствует Я = Яо, то Х==А'(л) является продолжением решения (2) 
при«? = (?(Л). 

Таким образом, идея параметризации применительно к системе (2) 
состоит в том, что любая компонента вектора Г и параметр (? в равной 
мере могут служить текугцпм параметром системы, т. е. использоваться 
для продолжения решения. В случае, когда (2 ) описывает гладкую 
иространственную кривую, причем вектор-функция Г((?) не обязана 
быть однозначной, эта кривая может быть построена численно методом 
иродолжения решения, сочетаюгцим метод Ньютона — Канторовича и па­
раметризацию. Действительно, вдоль иространствеиной кривой ранг 
матрицы [Фг, Фр] всегда равен Л'' и, следовательно, мы всегда можем 
выбрать среди компонент вектора Г и (? параметр для продолжения 
решения ( 2 ) , исходя из любой точки гладкой простраиствеппой кривой. 

Обозначим через р, текущий параметр системы, т. е. 

(?, если с1сгФу=?^=0, 
1 , если а е ^ Ф х ^ О . 

Подчеркивая регулярное иримепенпе парайгетризацпн, запишем (2) 
в виде 

Ф ( 5 , ^ 0 = о , (11) 

где 
если [х = О, 

X , если [Л = Х, 

так что ( 1 е 1 Ф я ^ 0 . При описаппп решения (11) мы будем придержи­
ваться следующей блок-схемы: 

МАТШС 80ЬУЕ КЕ^УТО^ 

Рассмотрим содержание блоков с указанными названиями, если !.1 — 
заданный параметр, и при этом значении требуется найти решение ( И ) . 

Пусть 6" = .5'° — начальное приблилчение решеиия (11) при [х = 1.10. 
В силу определения вектора 6' это означает задание совокупности эле­
ментов У1° , Г2°, . • ; <?, в которой иервые N элементов являются 
компонентами вектора У = Го. Обозначим через к,^ номер элемента этой 
последовательности, выбранного в качестве параметра |1 системы ( И ) , 
А;̂  = 1 , 2, . . . , ]У-Ь1. По известным У° и Оо (или, что то же самое, по из­
вестным '̂'̂  и }.1о) вычислим элементы матрицы [Фг, Фр] и вектора Ф. 
Вектор-столбец матрицы [Фг , Ф<з] с номером к^ представляет вектор 
Фц. Далее, требуется сформировать матрицу Фа, вычеркнув столбец 
матрицы [Фу, Фд] с номером к^ и обратиться к методу Ньютона — Кан­
торовича для уточнения приближения 5° . После того как решение ( И ) 
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Среди входных параметров' У°, Яо,1<^ > ?0 > ^9 ' 
3° и /ид определяет задание к^. 

8 = 5° .ЬЕТ/г^ = •1 

0 

Ш1Ш 
Вычисление элементов матрицы Фу(3,/и), 

векторов Ф (8,^и) и Ф^\2,^^^)• 

Формирование матрицы А = ф^ и сектора 
^=Ф/и(8,^и). Одноеретенног решение системы 
А1=-ф и /\&=~^, прямой ход прогонки. 
При кд=1 оВратный ход выпслнае,пся ,только 

для системы А1 = - Ф ̂  

N>•:V.ЯОN 

найдено, мы имеем возмож­
ность определить вектор произ­
водных из системы 

Приведем блок-схему 1 ре­
шеиия (11) при заданном \х. 
по методу Ньютона — Канторо­
вича (рис. 4 ) * . В блок-схеме 
используются следуюш;ие обо-
зиачепия: 

У°, (2о — начальное прибли-
жепне решепия (11) , 

— индекс текущ;его па­
раметра, определяюш;его вектор 

и [10 , 

ео — положительный доста­
точно малый параметр, задаю­
щий условие выхода из итера­
ционного процесса по методу 
Ньютона — Канторовича, 

и — счетчик итераций, 
/гд — ограничение на число 

итераций, 
кй — параметр, определяю­

щий переход к вычислению ^̂ ц: 
А:о = 1 при выиолиении итера­
ций; А"о = 2 ири завершении 
итераций. 

На выходе блок-схемы — 
векторы и 8^. 

Отметим У-образную структуру матрицы [Фу, Фр] системы ( 2 ) , 
причем Фу — блочно-двухдиагональная матрица: 

'ычисление II / II 
1ЕТ^ = 5 + / 

0̂ ^ ^9 9\ ЗТОР 

11711?) 
11711? 

3 — решение системы^ 
1^ ~ вектор . 

11711̂ ?̂  
к,г 2 

Рас. 4. Блок-схема 1. 

у у- 0 
у 

^ ут - 2 ут~2 

0 рт—1 
угп-г 

рт-1 р т—1 

ёуГП 

Здесь ёут.Ру^— блоки размеров поХп, {п — по)Хп, пХп соответ­
ственно. С учетом векторов Ф и Фр размерности .У каллдый, Л'' = тщ 
общее число элементов, вовлекаемых в вычислительпый процесс, равно 
2{п'+\)N—-п?. Естественно, что для снижения трудоемкости числен­
ной реализации метода Ньютона — Канторовича желателен учет разре-^ 
женности матрицы Фз, образующе11ся вычеркиванием столбца матрицы 
[Фу, Фр] с номером /с^, /с^ = 1, 2, . . ., + 1. 

Приведем формулы, по которым вычисляются элементы блочных 
матриц Р у г , И комионснты всктора Р д \я простоты введем обо-

* в дальнейшем будут использоваться элементы ВА81С —одного из наиболее 
простых и распространенных языков программирования. Это вполне отвечает про-, 
стотвч структуры описываемых программ. При изображении блок-схем мы стремились 
достичь наибольшей наглядности. 
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значения и = у\ = ю = у\ и опустим полное неречисление 
аргументов функции / . Имеем 

^ Г = и - у + 4 Щи) + 4 / И + / ( у ) ] , 

где IV = -|- (и + V) + -|- [/ (м) — / (г̂ )] • Отсюда 

^^ = - / + 4 [/Л̂ ') + 4 / У И г^'.], 

где и;̂  — матрицы якобиана, 

Целесообразно исключить Ши и из выражений для Ри' и Рг\е 
чего эти выражения принимают вид 

Р1 = 1 + А 
6 /,{и) + 2 / , И + -^/,И/уЫ 

Р 1 = - 1 + 

в принятых обозначениях 

и^{V) + 2^у{^с) 

П - - ^ [к (и) + 4 /^ {ш) + 4 / , (/./;) ^V^ + /д (у)], ^а^ = А [/д (и) - /^ {V)^ 

где /д и IVд — векторы производных / и ш по параметру 
Кроме того, матрица [Фу, Фр] содержит «нестандартные» блоки V 

ёугп и векторы производных /р', ^р. Их выражения, наряду с выражения­
ми I, §, / , 1У И / Р определяются конкретной формулировкой краевой 
задачи ( 1 ) . 

§ 3. ПРОДОЛЖЕНИЕ РЕШЕПИЯ ПО ПАРАМЕТРУ 
И ПАРАМЕТРИЗАЦИЯ 

Пусть — номер элемента последовательности У1, Гг, . •., У к, <?, 
являющегося текущим параметром ц системы ( 1 1 ) , и пусть при ^д-= ца 
найдены решение системы <5'()и,о) и вектор производных *5'ц([Хо). В силу 
гладкости пространственной кривой, задаваемой системой ( 2 ) , решенпе 
(11 ) может быть нродол/кено по параметру р, в некоторой окрестности 
точки р,о. 

Рассматриваемый вариант продолжения решения состоит в следую­
щем. Выберем достаточно малый шаг по р,, равный Н. Тогда с погреш­
ностью порядка в качестве начального прнблинхения решение 
системы 

Ф ( ^ , ^ю + Щ-О ( 12 ) 

мо/кет быть взят вектор 
8^=^3(110)+Н8М. (13 ) 

При решении (12) по методу Ньютона—Канторовича, представленного 
блок-схемой 1, вводится ограничение на число итераций, за которое нор­
ма вектора поправки 2 должна быть меньше 8о. Если число итераци!! '̂о 
достигло заданного значения пв, а 11211 > ео, то начальное приближение 

можно улучшить за счет уменьшения шага Н но параметру, напри­
мер, в два раза. Тогда итерационный процесс решения системы 

Ф ( 5 , ро + Я / 2 ) = 0 ( 1 4 ) 
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начинается в приближения 

^« = ^ Ы + 4 ^ и Ы - (15) 

Новый шаг делится пополам до тех пор, пока условие 11211 =^ ео не 
будет выполняться за число итераций 1о < щ. В этом отношении блок-
схема 1 с параметром щ ограничения на число итераций описывает ите­
рационный процесс в стартовой позиции построения пространственной 
кривой. 

Естественно, что этим не исчерпывается проблема выбора шага по 
параметру. Понятие «достаточно малый шаг» остается большей частью 
предметом численного эксперимента, в котором разумным образом долж­
ны задаваться как ео, П8, норма вектора поправки, так и формулировать­
ся условие выхода из итерационного процесса (например, при 11211̂  < ео, 
или 11211с/11>5'11с < ео). В целях программной адаптации текуш,его шага по 
параметру при численном построении пространственной кривой вводятся 
такие параметры, как минимально допустимый шаг но р, максимально 
допустимый шаг, «стандартный» шаг, а также параметр «разгона» шага 
по р, за счет которого регулярно предпринимается попытка постепенно 
увеличить шаг до максимального значения. 

Пусть ро — стартовое значение параметра р, с которого начинается 
чпслеипое построение простраиствеппой кривой; 6"̂ '̂== 5(р-х), (̂ [ь̂ ^ == 
= ( | . ц ) , г д е р 1 = р с И пусть 8^"^^ = 3(112)—решение (11) при р = рг = 
= Р1 + Я, б'ц ^ = .З"̂  (Рз)- Для дальнейшего продолжения решеиия систе­
мы по параметру р, выберем новый шаг И, зхди(Я) 8 1 § и ( р 2 — Р 1 ) , и 
будем искать решение системы 

Ф(^ , Р12 + Я ) = 0 , (16) 

учитывая при построении начального приближения решения 5*̂  векторы 
«5"', •', ^̂ '̂̂ ^ 5д .̂ Воспользуемся вновь кубической параболой Эрмита: 

8^ = {^-^)8'''^ + ^з'''' + ^{^ - о [ ( 1 - ^)п''' + т''']. (17) 

Здесь ; = 1 + Н/Но, Но - Р 2 - Рь Я = р - р 2 , ^ > 1, ^^'^ = 3^^^ - 3^'^ + 
+ Н„3\}^, Е^''^ = 5^-^ — ^̂ ^̂  — Н^3\!\ таком виде 5° приближает реше­
ние (16) с погрешностью порядка Я*. Значение Н будем задавать со­
гласно правилу 

е^Н^, если 8 3 1 | < 8 3 / / ^ , 

. бзЯ.^ 81дп (Яр), если Ез I Яо > е^Я^, 

где Я ^ — модуль эталонного шага по р; 82 — параметр разгона, 82 > 1, 
бдЯ.^ — ограничение на величину шага по р, 83 ̂  1. В стартовой пози­
ции шаг по р выбирается пропорциональным Я^81§п((о), так что знак 
со определяет изменение р в сторону уменьшения или увеличения ро-
При этом начальное приближение решения (12) задается в виде (13) . 

После того как вектор 6*, являюш;ийся решением (16) , и вектор .5'̂  
найдены, значения р 2 и векторов 8^"^^ 3\^^ присваиваются р 1 , я 

соответственно, а р 2 , 8^'^^ и 3\^^ присваиваются значения р, <5' и 15*̂ 1, 
Текущий шаг Я по р выбирается по правилу (18) . Затем вновь рас­
сматривается система (16) с начальным приближением решепия в виде 
(17) , и т. д. 

Как и в случае (12) , (13) , полезно ввести ограничение на число 
итераций, за которое 11211 становится меньше 8о, предусмотрев процедуру 
типа (14) , (15) , уточняющую начальное приближение /̂ "̂  (см. (17) ) пу­
тем деления шага Я пополам. Кроме того, вводится ограничение на ве­
личину шага П снизу: 1Я|>•8^Я^, где 81 — достаточно малый пара­
метр. Прп парушении этого условия вычислительный процесс пре­
кращается. 
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INР^Т 

Список входных параметров 

МДТК1С 

1 
5 0 1 У Е 

Н Е ' Л Т О ^ 

Вычисление 11/1) 

Блок 2.1 -(|!711?)-

II7 к 'V 
Ло1} 

11711 

Л. 
Блок 2.2 

1ЕТ 1.^1.,+ 1 

8- решение 
системы 

5^и~ вектор 
проияеоиных кгГ2 

р>0 

Заметим, что подход к про­
блеме иродолжения решеиия как 
к задаче Коши типа (3) 

привлекателен прежде всего тем, 
что позволяет обратиться для ее 
решения к одной из стандартных 
программ. Однако следует иметь 
в виду, что в данном случае от 
решения задачи Коши факти­
чески требуется не аппроксима­
ция решения, а предсказание 
приемлемого начального прибли­
жения решения ( И ) . Поэтому и 
здесь (при всех очевидных до­
стоинствах такого подхода) воз­
можны ситуации, в которых эф­
фективность метода снижается. 
Например, задача Коши может 
оказаться жесткой с вытекающим 
отсюда ограничением на шаг ин­
тегрирования, связанным с аииро-
кспмацией решения. 

На рис. 5 приведена блок-схе­
ма 2 продолжения решения (11) 
по параметру р. Содержание бло­
ков МАТКЮ и ВОЬУЕ осталось 

таким же, как и в блок-схеме 1. Блок Ш Р П Т ионолняется следующим 
списком параметров: 

— модуль эталонного шага по р, 
со — параметр, определяющий паправление изменения стартового 

значения р: со = + 1 — в сторону увеличения, о) = — 1 — в сторону 
уменьшения, 

8 ] , 83 — параметры ограпичепия текущего шага Н по р: 8^Яф<<|/ /|^ 
< е д Я ф , 

82 — параметр «разгона» текущих шагов: последующий шаг по мо­
дулю берется равным предыдущему, умноженному на 82, 82 > 1, 

пс, — ограпичопие на число итераций при стартовом значении р, 
« 8 — ограничение па число итераций при текущих значениях р. 
Кроме того, вводятся счетчик шагов 1\о параметру р и признак р 

окопчапия работы программы: при р = 0 программа прекращает работу, 
в противном случае (р > 0) выполняется очередной шаг по параметру р. 

На рис. 6 и 7 приведены блок-схемы блоков 2.1 и 2.2, входящих в 
блок NЕ^VТОN. В блоке 2.1 формируется начальное приближение 5*̂  
согласно (13) , (17) и адаптация текущего шага Я как следствие огра-
пичеппй на число итераций. В блоке 2.2 запоминаются параметры, опре­
деляющие и задается текущий шаг Я. 

Рассмотрим теперь продолжение решения по параметру с использо-
вапием параметризации. Пусть по-прежнему р — текущий параметр си­
стемы ( И ) с индексом к^, к^ = 1,2, . . ., Л^+1, п пусть при р = ро най­
дены векторы б' и ^̂ ц. Тем самым при р ро известны комионенты 

р,=0 

Рис. 5. Блок-схема 2 . 

72, . . . , вектора У и параметр а также компоненты 
с1У N . . . . вектора производных и • Очевидно, что наряду с р мы 

можем использовать г-ю компоненту вектора У либо (? в качестве теку-
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щего параметра системы, если 

-г^ Ф о, либо 4 ^ Ф О- Напом-
ним, что пространствеиная кри­
вая, определяемая системой 
( 2 ) , И р предположению не име­
ет особых точек. 

Выберем в качестве нового 
текуп|его параметра а системы 
наиболее быстро меняющийся 
элемейт совокупности 3^1,72, • • • 
. . . , 1 1 , <?. Пусть 

Блок 2.1 

с = т а х йр 
ад_ 

Тогда а и производная сс̂  опре­
деляется следующим образом: 

ЗТОР 

\8Т0Р 1 

1^1 

Вычисление 5° 
по формуле (13) 

йр 

Вычисление 8 ° 
по срормулеЦ?) 

= С. 
(19) 

МЛТ1?1С 

Рис. 6. Блок-схема блока 2.1. 

При этом а = р, а,1 = 1, если с = 1. Чтобы воспользоваться описанной 
ранее процедурой продолжения решения по текущему параметру, най­
дем производные решеиия по а. Имеем 

1 1 

ёУ N (20) 

В силу определения а 

т а х 
ЛУ, с1У N 

(1а (1а = 1 . 

Следовательно, применение параметризации (19) ограничивает рост про­
изводных решения системы по текущему параметру. 

В дальнейшем условимся обозначать через Е вектор, образованный 
из N элементов совокупности У\, У2, . •., Ум, <? в результате нараметри-
заций (19) , (20) решения системы (11) , За — вектор производных по 
новому параметру системы а. Таштм образом, тождество Ф(5', р ) = 0 
после параметризации переписывается в виде Ф(5', а ) = 0 . При этом, ес­
ли индекс элемента р не совпадает с индексом /с* элемента а, то р 
является компонентой вектора а производная ра = 1|а^^ — компонен­
той вектора л^ .̂ 

Для описания иродолжения решения по параметру с применением 
параметризации мы можем вновь воспользоваться блок-схемой 2 (рис. 8 ) , 
в которой изменено лишь содержание блока 2.2. Пополним список обо­
значений в связи с параметризацией: 

— индекс параметра а, 
М^^: — эталонный шаг по а, ^ 
« 2 — значение а, соответствующее р = Р 2 , 3^^^, — векторы 3 п За. 

при а = « 2 . 
Для удобства описания выделены блоки 2.2.1 и 2.2.2 (рис. 9) и 

рис. 10 соответственно). В блок-схему блока 2.2.1 включена процедура 
согласования знака шага но параметру а со знаком шага но параметру 
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т 

1ЕТ З^^-З 

Блок 2.2 

1П Но~ ^^2'^* 1П Но~ ^^2'^* 

Рис. 7. Блок-схема 2.2. 

Блок 2.2 

Блок 2.2.1 

4=0 

Параметризаи,ия: 
определение 

Блок 2.2.2 

Р^гс. 5. Блок-схема блока 2.2. 

Блок 2.2.1 

\х В стартовой позиции. Здесь для конкретности модуль шага по а взят 
равным Н^. 

В том случае, когда рассматривается система трансцендентных урав­
нений общ;его вида типа (2 ) , т. е. как правило, с заполненной матри­
цей якобиана Фу , текуш;ий параметр системы может быть найден иным 

способом. Пусть по-ирежиему ранг мат­
рицы [Фу, Фд] равен Л̂ . Воспользуем­
ся методом Гаусса с выбором главного 
элемента по матрице для выявления 
базисных столбцов. Тогда столбец с 
номером матрицы [Фу, Фр] но за­
вершению прямого хода метода Гаусса 
окажется в позиции (Л^+1)-го столб­
ца. При обратном ходе определяются 
производные решения системы но па­
раметру а. Однако применение этого 
метода параметризации к систегйе (2) 
с разреженной матрицей Фу будет не­
эффективным, особенно ири больших 
ТУ̂ , поскольку при этом игнорируетсд 

Рис. 9. Блок-схема блока 2.2.1. структура матрицы Фу . 

Ь Е Т 
Ь Е Т ^ - о( 
Ь Е Т 5̂- = 5 
Ь Е Т 3^и = 3^ 
Ь Е Т /У^ = 
Ь Е Т а г = ^ ^ / / ^ 

Ь Е Т 6-

Ь Е Т 5 / ^=4 ; „ 
Ь Е Т =уи 

51дг)(иг)ф 

Ь Е Т / ^ = ^ 

-( зЬдп (ил) Т}^ 
$1дп(ш-) = 
= 11дп(сг'-) 

ЬЕТ/ /= - / / 

Ь Е Т 1 
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Блок 2.2.2 

Определение ог^ , 3^^-^ и 5^^^ по шеестмыи ^и^, 

ЬЕТ /̂"̂ 7=̂ /27 ЬЕТб^^чУ^ ЬЕТ^^=/?'^ 
ЬЕТ 3^и^^= 3^^ ЬЕТ = 

ЬЕТ/У^=^^-^ Ь Е Т ^ - = ^ „ ЬЕТ/«^,= /« 
ЬЕТ>5-Л;=5-^г7 Ь Е Т 5 Ь = | 
^Е^5^:^=з^.^ Ь Е Т ^ / - ^ ^ ^ - . 

1] Ь Е Т ^ / ^ ^ ^ Л ^ ^ 

X з1дп (н) 

I 
ЬЕТ - ;^= ^7+7 

Рис. 20. Блок-схема блока 2.2.2. 

В предлагаемом способе текущий параметр системы определяется 
по формулам (19) . Поэтому матрица Ф8(*^, р ) , образующаяся вычерки­
ванием столбца с номером А*:;; матрицы [Фу, Ф р ] , остается разреженной. 
В следующем параграфе мы рассмотрим экономичный метод рептения 
системы линейных алгебраических уравнений 

Ф«(5« , р ) 2 = - Ф ( 5 о , р ) (21) 

относительно вектора 7,, уточняющего приближение /̂ "̂  решеиия 
системы (11) . 

§ 4. ОПИСАНИЕ БЛОКА ЗОЬУЕ 

Пусть по заданному приближению решеиия системы (11) , текущий 
параметр р которой имеет индекс к^, найдены элементы блоков матри­
цы Фу, векторов Фд и Ф. Для решения системы (21) воспользуемся 
методом Гаусса с выбором главного э.чемента по столбцу, учитывающим 
структуру матрицы Фв. При этом прямой ход метода Гаусса — приведе­
ние Ф» к верхней треугольной матрице Ф^ — сопровождается одновре­
менным преобразованием как вектора Ф, так и вектора Фц. Обратный 
ход определяет решение системы (21) , а также решение системы 

Ф Л ^ ^ р ) ^ , ^ - Ф Л 5 ° , р ) , (22) 
если итерациоппый процесс для системы (11) сошелся. 

Возвращаясь к определению Г как составного вектора, образованно­
го из векторов у\, 2, . . . , т, с компонеитами у\\. •, Уп, будем 
характеризовать тет^ущий параметр системы ( И ) двумя индексами и 
7^: если 1^ = т I , } ^ = О, то р = что соответствует к^ = N -{- I ^ 
= т и - Ь 1; если 1 <г . ^ < г 1 г , 1 < / ^ < А г , то р = г/]*, т. е. А:̂  = 7г(г̂  —1)-Ь 
Чтобы охватить все варианты структуры матрицы Фв, возникаютцие ири 
вычеркивании столбца матрицы [Фу, Фд] с номером к^, достаточно рас­
смотреть четыре случая задания г'̂  а) 1^ = т -\- \, Ь) = 1, с) 1^ =*= т 
и а) 1 < ц <:т. 

При реализации прямого хода прогонки методом Гаусса или, как 
еще говорят, прямого хода прогонки, выполняемого за т шагов, мы бу­
дем использовать вспомогательный прямоугольный массив IV размеров 
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X ^ 2 . В стартовой П 0 3 И Ц Ш 1 IV образуется из элементов первых я + по 
строк матрицы [Фе, Фд, Ф] (т. е. Ь1 = п + щ), вовлекаемых в вычисли­
тельный процесс. После того как массив \У сформирован, он преобразу­
ется по формулам метода Гаусса в массив согласно схеме 

Ь. 

X X X X 
X X X X 

X X X X 

• X X X 
X X 

2 

X I X 
X I X 

X I X 

—>-

X -
X 

X 
X 
X 

1. 

Здесь 1/3 — параметр, определяющий вместе с ^ 1 и ^ 2 структуру матри­
цы 1^. Затем значения элементов трапециевидной части массива при­
сваиваются элементам верхней треугольной матрицы Фз и правым ча­
стям системы, а из оставшихся элементов 1?̂ , невозмущенных элементов 
матрицы Фв и векторов правых частей вновь образуется массив Ш для 
очередного шага прогонки, и т. д. Значения параметров Ь^, Ь2 и Ьз 
зависят от выбора 1^, а также номера шага прямого хода прогонки, что 
будет учитываться в алгоритме. В дальнейшем описывая схему прямого 
хода прогонки, мы будем заключать в сплошную рамку элементы мат­
рицы [Фя, Ф^, Ф ] , вовлекаемые в вычислительный процесс, которые 
образуют массив ТГ". 

Для удобства изложения обратимся к примеру. Пусть гг = 3, по = 2, 
7?г = 4, т. е. краевая задача (1) формулируется для системы из трех 
обыкновенных дифференциальных уравнений с двумя краевыми, усло­
виями при ж = а и 0 Д Ш 1 М краевым условием при ж = 6, а отрезок [а, Ъ] 
разбивается на три части. Тогда матрицу 12 = [Фг, Ф^, Ф] схематично 
молаю представить в виде 

Ф у 

0 0 Ст 
ООО 
ААА ААА 
ААА ААА 
ААА ААА 

ААА ААА 
ААА ААА 
ААА ААА 

ААА ААА 
ААА ААА 
ААА ААА 

о с е 

Ф 

0 0 
0 с 
^ г 
^ р 

р 
г 
р 
р 
р 
р 

^ р 
0 0 

(23) 

(а) Пусть = т + 1 (?^ = 5). При этом р = т. е. в 
[Фг, Фо] вычеркивается столбец Фр и 8 = У, Ф^^ Фг, Ф^ = Ф 
Прямой ход прогонки реализуется за 4 шага согласно схеме 

где 0^°^ = а, 
ААА ААА 

АА ААА 
А ААА 

матрице 
'5'ц = Уд. 

(24) 

ААА ААА 0 р 
АА ААА ^ р 

А ААА ^ р 
X X X ООО X X 
X X X ООО X X 
ААА ААА д р 
ААА ААА д р 
ААА ААА д р 

ААА ААА д Р 
ААА ААА д Р 
ААА ААА д Р 

с о е С С 

ААА 
АА 

А 

ААА 
ААА 
ААА 

д 
д 
д 

д 

р 
р 
р 
р 
р 
р 

\

X X X ООО X X 
X X X ООО X X 
ААА ААА д Р 
ААА ААА д Р 
ААА ААА д Р 

ООО С О 
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А А А А А А 
А А А А А г 

А А А А 
А А А А А А р 

А А А А А г 
А А А А р 

А А А А А А д р 
А А А А А д р 

А А А А д р 
X X X X X 
X X X X X 
С С О 0 с 

Фу Ф 

А А А А А А д р 
А А А А А д р 

А А А А д р 

А А А А А А д р 
А А А А А д р 

А А А А д р 

А А А А А А •д* р 
А А А А А д р 

А А А А д р 

А А А д р 
А А д р 

А д р 

в стартовой позиции согласно схеме матрицы 
~ о с о О О О Ст Сх-

О О О О О О 0 а 

А А А А А А р 
А А А А А А р 
А А А А А А р 

В итоге получаем матрицу состоящую из верхней треугольной мат­
рицы Фу, столбцов Фд и Ф. 

Процедуру преобразования массива Ш в естественно оформить 
как подпрограмму, к входным параметрам которой относятся и Ьз. 
В рассматриваемом случае, когда 1^ = п г + 1, эти параметры принимают 
следующие значения: 

1/1 = 7г + По, 1/2 = 27г + 2, Ьг = п, \^1^т— 1, 

Ь\~п, Ь2 = п-\- 2, Ьз==п, 1 = т. 

Как отмечено на схеме матрицы Ф у — блочно-двухдиагональ­
ная матр1ща. Обозначим через А^'^ и В^'^ элементы блочных диагоналей, 
причем А^'\ == 1, 2, . . . , т,— верхняя треугольная матрица размеров 
ЬАХЬА, а В [г] 1 = 1, 2, т—1,— заполненная матрица размеров 
/ у4 X Ьв. В рассматриваемом случае Ь^=^ Ьъ = п. Пусть, далее, вектор Фд 
состоит из векторов 0^'\ вектор Ф — из векторов Р^'^ размерности Ьл, 
I = 1, 2, . . т . Тогда структуру матрицы являющейся итогом пря­
мого хода прогонки, можно представить в виде 

Фу 

А[1] В Ч ] 

А[2] ВГ2] 

1] ^С™^!] 
А[™3 

Ф 

р[2] 

д[пг-1] 
(25) 

Обратный ход прогонки состоит в решении системы 

Ф у 2 = — Ф 

с верхней треугольной матрицей Фу , если А;о= 1 , и, кроме того, в реше­
нии системы 

Ф у # = - Ф р , = 0 

(с той же матрицей Фу , но с другой правой частью), если ко = 2 
(см. блок-схему 1); Поэтому для описания обратного хода прогонки до­
статочно рассмотреть случай ко= 1. 
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Представим вектор 2 в виде составного вектора, образованного из 
векторов Ъ\ = 1, 2, . . . , т , с компонентами Ъх\, 2<^, ..., 2^, Согласно 
схеме (25) на первом шагу обратного хода прогонки (̂  = щ) определя­
ется вектор 2"^ из решепия системы ^['«1^"* = Дальнейшие шаги, 
1 = т — 1 , т — 2, . . . , 2, 1 , последовательно определяют векторы 
2 " ' - > , . . . , 2 2 , 2 1 по рекуррентным формулам А^'^Ъ'=-Р^'^ - В^'^Ъ'-^\ 

(Ь) Пусть г* = 1 , 1 ^ / ^ ^ ' г . При этом А ^ ^ / * , т. е. р = г/]н,, а в мат­
рице Й (см. (23) ) вычеркивается столбец с номером В результате 
матрица Й'°^=[Ф8, Ф, Фц] в схеме прямого хода прогонки (24) 
имеет вид 

С О 
0 0 
АА ААА 
АА ААА 
АА ААА 

ААА ААА 
ААА ААА 
ААА ААА 

О 
С 

ААА ААА д 
ААА ААА д 
ААА ААА д 

О О О С 

ф ф 

0 0 
0 0 
г А 
р А 
р А 
р 0 
р 0 
р 0 
р 0 
р 0 
р 0 
0 0 

Обратим внимание па задание массива \У в стартовой позиции: 

•ОС ООО 0 0 0 0 " 
0 0 О О О 0 0 0 0 
АА ААА О д Р А 
АА ААА О д Р А 

_АА ААА О д Р А_ 

, Ь^ = Ъ, /., = 9, 2:3 = 2. 

Здесь в массив \ искусственно включен нулевой столбец с целью еди­
нообразного онисания прямого хода прогонки. Приведем выражения 
остальных матриц ( 2 4 ) : 

АА ААА д р к 
А ААА д р к 

X X X ООО X X X 
X X X ООО X X X 
X X X ООО X X X 

\ ААА ААА д р 0 
ААА ААА д р 0 
ААА ААА д р 0 

АА ААА 
А ААА 

ААА ААА 
А А ААА 

А ААА 

ААА ААА д Г О 
ААА ААА д Р О 
ААА ААА д Р О 

ООО О О О 
д р К 
д р к 
д р к 
д р к 
д р к 

X X X ООО X X X 
X X X ООО X X X 
X X X О О О X X X 

\  ААА ААА д Р О 
ААА ААА д Р О 
ААА ААА д Р О 

ООО О О О 



А А А А А 
А А Л А 

А А А А А А 
А А А А А 

А А А А 

д Р К 
д Р К 
р Р К 
д р К 
д р к 

А А А А А А д Р К 
А А А А А д Р К 

А А А А д Р П 
XXX X X X 
XXX X X X 
XXX X X X 
ООО 0 0 0 

ф ф , 

А А 
А 

А А А 
А А А д 

д̂  
А А А 

А А 
А 

А А А 
А А А 
А А А 

д 
д 
д 

А А А 
А А 

А 
А А А 
А А А 
А А А 

д 
д 
д 

А А А 
А А 

А 
д 
д 
д 
X 

р к 
р к 
р и 
р к 
р к 
р к 
р к 
р н 
р к 
р к 
р к 
X X 

Отметим, что параметры Ь\, / / 2 , характеризующие массив И ,̂ 
в случае (Ь) принимают следующие значения: 

2̂ 1 + По, = 2п + 3, Ьз = п— X, I = 1, 
Ь1 = п + По + 1, Ь2 = 2п +3, Ьг== п, \ т, 

Ь1 = п+ 1 , Ь2 = п + 3, Ьз = п, 1 = т. 

Введем аналогичные (25) обозначения матриц А '̂̂  и В^'', выделен­
ных на схеме матрицы 0,^^\ также представление Фр и Ф как состав­
ных векторов. Будем считать, что и вектор Фц состоит из векторов Л^'^ 
г == 1, 2, . . . , т, размерности ^^. С использованием этих обозначений 
структура итоговой матрицы Й^'"' изображается в виде 

р[1] 
А[2] д[2] р-[2] Н[2] 

-1] дГ"^-!] 
д [ т ] р[П1] 

X X X 

— 1 , 4 = п. 1 — 1^ = 2, 
П, = П, 1^ <^ 1^171. 

(26) 

При этом 

Для описания обратного хода прогонки (вновь ограничимся случаем 
ко^1), состоящего в решении системы 

Фаг = — Ф, (27) 

где Фв — верхняя треугольная матрица в соответствии с (26) , предста­
вим 2 как составной вектор, состоящш! из векторов 7 ' , У^, ..., У"\-
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мерности / / 4 каждый, и 
7 1 

У2 

ттп. 

Пусть Т а ' , А; = 1 , 2, . . . , 1-4,— компоненты вектора М\а первом шагу 
обратного хода прогонки вычисляется значение а затем находятся 
компоненты векторов Р из системы 

А[2] в[2] 

А [ т _ 1 ] 

р[1] -
р[2] д[2] 
. . . ' _ * * ? 

д [171-1] 

способ решения которой обсуждался в случае (а ) . 
Обращаясь к определению вектора 2 ' как поправке ириближения ?/' 

(р. = <?), заметим, что 2 ' = У, если К г < ттг. При I = 1 имеем 

2 Г = О, / = (28) 

(Соответствующая г = г^, / = 7* компонента составного вектора 
равна 1.) 

(с) Пусть = / п , 1^7*=^ '^ - При этом номер Л;̂  вычеркиваемого 
столбца матрицы ^ (см. (23) ) равен ?г(г^ —1) + /*, р = г/]"*-Матрица 
Й 1 0 ] = [Фв, ф , ф^] имеет вид 

Ф Ф ^ -

о с о 

ААА ААА 
ААА ААА 
ААА ААА 

ААА ААА 
ААА ААА 
ААА ААА 

О 
а 

ААА А А д 
ААА АА д 
ААА АА д 

ОС О 

О О 
О О 
Р О 
Р О 
Р О 
Р О 
р о 
р о 
г А 
Р А 
Р А 

Очевидно, первые два шага прямого хода прогонки повторяют процесс 
(24) в случае (а ) . Приведем выражения 12" 1, 12 '̂\^ и й'"* :̂ 

ААА ААА 
А А ААА 

А ААА 

д р О 
д р о 
о р о 

X X X ООО 
X X X ООО 
ААА ААА 
ААА ААА 

^ ААА ААА 

X X X 
X X X 

р о 
р о 
р о 

ААА АА д Р А 
ААА АА д Р А 
ААА АА д Р А 

О О О С О О О О 
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д р о ~ 
д р о 
д р о 
д р о 
д р о 
д г о 

XXX ООО X X X 
XXX ООО X X X 
А А А А А О д Р А 

т А А А А А О д Р А 
А А А А А О д Р А 
о с а с о О О О 

А А А А А А 
А А А А А 

А А А А 

го1 

А А А А А А 
А А А А А 

А А А А 

А А А А А А д Р 0 
— 

А А А А А д Р 0 
А А А А д Р 0 

А А А А А А д Р 0 
А А А А А д Р 0 

А А А А д Р 0 
А А А А А д Р н 

А А А А д р к 
А А А д Р н 

Х Х О X X X 
Х Х О X X X 

"УУ ООО С о с 

ф ф ^ 

о 
о 
о 
о 
о 
о 
к 
к 
к 
к 
к 
X 

А А А 
А А 

А 
А А А 
А А А 
А А А 

д 
д 
д 

А А А 
А А 

А 
А А А 
А А А 
А А А 

д 
д 
д 

А А А 
А А 

А 
А А 
А А 
А А 

д 
д 
д 

А А 
А д 

_д 
X 

р 
р 
р 

Р 
Р 
Р" 
Р 
Р 
1^ 
Р 
"х 

Здесь вновь в массивы матриц й'^^ и й'̂ ^̂  искусственно включен нуле­
вой столбец. 

В рассматриваемом случае, когда 1^ = т, параметры Ь2 и при­
нимают следуюп];ие значения: 

= щ + п, Ь.2 == 2п + 3, //д == ?г, 1 ^ ^ < г^, 

= и, ^ 2 — ^ + 3, Ь^ = п — 1, 1=1^. 

Заметим, что матрица й^"^ имеет вид (26) , причем 
= п, Ьг, = п, 1 < г < ?̂  — 2, 

Ь^ = п — 1, г = = т . 

С учетом этих обстоятельств обратный ход прогонки повторяет случай 
(Ь), включая определение 2]* (см. ( 2 8 ) ) , где 1^ =^т. 

{&) Пусть \<.1^^1п, 1 ^ / я < ^ 7 г . Для конкретности положим 1^ = 2, 
= 2, так что к^ = р = у]Х. Следовательно, 
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Фс 

в е с С 
с о е 0 
ААА А А 0 
ААА АА 0 
ААА АА 0 

АА ААА 0 
АА ААА 0 
АА ААА 0 

ААА ААА 0 
ААА ААА 0 
ААА ААА 0 

ССС с 

ф ф -

с 0 
0 0 
р А 
р А 
р А 
р А 
р А 
р А 

р 0 
р 0 
р 0 
0 0 

Соответствующий 12̂ °̂  массив Ш имеет вид 

ТУ = 

ССО 
ООО 
ААА 
ААА 

0 0 О О О О 
0 0 0 0 0 0 

АА О д Р 
АА о д р 

А 
А 
А _ А А А АА О д 

Приведем структуру остальных матриц (24 ) : 
ААА АА д к 

АА АА д р к 
А АА д р к 

X X X X X 0 X X X 
X X X X X 0 X X X 
АА ААА 0 д к А 

\  АА ААА 0 д к А 
АА ААА 0 д р А 

ААА ААА д Р О 
ААА ААА д Р О 
ААА ААА д Р О 

ООО О О О 
ААА АА 

АА АА 
А АА 

ААА АА 
АА АА 

А АА 
АА ААА 

А ААА 

д р к -
д р к 
д р к 
д р к 
д р к 

X X X ООО X X X 
X X X ООО X X X 
X X X ООО X X X 
ААА ААА д Р О 
ААА ААА д Р О 
ААА ААА д Р О 

ООО О О О 

АА ААА 
А ААА 

д Р 
д Р 
д р 
д р 
д р 

к 
к 
к 
К 
К 

ААА ААА 
АА ААА 

А ААА 

д р к 
д р к 
д р к 

X X X X X X 
X X X X X X 
X X X X X X 
ООО о о 0 

Фс ф ф 

ААА АА д 
АА АА д 

А АА д 
АА ААА д 
А А ААА д_ 

ААА ААА д 
АА ААА д 

А ААА д 
ААА д 

АА д 
А д 

X 

р к 
р в 
р к 
р к 
р к 
р к 
р к 
р к 

к 
р к 
р к 

X 
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При 1 <С1^ <Сп1 параметры Ь\, Ь2 и 2>з принимают значения: 

^^ = + и, ^2 — 2/г + 3, = п — 1, I == 

1,̂ ^ = ;гго + д + 1, = 2/г + 3, Ь^ = п, 1^<С1<.гп, 

= п + 1, = п + 3, Ьг = п, 1 = т. 

Матрица й'"'^ вновь имеет вид (26) , причем 
= п, = п, 1 ̂  { < (5* — 2, 

— = п, Ь^=^ п — I , 1 = 1^ — 1, 
^ 4 = дг — 1, ^ 5 = ?г, г = г ,̂ 

= п, Ь.^ = п, < ; ? ^ " 2 -

Поэтому описапие обратного хода прогонки, состоящего в решении си­
стемы (27) , совпадает со случаем (Ь) , включая определение 2 ] * 
(см. ( 2 8 ) ) . 

§ 5. АДАПТАЦИЯ СЕТКИ 

При иродолжении по параметру решеиия системы трансцендент­
ных уравнений, аппроксимирующей дифференциальную краевую зада­
чу, возникает, вообще говоря, проблема адаптации первоначальной за­
данной сетки но ж к изменению параметра. Рассмотрим один простой 
способ вариации узлов сетки, позволяющий повысить точность числен­
ного решения дифференциальной краевой задачи во многих случаях. 
Подчеркивая эвристический характер рассунедений, мы будем называть 
его правилом адаптации сетки с заданным числом узлов. В нем заим­
ствуется процедура выбора узлов сетки прп сплайн-интерполяции фзшк-
ции с заданной точностью. 

Пусть, например, функция и{х), принадлежащая классу на от­
резке [а, Ъ\ приближается эрмитовым кубическим сплайном. Требуется 
подобрать узлы интерполяции таким образом, чтобы абсолютная величи­
на погрешности приближения не превышала заданного значения 8. Та­
ковыми являются узлы сетки 

а=Х\-<Х2-< . ..<Х„г = Ь, кг = Хг+1 — Хг (29) 

при Быиолиенни равенств 

(1х 
или 

1/4 
кг 

(1х 
= (3848)1/4. (30) 

Пусть теперь гг(л;)—компонента вектор-функции у{х), представ­
ляющей числеппое решение краевой задачи (1) с использованием перво­
начально заданной сетки но х: 

а = |1 < ^2 < . . . < 1т = б; = - и (31) 
Предположим, что в соответствш! с порядком аппроксимации дифферен­
циальной краевой задачи системой трапсцендентпых уравнений абсолют-

ная величина ногрешности, связанная с и{х), пропорциональна0^ —^ , 
йх 

б = т а х б(. Если же построенное численное решение оказалось доста-

ТОЧНО близким к точному, то, используя приближсипое выражение чет-
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вертой производной, можно попытаться улучшить его точность путем 
пересчета задачи (1) на вновь сформированной сетке (29) с варьирован­
ными узлами (31) . Исходя из равенств 

ах* 
б г е [XI, Хг + г], 

вьшолняюш,ихся для каждого из отрезков [Х{, Х1+1], где Хг, 1 = 1, 2, . . . 
.. ., т—1, подлС/кат определению, а С > О— некоторая постоянная, со­
ставим сумму 

1 т-г 

ах\ 
= ( т — 1)8* 

1 а^^ 
ах' 

(х) йх. 

Отсюда следует равенство, аналогичное (30 ) : 

а'^и 
йх т — 1.) ах 

йх. (32) 

Подчинив узлы сетки (29) условиям (32) , мы вправе ожидать, что 
численное решение краевой задачи на этой сетке будет уже характери­
зоваться распределением погрешности, близким к равномерному (хотя 
значение е остается прп этом неизвестным). Здесь мы можем сослаться 
лишь на численный эксперимент, говоряш,ий о том, что использование 
сеток с указанным свойством равномерности расиределения погрешности 
приводит (как правило) к суш;ествепиому повышению точности числен­
ного решения. (В другом варианте и{х)= \1у{х)\\.) 

На практике удобно заменить (32) близким по смыслу условием. 
Пусть 

(х) (1.x, а^г^Ъ. 

Напомним, что реально подынтегральная функция определяется из чис­
ленного решения краевой задачи (1) па сетке (31) . Тогда правило вы­
бора ^-го узла сетки (29) состоит в решении следующего уравнения от­
носительно Хг, 1 = 2, 3, . . . , 772—1: 

(33) 

Очевидно, в силу монотонности ф(2) уравнение (33) имеет единственное 
решение. 

Считая сетку (31) достаточно густой, будем предполагать в даль­
нейшем, что распределение погрешности решения краевой задачи доста­
точно хорошо учитывается кусочно-постоянной функцией, определяемой 
на каждом из интервалов [|;, значением четвертой производной, 
вычисленной, например, в средней точке интервала. При этом графиком 
ф(2) будет ломаная кривая, а задача построения сетки (29) согласно 
(33) сведется к отысканию точки иересечения ломаной с прямой, парал­

лельной осп абсцисс. На рис. 11 дана схе­
ма формирования сетки (2) при т = 5. 
Здесь А =Ц){Ъ)/{т — 1) . 

Пусть из решения краевой задачи 
в узлах сетки (31) известны функция 
и(х), ее первая и вторая производные: 

и = Иг, 
с1и_ 
ах = и 

й и 
г, ах 

т^=иг при I = 1г. 

Рис. 11. 
(Если у{х)—решение (1 ) , то йх •'' 
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— 1 = -.— + / „ / , где /у — матрица якобиана). Для приближенного выра^ке-

гаш четвертой производной воспользуемся эрмитовым сплайном 5-й сте­
пени класса С^: 

ь<х<^,+1, х = 1^ + и, Ь1 = .̂-+1 - и о ^ ^ < 1, 
и{х)-{\-1)иг + 1щ+1 + 1{\-1)[{\-Ь)а1-^1Ъ^] + 

где 
йг == бг1/1 + иг — Щ + х, = «1 + 1 — 1^ — ЬгПг + х, 

Отсюда 

Л . / 1 , + 1г + 1\ 12 

б? 
щ — Щ+х + б . 

Введем обозначение ср̂  = ф (^Й) , так что 
фй+1 = ФА + бй1 с^^^^ А; = 1, 2, ттг - 1, 

ф1 = 0 , ф™ = ф(6 ) . 
Если фй<гА5^фь+1, Л = фт/(77г — 1 ) , ^ = 1, 2, . . . , т — 2, то уравне-г 
иие (33) принимает вид 

ф?̂  + б, 

Таким образом, узел сетки Хг+\, соответствующий (р{Хг+1) = (А, находится 
по формуле, 

(А - ф, 
ХН-1 = 1/1+ 

>1+1 
, фй < гЛ < фй+1. (34) 

Остановимся на описании процедуры адаптации сетки прп продол-
5кении решения краевой задачи (1) по параметру, отмечая через 11 ко­
личество шагов по текущим параметрам (̂ 1 == О в стартовой позиции). 
Пусть при и = пт, где пт — заданное целое число, пайдспо решение си­
стемы (11) , определеппой па сетке (31) по формулам (10) при извест­
ном значении текущего параметра р, и требуется «подправить» узлы сет­
ки А; = 1, 2, . . ., т. Поскольку известны индексы и параметра 
р, 1 ^ ? ' ^ ^ т - 1 - 1 , 1^/ . ; :^/г , то компоиепты вектора 5 и р задают со­
ставной вектор У, состоящий из векторов у\ =Л, 2, . . ., т, с компо­
неитами г//, 7 = 1, 2, . . ., п, и параметр 0. Обозначим через /о индекс 
компонент векторов у\, 2, . . . , т, значения которых мы будем при­
нимать во внимание ири вариации узлов сетки (31) , иодчиипв вариации 
правилу (34) (применительно к обозначениям (32) и{х)= у;о{х)—ком-
поиснта вектор-фупкции у{х) с номером /о ) . В результате имеем сет­
ку (29) . 

Затем краевая задача (1) пересчитывается на сетке (29) с исиоль-
зоваиием получепиого ранее решения на сетке (31) в качестве началь­
ного прпближеиия. Обратимся к системе (11) , оиределенной на сет­
ке (29) . При этом, вообще говоря, меняется индекс 1^^: текущего пара­
метра р, если 1<.1^.<С^ + 1. Применительно к сетке (29) будет считать, 
что и = к, если а :й<|г*<^ь + 1 и 1г^ —xи<:x^,^x—^г•^^• Если Хи,+х — 1н < 

— то 1^ = /с-1-1. Начальное приближение 6'° решения (11) зада­
ется следующим образом. На отрезке [а^Ь] строится эрмитов кубический 
сплайн ^{х) класс С по известным в узлах сетки (31) значениям у^ = у{%^) 

И ( ? / ' " ) ' ^ / ( ^ м У\к что ^{1г)=у\ = {у')'Значения вектор-
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функции ^(х) в узлах сетки (29) определяют новые векторы I / ' = .;?'(х,), 
1 = 1, 2, . . . , т, из которых составляем новый вектор У, а следовательно, 
включив сюда О, и 15°. Заметим, что если 1 < < лг + 1, то вместе с ин­
дексом г'я; изменяется значение параметра р , совпадающего со значени­
ем компоненты с номером вектора ^{Хг^^). 

Очередной после 1̂ = т шаг продолжеппя решения но параметру сле­
дует рассматривать как стартовый, полонхив 1\ 0. При этом предпола­
гается сохранить правило (18) выбора шага Н но параметру р , взяв в 
качестве Но приращение р на предыдущем шагу, где применялась сет­
ка (31) . Так как знаки приращений компонент векторов г/', г/"* и не 
зависят от вариации узлов сетки, то это обстоятельство используется для 
контроля правильности выбора направления изменения найденного теку­
щего параметра р: ставится условие, согласно которому знак максималь­
ного но модулю ириращения До среди приращений упомянутых парамет­
ров г/Д у/'\ = 1, 2, . . . , т, и О, связанных с сеткой (31) , должен сохра­
ниться ири продолжении решения по параметру системы (11) , опреде­
леппой па сетке (29) . Если максимальное приращение по модулю оказа­
лось меньше заданного числа 64, то попытка адаптации сетки принимает­
ся при II > « 7 . 

Следует добавить, что при переходе к сетке (29) меняется набор 
модулей эталонных шагов Я,;, 1 < г < /и, 1 < у < лг, заданных на сет­
ке (31) для текущих параметров р, системы (11) , в качестве которых 
могут быть выбраны компоненты у/ векторов у% 1 ^ 1 ^ т, 1 ^ / =^ п и 
О, 1 = 171 + 1, ]'= 0. (Ранее мы обозначили через Н.^, модуль эталонного 
шага текущего параметра р, так что ^ / г ^ = Н^.) При этом, очевидно, 
значения //ц, Нт], 1 < ; < п, и модуля эталонного шага для О остаются 
неизменными. Остальные новые значения Я;; определяются на сетке (29) 
из простой линейной интерполяции. 

Рассмотренное правило адаптации сетки дополняется еще одним по­
лезным приемом. Если расстояние ^ А Ц —ж^, к = 1, 2, . . ., т—1, между 

INР̂ Т 

Список входных параметрсе. Задание 
сетки (51), начального нри&лиакенив, 
эталонных шаесе, а также ''̂  > ^'у 

МЛГКГС 
= 0 

Формирование сетки (29), 
начального приближения 
эталонных шагов. 

Вычисление , 9^ ,̂ 

8Ш1 

Б ПО" 2. г. г 

ЬЕТ к^= ЬЕТ^= ^ 
ЬЕТ ̂  = ос 

ЬЕТ Н^=Нм-
ЬЕТ//= /У̂  

- -о > - ^ / 
ф5^2^^(^^) 

\

Ь Е Т Ь Е Т 

5иап (а̂ ,> = 

Ь Е Т ^ ^ ^ ^ = . ? 
'иЕТ 3^-^=3^ 
Ь Е Т ^ ^ = ^ 

Рис. 12. Блок-схема 3. 
Содержание блока NЕЛVТОN представлено 

на рис. 5, 6, 8, 13, 14. 
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ЬЕТ 4, = 1, + 1 
ЬЕТ 1е = 0 

Рис. 13. Блок-схема блока 2.2.1. 



Определение Но, И, Я * ^ - ^ ^ 
^ 1 согласно блон - схеме блока 2.2.2 , 
рис. 10. 

Определение 

ЬЕТ <:̂ =^ 

узлами сетки (29) оказалось 
болыие заданного йо, то вводят­
ся дополнительные узлы путем 
равномерного разбиения отрез­
ка [ЛГА, Ху,^\\а ;̂  частей, I = 
= 1 + 1П1((.ГА+1 — Х А ) / Й О ) , Й О < 
< & —а. В результате узлы сет­
ки (29) удовлетворяют усло­
вию Х)1^\ Ху^^ йа. При этом 
меняется значение т, а вместе 
с ним и размерность системы 
(11) . Дальнейшее описание 
процедуры адаптации сетки в 
этом случае повторило бы при­
веденное выше. 

В связи с введением про­
цедуры адаптации сетки спи­
сок параметров блока 1МРиТ 
пополняется параметрами пт, /о, 
До, ^0, 84 и и. Признак по­
зволяет отличить действитель­
но стартовую позицию продол­
жения решения по параметру {1\ О, н = О, блок ШР11Т) от позиции, 
возникающей при обращении к процедуре адаптации сетки (/1 = О, г'е = пт, 
блок Л^Е\УТОК). Сама процедура, оформленная в виде подпрограммы, 
содержится в блоке МАТИ1С. При этом к «нестандартным» блокам вы­
числения / ,1, ^^, и и,.ш ё, 1У, И / добавляется блок вычисления /« 

для онрсделсния —|. Особенности процесса продолжения решепия по иара-
йх" 

метру, сопровождающегося адаптацией сетки, схематично отражены на 
рис. 12—14. Па рис. 13, 14 приведены блок-схемы модифицированных 
блоков 2.2.1 и 2.2.2 блока 2.2 NЕ\VТОN, описание которых дано на 
рис. 5.8—10. 

Рис. 14. Блок-схема блока 2.2.2. 

§ 6. ПРОГРАММА ВРК-^ 

Имя ВРК-^ присвоено программе решения нелинейной краевой за­
дачи (1) способом, изложенным в § 2—5. Текст программы на языке 
ВА81С дан в приложении к § 6. Благодаря простоте структуры програм­
мы требуются минимальные сведения о языке ВА81С для прочтения 
текста. Поэтому исиользование ВА81С в данном случае позволяет от­
влечься от многих условностей программной реализации, имеющих место 
при обращении к другим языкам, и сосредоточить внимание на деталях 
обсуждаемого метода. 

Блоки ШРПТ, МАТКЮ, 80ЪУЕ, NЕ\VТОN оформлены в виде про­
грамм, содержащих предложение С Н А Ш для сборки этих программ в 
программу ВРК-^. Отметим, что ВРК-^ мон ;̂но записать в виде одной 
ирограмы простым объединением текстов последовательности Т1\Р11Т, 
МАТКТС, 80ЬУЕ, NЕ^VТОN. При этом требуется заменить предложения 
С Н А Ш на предложения СОТО, передав управление на начало програм­
мы, имя которой указано в предложении С Н А Ш (не считая началож 
предложения СОМ), а также иеренисать номера предложений в возра­
стающей последовательности. 

Формально имя ВРК-Р присвоено ШРПТ, а собственно блок ШР11Т 
оформлен в виде подпрограммы ВРК-0. В подпрограмме содержится: 
входная информация, задаваемая пользователем при решении конкрет­
ной за,дачи. На рис. 15 приведена блок-схема ВРК-^ с иеречислением 
подпрограмм. В тексте наименование подпрограмм содернштся только в 
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предложениях КЕМ и используется лишь для наглядности нредот.авле-
ния программы. 

Б блок-схему включена программа ЕККОК, в которой вычисляются 
невязки системы (9) при подстановке в нее найденного численного реше­
ния ( 1 ) . Определим ириближенное представление у{х) задачи (1) в виде 

Ж( < д; < Хг+1, Ы = x^+^ — X^, X = ж,- + к^x, о < т < 1, 
у{х) ^ ^,{х) = {1 - т ) Г + тГ^^ + т (1 - т) [ ( 1 - т)а ' + хЬ'], 

= у'-у'^' + кЛхи у\ Ъ' = у'^' - у ' - кЛх,^,, 

где у' и О — приблин^енное решение системы (11) при заданном теку­
щем значении параметра р. Введем обозначения 

^^'{т)^![x, + к,x,^^{x),^],0<x^^, 
1 

П' = ' ^. ' - ] г ( т ) ^ т , / = 1 , 2 , . . т 1 . 

Тогда невязки приблия^енного решения системы (9) образуют составной 
вектор, состоящий из векторов /, т|\, . . ., Т]'"~' и При этом мы будем 
считать, что значения интегралов в определении векторов г|* пренебрег 
жимо мало отличаются от точных значений, если они найдены по Интер­
пол ящюиной формуле Котеса точности 5: 

1 
.'ф^(т) йх 90 

1 3 

Вычисление вектора невязок может быть полезным для косвенного 
контроля близости найденного решения краевой задачи и точного ре­
шения. 

Приведем описание программы в соответствии с блок-схемой (см: 
рртс. 15). Основное внимание здесь будет уделено «нестандартным» бло­
кам, заполняемым пользователем при решентти конкретной краевой за­
дачи (1 ) . Описапие программы сопровождается примером, в качестве ко­
торого взята краевая задача (5 ) . В связи с этим представим (5) в 
«стандартном» виде: п = 2, Пй = 1, . 

^ = / ( . С , г/1, г/з, <?), ^ = /2(^,1/1 ,^ .2 ,0 , 0 < х < 1 , (35) 
^\{Уи г/2, <?)= О при а; = 0; §х{у1, 7/2, <?)= О при х= \, 

три! три! 

Ш1Н1С 

где /1 = г/2, /2 = - < ? ( 1 - г/1)Л 1̂ = г/2, ё\ Уь 
1. ВРК-^ ( Ш Р П Т ) . Программа ВРК-^ содержит подпрограмму 

1КР11Т, в которой помимо управляющих параметров требуется задавать 
сетку по X и начальное ириближение решения ( И ) в стартовой иозищш. 

Используем следующие обозна­
чения: 

N 0 — параметр п, задаю­
щий размерность системы диф-
форенщтальных уравнений (1 ) ; 

N0 — параметр опреде­
ляющий число краевых усло­
вий (1) при X = а; 

N — параметр, равный т — 
— 1, т. е. числу разбиений от­
резка [а, Ъ] по х; 

— узел Хг сетки по ж, 
г = 1, 2, . . . , т, размер масси­
ва - В [2 ( N + 1) ] ; 

У [ 1 , 7]—компонента г// 

БЕЬТА 
ВОНд 

ЗАСОВ 
АВАРТ 

РР1МГ 

301УЕ 301УЕ 301УЕ 

1 ^ • 
гимс-с 
гимс-г 

Рис. 15. Блок-схема ЕРК-Р. 
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вектора у' начального приближения решения системы (11) в стартовой 
позиции; размеры м а с с и в а — V [ N + 1, N 0 ] ; 

Н[1, I ]—модуль эталонного шага текущего параметр!» системы р, 
если \х=у]1; размеры массива — Н [ N 4 - 1, N 0 ] ; 

^9 — стартовое зиачепие параметра ^ ; 
Н9 — модуль оталопиого шага по ^ ; 

19, 19 — индексы ] ^ стартового текущего параметра р: 1 < 19 ^ 
=^ N + 1, К Т9 < N 0 , если р = у]1] 19 = N + 2, Т9 = 0 , если р, = 0 ; 

12 — параметр задающий множество возможных текущих парамет­
ров системы ( И ) : 

. (а) 12 = 0 , р = .1/]:, 1 < г * < т , 1 < ^ < г п ( т . е . 1 < 1 9 < К + 
+ 1, 1 < ^ 9 < N 0 ) ; р - (?, = т + 1, / * = 0(т . е. 19 = N + 2, 1 9 = 0 ) ; 

(в) 1 < 1 2 < 1 \ 0 , 11^у]1, /* = 12, 1 < ^ ^ < т ; 
( с ) 1 2 = 1 \ 0 - М , р = <?, 1^ = т+1, 7^ = 0; 
(й) ^ 2 > N 0 + 1, р = г/]*, где ц , сохраняют значения, тгри-

своенные в стартовой позиции; 
Н8 — параметр <в, определяющий наиравление изменения р, в стар­

товой позиции: Н8 = 1, если р увеличивается, Н8 = — 1 , если р умень­
шается; 

Е0 — константа сравнения ео нормы невязки при итерациях по 
методу Ньютона — Канторовича; 

N8 — параметр «8, задающий ограничение на число итераций /о при 
текущих значениях р, го ̂  '̂ а, 1̂ > 0; 

N9 — параметр пэ, задающий ограничение на число итераций го в 
стартовой позиции, го ̂  Щ, 11 = 0; 

Е1, ЕЗ — параметры еь 83 ограничения текущего шага / / по р: ес­
ли Нц^— модуль эталонного шага но р, то е^Я^ ^ | Я | <^ 8^^/^; 

Е2 — параметр 82 «разгона» текущего шага Н по р: если Я о — пре­
дыдущий шаг по р, то 

Я 
г.,\Н^\и е 2 | Я о 1 < 8 з Я ^ , 

\^г\^*\и 82 1Я( ,|>8зЯ^. 

17 — параметр /о, задающий помер компоиепты вектор-функции 
г/(а;)—решеиия задачи (1 ) , применительно к которой происходит адап­
тация сетки (см. § 4 ) ; 

N7 — параметр пт, задающий помер шага 11 по текущему парамет­
ру, на котором происходит адаптация сетки по х с последующим пере­
счетом задачи; после пересчета /1 полагается равным нулю (если дг? за­
дать достаточно большим, то (1) будет решаться на сетке с фиксирован­
ными узлами); 

В2 — параметр йо, задающий ограничение на расстояния между 
двумя соседними узлами сетки но х (если (1а> Ь — а, то при адаптации 
сетки сохраняется число узлов; 

13 — параметр, регулирующий обращение к программе ЕККОК (ес­
ли 13 = 0, то вектор певязок приближенного решения системы (9) не 
вычисляется, обращение к ЕККОК происходит при 13 Ф О, например ири 
13 = 1 ) ; 

Е4 — параметр 84 (см. § 4 ) , используемый для контроля направле­
ния изменения текущего параметра после адаптации сетки. 

В распоряжении пользователя имеются буквы В, С, 2, 8, I , Т, К, Ь, 
М и N для обозначений вспомогательных массивов и В 0 , В1, . . ., В9, 
2 0 , 2 1 , . . ., 29, 8 0 , 8 1 , . . . , 89, Л , 12, . . . , 17, М1, М2, . . ., Мб, К5, . . . 
. . ., К8 для обозначений простых переменных. Последние могут быть 
включены в список доиолнигельиого иредложешш СОМ. 

Среди других обозначений программы встречаются также следую­
щие: 
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1 0 — счетчик итераций го; 
11 — счетчик шагов п по текущим параметрам; 

К9 — параметр ко (блок-схема 1 ) ; 
16 — параметр г'б (блок-схема 3 ) . 

Применительно к краевой задаче (35) имеем N 0 = 2, М 0 = 1. От­
резок [О, 1] по X разобьем на 10 равных отрезков: ^ ^ = 1 0 . Рассмотрим 
решение (35) при Р ^ 0. Поскольку при р = 0 (т. е. ^9 = 0) краевая 
задача имеет нулевое решение, то У[1 , Т] = 0 , 1 =̂  I ^ N 4 - 1, 1 ^ / ^ 
< N 0 . Модуль эталонного шага но ^ выберем равным 0,02, а по I / ]* мо­
дули эталонных шагов зададим равными 0 .1 : ПО — . 0 2 , Н[1, 1 ] = . 1 , 
1 < 1 < К + 1 , 1 < Т < N 0 . В качестве стартового текущего парамет­
ра (11) возьмем ^. Следовательно, 19 = 12, 19 = 0 . Поскольку пас ин­
тересуют решения (11) при ^ > О, то Н8 = - Ы . Положив 12 = 0 , опре­
делим множество возможных текущих параметров системы, состоящее 
из параметра ^ и компонент вектора У. Пусть, далее, Б2 = 1.1, 1 7 = 1 , 
N 7 — 1 0 0 0 0 . Таким образом, решение (35) строится при фиксирован­
ном числе узлов сетки, что достигается за счет выбора В2, а обращение 
к подпрограмме ВЕЬТА исключается заданием большого числа N7 (пер­
вый раз решение (35) будет пересчитываться па новой сетке при 11 = 
= N 7 ) . В данном случае адаптация сетки определяется первой компо­
нентой вектор-функции у { х ) (17 = 1) . Полный набор значений парамет­
ров содержится в предложениях ВРК = ^ с номерами 1 0 1 0 — 1 0 4 0 
подпрограммы ШТ11Т (см. приложение к § 6 ) . 

Заметим, что, определяя размерности массивов В[1] и У[1 , I ] , сле­
дует иметь Б виду возможность увеличения N ири обращении к проце­
дуре адаптации сетки, если это не исключено заданием параметров 
N7 и В2. 

2. МАТКЮ. В программе МАТКЮ вычисляются элементы матрицы 
[Фу, Фд, Ф] (см. § 2) но заданному приближению решения (11) (мас­

сив У[1 , I ] и ^ 9 ) . Кроме того, к стандартной части МАТКЮ относится 
подпрограмма ВЕЬТА, в которой формируется новая сетка по ж (см. ( 29 ) ) , 
начальное приближение решения ( И ) , полученное в результате интер-
полядип решения (11) на сетке (31) , и другая входная для МАТКЮ 
информация. В стартово!! позиции эта информация задается в ВРК-^. 
Пользователем заполняются подпрограммы ВОN^, ТАСОВ и АВАРТ. 

В подпрограмме ВОМВ вычисляются элементы матрицы [Фу, Ф^, Ф ] , 
связанные с краевыми условиями задачи (1 ) . А именно, элементам мас­
сива С,̂  размеров 7гХ(Аг + 2) нрисваиваются, в соответствии с обозначе­
ниями (10) , следующие значения: 

д1. 
Сц — — 7 . = с г п 

' • • 1 " г л — Г"! "-^г п4-1 
" ^ " т '^г п + 2 — '-г» 

с — 1 , 2 , . . . , П^', 

с 

^ « о + г п + 2 = ^гт г = 1, 2, . . . , П — П^. 

При этом учитывается, что г// — элементы массива V [ I , I ] . 
Применительно к (35) имеем /1 = г/а̂ , ^1 = г/Г'. Поэтому 

О12 С13 
Сг21 ^ 2 4 

81 

ду\

-̂ 1̂ 11 о о 1/Г] 

В подпрограмме ТАСОВ вычисляются . элементы матрицы разме­
ров пХ п, векторов ^̂  и / размерности п (см. § 2 ) , значения которых за-
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тем присваиваются соответственно элементам массива иу, векторов Я,-
и Пусть I =Хи, ^^ = 1/Д Л = ^2, . - . , , А; = 1, 2, . . ., /п, г == 
= 1, 2, . . . , п. Тогда 

11 11г2 = . . . , Мгп — ^̂ ^̂  , — — /г-

Применительно к (35) имеем / 1 = ^ 2 , /2 = — ^ / ( 1 — дО^. Следовательно, 
гл̂ , Д и вычисляемые в подпрограмме 1АС0В, имеют выражения 

Вх Ох 

«21 "22 ^2 ^2 Л 

О о 

^ 111. / 

?2 
2С) 

I ( 1 - ^ 1 ) ^ 
о — 

(1 - (1 - ^1)' Л 
В подпрограмме АВАРТ, вложенной в подпрограмму ВЕЬТА, вы­

числяются элементы иг,п+1 = - ^ ( 1 ' ?1т Яч^ . . . , дп, 0 , ^ = 1 , 2. . . . , п. в 

связи с определением производных — - в узлах сетки (31) , которые за-

тем используются при адаптации сетки. 

Применительно к (35) имеем « 1 3 = - ^ = О, «23 = =^0. Пспользу-
ются следующие обозначения: 

С [ I . Ц — элемент массива Су, 1 = 1, 2, . . . , п, / = 1, 2, . . . , п+2; 
размеры массива — С [ N 0 , N 0 + 2 ] ; 

П [ I , I ] — элемент массива «у, г = 1, 2, . . . , /г, / = 1, 2, . . . , 7г + 1 ; 
размеры массива — У [ N 0 , N 0 + 1 ] ; 

^ [ I ] , К [ 1 ] , 0 [1 ]—элементы ^^, Е1 и Ог соответственно, г = 1, 2, . . . 
, .., щ размеры массивов — д [21М0 + 3 ] , И [ N 0 ] , О [ N 0 ] ; 

А [/, / ] — элемент блочной строки матрицы Фг, (для удобства обо­
значим й̂  = А[1 , I ] , тогда матрица [/^*г, ^^г+х] имеет вид 

«1 
а 

а. 2П 
2П + 2 

^оп-—2п+Х 

а. 

а •2П" 

); 

размеры массива — А [ N + 1, 2 М 0 - ] ) ; 
Р[1, I ] — элемент вектора г = 1, 2, . . . , /тг — 1; 
Р М, / ] —элемент вектора Е\ = 1 + К + 1 ; размеры массива — 

Г [ 3 ( К 4 - 1 ) , N 0 ] . 
Подчеркнем, что обращение к подпрограмме ВО^^В происходит при 

заданных V [Т, I ] , I = 1, 2, . . ., N - Ы , I = 1, 2, . . . , N 0 и д9 . Для обра­
щения к подпрограммам ЯАСОВ и АВАРТ требуется задать массив 
д [ I ] , 1 = 1, 2, . . . , N , д9, а также параметр В, присвоив ему значение 
аргумента х. Именно в этих обозначениях определяются векторы I, / и 

При вычислении элементов матрицы [Фу, Ф^, Ф] используются 
вспомогательные массивы X [ N 0 , 4 ] , Т [ N 0 , 2 К 0 ] , Е [ N 0 , 2 К 0 ] . 

Отметим другие обозначения МАТК1С, входящие только в предложе­
ния СОМ. Пусть при ц = 11 найден вектор решения системы (11) и век­
тор производных решения системы но параметру р. Тогда 

^^, У[1 , I ] — значения ^ и комионенты г// решения (1 ) , включая р, 
при /] = Г1 — 1, Г1 > 1 ; 

Р7, Р[1, I ] — значения производных и - ^ и р и том же / 1 ; 
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Р8, Р8, У [ М , I ] , Р [М, I ] — обозначения, аналогичные принятым при 
1̂ = Гь где М = I + N + 1; эти же обозначения исиользуются в старто­

вой позиции при 1̂ = 0; размеры массивов — У [ 2 ( N + 1 ) , N 0 ] , 
Р [ 2 ( N + 1 ) , N 0 ] ; 

115 — модуль эталонного гпага текугцего параметра р; 
116 — нредыдугций шаг по р, равный Но (см. ( 1 7 ) ) ; 
111 — текущий шаг по р, обозначенный в (17) как Н. 
При использовании циклов в подпрограммах 1АС0В и АВАРТ (а да­

лее Гих\^С-К) следует учесть, что обращение к этим подпрограммам про­
исходит в цикле, где I — счетчик. Поэтому в упомянутых подпрограм­
мах I пе может быть переменной (см. прило/кение к § 6 ) . 

3. 80ЬУЕ. В программе 80ЬУЕ формируется матрица Фв('5, р) и 
вектор Фц(5, р) по заданным индексам г ^ , т е к у щ е г о параметра р 
(предложенпя 80ЬУЕ с номерами 1010—1410; см. приложение к § 6) . 
Далее программой реализуется прямой ход прогонки решения системы 
алгебраических уравнений (21) , (22) с матрицей Ф8(5, р) согласно схе­
мам, рассмотренным в § 4 (предложенпя с номерами 1 4 2 0 — 2 1 8 0 ) . При 
этом используется вспомогательный массив IV, к которому применяются 
преобразования по формулам Гаусса в подпрограмме САПЗЗ. Обратный 
ход прогонкп определяет решение системы (предложения с номерами 
2 1 9 0 - 2 6 5 0 ) . 

Отметим некоторые обозначения, используемые в программе: 
\У[1, 2]—элемент вспомогательного массива ТУ, задаваемого в про­

грамме 80ЬУЕ при обращении к подпрограмме ОА1188, при этом 
2 N 0 + 1]—элемент вектора Фр, \У[1, 2М0 + 2] — элемент векто­

ра Ф, ДУ[1, 2 К 0 + 3] — элемент вектора Ф^; размеры массива — 
VК[2N0, 2^т0 + 3 ] ; 

N3, N4, Ы — параметры Ь\, ^2 и ^з соответственно; максимальное 
значение N3 равно 2 N 0 + 3, N4 < 2 X 0 ; 

Е [ I , Ц — элемент столбца Фо и Фр, N5 = N + 1; 
Р [ I + N5, I ] — элемент столбца Ф и Ф, N5 = N + 1; 
Г[1 + К6, I ]—элемент столбца Фц и Ф„, N6 = 2К5; размеры мас­

сива ~ Е [ЗN5, N 0 ] . 
Па выходе из программы 80ЬУЕ имеем 
Р [ I + N5, I ] — значение компоненты век-тора невязок с обратным 

знаком, соответствующей у/, 1 < I ^ N + 1, 1 < 1 < N 0 ; 
д [N2 + 1] — невязка для О с обратным знаком, N2 = 2 N 0 ; 
Е [ I + N6, Ц — соответствующее значение компоненты вектора произ­

водных решения по параметру р с обратным знаком (если К9 = 2 ) ; 

Р [N2 + 2] — производная с обратным знаком. 

4. NЕ^VТОN. В программе КЕ\УТОК формируется ириближение ре­
шения системы (11) на очередной итерации — массив У[1 , I ] , 1 ^ 1 ^ 
5С N5, 1 < ^ < N 0 , и д 9 (предложения NЕ\VТОN с номерами 1 0 0 0 — 
1 0 9 0 ; см. приложеппе к §6). Одновременно здесь вычисляется норма 
невязки — константа С9. 

Массив Е [ I + N6, I ] , 1 ^ I =^ N5, 1 ^ 1 ^ N 0 , и элемент д [N2 + 2] 
содерн^ат значения компонент вектора производных решения системы по 
текущему параметру р (см. обозначения и. 3 ) , которые вычисляются в 
программе 80ЬУЕ после сходимости итерационного процесса (К9 = 2) . 
Эти зпачеппя используются для отыскания нового текущего параметра 
системы (т. е. индексов 19, 19), отвечающего тому /ке значению И, и 
нового вектора производных решения но найденному текущему парамет­
ру через процедуру нормировки (предложения с номерами 1470 — 
1 8 2 0 ) . 

В стартовой позиции ( И = 0 ) определяется шаг Н7 по текущему 
параметру, а значения комионент векторов решения системы и производ­
ных решения системы по текущему параметру (см. обозначения п. 2) 
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присваиваются элементам массива У[1Ч-М5, I ] и дЗ, элементам мас­
сива Р [ I + N5, I ] и Р8, 1 < К N5, 1 Т ̂  N 0 , соответствепно (пред­
ложения с номерами 1870 — 2 0 5 0 ) . Далее строится начальное прибли­
жение решения системы по формуле (13) , отвечаюш;ее значению 11 = 1 
(предложения с номерами 1290 — 1 3 4 0 ) . 

Если И > 0, то описание случая 11 = 0 дополняется запоминани­
ем результатов нредыдуш,его шага с номером 11 — 1, используя для это­
го массив У [ I , I ] и массив Р [ I , I ] и Р7, К I N5, 1 < К N 0 
(предложения с номерами 2 0 7 0 — 2 2 9 0 ) . Начальное приближение ре­
шеиия системы, отвечающее шагу с номером И + 1, определяется по 
формулам (17) (предложения с номерами 1 3 6 0 — 1 4 5 0 ) . 

Напомним, что к формулам (13) и (17) мы обращаемся также при 
делен1ш шага Н7 пополам, что связано с ограничением на число итера­
ций (предложения с номерами 1 1 7 0 — 1 2 6 0 ) . Кроме того, в результа­
те адаптации сетки ( I I ̂  N7) мы возвращаемся к построению начально­
го ириближения, положив 11 = 0, и сопровождаем его контролем пра­
вильности выбора направления изменения текущего параметра (предло­
жения с номерами 2340 — 2 1 5 0 ) . 

Подпрограмма РКШТ, заполняемая пользователем, предназначена 
для выдачи результатов на печать и задания признака окончания рабо­
ты программы. При обращении к РКШ^Т в расноряжении пользователя 
имеются, в частности, следующие значения переменных: 

— сетка но аг, 1 < К N5, 
У[1 , I ] , д 9 — решение системы (2 ) , т. е. значения г// = г/̂ (л:̂ ) и д , 

1 < К N5, 1 < 1 < N 0 , 
Е[1 + К6, I ] , д[^^2 + 2] — производные по текущему параметру 

и 4Г 1 < I < N5, 1 < I < N 0 , 
19, 19 — индексы р, 

а также д])угпе переменные, содержащиеся в предло/кениях СОМ. 
Если 13 = 1 (или 13 7̂  0 ) , то на печать могут быть выданы значе­

ния элементов массива Е[1, , 1 < I < N5, 1 I ^ N 0 , — компоненты 
вектора невязок системы (9) (см. п. 5 ) . 

В связи с рассматриваемой в качестве примера задачей (35) па пе­
чать выдастся таблица значений: У ( 0 ) , соответствующее 1/1(0), значе­
ние д9, отклонение дЭ от точного значения, индексы 19 и 19 текуще­
го параметра р. 

5. ЕККОК. В программе ЕККОК вычисляются невязки системы (9 ) , 
значения которых нрисваиваются элементам массива Р[1, I ] , 1 < I ^ N 5 , 
1 ^ Т < N 0 (размеры массива — Е [3X5, N 0 ] — были определены ранее). 
При этом Е[1, I ] — невязка уравнепня (9) с номером N 0 ( 1 — 1 ) + ! . 

Напомним, что для обращения к ЕККОК требуется задать 13 Ф 0. 
В противном случае, т. е. при 13 = 0 , невязки не вычисляются. Факти­
чески программа ЕККОК служит подпрограммой NЕ\VТОN, обращение 
к которой содержится в предложенпн с номером 1840 (см. нрилол^е-
ппе к § 6 ) . По завершению работы ЕККОК управленпе передается на 
предложенне Х^Е\УТОХ' с номером 1850. 

Для вычисления невязок пользователем заполняются подпрограм­
мы РОХС-С и Е^NС-Г, частично повторяющие ВОNВ и ТЛСОВ. 

В подпрограмме Е11ХС-0 вычисляются элементы массива 
С[1 , N0 + 2 ] , 1 < I ^ N 0 (см. § 6, п. 2, подпрограмма В О Х В ) . Обраще­
ние к Е11ХС-0 совпадает с обращенном к ВОХВ. Применительно к рас­
сматриваемому примеру (35) имеем С 1 4 = г/2^ С 2 4 = г/1™. 

В подпрограмме ЕПХС-Р вычисляются элементы массива 0 [ 1 ] , 
1 < I < N 0 (см. подпрограмму ТАСОВ, п. 2 ) . Обращение к Р^NС-Р сов­
падает с обращением к ТАСОВ. В рассматриваемом хгрнмере О1 — д2, 

= - ( ? / ( ! - 5 1 ) 2 . 
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§ 7. ОБ ИСПОЛЬЗОВАНИИ УПРАВЛЯЮЩИХ ПАРАМЕТРОВ 
ПРОГРАММЫ ВРК-^ 

1. Вначале обратим внимание на выбор параметра 12, задание ко­
торого влияет на процедуру параметризации (см. обозначения в § 6, п. 1). 
При заполнении нестандартных блоков ио-ирежнему имеется в виду 
краевая задача (35) , где в стартовой позиции в качестве текущего вы­
бран параметр ^, равный нулю: д9 = 0 , 19 = N + 1, 19 = 0 . 

Пусть 12 = 0 , т. е. отсутствует ограничение на мноялество возмож­
ных текущих параметров системы. Результаты вычислений отражены на 
рис. 16 в виде таблицы. Напомним, что в соответствии с занолнением 
Ш Р и Т решение (35) строится на сетке но ж с фиксированным числом 
узлов ири равномерном разбиении. Значение Р9 совпадает с номером г'уз­
ла сетки XI, а 19 с номером компоненты вектор-функции у{х) (35) . В по­
яснении к таблице приводится формулировка (35) в виде краевой зада­
чи для дифференциального уравнения второго порядка относительно не­
известной функции у{х); 

Поэтому печать результатов, где, например, 19 = 6, 19 = 2, означает, что 
ВРК- (3 

Т У О р о ш т воимоАНУ у д ь и н Р К О В Ь Е М : 
0 < Х < 1 

V • ( Х ) + а /С 1 - У ( Х ) ] т 2 = 0 

(36) 

V ' с 0 ) = а У( I ) = 0 

5ТАРТ 0=0., 1Э = П*2^ а 9 = 0 
1 2 = 0 > N = 1 0 , N7= 1 0 0 0 0 

У< 0 ) 19 

0 . 0 0 0 0 0 
0 . 0 5 0 8 7 
0 . 1 0 3 6 6 
0 . 158 68 
0 . 2 1 6 3 5 
0 . 27 7 2 4 
0 . 3 4 2 1 9 
0 . 4 1 2 4 8 
0 . 4 8 8 6 4 
0 . 5 6 8 7 й 
0 . 647 61 
0 . 7 2 19 1 
0 . 7 8 7 1 1 
0 . 8 3 8 7 6 
0 . 8 8 159 
0 . 9 1 1 6 0 
0 . 9 3 4 4 5 
0 . 9 5 3 2 7 
0 . 9 7 0 0 9 
0 . 9 8 6 4 6 
0 . 9 9 08 4 
0 . 9 9 6 8 3 

0 . 0 0 0 0 0 
0 . 09 3 2 9 
0 . 17 2 9 4 
0 . 2 3 8 59 
0 . 2 8 9 7 7 
0 . 3 2 5 8 7 
0 . 3 4 6 0 2 
0 . 3 4 8 9 7 
0 . 3 3 3 1 9 
0 . 2 9 9 18 
0 . 2 5 2 2 7 
0 . 1 9 9 7 7 
0 . 1 4 9 9 9 
0 . 1 09 9 3 
0 . 07 7 4 0 
0 . 0 5 5 5 0 
0 . 0 3 9 57 
0 . 027 19 
0 . 01 6 9 9 
0 . 007 2 0 
0 . 0 0 4 0 5 
0 . 0 0 0 5 8 

- 1. 3 6 5 Е - 14 
- 3 . 1 29 Е- 07 
- 6 . 5 5 7 Е - 0 7 
- 9 . 2 3 9 Е- 07 
- 1. 01 З Е - 06 
- 1. 07 3 Е- 0 6 
- 1 . 07 3 Е- 0 6 
- 8 . 3 4 5 Е - т 
- 6 . 5 5 7 Е - 0 7 
- 5 . 9 6 0 Е - 07 
- 4 . 17 2 Е- 07 
- 1 . 0 4 3 Е - 0 6 
- 3 . 7 5 5 Е - 0 6 
- I . 1 6 4 Е - 0 5 
- 3 . 41 1 Е- 05 
- 7 . 3 3 6 Е - 0 5 
- 1 . 0 4 8 Е- 04 
- 4 . 6 0 4 Е - 0 5 
+ 2 . 5 3 0 Е - 0 4 
- 1. 127 Е- 0 5 
- 7 . 4 2 4 Е - 0 4 
- I . 031 Е- 0 3 

0 
8 
6 
5 
4 
3 
3 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 

2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 

2 
2 

ООМЕ 
Рис. Ж 

138 



ТУ о Р01МТ ВОиЫОАЯУ VАИ^Е РЯОВЬЕМ : 
0 < Х < 1 
У ' <Х) + а / С 1 - У ( Х ) 3 т 2= 0 
У ( 0 ) = 0 , УС 1) = 0 

5Т^гКТ I а=»С, 19 = Ы*-2* ^9-0 
1 2 = Ь N = 1 0 , N 7 = 1 0 0 0 0 

У ( 0) 0 ЕККС 0 ) 

г . 0 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 - 1 . 3 6 6 Е - 1 4 
е . 0 5 0 0 3 0 . 09 18 3 - 2 . 8 31 Е- 07 
0 . 1 0 0 0 0 0 . 1 67 9 6 - 7 . 45 1 Е- 07 
Й . 1 5 0 0 0 0 . 2 2 9 3 6 - 8 . 6 4 3 Е- 07 
0 . 2 0 0 0 0 0 . 277 01 - 9 . 537 Е- 07 
^ . 2 5 0 0 0 0 . 31 189 - 1 . 07 3 Е- 0 6 
0* 3 0 0 0 0 0 . 3 3 4 9 5 - 1 . 1 3 2 Е - 0 6 
й . 3 5 0 0 0 0 . 3 4 7 27 - 1 . 01 3 Е- 0 6 
0 . 4 0 0 0 0 0 . 3 4 9 7 6 - 1 . 0 1 3 Е - 0 6 
а . 4 5 0 0 0 0 . 3 4 3 4 5 - 6 . 5 57 Е- 07 
а . 5 0 0 0 3 0 . 3 2 9 3 6 - 5 . 9 6 0 Е - 07 
0 . 5 5 0 0 3 0 . 3 0 8 5 0 - 4 . 7 68 Е- 07 
0 . 6 0 0 0 0 0 . 28 19 3 - 4 . 17 г Е - 07 
' 0 . 6 5 В 0 2 0 . 2 5 0 6 9 - 4 . 17 2 Е - 07 
Й.7 0 0 0 0 0 . 2 1 5 8 7 - 7 . 7 49 Е- 07 
2 . 7 5 0 0 0 0 . 1 7 8 5 8 - 1 . 8 48 Е- 0 6 
•0 .3 0 0 0 0 0 . 1 3 9 9 8 - 4 . 9 17 Е- 0 6 
2 . 8 5 0 3 0 0 . 1 0 1 3 0 - 1 . 5 2 3 Е - 05 
'€ ' .9 0 0 0 2 0 . 0 6 3 3 5 - 5 . 5 2 г Е - 05 
^ 0 . 9 5 0 0 2 0 . 0 2 9 28 - 7 . 01 ЗЕ- 0 5 

19 ^9 

е а м Е 

Рис. 17. 

текущим параметром является -^(-^б)- Таблица отражает изменение ин­
дексов текущего параметра в соответствии с изменением г/(0). Отметим, 
что Бсякий раз Т9 = 2, а 19 убывает с ростом 1/(0) (значение г/(0) яв­
ляется также результатом вычислений). График зависимости ^ от Я,, 

^ 1/(0), приведен на рис. 2. 
Задав 12 = 1, мы ограничим множество возможных текунщх пара­

метров системы, в качестве которых теперь могут выбраться шшъу{Х{) 
(в этом случае 19 = 12 = 1 ) . Результаты вычислений приведены на 
рис. 17, Мы видим, что текущим параметром системы всегда оказывал­
ся г/(0). 

Наконец, пусть 12 = 3 (т. е. 12 = N 0 - 1 - 1 ) , что означает фиксирова­
ние ^ в качестве текущего параметра. Результаты вычислений, представ­
ленные на рис. 18, отражают процесс уменьшения шага по ^ по мере 
приближения к точке ветвления. При этом достаточно точно определи­
лось значение ^ , равное 0.35, при котором происходит ветвление реше--
Н И Н ( 3 6 ) . Программа прекратила работу, как только шаг по ^ оказал­
ся меньше заданного значения. 

2. Информация об индексах текущих параметров позволяет в ряде 
случаев, как и в рассматриваемом примере, задавать не слишком точное 
начальное приближение за счет правильного выбора текущего парамет­
ра задачи в стартовой позиции. 

На рис. 19 представлено решение (36) при фиксированном значении 
^ ( 0 ) , г / ( 0 )=0 .8 . Таким образом, г/(0)—стартовый текущий параметр 
задачи с индексами 19 = 1, 19 = 1. В качестве начального ириближения 
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ВРК- а 

ТУ о РОINТ ВОШОАКУ УАЬиЕ РРОВЬЕМ : 
0<Х< I 

V ' С 0 ) = 0 , УС 1 ) = 0 

5ТАНТ : 0 = 0 , 1 9 = М + 2 , ^ 9 = 0 
1 2 = 3 , N = 1 0 , N 7 = 1 0 0 0 0 

УС 0 ) 0 ЕКРС 0 ) 19 ^9 

0 . 0 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 - 1 . 3 6 6 Е - 1 4 1 2 •0 
0 . 0 1 0 1 7 0 . 0 2 0 0 0 - 6 . 7 0 6 Е - 0 8 1 2 0 
0 . 0 2 0 7 I 0 . 0 4 0 0 0 - 8 . 9 41 Е- 08 12 в 
С . 0 3 1 6 5 0 . 0 6 0 0 0 - 2 . 161 Е - 0 7 1 2 0 
0 . 0 4 3 0 4 0 . 08 0 0 0 - 3 . 27 8 Е- 07 1 2 0 ^ 
0 . 0 5 4 9 2 0 . 1 0 0 0 0 - 3 . 57 6 Е- 07 12 0 
0 . 067 37 0 . 1 21300 - 5 . 0 6 6 Е - 07 12 0 1 
0 . 03 0 4 5 0 . 1 4 0 0 0 - 4 . 47 0 Е - 0 7 12 . 0 
0 . 09 427 0 . 1 6 0 0 0 - 6 . 5 5 7 Е- 07 1 2 . , 0 
0 . 1 0 8 9 5 0 . 1 8 0 0 0 - 7 . 4 5 1 Е- 07 1 2 е 
0 . 1 2 4 6 4 0 . 2 0 0 0 0 - 7 . 4 5 1 Е- 07 I 2 0 
0 . 1 4 1 5 7 0 . 2 2 0 0 0 - 9 . 2 3 9 Е- 07 12 0 
0 . 1 6 0 0 4 0 . 2 4 0 0 0 - 8 . 0 4 7 Е- 07 1 2 
0 . 18 0 5 0 0 . 2 6 0 0 0 - 9 . 537 Е- 07 12 , 0 
0 . 2 0 3 6 8 0 . 28 0 0 0 - 1 . 07 3 Е- 0 6 1 2 е 
0 . 2 3 0 8 8 0 . 3 0 0 0 0 - 1 . 01 3 Е- 0 6 1 2 й 
0 . 2 6 4 9 8 0 . 3 2 0 0 0 - 1 . 07 З Е - 06 12 
0 . 3 158 6 0 . 3 4 0 0 0 - 1 . 1 9 2 Е - 0 6 12 ,0 
0 . 3 3 6 7 0 0 . 3 4 5 0 0 - 9 . 5 3 7 Е- 07 1 2 
0 . 3 5 1 6 2 0 . 3 47 5 0 - 8 . 9 41 Е- 07 12 
0 . 3 6 2 2 6 0 . 3 4 8 7 5 - I . 07 3 Е- 06 ! 2 , 0 
0 . 3 6 9 8 3 В. 3 4 9 3 8 - 8 . 9 4 1 Е- 07 1 2 Ё 
0 . 37 5 1 9 0 . 3 4 9 69 - 1 . 01 3 Е- 0 6 12 0 
0 . 37 8 9 9 0 . 3 4 9 8 4 - 5 . 9 4 1 Е- 07 12 (й 
0 . 38 1 6 6 0 . 3 4 9 9 2 - 8 . 9 4 1 Е- 07 12 • 0 
0 . 387 04 0 . 3 5 0 0 0 - 8 . 9 4 1 Е- 27 12 0 

1 1 = 2 6 АВ5СК7 X Е 1 * Н 5 , 5 Т 0 Р 

^ ^ N Е 
Рис. 18. 

решения используется функция {х) = у{^) {\ х^). Результаты вычи­
слений представлены па рис. 19. Если, например, в этой ситуации взять 
соответству10ш;се значение ^ в качестве стартового текущего параметра 
задачи, то итерационный процесс окажется расходящимся. Одновременно 
этот пример иллюстрирует проблему уточнения решения, полученного па 
первопачальпо заданной сетке за счет адаптации сетки. В таблицах на 
рис. 19 строка содержит значения узлов сетки но ж, у{^)-,^ (^) и не­
вязки решения системы (9 ) , найденные путем обращения к программе 
ЕККОК. Таблицам предшествуют печать значений С9 (нормы невязок 
на итерациях), вычисленное значение ^ и погрешность вычисления ^. 

Тексты подпрограмм ШР11Т и РК1ХТ, отвечающие рис. 19, приве­
дены в приложении к § 7. Обращаем внимание на то, что в число управ­
ляющих параметров здесь включен 16, 16 = — 1 и, следовательно, в стро­
ке с номером 2 0 0 из ВРК-д задаются только 10 и И. Для печати С9 
программа ХЕ\УТОХ иополияется предложением: 1105 РКШТ 
« С 9 = » ; С 9 . 
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0<Х< 1 
V • < Х ) + <а/С 1 - У ( Х ) ] » 2= 0 
V С 0 ) = 0 , У ( ! ) = 0 

ЗТАЯТ : а = . 1 5 > 1 9 = 1 > и 9 = 1 , У ( X ) = . 3 * ( I - X т 2 ) 
1 2 = 4 > N = 1 0 , N 7 = 0 , В 2 = 1 . ! , 1 3 = 1 , 16= - 1 

С9= 1 
С9= 3 . 4 6 7 5 8 Е - 0 2 
С9= 3 . 4 5 0 2 1 Е - 0 4 
С9= 1. 0 1 2 8 6 Е - 0 7 
С9= 6 . 9 8 8 0 2 Е - 0 8 

0= . 1 3 9 9 8 1 Е Я К ( й ) = - 4 . 9 1 7 3 8 Е - 0 6 

УСХ) У СХ) ЕКНСУ) ЕВНСУ ) 

0 . 0 2 0 0 0 0 . 8 0 0 0 0 + 0 . 0 0 0 0 0 + 0 . 0 0 0 Е + 00 - 4 . 7 68 Е- 07 
0. I 0 0 0 0 0 . 7 8 2 9 9 - 0 . 3 3 1 3 2 - 3 . 07 6 Е - 0 4 - 3 . 57 6 Е - 07 
0 . 2 0 0 0 0 0 . 7 3 6 6 1 - 0 . 58 05 1 + 3 . 3 0 4 Е - 0 4 - ] . 5 5 0 Е - 0 6 
0 . 3 0 0 0 0 0 . 6 6 9 8 2 - 0 . 7 4 2 9 6 + 9 . 58 4 Е - 0 5 - 2 . 0 2 7 Е - 0 6 
0. 4 ^ 0 0 0 0 . 5 8 9 9 6 - 0 . 8 4 6 8 4 - 1. 0 2 5 Е - 0 5 - 9 . 5 3 7 Е - 0 7 
0. 5 В 0 0 0 0 . 5 0 1 6 1 - 0 . 9 1 5 5 1 - 1. 8 1 2 Е - 05 - 2 . 0 2 7 Е - в 6 
0 . 6 0 0 0 0 0 . 4 0 7 5 5 - 0 . 9 6 2 9 9 - 9 . 8 9 4 Е - 0 6 - 2 . 0 2 7 Е- 0 6 
0 . 7 0 0 0 0 0 . 3 0 9 4 5 - 0 . 9 9 7 2 4 - 5 . 3 0 5 Е- 0 6 - 1 . 9 07 Е - 0 6 
0 . 8 ? 0 0 0 0 . 2 08 39 - 1. 0 2 2 8 6 - 3 . 69 5 Е - 0 6 - 2 . 1 4 6 Е - 0 6 
0 . 9 0 0 0 0 0 . 1 0 5 0 7 - 1. 0 4 2 6 3 - 1. 2 5 2 Е - 0 6 ' - 1 . 9 07 Е - 0 6 
1 . 0 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 - I . 0 5 8 27 - 8 . 6 4 3 Е - 07 + 0 . 0 0 0 Е + 0 0 

= 2. 27 7 68 Е - 0 4 
'= 1 . 3 1 3 2 1 Е - 0 7 
'= 1. 1 6 9 3 2 Е - 0 7 

0= . 1 3 9 9 8 6 ЕННС 0 ) = 2 . 9 8 0 2 3 Е - 07 

X У < Х ) У С Х ) ЕННСУ) ЕННС У • ) 

0 . 0 0 0 0 0 0 . 8 0 0 0 0 ••- 0 . 0 0 0 0 0 + 0 . 0 0 0 Е > 00 • 8 . 49 4 Е - 07 
0. 0 5 6 5 9 0 . 7 9 4 4 5 - 0 . 1 9 4 4 6 - 5 . 6 2 7 Е- 0 5 - 1. 9 07 Е- 06 
0. 129 23 0 . 7 7 2 0 5 - 0 . 4 1 4 3 2 + 3 . 67 2 Е- 0 5 - 1 . 0 7 3 Е - 0 6 
0 . 2 3 2 3 5 0 . 7 168 1 - 0 . 6 4 1 28 •^3. 1 19 Е- 0 4 - 3 . 5 7 6 Е - 0 7 
0. 3 068 1 0 . 6 6 4 7 3 - 0 . 7 5 1 5 5 + 1. 5 02 Е- 05 - 2 . 1 4 6 Е - 0 6 
0. 38 6 6 7 0 . 6 0 1 16 - 0 . 8 3 5 4 1 - 6 . 199 Е- 06 - 1. 4 3 1 Е- 0 6 
0. 47 6 1 7 0 . 5 2 3 2 6 - 0 . 9 0 1 4 5 - 1. 1 9 2 Е - 0 5 - 1. 6 6 9 Е- 0 6 
0 . 5 7 7 9 6 0 . 4 2 8 68 - 0 . 9 5 3 8 5 - 1. 2 9 9 Е- 0 5 - 1 . 5 5 0 Е - 0 6 
0. 69 5 5 6 0 . 3 1387 - 0 . 9 9 5 9 1 - 1. 0 5 5 Е- 0 5 - 2 . 1 4 6 Е - 0 6 
0 . 5 3 5 9 8 0 . 17 1 4 4 - 1. 0 3 0 5 2 - 1 . 0 5 2 Е - 0 5 - 1 . 9 07 Е- 0 6 
1 , 0 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 Э - 1 . 0 5 8 2 6 - 7 . 4 2 1 Е- 06 • 0 . 0 0 0 Е * 0 0 

С9 

Рис. 19. 

3. Пусть о краевой задаче (1) известна информация, например, ти­
па той, что представлена на рис, 17. Предположим, что этого достаточно 
для задания приемлемого начального приближения решения (4) ири не­
котором фиксированном значении текугцего параметра и для того, чтобы 
восстановить само решение. Используя затем полученное в стартовой по­
зиции решение, найдем решение (1) ири заданном значении ^, равном 
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Т У о Р01МТ в о ^ N ^ А « V V А ^ ^ Е Р Я О В Ь Е М : 

2<Х< 1 
У ' С Х ) * 0 / С 1 - У С Х ) ] • 2 1=0 
У С 0 ) = 0 , УС 1) = 0 

5ТАКТ : N= 1 0 , 1 9 = 1 , 09=1 , I 2= 0 
У0^ = . 5 , У С Х ) = У 0 * С 1-Хг 2 ) 

УС 0) = 0 . 5 0 0 0 0 0= 0 . 3 2 9 3 6 0- = 0 . 2 7 8 9 7 
УС 0) = 0 . 58 1 6 0 0= 0 . 2 9 2 3 1 0* = 0 . 4 3 9 37 
УС 0) = 0 . 6 6 19 0 0= 0 . 2 4 2 6 8 • • = 0 . 5 2 6 0 0 
УС 0 ) = 0 . 7 37 3 2 0= 0 . 1 8 8 2 1 0* = 0 . 5 1 9 8 1 
УС 0) = 0 . 7 2 1 6 0 а= 0 . 2 0 0 0 0 0 ' = 0 . 527 47 

X УСХ) У С Х ) 

и. 0 0 0 0 0 0 . 7 2 1 6 0 '̂  0 . 0 0 0 0 0 
0 . 1 0 Й 0 0 0 . 7 0 8 8 9 - 0 . 2 5 0 4 5 
0 . 2 0 0 0 0 0 . 67 28 2 - 0 . 4 6 2 8 7 
0. 3 0 0 Й 0 0 . 6 1 8 0 5 - 0 . 6 2 4 1 3 
0 . 4 0 0 ( ? 0 Й. 5 49 48 - 0 . 7 4 09 0 
0 . 5 0 0 0 0 0 . 47 09 6 - 0 . 8 2 5 0 6 
3 . 6 0 0 0 0 0 . 3 8 5 2 2 - 0 . 8 8 6 6 5 
0 . 7 0 0 0 0 0 . 2 9 4 1 4 - 0 . 9 3 2 8 0 
0 . 8 0 0 0 0 0 . 199 0 1 - 0 . 9 6 8 2 0 
0 . 9 0 0 0 0 0 . 1 0 07 5 - 0 . 9 9 5 9 8 
1 . 0 0 0 0 0 - . 0 0 0 0 0 - 1. 0 1 8 2 3 

Рис. 20. 

Оо. С Э Т О Й целью в подпрограмму РК1ХТ включается подпрограмма 
8 0 Ь У - д . Для обращения к 8 0 Ь У - д требуется задать (обозначение 

и относительную погрешность 85 (обозначение Е5) приближения ^ 
к ^ 0 . Кроме того, выбором 12 в стартовой позиции (подпрограмма 
ШР11Т) исключается из В О З М О У К Н Ы Х текущих параметров, О < 12 < N 0 . 
(Если из информации о краевой задаче (1) следует, что возможно про­
должение решения но параметру то обращение к подпрограмм© 
8 0 Ь У - д становится излишним.) В предлагаемом варианте программа 
ВРК-Р завершает работу определением решения при заданном значе­
нии ^. 

Пусть р , — текущий параметр на 11-м шаге, равный рг, р1 — значе­
ние р , на (̂ 1 —1) -м шаге, 11 > О, и пусть известны значения <?(р) и 

( р ) при р = р 1 и р = р 2 , причем 

8 С Х [ ( ? ( р , ) - С о ] ^ 8 0 Х 1 ( ? ( р 2 ) - (?о]. 

Тогда, используя приближенное иредставление С'(р) на отрезке 
[рь рг] в виде кубической параболы, мы можем определить р = ро, 
Р о ^ ( р ь \^2), при котором значение параболы равно ^о. В дальнейшем, 
на (̂ 1 + 1)-м шаге, либо вновь определяется ро точно таким же образом, 
если выполнено условие на знак ^ ( р 1 ) — ^ о , либо шаг по текущему па­
раметру сохраняет предшествующее значение. 

Текст 8 0 В У - д содержится в иодпрограмме РКШТ, где формируется 
печать результатов для примера (36) (см. приложение к § 7 ) , Процесс 
продолжения решения отражен на рис. 20. При завершении работы про­
граммы на печать выдаются результаты при ^ = 0.2. 
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ВРК- о 

ТУ о РОINТ ВО^N^АНV УАЬУЕ РКОВЬЕМ : 
0<Х< 1 
У • ( Х ) + 0 / С 1 - У ( Х ) ] Т 2 = 0 
V ( 0 ) = Й , У( 1 ) = 0 

5ТАКТ : N = 1 0 , 1 9 = 1, 09=1, 
0= 0 , У ( Х ) = 0 

I 2= 0 

У ( 0 ) = 0 . 0 0 0 0 0 а= 0 . 0 0 0 0 0 (3* 3 - I . 0 0 0 0 0 
У( 0) = 0 . 0 5 0 8 7 0= 0 . 09 3 2 9 0 ' - 0 . 8 6 5 2 4 
У( 0) = 0 . 1 0 3 6 6 0= 0 . 17 2 9 4 0 ' - 0 . 7 2 7 2 0 
У( 0 ) = 0 . 158 68 0= 0 . 2 38 59 0 ' - 0 . 58 5 0 5 
У( 0 ) = 0 . 2 1 6 3 5 0= 0 . 2 8 9 7 7 0* - 0 . 437 58 
У< 0) = 0 . 27 7 2 4 0= 0 . 3 2 5 8 7 а* - 0 . 28 29 4 
УС 0) = 0 . 3 4 2 19 0» 0 . 3 4 6 0 2 — - 0 . 1 18 09 
УС 0) = 0 . 4 1 2 4 8 0= 0 . 3 4 8 9 7 = ^ 0 . 0 6 2 2 6 
УС 0) = 0 . 3 8 8 3 3 0= 0 . 3 5 0 0 0 а* - 0 . 0 0 0 0 4 

X УСХ) У СХ) 

0 . 0 0 0 0 0 0 . 3 8 8 3 3 • 0 . 0 0 0 0 0 
0 . 1 0 0 0 0 0 . 38 3 67 - 0 . 09 3 08 
0 . 2 0 0 0 0 0 . 3 6 9 8 1 - 3 . 18 341 
0 . 3 0 0 0 0 0 . 347 1 5 - 0 . 2 6 8 67 
0 . 4 0 0 0 0 0 . 3 1 6 3 0 - 0 . 3 4 7 2 4 
0 . 5 0 0 0 0 0 . 2 7 7 9 6 - 0 . 4 1 8 2 6 
0 . 6 0 0 0 0 0 . 2 3 2 9 1 - 0 . 48 1 5 4 
0 . 7 0 0 0 0 0 . 18 19 0 - 0 . 5 37 37 
0 . 8 0 0 0 0 0 . 1 2 5 6 6 - 0 . 5 8 6 3 5 
0 . 9 0 0 0 0 0 6 4 8 3 - г . 6 2 9 19 
1. 0 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 - 0 . 6 6 6 6 4 

ОСМЕ 
Рис. 21. 

4. Пусть на ц-и шаге известны <?(|х) и - ^ ( р ) п р и Ц. = ра и р = Ц1, 
причем 

8 0 N (1^1) : ^ 8 0 Х (М2) 

Тогда приближение С^(р) на отрезке [ри рг] в виде кубической парабо­
лы позволяет найти р, == ро, р о ^ ( р 1 , ра), ири котором значение произ­
водной кубической параболы по р равно нулю. В дальнейшем, на 
(11 + 1)-м шаге, либо вновь определяется ро точно таким же способом, 

ао, . 
если выполнено условие на знак - ^ ( Р х ) , лиоо шаг по текущему парамет­
ру сохраняет предществующее значение. 

Для определения значения параметра при котором происходит 
ветвление решений (1) по параметру ^, используется подпрограмма 
ЕХТЙЕМ, включенная в подпрограмму Р К Ш Т (см. приложение к § 7 ) . 
Для обращения к ЕХТРЕМ требуется задать 85 (обозначение Е 5 ) , так 
что если -^( {л) < е 5 , то проблема считается решенной. Кроме того, в 
иодпрограмме ШР11Т задается 12, подчиненное условию 0 ^ 12 < N 0 . 
Завершается работа программы выдачей на печать результатов при 

= О (см. рис. 21) . 
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§ 8. ЧИСЛЕННЫЕ ПРИМЕРЫ 

Предлагаемые здесь примеры иллюстрируют возможности программы 
ВРIV-^. С другой стороны, для читателей, пожелавших реализовать 
программу, эти примеры могут служить тестами при отладке программы 
и пособием по ее использованию. С этой целью результаты вычислений 
соировойодаются текстами нестандартных подпрограмм, заполняемых 
пользователем. 

П р и м е р 1. Рассмотрим краевую задачу, модулирующую экзотерми­
ческую реакцию первого порядка в зерно катализатора: 

0 < х < 1 , С = 30, В = 1/60, < ? ^ 0 , 

= г/2. 

с! у у о I 
- = —^Уг-Я{С — У^ ехр йх 

(37) 

1 -1 - Ву^ 

1/2 = 0 при Ж = О, г/1 = О при X = 1. 

Здесь X—нормированное расстояние от центра зерна, у\{х)—нормиро­
ванная температура. Этот пример интересен тем, в частности, что в про­
цессе продолжения ретаения по параметру область больших градиентов 
решения перемещается тгз окрестности = О к окрестности д; = 1, и по­
этому использование процедуры адаптации сетки носит в данном случае 
принципиальный характер. Столь же существенна и параметризация: 
число решешп! (37) меняется в зависимости от ^ и доходит до 7 в ок­
рестности >'(2 = 0.257. 

Для наглядности представления множественности решений (37) 
вводится так называемый фактор эффективности 

1 

_ 3 
~ Ф [У, (1)] 

I 

где ф (и) = {С — и) ехр В сплу (37) имеет место равенство 
1 + Ви I ' 

1 
(? \Х'^{УЛХ)]С}Х = ~УЛ^), 

из которого следует, что = — 'щУ^^.^)- Множественность решений 
определяется после построения зависимости 11 = Л(С )̂ на решениях (37). 

Рассмотрим содержание нестандартных подпрограмм ВРК-^ в связи 
с (37) . Как и в примере (35) , здесь п = 2, щ = 1. Краевые условия (35) 
и (37) совпадают. Поэтому содержание подпрограммы ВОКВ остается 
таким же, как и в случае (35) . Применительно к (37) имеем (см. 

2 
§ 6, И . 2) Д = 92' /г = 1"?2 — Следовательно, в иодпрограмме 
ТАСОВ вычисляются элементы матрицы 

91, 

и 4-12 ̂ х Ох 

^21 ^2*^ ^ 2 01. 

п р и ч е м Ми = О, « 1 2 = 1 , / ? 1 = 0 , О 1 = (72, г̂ 21 = ~ 

^/1 
6^ 

т 
и 

т 
и 

-^ йхр 
« 2 2 = — 

О 
= — ф ( ? 1 ) » == — - | - ? 2 — С>ф(?1)' если ^ > 0 И « 2 1 = з" " ^ Ы ' ^22 = 
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БРН- й 

ТУ о Р 0 1 ^ Т ВОимОАНГ УАЬиЕ РКОВЬЕМ : 
0 < Х < Ь С = 3 0 , 8 = 1 / 6 0 

У ' ' + 2 * Г ' / Х +а*С С - У ) * Е Х Р С У / С 1 + В * У ) 3 = 0 

у с 0 ) = 0 , У < 1 ) = 0 

У ( 0 ) з а я с а ) Ь С Х К Г А С Т О Н ) У С П О * 

0 . 0 0 . 0 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 + 0 . 0 0 0 0 0 + 1 . 9 9 9 9 9 Е - 01 
0 . 5 0 . 267 97 0 . 08 17 6 - 0 . 8 6 6 8 6 + 9 . 7 09 5 0 Е - 0 2 
1 . 0 0 . 3 2 3 4 7 0 . 1 5 8 9 8 - 1. 5 0 8 8 7 + 3 . 9 8 7 3 7 Е- 0 2 
1. 5 0 . 3 4 0 6 2 0 . 2 3 1 4 4 - 1 . 9 7 6 8 5 + 8 . 9 3 09 6 Е - 0 3 
1. 5 0 . 3 4 0 6 2 0 . 2 3 1 4 4 - 1 . 9 7 68 5 + 8 . 9 3 0 6 2 Е - 0 3 
2 . 0 3 . 3 4 0 6 5 0 . 2 9 8 9 2 - 2 . 3 0 9 6 2 - 6 . 9 7 7 2 7 Е - 03 
2 . 5 0 . 3 3 2 3 3 0 . 3 6 1 17 - 2 . 537 0 2 - 1 . 437 39 Е-0 2 
3 . 0 0 . 3 2 0 0 8 0 . 4 1 7 9 7 - 2 . 6 8 2 1 6 - 1 . 7 0 4 0 3 Е - 0 2 
3 . 0 0 . 3 2 0 0 3 0 . 4 1 7 9 7 - 2 . 6 3 2 1 4 - 1 . 7 0 4 1 6 Е - 0 2 
3 . 5 0 . 3 0 6 3 1 0 . 4 6 9 23 - 2 . 7 6 3 0 9 - 1 . 7 1 6 1 7 Е-0 2 
4 . 0 0 . 29 2 4 1 0 . 5 1427 - 2 . 7 9 4 0 7 - 1. 5 9 8 2 3 Е- 02 

5 0 . 27 9 18 0 . 5 5 3 3 3 - 2 . 7 8 6 4 4 - 1. 4 2 0 4 8 Е- 0 2 
4» 5 0 . 27 9 13 0 . 5 5 3 2 9 - 2 . 7 8 6 5 4 - 1. 4 2 0 5 2 Е - 0 2 
5 . 0 0 . 2 67 03 В. 58 59 6 - 2 . 7 49 49 - 1 . 2 2 2 0 0 Е - 0 2 
5 . 5 3 . 2 5 637 0 . 6 1 2 1 0 - 2 . 69 0 4 3 - 1. 0 2 2 4 4 Е - 8 2 
6 . 0 0 . 2 4 7 17 0* 6 3 1 5 9 - 2 . 6 1 5 7 5 - 8 . 3 1 3 1 5 Е - 0 3 
6 . 0 0 . 2 4 7 16 0 . 6 3 1 6 2 - 2 . 6 1 5 5 6 - 6 . 3 1 5 8 2 Е - 0 3 
6 . 5 0 . 2 3 9 5 5 0 . 6 4 4 4 7 - 2 . 5 3 07 4 - 6 . 5 2 5 2 9 Е- 0 3 
7 . 0 0 . 2 3 3 5 4 0 . 6 5 0 6 9 - 2 . 4 4 0 1 2 - 4 . 8 6 1 0 3 Е - 0 3 
7 . 5 13. 2 2 9 3 3 6 5 0 4 8 - 2 . 3 4 7 7 5 - 3 . 31 3 8 2 Е- 0 3 
7 . 5 0» 2 2 9 ! 2 0 . 6 5 0 4 6 - 2 . 347 4 2 - 3 . 3 3 9 47 Е- 0 3 
8 . 0 0 . 2 2 6 2 5 0 . 6 4 4 3 7 - 2 . 2 5 7 09 - 1 . 9 0 3 2 7 Е - 0 3 
8 . 5 0 . 2 2 4 9 0 0 . 6 3 2 9 2 - 2 . 1 7 2 0 9 - 5 . 5 3 6 2 4 Е - 0 4 
9 . 0 0 . 2 2 4 9 8 0 . 6 1 6 9 8 - 2 . 09 5 4 0 н ь 6 . 9 4 9 3 9 Е - 0 4 
9 . 0 0 . 2 2 4 9 6 0 . 617 0 3 - 2 . 0 9 5 2 1 + 6 . 4 2 9 0 3 Е - 0 4 
9о 5 0 . 2 2 6 3 0 0 . 5 9 7 9 3 - 2 . 0 2 9 I 3 1 . 7 67 39 Е- 03 

1 0 . 0 0« 2 2 5 8 1 0 . 57 67 9 - 1. 9 7 5 7 2 + 2 . 7 6 43 8 Е - 03 
1 0* 5 0 . 2 3 2 2 7 0 . 5 5 497 - 1 . 9 3 6 2 7 + 3 . 5 9 3 67 Е- 0 3 
1 0 . 5 0 . 2 3 2 2 3 0 . 5 5 4 3 3 - Ь 9 3 5 7 9 + 3 . 57 1 2 0 Е - 0 3 
1 1. 0 0 . 2 3 6 4 3 0 . 5 3 3 6 3 - 1 . 9 1 0 0 4 + 4 . 17 3 9 7 Е- 03 

5 0 . 2 4 1 0 2 В» 5 1 4 2 3 - I . 8 9 8 I 3 + 4 . 5 4 0 6 6 Е - 03 
0 0 . 2 4 5 7 6 0 с 497 49 - 1 . 5 9 9 0 2 + 4 . 6 5 9 1 6 Е - 03 

1 2 . 0 0 . 2 4 5 7 8 8 . ^.97 3 4 - 1 . 8 9 8 6 0 + 4 . 6 4 9 9 5 Е- 03 
1 2 » 5 0 о 2 5 0 4 2 0 . 48 3 6 2 - 1 . 9 09 67 > 4 . 5 2 687 Е- 03 
13« в 0 . 2 5 4 7 4 0 . 47 3 2 1 - 1 . 9 2 9 3 8 + 4 . 16 6 ! 5 Е - 03 
! 3 . ~ 0- 2 5 3 59 0 . 4 6 6 24 - 1 . 9 5 5 5 3 + 3 . 69 027 Е- 0 3 
13« 3 2 5 5 61 0« 4 6 59 0 - Ь 9 5 5 Г 7 + 3 . 7 23Б 1 Е-0 3 
1 4 . 0 0 . 2 6 1 9 1 0 . 4 6 1 47 - 1 . 9 8 5 03 + 3 . 1 37 6 3 Е -03 
1 4 . 5 0 . 2 6 4 5 9 4 5 9 5 9 - 2 . 0 1 7 13 + 2 . 499 63 Е- 03 
1 5 . 0 0 . 2 6 6 6 4 0 , 4 5 9 3 5 - 2 » Э49 7 0 1 . Б 4 9 9 2 Е - 0 3 
15» к) 0 . 2 6 6 6 9 0» 4 5 9 6 3 - 2 . 0 4 9 3 0 ^ 1 е 3 9 5 2 2 Е - 0 3 

5 0 . 2 6 8 18 0 . 4 6 1 5 5 - 2 . 03 1 66 + Ь 29 3 5 1 Е- 0 3 

ООМЕ 

Рис. 22. 

= 0, к. = -
3 < ? Ф Ы если 1 - 0. Здесь 

(1(р - 1 ехр 1 + Вд^ 
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в подпрограмме А В А Р Т вычисляются и «23: 

— и, «23 — дх дх 
2 

если I > О, и «13 = «23 = о, если ^ < 0. 
Наконец, в подпрограммах РОХС-0 и Г^NС-Р вычисляются С ц , (?24 

(РПХС-0) и Ог, О2 (РИКС-Г). 
В подпрограмме ШР11Т приведены значения параметров программы 

с целью построения таблицы, изображенной на рис. 22. Формирование 
печати таблицы содержится в подпрограмме РКШТ. Тексты перечислен­
ных подпрограмм приведены в приложении к § 8. 

Таблица на рис. 22 содержит результаты вычислений, отвечающие 
стартовой позиции, определенной в подпрограмме ШРТЛТ. Отметим, что 
поскольку 12 = 1, то в качестве текущего параметра р выбирается у\\ 
т. е. у\{x^), 1 = 1, 2, . . . , т. Кроме 1о§(г]) (в таблице ЬОС(РАСТ)) пе­
чатаются соответствующие значения (в таблице ^ ' ) . Таблица ил­
люстрирует вариант выдачи информации, необходимой при численном 
исследовании множественности решений краевой задачи. Для этого, опи­
раясь па табличные данные, требуется построить график, например, за­
висимости 10 (̂11) от У(?, ( ? > 0 . При этом значения г/1(0) (в таблице 
У ( 0 ) ) меняются от О до С, С = 30. В таблице приведены данные, соот­
ветствующие изменению г/1(0) от О до 15. Мы искусственно ограничи­
лись этими значениями 1/1(0), приняв неравенство г /1(0)>15 за условие 
ирекращения работы программы (предложение Р К Ш Т с номером 3080). 
Обратим внимание на то, что табличным данным отвечает выбор только 
угК Повторение в таблице значений У{0) является результатом обра­
щения к подпрограмме В Е Ь Т А (N7 = 3, см. Ш Т П Т ) . 

Более полно результаты численного исследования множественности 
решений (37) представлены на рис. 23. Как уже отмечалось, при У(? = 
= 0.257 краевая задача имеет семь решений, каждое из которых харак­
теризуется своим значением ц. На рис. 23 эти значения обозначены 
цифрами 1-^7. На рис. 24 при­
ведены соответствующие графики 
семи решений, а именно, графики 
функции 1 + ВУ{х), У{х) = у1{х), 
В = 1/60. Кроме того, здесь вве­
дены дополнительные шкалы по 
X для иллюстрации поведения 
3 7-го решений в области боль­
ших градиентов. 

1од(г)) 

Шкала для 7~го 
решения 

0.5^ 

Обитая шкала для 
решений 1-7 

0.05 0.1 02 0.257 0.3 

Рис. 28. 
0<х'^1 

Рис. 24. 
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П р и м е р 2. Рассмотрим еще один пример, относящийся к матема­
тическому моделированию стационарных режимов каталитических реак­
ций. При описании реактора с кипящим слоем возникает следующая 
краевая задача: 

0 < х < 1, 

йх 

йх 

йх 

йх 

Ф (г/1) = 

г/2. 

^0 [(^1 + ^2) У1 — ^2Уз — <?Ф (Уг) У^Ь 

^2 (^1 — ̂ з). 

— ^ З Ф Ы г/4, 

(38) 

1 

Г 1 + ^4 ' 
5^ + ехр 

г/2 = г/3 = О, г/4 = 1 при х = 0, г/2 = О ири ж = 1. 

Здесь функции у\{х), уъ{х) и г/4 (ж) описывают соответственно безразмер­
ные распределения температуры твердой фазы, температуры газообраз­
ной фазы и концентрации. Параметры задачи имеют значения 5о = 10, 
51 = 8 , 52 = 5з = 5, 54 = " 4 , 5$ = 1/2, 5б = 1/20. 

Очевидно, в иодпрограмме Ш Р П Т в данном случае требуется задать 
и = 4, « 0 = 3. Значения других управляющих параметров, начальное при­
ближение решения (38) при = О содержатся в тексте Ш Р П Т (тексты 
ШРПТ, ВОКВ и других иестаидартных подпрограмм см. в приложении 
к § 8 ) . 

Краевые условия задачи (38) в обозначениях § 6 имеют вид 
11 = У2\ = Уъ\з = г / 4 ^ - 1 , ^1 = г/2™. 

Отсюда следует (см. § 6 п. 2) такое правило задания массива в под­
программе ВОХВ: 

'0 1 0 0 0 ' 11 ^12 ^ 1 3 ^14 ^15 

21 ^ 2 2 ^ 2 3 ^ 2 4 ^ 2 5 

31 ^ 3 2 ^33 ^34 ^ 3 5 

41 ^ 4 2 ^ 4 3 ^ 4 4 ^ 4 5 

0 0 1 0 0 
0 0 0 1 0 
0 1 0 0 0 

С 1 б = г/2\б = г/з', С з б = г / 4 ^ - 1 , 6̂ 46 = 1/2"*. 

Текст подпрограммы ТАСОВ заполняется в соответствии с формулами 
для компонент вектора / : 

и = 42, 

/2 = 5о [ (51 + 52) 91 - 5293 " <?ф (̂ О ЯА] , 

/3 = 5 2 ( 9 1 - 9 2 ) , 

/4 = - 5 з ф ( 9 1 ) 9 4 . 

В подпрограмме РК1ХТ содержится вариант выдачи результатов на 
печать с обращением к подпрограмме 8 0 ^ V - ^ ири ^ 0 = 200. Заметим, 
что в силу (38) справедливо соотношение 

1 

(39) 

В данном примере множественность решений удобно представить гра­
фиком зависимости (? от о. Таблица значений ^ и а (рис. 25) заполня-
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те о Р01МТ ЗОиЫВАНГ УАЬиЕ РКОВ^ЕМ : 
0<Х< I 

V = 3 0*С ( 5 1 - » - 5 2 ) * У - 5 2 * У - й * Г < У * 5 А > * 2 : 3 
У ' = . 5 2 * ( У - М ) 
2 ' = - 5 3 * Г < У + 5 4 ) * 3 

Х " 0 г \ ; = У = 0 * 2=1 
Х= 1 : 7= 0 

Г( и ) = 1/С 5 5 + Е Х Р С - и / С 1 + 5 6 + и ) ) 3 

5 0 = 4 0 ^ 5 1 = 8 , 52=5> 5 3 = 5 , 5 4 = - Ь 5 5 = . 5 , 5 6 = . 0 5 

С9=» 3 . 3 0 19 2 Е - 0 2 
С:9= 5 . 3 05 1 ! Е - 0 8 
С9= 5 . 1 0 5 1 1 Е- 08 

1^ТЕС= 0 0 9 = 0 0= 0 
Г ( 0 ) = 0 У ( 1>= 0 М< 1 ) = 0 
г с ! ) = . 9 6 6 9 8 1 0'=» 1 2 5 7 . 14 1 9 : ^ 9 = 1 

С9= . 3 0 2 3 9 5 
С9= 2 . 4 0 6 1 8 Е - 0 3 
С9= 1 . 3 4 8 1 1 Е - 0 6 
С9 = 2 . 47 47 5 Е - 0 7 

1МТНЗ= . 2 2 1 9 5 8 
УС 0 ) = . 1 6 3 8 4 
2 С 1 ) = . 9 5 3 8 5 9 

0 9 = 2 1 8 . 7 1 9 
УС П = . 2 5 
<3'= 5 6 6 . 8 3 2 

а= 2 1 8 . 7 1 8 
^С 1 ) = . 2 4 2 7 2 8 

1 9 = 6 а 9 = I 

С9= 3 . 57 6 3 9 Е - 0 4 
С9= 2 . 4 8 38 З Е - 0 7 
С9= 1. 38 08 0 Е - 0 7 

1ЫТЕЗ= . 19 5 0 6 3 
УС 0 ) = . 149 6 3 7 
г с 1 ) = . 9 5 5 6 6 8 

•9= 1 9 9 . 9 7 6 
У С П = . 2 1 8 6 7 4 
0 ' = 6 3 0 . 6 5 4 

0= 1 9 9 . 9 7 6 
УС 1>= . 2 1 2 5 4 4 

1 9 = 6 09= 1 

С9^ 

С9== 3 . 
1 ы т в : 1 = 
УС 0) = 
2 С 1 ) = 

! . 9 7 5 3 5 Е - 0 7 
о 3 3 27 2 Е - 08 

. 1 9 5 0 9 4 
. 1 4 9 6 6 
. 9 5 5 6 6 6 

0 9 = 1 9 9 . 9 9 9 
У С ! ) = . 2 3 8 7 1 
0 ' = 6 3 0 . 5 8 7 

0= 1 9 9 . 9 9 9 
УС 1 ) = . 2 1 2 5 7 9 

1 9 = 6 ^ 9 = 1 

У С Х ) УСХ) 1^СХ) 2СХ) 

0 . 0 

0 . 2 

0 . 6 

1 . 0 

0 . 1 4 9 6 6 
0 . 17 17 4 
0 . 19 4 6 7 
0 . 2 0 8 7 2 
0» 2 16 15 
0 . 2 167 I 

0 . 0 0 0 0 0 
0 . 1 3 3 3 4 
0 . 09 1 2 0 
0 . 0 5 1 5 3 
0« 0 2 4 3 3 
0« 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 
1 0 1 2 5 
1 5 4 6 6 
1 В 5 5 3 
2 0 3 2 0 
2 1 2 5 8 

1 . 0 0 0 0 0 
0 . 9 9 I 46 
0 . 9 8 2 6 7 
0 . 9 7 37 0 
0 . 9 6 4 6 8 
0 . 9 5 5 6 7 

Рис. 25. 

ется в процессе продолжения решения по параметру. Интеграл а вы­
числяется в подпрограмме Р К Ш Т по квадратурной формуле точности 4: 

т—1 

а = 
к=1 

При печати результатов используются обозначения формулировки 
краевой задачи (38) , выдаваемой на печать в подпрограмме ШРПТ. 
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0.5Л 

Рис. 29. 

\ 
4.38 

-4 

-3 

1 -2 

-1 
0.35 

-4 -2 0 2 .4 

Кроме того, Ш Т Е О — обозначение а, Р9 — вы­
числяемое значение параметра а — значе­
ние, определяемое по формуле (39) , С9—норма 
невязки на итерациях (см. рис. 19) . Сопоставле­
ние ^9 и ^ служит косвенным контролем вычис­
лений. Печать результатов завершается таблицей 
функций У1{х), У2{х), Уъ{х) И У4.{х), Я В Л Я Ю Щ И Х ­

С Я решением (38) ири ^ = 200. 
Дальнейшее продолжение решения по пара­

метру показывает, что при = 200 краевая зада­
ча имеет пять решений. На рис. 26—28 пред­
ставлены графики функций 1/1 (ж), уъ{х) и г/4 (ж) 
Э Т И Х пяти решений. Общая картина множественности решений дана на 
рис. 29 в виде графика функций <?(а). Цифрами 1 — 5 отмечена последо­
вательность решений (38) при ^ = 200. В дальнейшем после а, отвечаю­
щему пятому решению, график функции <?(о) характеризуется монотон­
ным ростом. 

П р и м е р 3. В связи с описанием работы пленочного электростати­
ческого реле рассмотрим следующую краевую задачу: 

Рис. 30. 

или 
Ау.^ 
йх 

й^и ^2 
й и йх' = с1х^ 
^и 
йх^ 

йу^ 
ах -= ^ 4 

йи (0) = и(1) = ^ ( 1 ) = ^ 0 , 

йх Уз 
(1 - У,)' 

0 < ж < 1 , 

г/2 = г/4 = О при а; = О, г/1 = г/2 = О при ж = 1, 
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В Р К - о 

ТУ/о Р01МТ ВОиЫВЛНУ УАЬиЕ РНОВЬБЧ : 
0 < х < ь у = и 

У з V 
и * = с у + а / ( 1 - у ) т 2 3 / 5 0 

Х = 0 1 и = У = 0 ; Х = 1 : У= и=0 
5 0 = . 0 0 0 1 

УС 0> = 0 . 0 0 0 0 0 0 9 = 0 . 0 0 0 0 0 0 ' = + 2 . 0 4 0 8 2 Е + 0 0 
5= 0 . 00000Е-»- 0 0 1 9 = 1 . 0 а 9 = 1. 0 

У ( 0 ) = 0 . 1 0 0 0 0 0 9 = 0 . 17 1 39 0* =+ 1. 4 0 0 3 7 Е + 0 0 
3= 1 . 7 1 3 В 9 Е + 0 3 1 9 = 1 . 0 0 9 = 1. 0 

У ( 0 ) = 0 . 2 0 0 0 0 0 9 = 0 . 28 2 6 8 0 ' = + 8 . 3 9 0 5 2 Е - 0 1 
5 = 2 . 8 2 6 7 8 Е + 0 3 1 9 = 1 . 0 0 9 = 1 . 0 

УС 0) = 0 . 3 0 0 0 0 0 9 = 0 . 3 4 1 8 4 О ' = + 3 . 5 7 7 1 6 Е - 0 1 
5 » 3 . 4 1 8 4 0 Е + 0 3 1 9 = 1 . 0 0 9 = 1 . 0 

УС 0>= 0 . 3 0 0 0 0 0 9 = 0 . 3 4 1 8 4 0 ' = + 3 . 5 7 7 4 0 Е - 01 
5 = 3 . 4 1 8 4 2 Е + 0 3 1 9 = 1. 0 0 9 = 1 . 0 

УС 03 = 0 . 4 0 0 0 0 0 9 = 0 . 3 5 69 3 0 ' = - 4 . 2 2 8 6 3 Е - 0 2 
5 = 3 . 5 6 9 3 4 Е + 0 3 1 9 = 1 . 0 0 9 = 1 . 0 

УС 0 ) = 0 . 3 8 3 3 8 0 9 = 0 . 3 5 7 18 О ' = - 4 . 9 3 3 3 4 Е - 0 5 
5 = 3 . 5 7 18 2 Е + 0 3 1 9 = 1 . 0 0 9 = 1. 0 

X У С Х ) и с х ) УСХ) УСХ) 

0 . 0 0 0 0 0 0 . 3 8 8 38 - 0 . 0 0 0 0 0 9 . 5 4 5 5 6 Е - 0 1 + 0 . 0 0 0 0 0 Е + 0 0 
0 . 177 4 6 0 . 37 347 - 0 . 1 6 6 6 9 - 9 . 0 9 7 2 0 Е - 01 + 4 . 8 6 1 5 4 Е - 0 1 
0 . 3 5 4 9 2 0 . 3 3 0 1 0 - 0 . 3 1 8 7 4 - 7 . 9 5 8 4 0 Е - 01 +7 . 58 71 4 Е - 01 
0 . 5 2 2 3 7 0 . 2 6 6 1 8 - 0 . 4 4 1 0 0 - 6 . 6 3 3 1 9 Е - 0 1 + 7 . 9 7 2 1 6 Е - 0 1 
0 . 6 3 2 3 8 0 . 2 1 3 8 3 - 0 . 5 0 9 2 3 - 5 . 7 7 9 4 5 Е - 01 + 7 . 49 61 0 Е - 01 
0 . 7 1 6 5 5 0 . 1 6 8 9 9 - 0 . 5 5 5 2 9 - 5 . 17 2 3 7 Е- 01 + 6 . 9 67 38 Е- 01 
0 . 7 8 3 2 5 0 . 1 3 0 8 4 - 0 . 5 8 8 29 - 4 . 7 2 5 5 4 Е - 0 1 + 6 . 7 3 4 4 1 Е- 01 
0 . 8 3 7 03 0 . 0 9 8 5 3 - 0 . 6 1 2 7 9 - 4 . 3 6 7 7 7 Е - 0 1 + 8 . 8 0 4 1 8 Е - 0 1 
0 . 8 3 6 4 9 0 . 0 6 7 7 0 - 0 . 6 3 3 5 7 - 3 . 8 3 4 4 9 Е - 0 1 + 3 . 3 1 5 2 0 Е + 0 0 
0 . 9 2 6 6 5 0 . 0 4 1 9 5 - 0 . 6 4 6 3 4 3 . 2 2 5 6 4 Е - 0 2 + 3 . 6 2 2 2 8 Е+01 
0 . 9 6 3 3 3 0 . 0 1 8 3 1 - 0 . 6 1 4 6 8 + 4 . 5 4 5 8 0 Е + 0 0 + 4 . 9 21 З З Е + 0 2 
1. 0 0 0 0 0 - . 0 0 0 0 0 + 0 . 0 0 0 0 0 + 6 . 7 3 5 8 8 Е + 0 1 + 6 . 7 7 1 8 4 Е + 0 3 

В Ш Е 
Рис. 31. 

где 5о — параметр, пропорциональный жесткости гибкого электрода и об­
ратно пропорциональный натяжению, ^ — параметр, пропорциональный 
квадрату разности потенциалов между электродами. Очевидно, при «о О 
мы получаем краевую задачу ( 5 ) . Определим значения при которых 
имеет место ветвление решений (40) в зависимости от 5о. 

В данном случае п = 4, по = 2. В соответствии с формулировкой 
краевой задачи (40) 

О 1 О О О г/| ~ 
0 О О 1 О 
1 0 0 0 0 1 /^ 

О 1 О О О 41 

12 ^13 ^14 ^15 ^16 
22 ^23 ^24 ^25 ^26 
32 ^33 ^34 ^за ^36 
42 ^43 <?44 6̂ 45 ^46 
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Кроме того, пользователем заполняются подпрограммы ^применительно 
^ г- л -ш 

к правым частям ( 4 0 ) : /1 = 92, /2 = 93, 1г = Ч4, /4 = "о (1 -

(см. приложение к § 8 ) . 
Как и в ( 5 ) , график функции X = г/1 (О, 5о), определенный на 

решениях краевой задачи ( 4 0 ) , имеет качественно тот же вид, что и на 
рис. 2. Иначе говоря, для каждого «о имеется максимальное значение 

= С *̂. при котором решение (40) еш;е сущ,ествует. Зависимость ^ * 
от 5о дана на рис. 30 , из которой следует, что при 8о-^0 {1о§{8о)-^—оо) 
значение стремится к 0.35. 

Для наглядного представления другого предельного случая, когда 
5о °°, па рис. 30 приведена зависимость <?*/^о от «о- При «о > 1 это 
отношение быстро стремится к 4.381, что является максимальным значе­
нием краевой задачи 

^ - и ^ - и ^ - у - ^ 0 < Г ж < Г 1 

г/2 = г/4 = О ири :г = О, 1/1 = г/2 = О при х=\. 

Вычисление в краевых задачах (40 ) и (41) проводилось с ис­
пользованием подпрограммы ЕХТКЕМ. Таким образом, в данном при­
мере удалось численно исследовать зависимость от 5о при всех зна­
чениях 5о ^ 0. 

В качестве теста на рис. 31 приведен вариант выдачи на печать ре­
зультатов решения (40) при 5о = 10"^. Значения входных параметров 
содержатся в подпрограмме 1КР11Т. Предложение с номером 3 0 6 0 под­
программы Р К Ш Т -— обраи1;ение к подпрограмме ЕХТКЕМ. Работа про­
граммы завершается печатью таблицы значений искомых функций в уз­
лах сформированной сетки по х ири обращении к подпрограмме ВЕЬТА 
к моменту, когда = 0.3572. 

§ 9. ДВУХТОЧЕЧНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА 
С КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ ОБЩЕГО ВИДА 

В этом параграфе рассматривается двухточечная краевая задача для 
системы обыкновенных дифференциальных уравнений с более общими, 
чем в (1 ) , краевыми условиями: 

= I {х, у, 0), X е (а, &), ^42) 

§{у{а), у(Ъ)) = 0. 

Здесь § — достаточно гладкая вектор-функция своих аргументов, задаю­
щая п независимых краевых условий. В частности, к формулировке (42) 
сводится краевая задача, описывающая периодическое решение с задан­
ным периодом. 

Дискретная модель (42) при использовании обозначений § 2 имеет 
вид (см. ( 1 0 ) ) : 

Г = У'- у'-"' + [ / {хг, У\) + 4 / {хи У\ + 

-Ь / у'+\] = о, ^ = 1, 2, . . . , т - 1. 

Мы по-прежнему будем использовать (2 ) в качестве векторной записи 
полученной системы трансцендентных уравнений, полагая в дальнейшем, 
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что 

(у 

(43) 

Очевидно, (43) отвечает матрица якобиана следующей структуры: 

[Фу, Фд] 

Ф. 

О 

о 

?пг—2 
У ,т—2 

т̂е—2 
уш-х 

7 т—1 
У ,т—1 

т-г 
у т 

Е 

^™-2 

ргп-х 

(44) 

Проблема состоит в использовании метода продолжения решения по па­
раметру системы Ф[5^, ^ ] = О с применением параметризации, рассмот­
ренной в § 3. При этом учитывается вид матрицы (44) . Заметим, что 
изменения в программе ВРК-^ коснутся лишь программы 80ЬУЕ. Ос­
тальные особенности легко учитываются при заполнении «нестандарт­
ных» блоков, заполняемых пользователем. Это относится к подпрограм­
мам Ш Р П Т и ВОN^. 

Так как в принятой последовательности уравнений системы Ф ( 7 , (?) = 
= О иервые п мест занимают уравнения, отвечающие краевым условиям 
(42) , то в подпрограмме Ш Р П Т следует задать тго == п. 

В подпрограмме ВОКВ используется массив с элементами раз­
меры которого теперь равны N 0 X ( 2 N 0 + 2 ) . Элементам Су присваива­
ются следующие значения: 

• 1 2п — 7~этГ' 2П+1 — " 5 ^ ' 2П+2 — Яг? ^ — 1, 2, . . . , П, 

Этим исчерпываются замечания относительно заполнения «нестандарт­
ных» блоков ВРК-^. 

Остановимся на изменениях в программе ВОЬУЕ. Положив щ = п, 
мы должны учесть наличие блока ё^т матрицы [Фу, Ф<з] (см. (44 ) ) . 
Это относится как к процедуре формирования матрицы Ф5(<5', р ) , так и 
к реализации прямого и обратного ходов прогонки. 

Измененная программа 8 0 Ь У Е под именем 80ЬУ включена в об­
щую программу в качестве блока, обращение к которому происходит при 
М0 ='N0 в программе МАТКТС: 

МАТКЮ 

1640 ТЕ М 0 = К 0 ТНЕ^^ 1660 

1650 СПАТN 80ВУЕ 

1660 СПАТN 8 0 Ь У 

Таким образом, предлагаемая программа характеризуется следующей 
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блок-схемой: 
По •< п 

в р к - д МАТК1С 

80ЬУЕ 

NЕ\VТОN 

ЗОЬУ 
По = П 

ЗОЬУ 

Включение в блок-схему программы ЗОЬУЕ позволяет более экономично 
строить решение краевой задачи ( 1 ) , чем ири использовании общего иод-
хода, когда (1) представляется в виде краевой задачи ( 4 2 ) . 

Принципиально организация прямого и обратного ходов прогонки 
в программе 8 0 Ь У остается той же, что и в прогр1амме 80ЬУЕ. Остано­
вимся на некоторых подробностях. 

Описание 80ЬУ удобно, как и в § 4, связать 
По = тг = 3, ттг = 4. Тогда элементы матрицы Й — [Фу, 
можно представить в виде 

ФV 

с примером. Пусть 
Ф<5, Ф ] схематично 

ООО ООО 
ООО ООО 
ООО ООО 
ААА ААА 
ААА ААА 
ААА ААА 

ААА ААА 
ААА ААА 
ААА ААА 

ААА ААА 
ААА ААА 
ААА ААА 

Ф 
о 0 
0 0 
0 0 

р 
р 
р 
р 
р 
р 
р 
р 
г 

(45) 

При организации прямого хода прогонки используется вспомогатель­
ный прямоугольный массив ш размеров Ьг X ^2, причем максимальные 
значения Ь\ 1/2 равны 2п+1 и 2 / г + З соответственно. Кроме того, для 
запоминания преобразуемых столбцов матрицы ^ , содержащих в старто­
вой позиции матрицу ^^т, используется прямоугольный массив С разме­
ров {т—1)Хп^. Учет структуры матрицы определяемой заданием 
индексов и 7̂  текущего параметра р, проявляется при преобразова­
нии ^ по формулам метода Гаусса (подпрограмма СгА1188), т. е. в от­
слеживании зависимости Ь\, ^2 и Ьз от номера 1 шага прямого хода про­
гонки, г = 1 , 2, . . . , т—1. Обозначим через результат преобразова­
ния исходной матрицы на 1-й шаге. Характерной для описания про­
цесса является матрица й'™"^^ на предпоследнем шаге. Обратимся к ( 4 5 ) . 

(а) При = -Ь 1, = О матрица = ^ преобразуется в мат­
рицу следующего вида: 

ААА ААА ССС р 
АА ААА ССС р 

А ААА ССС р 

ААА ААА ССС р 
АА ААА ССС р 

А ААА ССС р 

X X X X X X X X 
X X X X X X X X 
X X X X X X X X 
ААА ААА р 

IV 
ААА ААА р 

IV ААА ААА р 

(40) 
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Завершает прямой ход прогонкп преобразование массива ю матрицы 
(46) : 

IV =Ф- IV = 

"XXX X X X XX" 
X X X X X X X 

X X X X X X 
X X X X X 

X X X X 
X X X 

после чего матрица Ф становится верхней треугольной. 
В общ;ем случае имеет вид 

д[2] ^[2] с[2] ^[2] 
р[1] 
р[2] 

д [ т - 2 ] ^[т--2] р[гл-2] 

массив IV 

(47) 

Здесь А^", В^'' — элементы блочных диагоналей (см. рис. ( 25 ) ) , С''̂  — 
элементы блочного столбца, Р^'^ — векторы, составляюш,ие Фд и Ф 
соответственно, I — номер блочной строки, г? — преобразованный по фор­
мулам Гаусса массив ш на последнем шаге прогонки. Напомним, что 
1-1, 2̂ 2 и — параметры, характеризующие трапециевидную структуру 
матрицы ю, к которой преобразуются IV на каждом шагу прямого хода 
прогонки. Структура матрицы Й̂ ^̂  (см. (46) ) подсказывает, что 

^1 = 2те, 1/2 = 3/2 + 2, Ьз = п, 1^1^т — 2, 

Ь\=2п, 7̂ 2 = 2 7 2 + 2 , 1/з=2ге, 1 = т—1. 

Пусть, как и ранее, размеры А^'' и В''^ суть Ь^ХЬ^ и Ь^Х соответ­
ственно. Кроме того, размеры С '̂' — Ь^Х Ь^. Имеем Ь^ = Ь^ = = п, 
1 < I ̂  т — 2. Обозначим через 2 составной вектор, состоящий из век­
торов 2\ . . . , который является решением системы Фг2 = —Ф. 
Согласно (47) на первом шаге обратного хода прогонки определяются 
векторы 2"^ и 2 " " ' . Остальные 2\ = т — 2, т — 3, . . . , 1, находятся по­
следовательно по рекуррентным формулам А^'^^*'= —Г^'^ — В *̂̂ '̂"*"'— 

(б) При г* = 1, 1 < / * < г е 

Ф8 Ф ф 

СО 0 ООО 0 0 О 
0 0 0 ООО С 0 0 
0 0 0 ООО 0 0 0 
АА ААА 0 р А 
АА ААА 0 р А 
АА ААА 0 д р А 

ААА ААА д р 0 
ААА ААА д р 0 
ААА ААА д р 0 

ААА ААА д р 0 
ААА ААА д р 0 
ААА ААА д р 0 
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в результате прямого хода прогонки получим й^^' =^ 
ААА ССС 0 к — 

А ААА ССС к 
А А А ААА ССС р к 

АА ААА ССС р н 
ААА ССС р п 

X X X X X X X X X 
X X X X X X X X X 
X X X X X X X X X 
X X X X X X X X X 
ААА ААА р р 0 
ААА ААА р 0 
ААА ААА р 0 

Отметим, что в рассматриваемом случае 
Ьх = 2щ ^ 2 = 3га + 3, Ьз = п~\, г = 1, 
^ 1 = 2 / г + 1, ^ 2 = 3тг + 3, Ьъ = п, 2<Кт-2, 
Ьх=2п+и Ь2 = 2пЛ-?>, Ьг = 2п+\, 1=т-1, 
^ 4 = га — 1, Ьь = п, Ье=^п, 1 = 1, 
1(4 = га, ^5 = 72, Ь^ = п, 2 ^ I ̂  гаг — 2. 

Особенности обратного хода прогонки те же, что и в случае (Ь) § 4. 
На первом шаге определяются векторы У", и параметр входя­
щие в выражение составного вектора 2: 

- 7 1 

Ф з 2 = — Ф,2^ 
ут 

Остальные У\ = т — 2, т — 3, . . . , 1, находятся последовательно по 
рекуррентным формулам (обозначения из § 4) = —Р '̂̂  — В '̂̂ Р"'"*— 

(с) При 1^ = т, 1 ^ 7 ^ ^ га 

ООО СО 0 
ООО СО 0 
С С С 0 0 0 
ААА ААА д 
ААА ААА д 
ААА ААА д 

ААА ААА д 
ААА ААА д 
ААА ААА д 

ААА АА д 
ААА АА д 
А А А АА д 

0 0 
0 0 
0 0 
р 0 
р 0 
р 0 
р 0 
р 0 
р 0 
р А 
р А 
р А 

В результате прямого хода прогонки преобразуется на предпослед­
нем шаге в 

^АА А А А СС д р к 
АА А А А СС д р к 

А ААА СС д р к 
ААА А А А СС д р к 

АА А А А СС д р к 
А А А А СС д р к 

X X X X X X X X 
X X X X X X X X 
X X X X X X X X 
ААА АА д р А 
ААА АА д г А 
ААА АА д г А 
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Как легко заметить, имеет место следующая зависимость ^^, ^2 и от г: 
= 2п, Ь2 = 2п + 3, Ьз = п, 1 ^ К т — 2, 

Ь\=2п, 1/2 = 2га+ 2, Ьг = 2п, 1=^т — 1. 
Кроме того, 1/4 = га, Ь^ = п, Ь& = п— \, 1 ^ I ̂  гаг — 2. Обратный ход про­
гонки организуется точно так же, как и в предыдущем случае. 

(й) Пусть 1 < / * < 7 7 г — 1 , 1<7ф<га. Для конкретности положим 
г'̂  = 2. При этом матрица имеет вид 

о с а ООО 0 
ООО ООО 0 
ООО ООО 0 
А А А А А 
А А А А А д 
А А А А А д 

А А А А А д 
А А А А А д 
А А А А А д 

А А А А А А д 
А А А А А А д 
А А А А А А д 

0 0 
0 0 
о 0 
г А 
г А 

А 
г А 
р А 
р А 
р 0 
р 0 
р 0 

Приведем соответствующую матрицу й'^^: й °̂̂  ^ й [2] 
- А А А А А 

А А А А 
А А А 

ССС д 
ССС р 
ССС р 

р к 
р к 
р к 

А А А А А ССС д р к 
А А А А ССС д р в 

XXX XXX X X X 
XXX XXX X X X 
XXX XXX X X X 
XXX XXX X X X 
А А А А А А д р 0 
А А А А А А д р 0 
А А А А А А д р 0 

Отметим, что в данном случае 
Ьх = 2га = 3?г -Ь 3, п, 1^1<С1._^, 

Ьх = 2п, = Зп -Ь 3, = п — 1, г = г ,̂ 
1 / ^ = 2 ^ + 1, Ь^^Зп + З, Ь^ = п, с^<с1^гп — 2, 

Х1=2га + 1, 7:2 = 2га + 3, 1з=2п+1, 1=т-и 
^ 4 = ^ 5 = ^ 6 = 1 < ^ < I * — 1, 

Ь^=п—\, /-/5 = га, Ьб = п, ^ = 1 * , 
= п, Ьг, = п, = п, 1^ <С1^т — 2. 

Обратный ход прогонки организуется точно так я^е, как и в (Ь). 
(е) Наконец, при 1^ = т — 1, 1 <га имеем 

Ф. Ф Ф 
>1. 

ООО ООО д 
ООО ООО д 
ООО ООО д 
А А А А А А д 
А А А А А А д 
А А А А А А д 

А А А А А д 
А А А А А д 
А А А А А д 

А А А А А д 
А А А А А д 
А А А А А 

Й^°' =^^' 2] 
5 

о 0 
0 0 
0 0 
р 0 
р 0 
р 0 
р А 
р А 
р А 
р А 
р А 
р А 
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ААА ААА 
АА ААА 

А ААА 
ААА АА 

АА АА 
А АА 

О Р Р. 
д Г К 
р р н 
д р к 
д р к 
д р к 

X X X X X X X X 
X X X X X X X X 
X X X X X X X X 
АА ААА д Р А 
АА ААА д Р А 
АА ААА д Р А 

Интересующие нас размеры массивов в зависимости от номера шага I 
прямого хода прогонки следующие: 

^ 1 = 2п, ^ 2 = Зга + 3, Ьз = щ 1 ^ 7 < гаг - 2, 
1 ( 1 = 2га, ^2 = 27г + 2, = 2га, 1 = т — 1, 

1(4 = га, Ь5===^п, Ь^ = п, 1 < I < гаг — 2, 

Обратный ход прогонки организуется точно так же, как и в (Ь). 
Текст программы 8 0 Ь У дан в приложении к § 9. Обратим внима­

ние на изменение размеров массива О [ I , I ] , заполняемого в подпрограм­
ме ВОN^ программы МАТКЮ — О [ N 0 , 2 К 0 + 2 ] . Это следует 
учесть в предложенных СОМ программ МАТКЮ, 8 0 Ь У и КЕ^У^ТОК. 
Кроме того, в программе 8 0 Ь У используется массив В[1, I ] (массив С ) , 
размеры массива — В [ N - 1, N 0 ^ ] . Размеры массива \У[1, Ц — \ V [ 2 N 0 + 
+ 1, ЗN0 4 - 3 ] . 

Приведем краткие пояснешш к программе 8 0 Ь У (см. также обо­
значения к программе 8 0 Ь У Е ) : 

1 0 0 0 — 1 5 1 0 _ формирование матрицы й "̂̂  
1 5 2 0 — 2 0 1 0 — прямой ход прогонки, формирование матрицы й^'""^! 
2 0 2 0 — 2 3 0 0 — формирование массива и>, соответствующего й̂ "*~̂ ^ 
2310— 3 0 3 0 — обратный ход прогонки 
3 0 5 0 — 3260 — подпрограмма ОАП88. 

§ 10. ЧИСЛЕННЫЕ ПРИМЕРЫ 

П р и м е р 1. Как уже отмечалось, численное решение краевой за­
дачи (1) может быть нахздено с использованием программы ЗОВУ. Для 
этого достаточно краевые условия (1) записать в формулировке (42) , 
положив тго = га. В связи с этим рассмотрим (38) , где тг = 4. Задав гао = 
= 4, сохраним значения остальных параметров подпрограммы ШР11Т 
(см. приложение к § 8 ) . Тем самым выполнено условие обращения к 
подпрограмме 80ЬУ: М 0 = N 0 = 4. Заметим, что размеры массивов 
программы ЗОВУ, текст которой приведен в приложении к § 9, отвеча­
ют рассматриваемому примеру. 

В обозначениях § 9 краевые условия (38) имеют вид 
ё\ У2\ = Уъ\ = г/4' - 1, ^ 4 = г/2'". 

Отсюда следует задание элементов массива Су подпрограммы ВОКВ: 

^ 1 2 ^ 1 3 ^ 1 4 ^ 1 5 ^ 1 6 0,, ^ 1 8 ^ 1 9 ^ 1 1 0 

^ 2 2 ^23 ^ 2 4 ^ 2 5 ^ 2 6 ^ 2 8 ^ 2 9 ^ 2 1 0 

^ 3 2 ^ 3 3 ^ 3 4 ^ 3 5 ^ 3 6 ^ 3 7 ^ 3 8 ^ 3 9 ^ 3 1 0 

^ 4 2 <^43 ^ 4 4 ^ 4 5 ^ 4 6 ^ 4 7 ^ 4 8 ( ^ 4 9 ^ 4 1 0 

0 1 0 0 0 0 0 0 0 ^ 1 1 0 

0 0 1 0 0 0 0 0 0 ^ 2 1 0 

0 0 0 1 0 0 0 0 0 ^гю 
0 0 0 0 0 1 0 0 0 ^ 4 1 0 

Ош = У2\/з', Сз10 = 1 / 4 ^ - 1 , (^410 = .̂ /2"". 
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Тексты подпрограмм ШР11Т и ВОN^ в связи с (38) приведены в прило­
жении к § 9. Тексты остальных подпрограмм, заполняемых пользовате­
лем, остаются теми же, что и в приложении к § 8, в том числе и текст 
подпрограммы РКШТ. При этом выдача результатов на печать полностью 
повторяется. 

П р и м е р 2. Рассмотрим краевую задачу, описывающую нелиней­
ные колебания с заданным периодом Т: 

,2 

йу 
й1 

I + 4у = + 8, 81п {8,1), о < г < г , г == 2л /51, 

уф) = у{Т), ^ ( 0 ) = ^ ^ ( Г ) , 

(48) 

(11 

где 5о, 5], 59, о — положительные параметры. 
В качестве теста найдем численное решение (48) при 5о = У2, 51== 

= 5 9 = 1 , (? = 0.2 и сопоставим его с решением в виде степенного ряда 
по ^ , в котором учтены три слагаемых: 

у{1)=щ{1)+ Ящ{1)+ ^ 2 ц 2 ( 0 + . . . (49^ 
где 

и^^{1)=^ а^ът{8у1), (г) = - у - [ 1 / 5 о + соз(25^^)], и2Ц) = 

«о = Т 

= -|- [«2 81П (5^ )̂ + «3 ЗШ (35^^)], 

1 а, = 
45? - зГ Й2 = а, = _ "1 

5^ - 95? 

Представим в (48) в стандартном виде (42) : 

1 = Тх, 0 < ж < 1 , 

• 5 7 - А = ^ У 2 , 

^ = 10у1 + 5,81п {2пх) - 81у,1 

ё1-У1{0)-У1{1) = о, Я2 = 1/2(0) - 1/2(1) = 0. 
Тогда элементы массива Оц (подпрограмма БОNВ) вычисляются по 
формулам 

(50) 

^11 ^12 <̂ 13 ̂ 14 ^ 1 5 <̂ 16 
1^21 ^22 ̂ 23 ̂ 24 ̂ 24 ̂ 26 ^ 

1 0 — 1 006 
0 1 О - 1 О С 

16 
26 ̂  

01е = У1'-уЛ ^26 = 1/2̂  - г/2"*. 

Выражения элементов остальных массивов (подпрограммы ТАСОВ 
и А В А Р Т ) выписываются в полном соответствии с § 6, п. 2: 

1=хи, 9г = г/Д А = Л(|, 9 1 , 9 2 , . . . . ^п), 1 = 1 , 2 , 
ои 

0. = ^ = о, = 

^ - ^ - 0 

<̂ 2 = /2 = + 9̂ (2я^) - 5̂ 091], г/̂ ! =^-^ = 7 [2<?91 - 5^1, 

5/ д1 "22 = ^ = 0, и2з = ^ = 2яГ59Соз(2л1), В, = ^ = Тд1. 
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ТУО Р01МТ ВОиМОАНТ УАЬУЕ РНОВЬЕМ : 
0 < Х < 1 

У = Т*У> Рв = 6 . 2 8 3 1 9 > Т = Р 0 / 5 1 
V ' = Т * [ 5 9 * 5 1 М ( Р 0 * Х > - 5 0 т 2 * У + а*Ут 2 ] 

У С 0 ) = У С 1 ) , У { 0 ) = У С 1 ) 

50 = 5 й Р { ( 2 > , 51 = 1^ 59=1 

С9= 5 . 0 0 0 2 5 
С9= . 1 0 7 4 8 7 
С9= 1 . 2 3 5 1 8 Е - 0 3 
С9= 2 . 3 8 7 3 1 Е - 0 7 
С9= 1 . 8 8 0 9 6 Е - 0 7 

0 = . 2 АМРк= 1 . 0 6 2 7 4 Х 0 = . 7 5 
У 0 = 5 . 1 4 5 5 8 Е - 0 2 1 9 = 2 2 0 9 = 0 « ' = I 

X У С Х ) и с х ) 

0 . 0 0 + 0 . 1 0 2 0 8 + 0 . I 0 0 0 0 
0 . 0 5 •»-0. 4 0 3 5 4 +0 . 4 0 1 40 
0 . 1 0 + 0 . 6 5 9 7 7 + 0 . 6 5 7 7 6 
0 . 1 5 + 0 . 8 5 2 9 6 + 0 . 5 5 1 21 
0 . 2 0 + 0 . 9 7 2 4 4 + 0 . 9 7 0 9 6 
0 . 2 5 + 1 . 01 2 8 0 + 1 . 0 1 1 4 3 
0 . 30 + 0 . 9 7 2 4 4 + 0 . 9 7 0 9 6 
0 . 3 5 •••0. 8 5 2 9 6 + 0 . 8 5 1 2 1 
0 . 4 0 + 0 . 6 5 9 7 6 + 0 . 6 5 7 7 5 
0 . 4 5 + 0 . 4 0 3 5 4 + 0 . 4 0 1 4 0 
0 . 50 + 0 . 1 0 2 0 7 + 0 . 1 0 0 0 0 
0 . 5 5 - 0 . 21 8 6 8 - 0 . 2 2 0 50 
0 . 6 0 - 0 . 52 5 4 8 - 0 . 5 2 6 8 6 
0 . 6 5 - 0 . 7 8 1 3 0 - 0 . 7 8 2 1 2 
0 . 70 - 0 . 951 52 - 0 . 9 5 1 8 6 
0 . 7 5 - 1 . 0 1 1 2 9 - 1 . 0 1 1 4 3 
0 . 8 0 - 0 . 951 5 2 - 0 . 9 5 1 8 6 
0 . 8 5 - 0 . 781 3 0 - 0 . 7 8 2 1 1 
0 . 9 0 - 0 . 52 5 4 8 - 0 . 5 2 6 8 5 
0 . 9 5 - 0 . 21 8 6 8 - 0 . 2 2 0 50 
1 . 0 0 +•0 . 1 0 2 0 3 + 0 . 1 0 0 0 0 

ПОМЕ 

Рис. 32. 

Значения входных параметров задачи приведены в подпрограмме 
Ш Р и Т . Отметим, что здесь ^ играет роль текущего параметра системы 
в стартовой позиции, (? = 0.2, а в качестве начального приближения взя­
ты нулевые сеточные значения У1{х) и 1/2 (ж) (см. ( 5 0 ) ) . Тексты не­
стандартных подпрограмм приведены в приложении к § 10. 

Печать результатов (рис. 32) содержит значения нормы невязок С9 
на каждой из итераций. В подпрограмме Р К Ш Т предусмотрена выдача 
значений амплитуды колебаний р, р = т а х |г/1 (а;)—1/с1 (обозначение 

X 
АМРВ) , Х 0 — аргумент р, ус (обозначение У 0 ) — с р е д н е е значение 

т 
У1{х), Ус =-^г^У1{х)с1х, индексы 19, 19 заданного текущего параметра, 

о 
^ ' _ производная (? по текущему параметру, а также таблица сеточных 
значений х, у\{х) (обозначение У{х)) и приближенных значений у\{х) 
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в р к - а 

ТМО Р01МТ ВОиЫОАКУ УАЬиЕ РЯОВЬЕМ : 
0 < Х < 1 

у = х Т * У * Р0 = 6 . 2 8 3 1 9 * Т = Р 0 / 5 1 
V • = Т*С 5 9 * 5 I N С Р 0 * X ) - 5 0 » 2 * У + й * У » 2 3 

у ( а ) = у < п * У ( 0 ) = У ( 1 ) 

5 0 = 5 О К С 2 ) * 5 1 = 1 * 5 9 = 1 

а= 0 АМРЬ= 1 . 0 0 0 0 4 Х 0 : 
У 0 = 4 . 0 9 7 8 2 Е - 0 8 1 9 = 21 0 9 = 

0 = . 3 6 9 0 4 2 
У 0 = . 1 0 2 9 1 5 

0= . 5 6 8 0 7 5 
У 0 = . 2 0 5 3 

0= . 6 2 6 1 0 1 
У 0 = . 2 9 7 4 5 7 

0= . 6 2 8 6 4 5 
7 0 = . 3 7 8 9 6 

0= . 6 2 8 6 8 3 

АМРЬ= 1 . 1 4 4 4 8 
1 9 = 10 0 9 = 

АМРЬ= 1 . 3 4 4 8 
1 9 = 3 0 9 = 

АМРЬ= 1 . 5 4 9 7 6 
1 9 = 6 0 9 = 

АМРЬ= 1 . 7 4 0 9 1 
1 9 = 6 0 9 = 

АМРЬ= 1 . 7 4 0 9 5 
У0 = . 3 7 8 9 9 4 19 = 5 0 9 = 

(2= . 6 3 1 1 5 9 АМРЬ = 1 . 6 5 4 5 7 
У0 = . 3 4 2 5 1 19 = 5 0 9 = 

0 = . 6 3 1 1 5 9 АМРЬ = 1 . 6 5 5 1 2 
У9 = . 3 4 2 7 4 1 19 = 5 0 9 = 

X У ( Х > У ' I X ) 

0 . 0 0 0 0 0 + 0 . 5 9 3 0 9 + 1 . 2 8 0 2 6 
0 . 0 4 6 9 8 + 0 . 9 2 7 40 + 0 . 9 8 1 8 4 
0 . 1 1 0 5 3 + 1 . 2 4 1 1 1 + 0 . 5 9 9 5 3 
0 . 1 9 0 9 3 + 1 . 4 4 3 8 0 + 0 . 2 2 2 2 8 
0 . 2 5 1 8 9 + 1 . 4 8 4 3 0 - 0 . 0 0 6 8 3 
0 . 3 1 3 1 6 + 1 . 4 3 7 8 7 - 0 . 2 3 8 8 5 
0 . 3 9 6 1 4 + 1 . 2 1 53 8 - 0 . 6 3 6 4 4 
0 . 4 5 5 9 7 + 0 . 9 0 9 0 1 - 1 . 0 0 0 7 9 
0 . 5 0 2 6 1 + 0 . 57 1 9 6 - 1 . 2 9 5 9 8 
0 . 5 4 4 1 6 + 0 . 2 0 3 8 1 - 1 . 51 1 7 8 
0 . 58 49 9 - 0 . 2 0 0 1 3 - 1 . 6 1 2 6 1 
0 . 6 3 1 9 2 - 0 . 6 6 5 3 1 - 1 . 50 1 8 3 
0 . 6 7 7 5 5 - 1 . 0 4 6 7 1 - 1 . 1 0 3 3 9 
0 . 7 1 6 4 9 - 1 . 2 5 2 9 9 - 0 . 557 31 
0 . 7 5 1 0 9 - 1 . 3 1 2 3 1 + 0 . 0 1 8 5 2 
0 . 7 8 5 6 9 - I . 2 4 5 1 5 + 0 . 5 9 1 5 5 
0 . 8 2 5 1 4 - 1 . 0 2 7 7 6 + 1 . 1 3 4 8 7 
0 . 8 7 1 2 5 - 0 . 6 3 6 1 7 + 1 . 5 1 8 6 0 
0 . 9 1 7 5 7 - 0 . 1 7 4 2 2 + 1 • 6 1 0 9 2 
0 . 9 5 8 4 6 + 0 . 2 2 8 51 + 1 . 5 0 0 8 2 
1 . 0 0 0 0 0 + 0 . 5 9 3 0 9 + 1 . 2 8 0 2 6 

7 5 
1 

Х0 

Х0 = 

0 ' = 2 . 0 0 0 4 9 

= . 7 5 
0 ' = 1 . 5 3 3 6 7 

. 7 5 
•= . 5 9 1 9 2 6 

ХЭ= . 7 5 
О •= . 1 1 0 1 6 6 

Х0= . 7 5 
а ' = - . 1 а 5 5 0 9 3 

Х 0 = . 7 5 0 0 1 2 
О ' = - 5 . 53 2 4 6 Е - 0 2 

Х0= . 7 5 0 0 3 2 
0 ' = 4 . 2 3 6 3 5 Е - 0 4 

Х0= . 7 5 0 0 1 2 
О ' = - 6 . 6 6 4 6 6 Е - 0 6 

ООМЕ 
Рис. 33. 



по формуле (49) (обозначение и{х)). Соответствие численного и ирибли-
женного решений носит очевидный характер. 

Амплитуда колебаний АМРЬ вычисляется в подпрограмме АМРЬ, 
обращение к которой содержится в подпрограмме Р В Ш Т . При задании 
номера /о обозначение 10 номера компоненты вектора у{х), 1 =^ 
^ / о < й , в подпрограмме находятся р (обозначение С0), р = шах </̂  х 

Х{х) — Ус\, Ус (обозначение У 0 ) , а также Х 0 — аргумент р. Для опре­
деления 'У0 и Х0 используются сеточные значения у^^ (х) и {х, у, (?) 
(42 ) . Последние вычисляются в подпрограмме 1АСОВ0. 

Отметим еще несколько результатов численного исследования (50) 
при 5о = У2, 5 1 = 5 9 = 1 . Продолжив решенио но параметру, можно убе­
диться, что существует область изменения параметра ^, 0 < ; ( ? < ^ и - , 
0^ = 0.6312, в которой краевая задача имеет два решения. Значение 

находилось с исиользованием подпрограммы ЕХТКЕМ, обращение к 
которой описано в § 7, п. 4. Процесс вычисления отражен на рис. 33. 
При этом в подпрограмме ШРХЗТ задаются 1 2 = 1 , (? = О в стартовой 
позиции. Значения остальных входных параметров программы сохране­
ны. При = на печать выданы сеточные значения У1{х) и У1'{х) = 
= У2{х) (50) . 

Па рис. 34 приведена зависимость ^ от амплитуды колебаний р, 
иллюстрирующая множествеиность решений при ^ ^ 0: ^ = О при р = 1, 
шах ^ = 0.6312 и достигается при р = 1.484. В дальнейшем с ростом р 
значение ^ монотонно стремится к нулю. Кроме того, здесь дана зави­
симость г/с(р). Приближенные значения ^ ( р ) и ^с(р) получены по ме­
тоду гармонического баланса (см. § И ) . 

Графики функций у\{х) при (? = 0.2 (два решения) и = <?* 
даны на рис. 35. Следует отметить явно выраженную симметрию У\{х) 
относительно х = 0.25, О ^ ж =^ 0.5 и симметрию у\{х) относительно х = 
= 0.75, 0 . 5 ^ 2 : ^ 0 . 7 5 . Еще раз обратим внимание на то обстоятельство, 
что построение решений краевой задачи в зависимости от (? не требует 
информации об их устойчивости. 

§ И . БИБЛИОГРАФИЯ И КОММЕНТАРИЙ 

Метод продолжения решения по параметру рассматривался во многих 
работах. Сошлемся на монографии [ 1 , 2 ] , в которых дается обзор лите­
ратуры, относящейся, в частности, к решению систем трансцендентных 
уравнений, содержащих параметр. Детальное онисание параметризации 
в этом случае, испо,пьзующей метод Гаусса для выбора независимых 
столбцов матрицы [Фу, Ф^] (см. ( 2 ) ) , имеется в [3, 4 [ . Численному 
способу решения краевой задачи (1) для системы обыкновенных диф-
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ференциальных уравнений, представленной в виде (9 ) , посвящена моно­
графия [ 5 ] , где приводится обзор литературы. Отметим, что продолже­
ние решения (1) по параметру ^ может быть эффективно реализовано 
методом ортогональных прогонок для решения линейных краевых задач 
на итерациях [6, 7 ] . Обращение к дискретной модели (10) в данном 
случае обусловлено исиользованием параметризации. В связи с вариан­
том адаптации сетки по х укажем на монографии [8, 9 ] . 

К идее параметризации автор обратился при решении краевой за­
дачи (40) [ 10 ] , представив задачу в виде (7 ) , где С{х, ^)—теперь функ­
ция Грина краевой задачи: 

о 
йи ,г.х й ч ... йи ( 0 ) = ^ ( 0 ) = и ( 1 ) = ^ ( 1 ) = 0. 

йх^ 

Оказалось, что решение соответствующей (7) системы трансцендентных 
уравнений может быть найдено методом простой итерации для всех зна­
чений 5 0 ^ 0 , 0 < Х < 1 , где Я = 1*(0) — параметр, заменивший По это­
му поводу см. также [11—141. 

Описание варианта параметризации для решения систем трансцен­
дентных уравнений с параметром, изложенного в § 2, дано в [15, 16]. 
В [15] приведен текст программной реализации этого способа (про­
грамма 8У8ТЕМ) . 

Дискретная модель (1) в виде (10) использовалась автором незави­
симо от [ 5 ] . Версии программы ВРК-^ применялись при расчете стацио­
нарных режимов различного рода каталитических реакций. Численные 
примеры можно найти также в [ 17 ] . Отметим, что на проблему множе­
ственности решений в этой области математического моделирования об­
ратил внимание автора Т. И. Зелепяк (по этому поводу см. [ 1 8 ] ) . 

Семь решений краевой задачи (37) при Т''(? = 0.257 приведены в 
[19] в виде графлшов без поясиений, каким численным способом най­
дены решепия. Таким образом, множественность решений (37) , иред-
ставлеиная на рис. 23, является вполне оригинальным результатом. 

Для определения множественности решений (38) (см. [20] ) можно 
рассмотреть задачу Коши 

0 < х < 1 , 

йх -У^' 

^^-^•Лу,-УЗ), (51) 

^ = _ (ух) г/4, 

г/1 = 1 , г/2 = о, г/3 = о, 1/4 = 1 при х = 0, 
где > О, 0> О — заданные параметры. Используя численное решение 
(51) , строится график зависимости 1/2(1) от Я. Число пересечений гра­
фика с осью абсцисс совпадает с числом решений (38) при фиксирован­
ном (>. Однако этот способ встречает затруднения с ростом значений иа-

, раметра 5с, так как при этом растет жесткость задачи Коши (51) . 
Апалогичиое замечание относится и к решению задачи Коши 

/ 

Л1 1 = - -^-уЛС — У1) ехр 
У1 

1 + Ву^ 

У1=К 2/2 = 0 при 1 = 0, 
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где А, — заданный параметр, 
0<Х<С. Отсюда можно 
найти ^ = |о, при котором 
г/1 = О, и тогда, полагая 
^0 = Ьо, мы имеем^ решение 
(37) , где ж = ^/У^. Задача 
Коши (43) становится жест­
кой при Х-^ С. 

Параметризация может 
быть исиользована для оты­
скания собственного числа 
и собственной функции са­
мосопряженной краевой за­
дачи, если известно доста­
точно хорошее приближение 
собственной функции. Рас­
смотрим пример: 

0 < з : < 1, 
Чу, 

ВРК- о 

ТУ о РО I N Т 
0<Х< 1 
у ' < Х ) + а * У ( Х ) = 0 
у с 0 )=У( 1 ) = 0 

С9= Ь 
0 9 = 2 . 
С9= 1. 
С9= 6 . 9 6 0 3 9 Е - 0 8 
С9= 7 . 9 08 0 5 Е - 0 8 

7 9 7 7 7 Е- 0 2 
04 59 4 Е- 04 

а= 2 . 467 4 

УСХ) 

0 0= 2 . 4 67 4 

и<х) 

2' 

йх = - 0У1, 

У2{0) = ух{1) = 0. 

0 . 0 
0 . 1 
0 . 2 
0 . 3 
0 . 4 
0 . 5 
0 . 6 
0 . 7 
0 . 8 
0 . 9 
1. 0 

1. 
0. 
0. 
0. 
0. 
0. 
0 . 
0 . 
0 . 
0 . 

0 0 0 0 0 0 
9 8 7 6 8 8 
9 5 I 05 6 
6 9 1 0 0 6 
8 09 017 
7 0Г7 1 07 
5 8 7 7 8 5 
4 5 3 9 9 0 
3 09 017 
1 5 6 4 3 5 
0 0 0 0 0 0 

1 . 0 0 0 0 0 0 
3 . 9 8 7 6 8 8 
0 . 9 5 1 0 5 6 
0 . 8 9 1 0 0 7 
0 . 8 0 9 0 1 7 
0 . 7 07 107 
0 . 5 8 7 7 8 6 
0 . 4 5 3 9 9 1 
0 . 3 0 9 0 1 8 
0 . 1 5 6 4 3 5 
0 . 0 0 0 0 0 1 В стартовой позиции выбе­

рем в качестве текущего 
параметра г/1(0), г / 1 ( 0 ) = 1 , 
т. е. р = 1 , 1 0 = 1, Т0 = 1. 
Тем самым исключается воз-
мон^пость получить тривиаль­
ное решение. Итерационный процесс вычисления собственного числа 
и г/1 (х) (52) представлен на рис. 36. Здесь начальное ириближение ре­
шения взято в виде у\{х)= 1— х"^, у2{х) = — 2х, = 0. В таблице 7(а:) = 

/ л \ 
= У\{х), и(д;) —точное решение (52) , и{х) =^ со^\-^х^, ^ 0 — точное 
значение наименьшего собственного числа, равного я^/4. 

То же начальное приближение использовалось в задаче 

йх = 1/2. 

'^=-0{су+с,х)у„ 

У2(0)=г/1(1) = 0 

где С1 ^ 0 , С2 ̂  0. На рис. 37 приведен случай Сх = 1, С2 = 1, а на 
рис. 38 —решение задачи (53) при = О, С 2 = 1 . Здесь 7(а;) — обозна­
чение 1/1 ( х ) , У (а;)—г /2 (л:), ЕКК(У) и Е К К ( У ) — соответствующие не­
вязки, найденные по программе ЕККОК. 

При исследовании вынужденных нелинейных колебаний с одной 
степенью свободы широко используется метод гармонического баланса. 
Обычно учет минимального числа слагаемых ряда Фурье, представляю­
щего решение проблемы, оказывается достаточным для качественного 
описания множественности решений. Так, в рассмотренном примере (48) 
применение метода гармонического баланса дает следующее выражение 
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ТУО Р 0 1 ^ Т ВОиМОАКУ УАЬиЕ РКОВЬЕМ : 
3 < Х < 1 
У • ( Х ) + а * с 1 + Х ) * у ( Х ) = 0 
У • ( 0 ) = У ( 1 )-=0 

С9= . 9 3 7 4 9 5 
С9= 1 . М 6 4 3 Е - 0 2 
С9= 2 . 4 8 5 1 2 Е - 0 5 
С9= в . 3 4 0 0 6 Е - 0 8 

0= 1 . 8 9 5 9 7 

X У С Х ) У С Х ) ЕНЙСУ) Е Я Я С У ) 

0 . 0 1 . 0 0 0 0 0 + 0 . 0 0 0 0 0 +0 . 0 0 Е + 0 0 - 5 . 51 Е - 0 7 
0 . 1 0 . 9 9 0 2 2 - 0 . 1 9 8 4 2 - 4 . 2 9 Е - 0 6 + 0 . 0 0 Е+00 
0 . 2 0 . 9 5 9 8 3 - 0 . 4 1 1 3 5 - 4 . 2 9 Е - 0 6 - 1 . 0 7 Е - 0 6 
0 . 3 0 . 9 0 7 6 6 - 0 . 6 3 3 0 0 - 4 . 7 7 Е - 0 6 - 1 . 9 1 Е - 0 6 
0 . 4 0 . 8 3 3 1 8 - 0 . 8 561 4 - 5 . 2 5 Е - 0 6 - 1 . 5 5 Е - 0 е 
0 . 5 0 . 7 3 6 6 6 - 1 . 0 7 2 2 7 - 3 . 8 1 Е - 0 6 - 1 . 9 1 Е - Й 6 
0 . 6 0 . 6 1 9 2 3 - 1 . 2 7 1 8 2 - 4 . 7 7 Ё - 0 6 - 2 . 3 8 Е - 0 6 
0 . 7 0 . 48 31 9 - 1 . 4 4 4 50 - 4 . 7 7 Е - 0 6 - 3 . 3 4 Е - 0 6 
0 . 8 0 . 3 3 1 6 2 - 1 . 5 7 9 8 1 - 2 . 6 2 Е - 0 6 - 2 . 8 6 Е - 0 6 
0 . 9 0 . 1 6 8 8 2 - 1 . 6 6 7 57 - 3 . 4 6 Е - 0 6 - 3 . 3 4 Е - 0 6 
1 . 0 - 0 . 0 0 0 0 0 -1 . 6 9 8 6 1 - 2 . 9 8 Е - 0 6 - 3 . 7 6 Е- 16 

^ОNЕ 
Рис. 37. 

В Р К - 0 

ТУО Р О I N Т 80ЦМОАНУ УАЬиЕ РНОВЬЕМ : 
0 < Х < 1 
У • С Х ) + О * Х * У С Х ) ' 0 
У • С0 )=УС 1 ) = 0 

С9= 4 . 2 8 5 6 7 
С9= 8 . 6 3 2 4 8 Е - 0 2 
С9= 7 . 5 9 6 5 5 Е - 0 4 
С9= 1 . 2 6 6 8 7 Е - 0 7 
С9= 8 . 4 1 3 9 6 Е - 0 9 

0 = 7 . 8 3 7 3 6 

X У С Х ) У С Х ) ЕНКСУ) ЕННС У ) 

0 . 0 1 . 0 0 0 0 0 + 0 . 0 0 0 0 0 + 0 . 0 0 Е + 0 0 - 3 . 9 5 Е - 0 7 
0 . 1 0 . 9 9 8 6 9 - 0 . 0 3 9 1 7 + 7 . 7 5 Е - 0 6 + 1 . 7 Э Е - 0 7 
0 . 2 0 . 9 8 9 5 7 - 0 . 1 5 6 0 9 + 5 . 7 2 Е - 0 6 - 8 . 9 4 Е - •08 
0 . 3 0 . 9 6 4 9 8 - 0 . 3 4 7 7 3 + 4 . 2 9 Е - 0 6 - 6 . 56 Е- 0 7 
9. 4 0 . 91 7 7 9 - 0 . 6 0 6 2 4 + 1 . 4 3 Е - 0 6 - 2 . 38 Е- 0 6 
0 . 5 0 . 8 4 1 9 8 - 0 . 91 6 9 7 - 9 . 5 4 Е - 0 7 - 2 . 1 5 Е - 0 6 
0 . 6 0 . 7 3 3 4 0 -1 . 2 5 7 0 3 - 4 . 7 7 Е - 0 6 - 2 . 1 5 Е - 0 6 
0 . 7 0 . 5 9 0 6 4 - 1 . 5 9 4 7 8 - 9 . 0 6 Е - 0 6 - 4 . 0 5 Е - 0 6 
0 . 8 0 . 41 5 8 3 - 1 . 8 9 0 8 9 - 1 . 2 4 Е - 0 5 - 3 . 3 4 Е - 0 6 
0 . 9 0 . 21 5 3 3 - 2 . 1 0 0 9 8 - 1 . 6 2 Е - 0 5 - 4 . 2 9 Е - 0 6 
I . 0 0 . 0 0 0 0 0 - 2 . 1 8 0 2 2 - 1 . 7 9 Ё - 0 5 + 6 . 78 Ё- 1 7 

РОМЕ 
Рис. 38, 



приближенного решения: (О == + р 8111(51̂ ), 2 
где 

1/с 
1 

2 о̂ + «1 + у р ' 
2 , 2 9̂ и „2 2 

0.5^-^ 1.5 

Рис. 39. 

Зависимости ^ ( р ) и ус{р) приведены на рис. 34. 
Таким образом, используя программу ВРК-0, 
мы имеем возможность уточнить характеристи­
ки вынужденных нелинейных колебаний. 

Завершим список примеров, иллюстрирующих работу программы 
ВРК-0, краевой задачей [ 2 1 ] : 

О 5̂  ^ ^ 2л, 5о = 0.36, 51 > О, 

' ' ' 1 + ^ Л + у' = ^•о + ^оо^{^), 
й1 

у{0) = у{2я), ^ ( 0 ) = - ^ ( 2 л ) . 

Если приближенное решение искать в виде ^(^) = + «̂ 1 со8(^)+ 
-(-&18т(^), то согласно методу гармонического баланса зависимость ^ 
от г можно представить параметрически, взяв у с в качестве параметра д: 

д = Ус, г̂ - = а1 + Ъ1, = -^-(^о - д'), О' = г' (г' + 5^, ^ = Зд'+ -^г^ -

- 1 , = §2/(2^ + ^1), К ^ ф Л г ' + 6-у. 
Сопоставление при 51 = О и 5 1 = 0 . 5 амплитудной характеристики <2(р), 
найденной численно по программе ВРК-0, дано на рис. 39. 

Подробное описание программы ВРК-0 позволяет читателю сделать 
ее рабочим инструментом. Очевидно, потребуются значительные усилия 
по воспроизводству программы и самообучению ее использования. По 
мнению автора, эти усилия вполне окупаются, если иметь в виду уни­
версальный характер программы. Подборка тестовых примеров должна 
была, по замыслу автора, продемонстрировать это качество программы, 
а сопутствующие тестам выдачи на печать таблиц должны оказать по­
мощь в отладке программы и ее применения. Как известно, версию лю­
бой программы можно улучшить, и предлагаемая тем более не является 
исключением. Отметим, что при написании программы на языке ВА81С 
использовалось пособие [ 2 2 ] . 



П Р И Л О Ж Е Н И Е К § 6 

ПРИМЕЧАНИЕ. ТЕКСТЫ НЕСТАНДАРТНЫХ ПОДПРОГРАММ ВРК-^ 
(ШРБТ, ВОN^, ДАСОВ, Р^NС-С, Г^NС-Р и РКШТ) 

ЗАПОЛНЕНЫ в СВЯЗИ С РЕШЕНИЕМ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ (35) . 
1. Текст программы ВРК-0 (ШР1ТТ) 

В Р К - 0 

1 0 0 
1 10 
1 2 0 
1 3 0 
1 4 0 
1 5 0 
1 6 0 
17 0 
1 8 0 
1 9 0 
2 0 0 
2 1 0 
8 2 0 
2 3 0 
2 4 0 
1 0 0 0 
1 0 1 0 
1 0 2 0 
1 0 3 0 
1 04 0 
1 0 5 0 
1 0 6 0 
1 07 0 
1 0 8 0 
1 09 0 
1 1 0 0 
1 1 1 0 
1 1 2 0 
1 1 3 0 
1 1 4 0 
I 1 5 0 
1 1 6 0 
1 17 0 
1 1 8 0 
I 1 9 0 
1 9 9 0 
2 в 0 0 

сем О С 2 0 2 ] * 7 С 1 0 1 , 2 Ь Н С 1 0 1 * 2 1 
СОИ Ы 0 * М 0 , М , й 9 / Н 9 > 1 9 , а 9 * Н 8 * Е0 /М8 
С ОМ N9 , Е 1 , Е 2 , ЕЗ, I 2 , 17 , N7 , 0 2 , Е 4 , I 3 
СОМ I 0 , I Ы 6 , 1 8 , и 8 , К 9 , Ы 1 , N 2 , N 5 , N 6 , ^ 5 

С 0 5 и в 1 0 0 0 
N 1 = М0+- 1 
1д2=2*М 0 
М5=М+ I 
N 6 = 2 * N 5 
Ь5=М0+ 1 
I 0=1 1 = 1 6= 0 
1 8 = 1 9 
08 = 09 

К9= 1 
СНАШ 

КЕМ * * + з и в - Р К о с Р А М ' ч м р и т ' 
КЕАО 
О А Т А 

Я Е А О 

О А Т А 

" М А Т Я Х С " 

* * + з и в - Р К о с Р А М 
N , N 0 , М 0 , й 9 , Н 9 , 1 9 , 0 9 , Н 8 , Е 0 * Е 4 
1 0 , 2 , Ь 0 , . 0 2 , 1 2 , 0 , 1, . 0 0 0 1 , . 0 0 0 1 
Е 1 , Е 2 , Е З , Ы 8 , Ы 9 , 0 2 , I 2 , 1 7 , N 7 , I 3 
. 0 0 1 , 1, 1, 2 , 5 , 1. 1 , 0 , 1, 1 0 0 0 0 , 0 

Р О К 1=1 Т О Ы * 1 
ОС П = < I - 1) /М 
У С Х , 13 = и С 1 , 2 ] = , 0 
НС I , П=НС I , 2 ] = . 1 
М Е Х Т I 

Р Н 1 Ы Т ' 

Р Й Х М Т ' 

РК1МТ ' 
Р К Х Ы Т ' 

Р К Х Ы Т 

Р Н Х М Т ' 

Р К Х Ы Т ' 

Р К 1 М Т 

Р К 1 М Т ' 

Р Н Х М Т • 

НЕтины 

ТиО Р 0 1 Ы Т воиыоАНУ УАьиЕ 
0 с Х < 1 " 

рновиЕМ 

5ТАРТ : 

• СХ)-»-а/С 1 - У ( Х ) ] Т 2=0 " 
с 0 ) = 0 , У( I ) = 0 " 

0 = 0 , 1 9 = Ы-»-2, 0 9 = 0 " 
1 2 = 0 , М = 1 0 , N 7 = 1 0 0 0 0 -

У( 0) О Е К К ( 0 ) 



2. Текст программы МАТШС 

МАТЯ1 С 

1 22 СОМ О С 2 0 2 3 * УС 1 0 Ь 2 3 , Н [ 1 0 Ь 2 ] 
1 10 СОМ М 0 , М 0 , М , 0 9 , Н 9 , 1 9 , и 9 , Н 8 , Е 0 , М в 
1 2 0 СОМ N 9 , Е Ь Е 2 , ЕЗ, I 2 , 17 , Ш , 0 2 , Е 4 , I 3 
1 3 8 СОМ I 0 , I 1, I 6 , 1 8 , 0 8 , К 9 , М 1 , Ы 2 , Ы 5 , М 6 , Ь5 
1 4 0 СОМ а С 2 , 4 3 , V С 2 0 2 , 2 3 , РС 2 0 2 , 2 3 , Н 5 , Н 6 , Н 7 
1 5 0 СОМ АС 1 0 1 , 6 3 , Р С 3 0 3 , 23 , а С 7 3 , С 1 7 , Р 7 , О 8 , Р 8 
1 6 0 01М иС 2 , 33 , ОС 23 , КС 23 ,ХС 2 , 4 3 , ТС 2 , 43 , ЕС 2 , 43 
1 0Я>д ХГ 1 б=Ы7 АЫО 1 0 = 0 ТНЕМ 1 0 2 0 
1 0 1 0 СОТО 3 0 3 0 
1 0 2 0 С ОЗиВ 2 0 0 0 
1 0 3 0 а о з и в 3 0 0 0 
1 0 4 0 0= ОС 13 
1 0 5 0 ГОК к » 1 т о N 0 
1 0 6 0 а с к з = у с 1 , к з 
1 07 0 ЫЕХТ к 
1 08 0 а о з и в 4 0 0 0 
1 09 0 ГОК К = 1 т о N 0 
1 1 0 0 Х С К , 1 3 = О С К З 
1 1 1 0 ГОК 0=1 т о М0 
1 1 2 0 т е к , а з = и с к , 0 3 
1 1 3 0 МЕХТ 0 
1 1 4 0 х е к , з з = к с к з 
1 1 5 0 МЕХТ к 
1 1 6 0 ГОК 1=1 т о N 
1 17 0 0= ОС X • 13 
1 1 6 0 Н 0= 0 - ОС I 3 
1 19 0 Н 1 = . 5 * Н 0 
1 2 0 0 Н 2 « . 1 6 6 6 6 7 + Н 0 
1 2 1 0 Н 3 = . 1 2 5 * Н 0 
1 2 2 0 ГОК К= 1 т о 1^0 
1 2 3 0 оскз =УС х + ь к з 
1 2 4 0 МЕХТ к 
1 2 5 0 с 0 5 и в 4 0 0 0 
1 2 6 0 0= . 5* с 0+ОС I 3 ) 
127 0 ГОН К= 3 т о N 0 
128 0 х е к , 23 = 0СКЗ 
129 0 ГОК 0= 1 ТО N 0 
1 3 0 0 т с к , ы 0 + о з = и с к , 03 
1 3 1 0 ЫЕХТ 0 
1 3 2 0 Х С К , 4 3 = ЯСКЗ 
1 3 3 0 ОСКЗ = . 5*С УС 1,КЗ + аСКЗ ) + Н З * ( Х С К , 1 3 - х е к , 2 3 ) 
1 3 4 0 МЕХТ К 
1 3 5 0 с о з и в 4 0 0 0 
1 3 6 0 ГОЯ К= 3 ТО N 0 
137 0 С0= 0 
1 36 0 ГОК 0= 1 ТО N 0 
139 0 С 1 = 0 2 = 0 
1 4 0 0 ГОК М= 1 ТО N 0 
1 4 1 0 С 1 = С 1 + и С К , М З * Т С М , 0 3 
1 4 2 0 С 2 = С 2 + и С К , М З * т е м , N 0 + 0 3 
1 4 3 0 •^ЕХТ М 

467 



МАТЙ1 С 

1 4 4 0 ЁСК, Л = Н 2 * ( т е к , Л + 2 + и С К , Л + Н 1*С1) 
1 4 5 0 ЕеК>N0•!•^^]=Р12*I:ТСК,N0->•^]+ 2 * и С К , Л - Н 1'»'С2) 
1 4 6 0 С 0 = С 0 + и С К , 0 3 * С Х С а , З ] - Х С о , 4 1 > 
147 0 ЫЕХТ а 
148 0 ЕС к . К] = ЕС к , КЗ + 1 
149 0 ЕСК..Ы0+КЗ = Е С К , М 0 + К З - I 
1 5 0 0 Г С 1 , К З = Н 2 * С Х С К , 3 3 + 4 * Я С К З + Х С К , 43 + Н 1 * С 0 ) 
15 10 ГС Гч-НЗ^КЗ^УС I , К З - У С 1+ 1 > К З + Н 2 + < Х С К , 13 + 4* ОС КЗ+ХС К, 23 ) 
1 5 2 0 МЕКТ К 
1 5 3 0 ГОН К= 1 ТО N 0 
1 5 4 0 К 1 = М 2 * С К " П 
1 5 5 0 ГОН 0 = 1 ТО N 0 
1 5 6 0 АС 1 , К 1 + Л = ЕСК, 03 
157 0 А С 1 , К 1+Ы0+ОЗ = ЕСК,М0+ОЗ 
1 5 8 0 т е к , 0 3 = Т С К , N 0 + 0 3 
159 0 МЕХТ О 
1 6 0 0 х е к , 1 3 = Х С К , 2 3 
1 6 1 0 х е к , 3 3 = Х С К , 43 
1 6 2 0 МЕХТ К 
1 6 3 0 МЕХТ I 
1 6 4 0 СНАХМ " З О Ь У Е " 
2 0 0 0 НЕМ * * * 5иВ-РЯ02НАМ " О Е Ь Т А " * * * 
2 0 1 0 1Г и9=--0 ТНШ 2 0 3 0 
2 02 0 0 9 = ОС 1 9 3 
2 0 3 0 ГОН 1=1 ТО N 5 
2 04 0 0 = 0 е 1 3 
2 05 0 ГОК К= 1 ТО N 0 
2 0 6 0 ОСКЗ = УС1 ,КЗ 
2 07 0 МЕХТ К 
2 0 8 0 а о з и в 4 0 0 0 
2 0 9 0 С о з и в 5 0 0 0 
2 I 8 0 ГОН К= 1 т о N 0 
2 1 1 0 РС1,КЗ = ОСКЗ 
2 1 2 0 С0= и с к , N0+13 
2 1 3 0 ГОК 0 = 1 ТО М0 
2 1 4 0 С 0 = с 0 + и е к , Л * о с 0 3 
2 1 5 0 МЕХТ О 
2 1 6 0 Р С 1 + М 5 , К З = С 0 
2 1 7 0 ЫЕХТ к 
2 1 8 0 МЕХТ I 
2 1 9 0 ГС 1, 13 = 0 
2 2 0 0 ГОК 1 = 1 ТО N 
2 2 10 Н= ОС 1 + 1 3 - О С 13 
2 2 2 0 Г = . 5*Н*< РС 1 + М 5 , 17 1 + РС1+ 1 + М 5 , 17 3 ) 
2 2 3 0 ГС I + 1 , 1 3 = Г С I , 13 + < 1 2 * Н * А В 5 ( Р С I , 1 7 3 - Р С I + Ы 7 3 + Г ) ) т . 2 5 
2 2 4 0 МЕХТ I 
2 2 5 0 ГОК 1=1 ТО М- 1 
2 2 6 0 К=ГСЫ5, 13*1 /М 
2 2 7 0 К= 1 
2 2 8 0 1Г К >= р е к , 13 ТНШ 2 3 1 0 
2 2 9 0 К = К + 1 
2 3 0 0 а ОТО 2 2 8 0 
2 3 1 0 1Г К <а Г С К + Ь 1 3 ТН ЕМ 2 3 3 0 

168 



М А Т Й ! С 

2 3 2 0 С ОТО 2 2 9 0 
2 3 3 0 Н« 1)СК+13-ОСКЗ 
2 3 4 0 Т = < К - Р С К * 1 3 ) / < Г С К + 1 , 1 1 - Г С К , П ) 
2 3 5 0 О С Ы * 2 + 1 3 » О С К З * Н * Т 
2 3 6 0 ГОК и » 1 ТО N 0 
2 3 7 0 А 1 = * н * р [ к , и ] - у с к + ь а ] + у с к , а ] 
2 3 8 0 А2=УСК+ ь л - у с к , и : - н * р с к + 1 , оз 
2 3 9 0 У С 1 + ь и з = ( 1 - Т ) * у с к , а ] + т * у [ к + 1 # л + т * 

Ж< 1 - Т ) * С ( 1 - Т > * А 1 + Т * А г ) 

2 4 0 0 УСЫ+2+1 > 0 3 » ( 1 - Т > * Н С К , а З + Т * Н С К + Ь О З 
2 4 1 0 МЕХТ о 
2 4 2 0 МЕХТ I 
2 4 3 В ГОЯ I » I ТО М- I 
2 4 4 0 В = » П С 1 + 1 3 а М М + 2 + 1 3 
2 4 5 0 ГОК К = 1 ТО N 0 
2 4 6 0 0 С К З = * У С 1 + 1 , К З = У С 1 + Ь К З 
2 4 7 0 Н С 1 + Ь К З » У С М * 2 + 1 , К З 
2 4 8 0 МЕХТ К 
2 4 9 0 б 0 5 и в 4 0 0 0 
2 5 0 0 ГОК К « 1 ТО N 0 
2 5 1 0 Р С Х + Ь К З = ОСКЗ 
2 5 2 0 МЕХТ К 
2 5 3 0 МЕХТ I 
2 5 4 0 1=1 
2 5 5 0 О 0 = В С 1 + П - 0 С 1 3 
2 5 6 0 1Г П0<О2 ТНШ 2 8 2 0 
2 5 7 0 ГОК К= I ТО N 0 
2 5 8 0 У С 1 , К З а П 0 * Р С 1 , К ] - У С 1 4 - и К 3 1 - У С 1 , К З 
2 5 9 0 У С М + г + 1 > К З » У С 1 + 1 , К З - У С 1 , К З - В в * Р С 1 + и К З 
2 6 0 0 МЕХТ К 
2 6 1 0 К 1 = 1МТ( О 0 / П 2 ) 
2 6 2 0 ГОЯ КзЫ* I ТО 1+1 5ТЕР - 1 
2 6 3 0 ОСК+К13=ОСКЗ . 
2 6 4 0 ГОВ а » I ТО N 0 
2 6 5 0 У С К + К Ь Л » У С К , 03 
2 6 6 0 Н С К + К Ь 0 3 = Н С К , Л 
267 0 Р С К + К Ь 0 3 » Р С К , 03 
2 6 8 0 МЕХТ О 
2 6 9 0 МЕХТ К 
27 0 0 Н ' В 0 / ( К 1 + 1 ) 
27 10 ГОК К » 1 ТО К1 
2 7 2 0 ВС1+КЗ = ОС13+Н*К 
2 7 3 0 Т = К / С К 1 + 1 ) 
27 4 0 ГОК 0 = 1 ТО М 0 
27 5 0 У » ( 1 - Т > * У С 1 , О З + Т * У С М + 2 + 1 , 0 3 
27 6 0 У С 1 + К , 0 3 = С 1 - Т > * У С 1 , 0 3 + Т * У С 1 + 1 + К Ь О З + Т*( 1 - Т ) * У 
27 7 0 Н С 1 + К , 0 3 « < 1 - Т ) * Н С 1 , 0 3 + Т * Н С 1 + 1 + К Ь О З 
2 7 8 0 МЕХТ О 
2 7 9 0 МЕХТ К 
28 0 0 М=М+К1 
28 10 1=»1+К1 
28 2 0 I « I • 1 
28 3 0 1Г 1>М ТНЕМ 2 8 5 0 

12 Заказ >й 857 



МАТА1С 

2 8 4 0 С О Т О 2 5 5 0 
2 8 5 0 1 Г 1 9 = 1 Т Н Ш 2 9 6 0 
2 8 6 0 1 Г и 9 > 0 Т Н Ш 2 8 9 0 
2 8 7 0 1 9 » М + 2 

2 8 8 0 С ОТО 2 9 6 0 

2 8 9 0 1 - 1 

2 9 0 0 1 Г 0 9 > » О С П Т Н Ш 2 9 3 0 
2 9 1 0 1 « 1 + 1 
2 9 2 0 а ОТО 29 0 0 
2 9 3 0 1 Г 09 <= ОС 1 + 1 ] ТНЕМ 2 9 5 0 
2 9 4 0 С ОТО 29 1 0 
2 9 5 0 1 9 » 1 + ( 0 9 > . 5 * ( 0 С 1 + П + 0 С 1 3 ) ) 
2 9 6 0 М5»Ы+1 
297 0 Мб^-г+Мб 
2 9 9 0 КЕТикМ 
3 0 0 0 Н Ш * * • 5иВ-РКОС НАМ "ВОМО" * * * 
3 0 1 0 а с Ь П » С С 1 , 3 ] = ' е С 2 , 2 3 » б С 2 / 3 ] я 0 
3 0 2 0 с с Ь 2 3 - а С 2 , 1 1 = 1 
3 0 3 0 а С Ь 4 3 » \ / С Ь 2 ] 
3 04 0 О С 2 , 4 3 » У С Ы 5 , П 
3 9 9 0 КЕТиКМ 
4 0 0 0 ПШ * * * ЗиВ-РНОСКАМ " О А С О В " * * • 
4 0 1 0 иС Ь П » Н С 1] = иС2> 23 = 0 
4 0 2 0 и С Ь 2 3 » 1 
4 0 3 0 ОС 13»СС 23 
4 0 4 0 1 Г АВ5С 1-аС 13 ) > . 0 0 0 0 0 1 Т Н Ш 4 0 6 0 

4 0 5 0 ОС 13 = . 9 9 9 9 9 

4 0 6 0 К С 2 3 = - 1 / < 1-ОС 1 3 ) » 2 
407 0 ОС23 = 0 9 * Н С 2 3 
4 0 8 0 и С 2 , 13 = 2 * О С 2 3 / А В Б ( 1 - а С 1 3 ) 
4 9 9 0 НЕТиКЫ 
5 0 0 0 нт + * * з и в - Р н о д н А И " А О А Р Т - * * * 

5 0 1 0 иС 1, 3 3 » и С 2 , 33 = 0 
5 9 9 0 КЕТиВМ 
6 0 0 0 Ш О 



3. Текст программы ЗОЬУЕ 

1 0 0 СОМ О С 2 0 2 3 , У С 1 0 Ь 2 3 , Н С 1 0 Ь 2 3 

1 1 0 СОМ Ы 0 , М 0 , Н , 0 9 , Н 9 , 1 9 , 0 9 , Н 8 , Е0^Ы8 
1 2 0 СОМ N 9 , Е Ь Е2# ЕЗ, 1 2 , 1 7 , Ы 7 , 0 2 , I 3 
1 3 0 СОМ I 0 , I Ы 6 , 1 8 , 0 8 , К 9 , М Ь М 2 , Ы 5 , Ы 6 , Ь 5 
1 4 0 СОМ а С 2 , 4 3 , У С 2 0 2 , 2 3 , Р С 2 0 2 , 2 3 , Н 5 , Н 6 , Н 7 

1 5 0 СОМ А С 1 0 Ь & 3 , Г С 3 0 3 , 2 ] , 0 С 7 ] , а 7 , Р 7 , 0 3 , Р 8 
1 6 0 ОХМ УС 4 , 7 3 
1 0 0 0 Ь 0 а 2 + С Х 9 < Ы + 2 ) 
1 0 1 0 РОЙ К= 1 ТО М 0 
1 0 2 0 РОЯ 0 = 1 ТО N 0 
1 0 3 0 У С К , О З ^ а С К , 0 3 
1 0 4 0 ЫЕХТ О 
1 0 5 0 ^ С К , Ы 2 + 1]=а СК,Ы0+ 13 
1 0 6 0 « С К , Ы 2 + 2 3 = » а С К , Ы 0 + 2 3 
107 0 У С К , N 2 * 3 3 = 0 
108 0 ЫЕХТ К 
109 0 ХГ Ь 0 = 2 ТНЕЧ 1 4 2 0 
1 1 0 0 ГОЯ Х=1 ТО N 
1 1 1 0 ГОК К=1 ТО Ы0 
1 1 2 0 ГС Х+Ы6,КЗ = 0 
1 1 3 0 ЫЕХТ К 
1 1 4 0 ЫЕХТ X 
1 1 5 0 0 0 = 0 9 + 1 
1 1 6 0 ХГ Х9> 1 ТНЕЫ 1 2 4 0 
1 17 0 ГОК К= 1 ТО М 0 
1 18 0 ГОК 0 = 0 0 ТО N 0 
1 1 9 0 У С К , 0 - 1 3 = М С К , 0 3 
12 0 0 ЫЕХТ О 
1 2 1 0 и с к , N 0 3 = 0 
1 2 2 0 У С К , Ы 2 + 3 3 = а С К , 0 9 3 
1 2 3 0 МЕХТ К 
1 2 4 0 ХГ Х9 = Ы5 ТНЕЫ 1 3 4 0 
1 2 5 0 ГОК К= 1 ТО N 0 
1 2 5 0 ><1 = М 2 * ( К - 1 ) 
127 0 Г С Ы 6 + Х 9 , К З = А С Х 9 , К 1 + 0 9 3 
128 0 ГОК 0 = 0 0 ТО N 2 
1 2 9 0 А С Х 9 , К 1 + 0 - 1 3 = А С Х 9 , К 1 + 0 3 
1 3 0 0 ЫЕХТ О 
1 3 1 0 АС Х 9 , К 1 + Ы 2 3 = 0 
1 3 2 0 ЫЕХТ К 
1 3 3 0 ХГ Х9= 1 ТНШ 1 4 2 0 
134 0 ГОК К= I ТО М0 
1 3 5 0 К2=Ы'2+(К- П + М 0 
1 3 6 0 Г С Х 9 - 1 + Ы 6 > К З = А С 1 9 - Ь К 2 + 0 9 3 
137 0 ГОК 0 = 0 0 ТО N 0 
133 0 АС Х9 - 1 , К 2 + 0 - 13 = АС 19 - 1, К 2+0 3 
139 0 ЫЕХТ О 
1 4 0 0 АС Х 9 - Ь К 2 + Ы03 = 0 
14 10 МЕХТ К 
1 4 2 0 ЫЗ=Ы2+Ь0 
1 4 3 0 ГОК Х=1 Т О М 
1 4 4 0 И 8 = М 0 + ( 1 > Х 9 ) 



5СЯ-УЁ 

1 А 5 0 РОЙ К « I ТО М8 
1 4 6 0 ГОК 0»Ы1 ТО Ы2 
1 4 7 0 и с к , и ] « 0 
148 0 МЕХТ О 
149 0 МЕХТ К 
1 5 0 0 ГОК К= 1 ТО N 0 
1 5 1 0 К 1 = М 2 * ( К - 1 > 
1 5 2 0 ГОН 0 = 1 ТО N 2 
1 5 3 0 У С К + М 8 , 0]=" АС 1 , К 1 + 0 3 
1 5 4 0 МЕХТ О 
1 5 5 0 ГОК М= 1 ТО Ь 0 
1 5 6 0 У С К + М 8 , М 2 + М З = Г С 1 + М 5 * < М - 1 ) * 
157 0 МЕХТ М 
158 0 МЕХТ К 
1 5 9 0 Ы = М 0 - С 1 = 1 9 ) 
1 6 0 0 М4=М0+М8 
1 6 1 0 е о з и в 2 6 7 0 
1 6 2 0 ГОК К = 1 ТО Ы 
1 6 3 0 К 1 = М 2 * ( К - 1 ) 
1 6 4 0 ГОН 0 = 1 ТО N 2 
1 6 5 0 А С 1 , К 1 + Л « У С К , 0 3 
1 6 6 0 МЕХТ О 
167 0 ГОК М= I ТО и 0 
1 6 8 0 Г С 1 + М 5 + С М - 1 > , К З » У С К ^ 1 д 2 * « 3 
169 0 МЕХТ М 
17 0 0 1Г Ь 0 - 3 Т Н Ш 17 2 0 
1 7 1 0 Г С 1 + М 6 , К З = Г С 1 , К ] 
1 7 2 0 МЕХТ К 
1 7 3 0 М9 = Ь 5 - С 1 < 1 9 ) 
17 4 0 ГОН К= 1 ТО П9 

17 5 0 ГОК 0 = 1 ТО N 0 
1 7 6 0 « С К , Л = \ ^ С Ь 1 + К , Ь 1 + 0 3 
177 0 МЕХТ О 
1 7 8 0 ГОН М= 1 ТО Ь 0 
1 7 9 0 МСК,М2+М1=УСЬ 1+К,М2+МЗ 
18 0 0 МЕХТ М 
13 10 МЕХТ К 
1 8 2 0 МЕХТ I 
1 8 3 0 Ь 2 = ( 1 9 < М 5 ) 
1 8 4 0 М 4 я М 0 + Ь 2 
1 8 5 0 Ь4=«М0-< 19=М5> 
1 8 6 0 ГОН К = Ь 5 ТО М0 
187 0 ГОК 0 = 1 ТО N 0 
1 8 8 0 У / С К + Ь г , О З ' С СК^ОЗ 
1 8 9 0 МЕХТ О 
1 9 0 0 у с к + ь 2 , м 2 + 1 ] » а с к , м 0 + и 
1 9 1 0 У С К + и 2 > М 2 + 2 ] = а С К , М 0 + 2 3 
1 9 2 0 У С К + и 2 , М 2 + 3 3 = 0 
1 9 3 0 1Г Ь 4 = М 0 ТНШ 1 9 9 0 
1 9 4 0 ГОН 0 = 0 0 ТО N 0 
1 9 5 0 У С К , 0 - 1 3 = ; ^ С К , 0 3 
19 6 0 МЕХТ О 



5 ( Х . У Е 

1 9 7 0 У С К , М 0 ] » 0 
1 9 8 0 У С К , № + 3 ] « ( З С К , 0 9 ] 
1 9 9 0 М Е Х Т К 
2 0 0 0 Р О Н К= 1 Т О N 4 
2 0 1 0 Г О Н М = 1 Т О Ь 0 
2 0 2 0 ^ С К , М 0 + М ] = У [ К , М 2 + М ] 
2 0 3 0 М Е Х Т М 
2 0 А 0 1 Г Ь 0 = 3 Т Н Е М 2 0 6 0 
2 0 5 0 « С К , М 0 + 3 ] = У С К / М 0 + 1 ] 
2 0 6 0 Ы Е Х Т К 
2 0 7 0 И = Ь 2 + и 4 
2 0 8 0 М З = М 0 + 3 
2 0 9 0 а о з и в 2 6 7 0 
2 1 0 0 Г О К К = 1 Т О М 0 
2 1 1 0 К 1 * М 2 + ( К - 1 ) 
2 1 2 0 Г О Н 0 = 1 Т О N 0 
2 1 3 0 А С М 5 > К 1 * а ] = У С К , 0 ] 
2 1 4 0 М Е Х Т О 
2 1 3 0 Г О К М = 1 Т О 3 
2 1 6 0 Г С М 5 * М , К ] = У С К , М 0 + М ] 
2 17 0 Ы Е Х Т М 
2 1 8 0 Ы Е Х Т К 
г 1 9 0 г о н М = I Т О К 9 
2 2 0 0 Г О Н К= I Т О Ы 0 
2 2 1 0 О С К ] = 0 
2 2 2 0 Ы Е Х Т К 
2 2 3 0 а С М 2 + М ] = - ( Н = 2 ) 
2 2 4 0 1 Г Ь 0 = 2 Т Н Е М 2 3 3 0 
2 2 5 0 0 С Ы 2 + М ] = У С М 4 , Ы 1 + М ] / \ ^ С Ы 4 , Ы П 
2 2 6 0 Г О К 1 = 1 Т О N 5 
2 2 7 0 М 7 = 1 + М 5 * М 
2 2 8 0 и1 = Ы 0 - < 1 = 1 9 > 
2 2 9 0 Г О В К= 1 Т О Ы 
2 3 0 0 Г С М 7 , К ] » Г С И 7 , К ] - 0 С М 2 + « 3 * Г С Ь К З ) 
2 3 1 0 М Е Х Т К 
2 3 2 0 М Е Х Т I 
2 3 3 0 Г О Н 1 » М 5 Т О 1 5 Т Е Р - 1 
2 3 4 0 Ы = М 0 - ( 1 » 1 9 ) 
2 3 5 0 Ь 2 = М 2 * ( Ь I - 1 ) + И 
2 3 6 0 М 7 » 1 * М 5 * М 
2 3 7 0 Г С М 7 , Ы З = С Г С М 7 > Ы ] - 0 С Ы ] ) / А С 1 , Ь г З 
2 3 8 0 К 0 = Ь 1 - 1 
2 3 9 0 Г О Н К » К 0 Т О 1 З Т Е Р - 1 
2 4 0 0 С 0 = Г С М 7 , К ] - О С К З 
2 4 1 0 К 1 = М 2 * ( К - 1 ) 
2 4 2 0 К 2 = К + 1 
2 4 3 0 Г О Н О а Ы Т О К 2 З Т Е Р - 1 
2 4 4 0 С 0 = С 0 - А С 1 , К 1 + а ] * Г С М 7 , Л 
2 4 5 0 М Е Х Т О 
2 4 6 0 Г С М 7 , К ] = С 0 / А С 1 , К 1 + К 1 
2 4 7 0 М Е Х Т К 
2 4 8 0 I Г 1 ^ 1 Т Н Ш 2 5 8 0 



2 4 9 0 ЬЗ=ме^-( 1 = 1 9 + 1 ) 
2 5 0 0 ГОН К=1 ТО ЬЗ 
2 5 1 0 К 2 = М 2 * С К - П + Ь 3 
2 5 2 0 С 0 = 0 
2 5 3 0 ГОН 0 = I ТО Ы 
2 5 4 0 С0=С0+АС I - 1 , К 2 + 0 ] * Г С М 7 , Л 
2 5 5 0 ЫЕХТ О 
2 5 6 0 О С К ] = С 0 
257 0 ЫЕХТ К 
2 5 8 0 ЫЕХТ I 
2 5 9 0 1Г Ь 0 = 2 ТНЕМ 2 6 5 0 
2 6 0 0 М 7 = 1 9 + Ы 5 * М 
2 6 1 0 ГОН К=Ы0 ТО 0 0 ЗТЕР - 1 
2 6 2 0 Г С М 7 , К З = Г С М 7 , К - П 
2 6 3 0 ЫЕХТ К 
2 6 4 0 Г С М 7 , 0 9 ] = - ( М = 2 ) 
2 6 5 0 ЫЕХТ М 
2 6 6 0 СНА1Ы "ЫВ^ТОМ" 
2 6 7 0 НЕМ * * * ЗиВ-РНОаКАМ " С А и З З " * * * 
2 6 8 0 ГОК М= 1 ТО Ы 
2 6 9 0 С 0 = 0 
27 0 0 ГОН К=М ТО N 4 

27 10 1Г А В 5 ( и С К , М ] ) <АВЗ( С 0 > ТН Е>Л 2 7 4 0 
2 7 2 0 С 0 = У С К , М ] 
27 3 0 К 0 = К 
27 4 0 ЫЕХТ К 
27 5 0 ГОК 0 = М ТО N 3 
2 7 6 0 ОСОЗ=иСК0>О] 
27 7 0 У С К 0 , О ] = У С М , О ] 
2 7 8 0 У С М , 0 ] = ОСО] 
2 7 9 0 ЫЕХТ О 
28 0 0 К1=М+1 
28 I 0 ГОК К=К1 ТО Ы4 
28 2 0 К = Ч С К ^ М ] / С 0 
28 3 0 ГОН 0 = К 1 ТО N 3 
2 8 4 0 у с к , о ] = \ ^ с к , о з - к * а с о з 
2 3 5 0 ЫЕХТ О 
28 6 0 ЫЕХТ К 
287 0 N ЕХТ М 
2 8 8 0 КЕТинЫ 
2 8 9 0 ЕЫО 



4 . Текст программы N Е ^ Т О N 

1 0 0 СОМ ОС 2 0 2 ] , УС 1 0 1 , 2 3 , Н С 1 01> 23 
1 1 0 СОМ Ы 0 , М 0 , М , а 9 , Н 9 , 1 9 , О 9 , Н 5 , . Е 0 , Ы 8 
1 2 0 СОМ N 9 , Е 1 , Е 2 , ЕЗ, 1 2 , 1 7 , М 7 , 0 2 , - Е 4 , I 3 
1 3 0 СОМ I 0 , 1 Ы 6 , 1 8 , а 8 , К 9 , М 1 , N 2 , N 5 , N 6 , ^ 5 
140 СОМ З С 2 , 4 3 , У С 2 0 2 , 2 3 , Р С 2 0 2 , 2 3 , Н 5 , Н 6 , Н 7 
1 5 0 СОМ АС 1 0 1 , 8 3 ,ГС 3 0 3 , 23 , й С 7 3 , 0 7 , ? Р 7 , а 8 , Р8 
1 0 0 0 С 9 = А В 5 ( 0 С М 2 + 1 3 ) 
1 0 1 0 С 0 = А В 5 ( О 9 ) 
1 0 2 0 РОК 1= 1 ТО N5 
1 0 3 0 ГОК К« 1 ТО N 0 
1 0 4 0 С 9 » С С 9 МАХ АВЗ< ГС I 5 , КЗ ) > 
1 0 5 0 С 0 = С С 0 МАХ АВ5С У С 1 , К З > ) 
1 0 6 0 У С 1 , К З = У С 1 , К З - Г С 1 + М 5 , К З 
1 07 0 МЕХТ К 
108 0 ЫЕХТ I 
109 0 09 = 09-ОСЫ 2+13 
1 1 0 0 С9 = С 9 / ( С 0 + ( С 0 = 0 > ) 
1 1 1 0 1Г С 9 < Е 0 АЫО К 9 » 2 ТНЕЫ 147 0 
1 1 2 0 I 0= I 0+ 1 
1 1 3 0 ХГ С9> Е0 ТНШ 1 1 6 0 
1 1 4 0 К 9 = 2 
1 1 5 0 СНАХЫ "МАТК1 С " 
1 1 6 0 К 9 = 1 
1 17 0 ХГ X 0>Ы8 ТНШ 1 19 0 
118 0 СНАХЫ " М А Т К Х С " 
1 1 9 0 ХГ I 1 > 0 Т Н Ш 1 2 3 0 
1 2 0 0 ХГ I 0<М9 ТНШ 1 18 0 
12 10 РКХЫТ " 1 1 = 0 , I 0 = М 9 , 5 Т 0 Р " 
1 2 2 0 ЗТОР 
1 2 3 0 Н 7 = Н 7 / 2 
1 2 4 0 ХГ АВ5(Н7 >> Е 1 * Н 5 ТНШ 127 0 
1 2 5 0 РКХЫТ " I 1 = " ; X 1, " А В 5 ( Н 7 ) < Е 1 * Н 5 , З Т О Р " 
1 2 6 0 ЗТОР 
1 27 0 X 0= 0 
128 0 ХГ I 1> 1 ТНШ 1 3 6 0 
1 2 9 0 ГОК 1= I ТО N 5 
1 3 0 0 ГОК К= 1 ТО N 0 
1 3 1 0 У С 1 , К З = У С 1 + Ы 5 , К З + Н 7 * Р С 1 + Ы 5 , К З 
1 3 2 0 ЫЕХТ К 
1 3 3 0 ЫЕХТ X 
134 0 а9=08-» -Н7*Р8 
1 3 5 0 СНАХЫ " М А Т К Х С " 
1 3 6 0 ГОН Х= I ТО N 5 
137 0 ГОК К= 1 ТО N 0 
138 0 Г1=РСХ+Ы5,КЗ + РС Х , К З - 2 * ( У С 1 + Ы 5 , К З - У С Х ,КЗ ) 
139 0 Г 2 = Г 1 + Р С 1 + Ы 5 , К З - ( У С Х + Ы 5 , К З - У С 1,КЗ ) / Н 6 
14 0 0 УС 1;,КЗ=УС X + Ы 5 , К З + Н 7 * С РС Х+Ы5,КЗ • К Н 7 / Н 6 ) * 

Ж С Г 2 + ( Н 7 / Н 6 ) * Г 1 ) ) 
1 4 1 0 ЫЕХТ К 
1 4 2 0 ЫЕХТ X 
1 4 3 0 Г1 = Р 8 + Р 7 - 2 * ( 0 8 - 0 7 ) / Н 6 
1 4 4 0 Г 2 = Г 1 + Р 8 - С 0 8 - 0 7 ) / Н 6 
145 9 а 9 = а 8 + Н 7 * ( Р 8 - К Н 7 / Н 6 ) * < Г 2 + ( Н 7 / Н 6 ) * Г 1 ) > 
1 4 6 0 СНАХЫ " М А Т К Х С " 



МЕСТОМ 

1 4 7 0 К 9 = 1 
148 0 С 0= 0 
149 0 РОК 1= 1 ТО М5 • 
1 5 0 0 РОЯ К= I ТО Ы0 
1 5 1 0 РС1+[\16 ,К]= -ГС 1 + М 6 , К ] 
1 5 2 0 1Г 1 2 > Ы 0 ТНЕМ 157 0 
1 5 3 0 1Р АВ5( ГС 1 + М 6 , К ] ) <АВ5С 0 0 ) ТНЕМ 157 0 
1 5 4 0 1 9 = 1 
1 5 5 0 а 9 = К 
1 5 6 0 С 0 = Г С 1 + М 6 , К 1 
157 0 МЕХТ К 
1 5 8 0 МЕХТ I 
1 5 9 0 0 С М 2 + 2 ] = - а С М 2 + 2 ] 
16 0 0 1Г 1 2 > 0 ТНЕМ 1 6 6 0 
1 6 1 0 1Г АВ5( 0 С М 2 + 2 ] ) < А В 5 ( С0) ТНЕМ 1 7 7 0 
1 6 2 0 1 9 = М + 2 
1 6 3 0 0 9 = 0 
1 6 4 0 С 0 = а С М 2 + 2 1 
1 6 5 0 5 ОТО 1 7 7 0 
1 6 6 0 1Г 12=М1 ТНЕМ 1 6 2 0 
167 0 1Г 12>М:1 ТН ЕМ -П 6 0 
1 6 8 0 0 9 = 1 2 
1 69 0 С 0= 0 
17 0 0 ГОН 1=1 ТО М5 
17 10 1Г АВ5( ГС 1 + М 6 , 0 9 ] ) < А В 5 ( С 0 ) ТНЕМ 1 7 4 0 
1 7 2 0 19 = 1 
1 7 3 0 С0=ГС I + N 6 , 0 9 ] 
17 4 0 МЕХТ I 
17 5 0 а ОТО 177 0 
1 7 6 0 С0=ГС 19 + М 6 , 0 9 3 
177 0 ГОК 1=1 ТО N 5 
1 7 8 0 ГОК К= 1 ТО N 0 
179 0 ГС 1 + Ы 6 , К ] =ГС I + М 6 , К ] / С 0 
1 8 0 0 МЕХТ К 
18 1 0 ЫЕХТ I 
1 8 2 0 йСМ2+21 = а С Ы 2 + 2 ] / С 0 
1 8 3 0 ХГ Х 3 = 0 ТНЕМ 1 8 5 0 
1 8 4 0 СНАХЫ " Е К К О К " 
1 8 5 0 (3 о з и в 3 0 0 0 
1 8 6 0 ХГ X 1> 0 ТНЕМ 207 0 
187 0 ХГ X 6=М7 ТНЕМ 1 9 2 0 
1 8 8 0 ХГ Х9 = М+2 ТНЕМ 1 9 1 0 
1 8 9 0 Н 7 = Н 5 = Н С Х 9 , 0 9 3 
1 9 0 0 С ОТО 1 9 2 0 
19 10 Н7 = Н5=Н<? 
1 9 2 0 ХГ 0 8 = 0 ТНЕМ 1 9 5 0 
1 9 3 0 Р = Г С Х 8 + Ы 6 , 0 8 3 * Н 7 
1 9 4 0 СОТО 1 9 6 0 
1 9 5 0 Р=йСЫ2+23*Н7 
1 9 6 0 ХГ 5 а Ы ( Р ) = Н 8 ТНЕЫ 1 9 8 0 
197 0 Н7 = -Н7 



1 9 8 0 ГОК 1=1 ТО N 5 
199 0 ГОК К» 1 ТО N 0 
2 0 0 0 У С 1 + М 5 , К ] » У С 1 , К ] 
2 0 1 0 Р С 1 + Ы 5 , К ] = Г С 1 + М 6 , К З 
2 0 2 0 МЕХТ К 
2 0 3 0 МЕХТ I 
2 0 4 0 0 8 = 0 9 
2 0 5 0 Р 8 » 0 С М 2 + г ] 
2 0 6 0 а ОТО 2 3 1 0 
2 0 7 0 1Г 19«М + 2 ТНЕМ 2 1 2 0 
2 0 8 0 Рв=РС 1 9 + Ы 5 , 0 9 1 
2 0 9 0 Н 5 = Н С 1 9 , 0 9 ] 
2 1 0 0 Н6=»УС 1 9 , а 9 ] - У С 1 9 + М 5 , 0 9 3 
2 1 1 0 е ОТО 2 1 5 0 
2 1 2 0 Р0=Р8 
2 1 3 0 Н5=Н9 
2 1 4 0 Н 6 = 0 9 - 0 8 
2 1 5 0 г о н 1=1 ТО N 5 
2 1 6 0 ГОК К=1 ТО N 0 
2 1 7 0 УС 1 , К З = У С 1 + М 5 > К З 
2 1 8 0 РС1>КЗ = Р С 1 + М 5 , К З / р г 
2 1 9 0 УС1+М5#КЗ = 7 С 1 , К З 
2 2 0 0 РС 1+М5>КЗ=ГС 1+М6#КЗ 
2 2 1 0 МЕХТ К 
2 2 2 0 МЕХТ I 
2 2 3 0 07 = 08 
2 2 4 0 Р7 = Р 8 / Р 0 
2 2 5 0 0 8 = 0 9 
2 2 6 0 Р8=аСЫ2+23 
2 2 7 0 Н 7 = Е 2 * Н 6 
2 2 8 0 1Г А В 5 ( Н 7 ) < Е З * Н 5 ТНЕМ 2 3 0 0 
2 2 9 0 Н7 = Е З * Н 5 * 5 С М ( Н 6 ) 
2 3 0 0 ХГ I I >= N7 ТНЕМ 2 3 4 0 
2 3 10 I 1=Х 1+ 1 
2 3 2 0 1 6 = 0 
2 3 3 0 СОТО 127 0 
2 3 4 0 С 0 = 0 
2 3 5 0 ГОК Х=1 ТО М5 5ТЕР М 
2 3 6 0 ГОК К= 1 ТО N 0 
2 3 7 0 ХГ АВЗ( РС 1+М5>КЗ ) < С 0 ТНЕМ 2 4 1 0 
2 3 8 0 Х8=Х 
2 3 9 0 08=К 
2 4 0 0 С 0 = А В 5 ( РС Х+М5,КЗ ) 
2 4 10 МЕХТ К 
2 4 2 0 МЕХТ I 
2 4 3 0 Н8=56ЫСН7*РС Х8 + М 5 , 0 8 3 ) 
2 4 4 0 ХГ А В 5 ( Р 8 ) < С 0 ТНЕМ 2 4 9 0 
2 4 5 0 Х 8 = М + 2 
2 4 6 0 0 8 = 0 
247 0 С 0 = А В 5 { Р8) 
2 4 8 0 Н8 = 5 С М < Н 7 * Р 8 ) 
2 4 9 0 ХГ С 0 < Е 4 ТНЕМ 2 3 1 0 



2 5 0 0 I6=Ы7 
2 5 1 0 I 0=1 1=0 
2 5 2 0 СНЛЬМ " М А Т Р Л С " 
3 0 0 0 НЕМ ЗиВ-РНОСНАИ "РНХЫТ" * * + 
3 01 0 5 0= УС Ь 1 ] 
3 0 2 0 1 Р 5 0 >= . 9 9 9 9 9 9 ТНЕЫ 3 09 0 
3 0 3 0 5 1=5аЯс 5 0 ) 
3 0 А 0 5=51 + ( 1 - 3 0 ) * Ь О З С < 1 + 5 1 ) / 5 0 Н ( 1 - 5 0 ) ) 
3 0 5 0 а 0 = . 5 * ( 1 - 5 0 ) * 5 » 2 
3 0 6 0 РН1ЫТ и51ЫС •• 1 0Х , 2С О. 5 0 , 5 Х ) > 5 0 . ЗОЕ» 5Х> 0 0 , 5Х> 0 0 " ; 

5 0 , (39, 0 9 - 0 0 , 1 9 , 0 9 
3 07 0 1Г а 9 < . 001 АМО 09> 0 ТНЕЫ 3 09 0 
3 08 0 а о т о 3 9 9 0 
3 09 0 5 Т 0 Р 
3 9 9 0 НЕТиНЫ 
4 0 0 0 ЕЫО 

5. Текст программы ЕККОК 

ЕННОН 

1 0 0 СОМ ОС 2 0 2 3 , У С 1 0 1 , 2 ] , Н С 1 0 1 , 2 ] 
1 1 0 СОМ Ы 0 , М 0 , Ы , 0 9 , Н 9 , 1 9 , 0 9 , Н 8 , Е 0 , М 8 
1 2 0 СОМ N 9 , Е 1 , Е г , ЕЗ, I 2 , 17 ,Ы7 , 0 2 , Е 4 , I 3 
1 3 0 СОМ I 0 , I Ы 6 , 1 8 , 0 8 , К 9 , Ы 1 , Ы 2 , Ы 5 , Ы 6 , Ь 5 
1 4 0 СОМ а С 2 , 4 ] , У С 2 0 2 , 2 ] , Р С 2 0 2 , 2 ] , Н 5 , Н 6 , Н 7 
1 5 0 СОМ АС 1 0 1 , 8 ] , ГС 3 0 3 , 2 ] , ОС? ] , 0 7 , Р 7 , 0 8 , Р8 
1 6 0 01М УС 2 , 3 3 , Х С 2 , 2 ] 
1 0 0 0 НЕМ ЗиВ-РНОСНАМ "ЕННОК" • * * 
1 0 1 0 О о з и в 2 0 0 0 
1 0 2 0 РОН 1 = I ТО N 5 
1 0 3 0 0= ОС I ] 
104 0 Г ОН К=1 ТО N 0 
1 0 5 0 0 С К ] = У С 1 , К ] 
1 0 6 0 ЫЕХТ К 
1 07 0 С о з и в 3 0 0 0 
1 08 0 ГОН К= 1 ТО N 0 
109 0 ГС 1 + Ы 5 , К ] = ОСК] 
1 1 0 0 ЫЕХТ К 
1 1 1 0 ЫЕХТ I 
1 1 2 0 ГОН 1=1 ТО N 
1 1 3 0 Н= ОС I + 1] - ОС I ] 
1 1 4 0 ГОК К= 1 ТО Ы0 
1 1 5 0 х е к , 1] = У С 1 , К ] - У С 1 + 1 , К З + Н * Г С 1 + Ы 5 , К ] 
1 1 6 0 х е к , 2 ] = УС 1+ I , К] - УС I , К ] - Н * ГС 1+ 1 + Ы 5 , К ] 
1 17 0 N ЕХТ К 
1 1 8 0 ГОК М= 1 ТО 3 
1 19 0 Т = . 2 5 * « 
12 0 0 0 » 0 С 1 ] + Н * Т 



Е К К О Н 

12 10 РОК К= 1 ТО Ме 
1 2 2 0 С0=С 1 - Т ) * Х С К , П + Т * Х С К , 21 
1 2 3 0 ОСК] = ( 1 - Т ) * У С Ь К З + Т * У С Ц - 1 , К З + Т * ( 1 - Т ) * С 0 
1 2 4 0 ЫЕХТ К 
1 2 5 0 й о з и в 3 0 0 0 
1 2 6 0 РОН К = 1 ТО N 0 
127 0 и с к , м ] = о с к з 
128 0 МЕХТ К 
1 2 9 0 МЕХТ М 
1 3 0 0 ГОЯ К= 1 ТО N 0 
1 3 1 0 С 1 = 7*< ГС 1 * М 5 , К З + ГС1+ 1+М5,КЗ ) + 3 2 * ( и с к , 1 3 + иСК, 33 ) 
132 0 ГС 1+ 1,КЗ = (УС I * 1 , К З - У С 1 , К З ) / Н - ( С 1 > 1 2 * и С К , 2 3 ) / 9 0 
1 3 3 0 МЕХТ К 
1 3 4 0 МЕХТ I 
1 3 5 0 ГОН К ' 1 ТО М0 
1 3 6 0 ГС Ь К З = а С К , М 0 + 2 3 
137 0 МЕХТ К 
138 0 ГОК 1=1 ТО М 
139 0 ГОК К=М0+ I ТО N 0 
1 4 0 0 ГС 1 , К З = Г С 1+ Ь К - М 0 3 
1 4 1 0 МЕХТ К 
1 4 2 0 ГОР К= 1 ТО М0 
1 4 3 0 ГС1+ Ь К З = ГС1+ Ь М 0 - М 0 + К З 
1 4 4 0 МЕХТ К 
1 4 5 0 МЕХТ I 
1 4 6 0 ГОК К=М0+ 1 ТО N 0 
147 0 Г С М 5 , К З = а С К , М 0 + 2 3 
1 48 0 N ЕХТ К 
1 4 9 0 СНА1М "М Т О М " , 18 5 0 
2 0 0 0 НЕМ * * * зив-РКОСНАМ " г и м с - С " * * * 
2 0 1 0 а С 1, 43 =УС 1, 23 
2 0 2 0 а С 2 , 43 = УСМ5, 1 3 
2 9 9 0 КЕТикМ 
3 0 0 0 НЕМ * + * з и в - Р К О С НАМ " Р Ц Ы С - Г - + * * 
3 0 1 0 ОС 13 = 0С 23 
3 0 2 0 1Г АВ5( 1-аС 13 ) > . 0 0 0 0 0 1 ТНЕМ 3 0 4 0 
3 0 3 0 ОС 1 3 = . 9 9 9 9 9 
3 0 4 0 ОС 23 = - 0 9 / С 1-ОС 1 3 ) » 2 
3 9 9 0 ЯЕТиНМ 
4 0 0 0 ЕМО 



П Р И Л О Ж Е Н И Е К § 7 

ПРИМЕЧАНИЕ. ЗДЕСЬ ПО-ПРЕЖНЕМУ РАССМАТРИВАЕТСЯ 
РЕШЕНИЕ КОНКРЕТНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ, ОДНАКО, ПРАВИЛО 

ОБРАЩЕНИЯ К СТАНДАРТНЫМ ПОДПРОГРАММАМ 
АВАРТ, ЕККОК, 3 0 ^ V - ^ и ЕХТКЕМ НОСЯТ ОБЩИЙ ХАРАКТЕР. 

1. Тексты подпрограмм и Р К Ш Т , 
содержащие пример обращения 

к подпрограммам А В А Р Т и ЕККОК 

В Р Н - 0 

1 0 0 0 НЕМ * * * ЗиВ-РКОеНАМ " 1 М Р Ц Т " * * * 
1 0 1 0 КЕАО М , М 0 > М 0 , а 9 , Н 9 , 1 9 , а 9 , Н 8 , Е 0 , Е4 
1 0 2 0 ОАТА 1 0 , 2« Ь . 1 5 , 0 , 1, Ь 1 , . 0 0 0 Ь . 0 0 0 1 
1 0 3 0 НЕАВ Е Ь Е 2 , Е З , М 8 , Ы 9 , 0 2 , 1 2 , 1 7 , М 7 , I 3 
1 0 4 0 ОАТА . 0 0 Ь Ь 1 , 2 , 1 0 , 1. Ь 4 , Ь 0 , 1 
1 0 5 0 У 0 » . 8 
1 0 6 0 РОК I » 1 ТО N4-1 
107 0 О С П а С ! - 1 ) / Ы 
103 0 У [ 1 , П = Г 0 * < 1-ОС 1 3 » 2 ) 
1 0 9 0 У С 1 , 2 3 = - 2 * У 0 * < 1 - 0 С 1 ] ) 
1 1 0 0 Н С 1 , 1 ] = Н С 1 , 2 3 = 0 
1 1 1 0 ЫЕХТ I 
1 1 2 0 РНХЫТ " Т М О Р01ЫТ ВОиМОАКУ УАЬОЕ РНОВЬЕМ : 
1 1 3 0 РН1ЫТ г<К<1" 
1 1 4 0 РКХЫТ " У • С Х ) + й / С 1 - У ( Х ) 3 • 2 * 0 " 
1 1 5 0 РНХЫТ " У ( 0 ) = 0 , У С 1 ) » » " 
1 1 6 0 РКХЫТ 
117 0 РНХЫТ " З Т А К Т : а а . 1 5 , 1 9 » Ь 0 9 = 1 , У < Х ) » . 8 * С 1-Х» 2 ) " 
118 0 РКХЫТ Х 2 « 4 , N = 1 0 , N 7 - 0 , 0 2 = 1 . 1 , I 3= Ь I 6 = - Г ' 
119 0 РКХЫТ 
199 0 КЕТИКМ 
2 0 0 0 ЕМО ' 

МЕСТОМ 

3 0 0 0 НЕМ * * • 5 0 8 - Р Н О С НАМ " Р Н Х Ы Т " * * * 
3 0 1 0 5 0 * У С Ь 1 3 
3 0 2 0 3 1 = 5 О Й С 5 0 ) 
3 0 3 0 5 = 5 1 + ( 1 - 5 0 ) * Ь О е С С 1 + 5 1 ) / З О В С 1 - 5 0 ) ) 
3 0 4 0 © 0 = . 5 * < 1 - 3 0 ) * 5 » 2 
3 0 5 0 Р К Х Ы Т " 0 = " ^ 0 9 ; " Е Й И С 0 ) = " ; 0 9 - 0 0 
3 0 6 0 Р К Х Ы Т 
3 0 7 0 Р Н Х Ы Т " X У С Х ) У С Х ) Е К Н С У ) 
3 0 8 0 Р Н Х Ы Т " 
3 0 9 0 Р О К I » I Т О М + 1 
3 1 0 0 Р Н 1 М Т иЗХМа ЗХ 1 0 ; О С Х З , У С 1 , 1 3 , У С 1 , 2 3 , Р С 1 , П * Г С 1 ^ 2 1 
3 1 1 0 1 М А 6 Е 2 Х , 2 С 0 . 5 0 , З Х > , 3 0 0 . 5 0 , 2 С З Х , 5 0 . 30Е> 
3 1 2 0 Ы Е Х Т I 
3 1 3 0 Р Н Х М Т 
3 1 4 0 Х Р 1 6 < 0 Т Н Е К 3 9 9 0 
3 1 5 0 ЗТОР 
3 9 9 0 НЕТиГЛГ 
4 0 0 0 ^ ЕМО у 



2. Текст подпрограммы РКШТ 
с обращением к подпрограмме 8 0 ^ V - ^ 

МЫТОМ 

3 0 0 0 НЕМ ** 'Г зив-РНОС НАМ " Р Н Ш Т " * * * 
3 0 1 0 Р Н 1 М Т иЗХМа 3 0 2 0 ; Ь I ] , 0 9 , 0 [ М 2 + 2 ] 
3 0 2 0 1 М Р С Е 5 Х , " Г С 0) = " , п о . 5 0 , 5 Х , " а = " , 0 0 . 5 0 , 5 Х , " О ' = п о . 5 0 
3 0 3 0 1 Р У С 1 , П < = . 9 ТНЕМ 3 0 5 0 
3 0 4 0 З Т О Р 
3 0 5 0 Е 5 = . 0 0 0 1 
3 0 6 0 0 0 = . 2 
3 0 7 0 а о з и в 5 0 0 0 • 
3 0 8 0 1 Г Р > 0 Т Н Е М 3 9 9 0 
3 0 9 0 Р Н Х М Т 
3 1 0 0 Р Н Х М Т " X У С Х ) У С Х ) 
3 1 1 0 Р Н Х М Т " " 
3 1 2 0 г о н 1 = 1 Т О М + 1 
3 . 1 3 0 Р Н Х М Т иЗХМа 3 1 4 0 ; О С Х З , У С Х , П , У С Х , 2 3 
3 1 4 0 Х М А 6 Е 7 Х , 2С О . 5 0 , З Х ) , 5 0 0 . 5 0 
3 1 5 0 М Е Х Т X 
3 1 6 0 Р Н Х М Т 
3 1 7 0 З Т О Р 
3 9 9 0 НЕТиНМ 

МЕМТОМ 

5 0 0 0 НЕМ * * * зив-РКОСНАМ " З О Ь У - О " 
501 0 ГГ 11 = 0 ТНЕМ 5 3 2 0 
5 0 2 0 Р0=РС 19 + М 5 , 0 9 ] ~ 
5 0 3 0 ГОК 1=1 ТО М 5 
5 0 4 0 ГОН 0 = 1 ТО М 0 
5 0 5 0 Р С Х + М 5 , и ] = Р С 1 + М 5 , и ] / Р 0 
5 0 6 0 М ^ Т О 
5 07 0 МЕХТ X 
5 08 0 Р8= Р 8 / Р 0 
5 0 9 0 Н = У С Х 9 , 0 9 ] - У С Х 9 + М 5 , 0 9 1 
5 1 0 0 Н 1= С 0 9 - 0 0 ) /С Ог+С 0 0 = 0) ) 
5 1 1 0 ХГ А В 5 ( Н ) < Е 5 * Н 5 ОН А В 5 С Н 1 Х Е 5 ТНЕМ 5 3 4 0 
5 1 2 0 ХГ заме 0 0 - 0 9 ) = зам С 0 0 - 0 8 ) ТНЕМ 5 3 2 0 ' 
5 1 3 0 А = 0 8 - 0 9 + Н * Р 8 
5 1 4 0 В = 0 9 - 0 8 - Н * 0 С М 2 + 2 ] 
5 1 5 0 Н 1 = 0 8 
5 1 6 0 Н2= 09 
5 17 0 Т1= 0 
5 1 8 0 Т2= 1 
5 1 9 0 ХГ Т 2 - Т 1 < . 0 0 0 1 ОН Т 2 < Т 1 ТНЕМ 5 2 9 0 
5 2 0 0 Т = . 5 * С Т1 + Т 2 ) 
5 2 1 0 0=С 1 - Т ) * 0 8 + Т * 0 9 + Т*С 1 - Т > * С С 1 - Т ) * А + Т * В ) • 
5 2 2 0 ХГ заме О - а 0 ) = ЗСМС Н г - 0 0 ) ТННМ 5 2 6 0 
5 2 3 0 Р1 = 0 " ; 
5 2 4 0 Т1 = Т 
5 2 5 0 С ОТО 5 1 9 0 
5 2 6 0 К2= а 
5 2 7 0 Т 2 = Т 
5 2 8 0 3 ОТО 5 19 0 
5 2 9 в Е 2 = Т - 1 
5 3 0 0 С ОТО 



5 3 1 0 Е2» 1 
5 3 2 0 Р » ! 
5 3 3 0 3 ОТО 5 9 9 0 
5 3 4 0 Р а - 1 
5 9 9 0 КЕТ ивы 

3. Текст подпрограммы Р К Ш Т 
с обращением к подпрограмме Е Х Т К Е М 

N Ш Т О М 

3 0 0 0 К Е М * • * з и в - Р Н О С К А М " Р К 1 М Т " * * • 

3 0 1 0 Р К 1 М Т и51Ыа 3 0 2 0 ; УС Ь П , 0 9 , 0 С М 2 + 2 ] 

3 0 2 0 1 М / Й Е 5 Х , " У С 0 ) = " , ОВ. 5 0 , 5 Х , " О » " , ОВ. 5 0 , 5 Х , " О " 5 0 . 5 В 
3 0 3 0 Х Г У С 1 , 1 ] < = . 9 ТНЕМ 3 0 5 0 
3 0 4 0 З Т О Р 

3 0 5 0 Е 5 = . 0 0 0 1 

3 0 6 0 С о з и в 4 0 0 0 

3 0 7 0 Х Г Р > 0 Т Н Е М 3 9 9 0 

3 0 8 0 Р Н Х М Т 

3 0 9 0 Р Н Х М Т X У С Х ) У С Х ) 

3 1 0 0 Р Н Х М Т •' 

3 1 1 0 г о н . Х * 1 Т О М + 1 

3 1 2 0 Р Н Х М Т изхма 31 з а ; осх з , У С х , и , У С х , 2 1 

3 1 3 0 Х М А С Е 7 Х , 2 С о . 5 0 / З Х ) , 3 0 0 . 5 0 

3 1 4 0 М Е Х Т X 

3 1 5 0 Р Н Х М Т 

3 1 6 0 ЗТОР 
3 9 9 0 КЕТиНМ 
4 0 0 0 К Е М зив-РНОС Н А М "ЕХТНВМ" 
4 0 1 0 Х Г X 1 = 0 ТНЕМ 4 2 2 0 
4 0 2 0 Р 0 = РС Х 9 + М 5 , 0 9 ] 

4 0 3 0 Г О Н 1 = 1 Т О N 5 

4 0 4 0 Г О Н 0 = 1 Т О N 0 

4 0 5 0 Р С Х + М 5 , Л = Р С Х + М 5 , О ] / Р 0 
4 0 6 0 МЕХТ О 
4 0 7 0 МЕХТ X 
4 08 0 Р 8 = Р 8 / Р 0 

- 4 0 9 0 Н = У С Х 9 , 0 9 3 - У С Х 9 + М 5 , 0 9 ] 

4 1 0 0 Х Г А В З С Н ) < Е 1 * Н 5 ОН А83С ОС М 2 + 2 1 X Е 5 ТНЕМ 4 2 4 0 
4 1 1 0 Х Г заме 0 С М 2 + 2 ] ) = ЗаМС Р8) ТНЕМ 4 2 1 0 
4 1 2 0 Н 0 = Н * Р 8 
4 1 3 0 А = 0 8 - 0 9 + Н * Р 8 

4 1 4 0 В = 0 9 - а 8 - Н * 0 С М 2 + 2 ] 

4 X 5 0 С = 2 * А - В 

4 Г 6 0 Т « Н 0 / С С + 5 О Й С А В 5 С С » 2 + 3 * С В - А ) * Н 0 ) ) ) 
4 1 7 0 Х Г Т > 0 А М О Т< 1 ТНЕМ 4 1 9 0 
4 1 8 0 Т = Н 0 / С 3 * С А - В ) * Т ) 
4 1 9 0 Е 2 а Т - 1 
4 2 0 0 С ОТО 4 2 2 0 
4 2 10 Е 2 » I 

4 2 2 0 Р« 1 

4 2 3 0 С ОТО 4 9 9 0 
4 2 4 0 Р » - 1 " 
4 9 9 0 НЕТиНМ 

Й 2 



П Р И Л О Ж Е Н И Е К § 8 

В Р К - а 

в ПРИЛОЖЕНИИ ПРИВЕДЕНЫ ПРИМЕРЫ ЗАПОЛНЕНИЯ 
НЕСТАНДАРТНЫХ ПОДПРОГРАММ ПРОГРАММЫ ВРК-^. 

ФОРМУЛИРОВКИ СООТВЕТСТВУЮЩИХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 
СОДЕРЖАТСЯ В ТЕКСТАХ ПОДПРОГРАММЫ ШРГТ 

Пример 1 

1 0 0 0 К Е М 

1 0 1 0 Н Е А О 

1 0 2 0 В А Т А 

1 0 3 0 Н Е А О 

1 0 4 0 П А Т А 

1 0 5 0 Р О К I 

1 0 6 0 0 С П = С 1 - 1 ) / М 

1 0 7 0 У С 1 , 1 3 » У С 1 , 2 3 

1 0 8 0 Н С 1 , П » Н 1 : 1 , 2 ] 

1 0 9 0 М Е Х Т I 

I 1 0 0 Р К 1 М Т " 

1 1 1 0 Р К 1 М Т " 

1 1 2 0 Р К 1 Ы Т " V 

1 1 3 0 Р К 1 М Т " 

1 1 4 0 Р К 1 М Т 

1 1 5 0 Р Н 1 М Т ' 

1 1 6 0 Р К 1 М Т • 

1 1 7 0 Р К 1 М Т 

1 9 9 0 НЕТиНМ 
2 0 0 0 Е М П 

* * • з и в - Р К О С К А М 

М , М 0 > М 0 > 0 9 , Н 9 , 1 9 , 0 9 / н З , Е 0 # Е 4 

1 0 > 2 , Ь 0 , . 0 2 , Ь Ь Ь • 0 0 0 1 , • 0 0 0 1 

Е 1 , Е 2 , Е З , М 8 , М 9 , П 2 , I 2 , 1 7 , Ы 7 , I 3 

. 0 0 1 , 1 , 1 , 5 , 1 0 , . 2 , 1 , 1 , 3 , 0 

= 1 Т О М + 1 

" Х М Р и Т " * * * 

Т У О Р 0 1 М Т В О Ш О А Н У У А Ь У Е Р Н О В Ь Е М 

Е < Х < 1 , С = 3 0 , В = 1 / 6 0 " 

• + 2 * У / X + 0 * ( С - У ) * Е Х Р С У / С 1 + В * У ) ] = 0 " 

У С 0 ) « 0 , У С 1 ) « 0 " 

У С 0 ) зоне О) ЬОС С ГАСТОН) У С 1 ) 

М А Т К Ю 

3 0 0 0 К Е М * * • з и в - Р К о а к А м ••вомо" ' 
3 0 1 0 СЗС 1 , П = С С 1 , 3 3 = а С 2 , 2 ] = а С 2 , 3 3 » 0 

3 0 2 0 СС 1 , 2 ] = С С 2 , 1 3 = 1 

3 0 3 0 а С 1 , 4 3 = У С I , 2 3 

3 0 4 0 С С 2 , 43 = У С М 5 , 13 

3 9 9 . 0 Н Е Т О К М 

4 0 0 0 КЕМ * * • з и в - Р к о а к А М " О А С О В " 

4 0 1 0 С - 3 0 

4 0 2 0 В = 1 / 6 0 

4 0 3 0 ОС13 = ОС23 
4 0 4 0 иС 1 , 1 ] = КС П » 0 

4 0 5 0 и С 1 , 2 3 = 1 

4 0 6 0 2 0 Я 1 / С 1 + В * 0 С 1 3 ) 

4 0 7 0 Е = Е Х Р С 2 0 * О С 1 3 ) 

4 0 8 0 1 Г А В 5 С П Х . 0 0 0 0 0 1 Т Н Е М 4 1 4 0 

4 0 9 0 НС 2 ] » - С С - О С 1 3 ) * Е 

4 1 0 0 и С 2 , 2 3 = - 2 / П 



М А Ш С 

4 1 1 0 ОС 21» 0 . 9 * ^ 2 2 * ^ 2 * 2}*ас 21 

4 1 2 0 УС 2 , 1 ] » 0 9 * С 1 - ( С - 0 С П ) * г 0 » 2 ) * Е 
4 1 3 0 СОТО 4 9 9 0 
4 1 4 0 К С 2 ] » - ( С - 0 С 1 3 ) * Е / 3 
4 1 5 0 и С 2 , 2 ] « 0 
4 1 6 0 0 С 2 ] » а 9 * К С 2 ] 
417 0 и С 2 , Х] = а 9 * < 1 - < С - а С П ) * 2 0 » 2 ) * Е / 3 
4 9 9 0 КЕТЦРМ 
5 0 0 0 НЕМ * * * зив-РКОСНАМ " А В А Р Т " * * • 
5 0 1 0 ис Ь 3 3 » 0 
5 0 2 0 1Р А В 5 < О ) < . 0 0 0 0 0 1 ТНЕМ 5 0 5 0 
5 0 3 0 и С 2 , 3 3 » 2 / 0 » 2 
5 0 4 0 а ОТО 5 9 9 0 
5 0 5 0 и С 2 , 3 ] « 0 
5 9 9 0 НЕТиНЫ 
6 0 0 0 ЕМО 

М Е С Т О М 

3 0 0 0 К Е М зив-РКОСНАМ " Р Н 1 Ы Т " * * * 

3 0 1 0 С» 3 0 
3 0 2 0 8 = 1 / 6 0 
3 0 3 0 1 Р 0 9 > . 0 0 0 0 0 1 Т Н Е Ы 3 0 6 0 
3 0 4 0 Р « 0 

3 0 5 0 С ' О Т О 3 0 7 0 
3 0 6 0 Г = Ь 0 3 < - 3 * У С Ы 5 , 2 3 / С / 0 9 ) / Ь 0 а < 1 0 ) 
3 0 7 0 Р Н 1 Ы Т и31Ыа 3 0 8 0 ; У С и П , з о н е 0 9 ) , Г , У С Ы 5 , 2 3 , О С М 2 + 2 3 
3 0 8 0 ХМРОЕ 4 Х , 0 0 . 0 > 4 Х , о . 5 0 , 4 Х , о . 5 0 , 4 Х > 5 0 0 . 5 0 , 4 Х , 5 0 . ЗОЕ 
3 0 9 0 Х Р УС 1 , 1 3 < = 1 5 Т Н Е М 3 9 9 0 
3 1 0 0 З Т О Р 
3 9 9 0 КЕТиКМ 

ЕННОК 

2 0 0 0 НЕМ * * * з и в - р н о а Н А М " Р Ц М С - С " 
2 0 1 0 а с 1, 4 ] = У С 1, 23 
2 0 2 0 а С 2 , 4 3 » У С М 5 , П 
2 9 9 0 КЕТиНМ 
3 0 0 0 КЕМ з и в - Р Н о с н А М " г и ы с - Г " • * * 
3 0 1 0 С= 3 0 
3 0 2 0 В = 1 / 6 0 
3 0 3 0 О С 1 3 - О С 2 3 
3 0 4 0 Х Р АВЗС О Х . 0 0 0 0 0 1 Т Н Е Ы 307 0 
3 05 0 ОС 23 = 09Ч«С С-ОС I 3 ) * ЕХРС ОС 1 3 / ( 1 + В*0С 1 3 ) ) 
3 0 6 0 а о т о 3 9 9 0 
307 0 ОС 23 = 0 9 * С С - а с 1 3 ) * ЕХРС ОС 1 3 / С 1 + В*0С 1 3 ) ) / 3 
3 9 9 0 КЕТиНЫ 
4 0 0 0 ЕЫО 

т 



Пример 2 

ВРН- б 

1 0 0 0 КШ з и Е - Р к о о н А М " х ы р и т " 
1 0 1 0 НЕАО Ы, Ы 0 , М а , й 9 , Н 9 , 1 9 , а 9 , Н 8 , Е 0 , Е4 
1 0 2 0 ВАТА 5 , 4 , 3 , 0 , 1 0.» 6 , 1, 1, • 0 0 0 1 , . 0 0 0 1 
1 0 3 0 НЕАО Е1 , Е 2 , ЕЗ, Ы 8 , М 9 , 0 2 , I 2 , 1 7 , N 7 , X 3 
1 04 0 ОАТА . 0 0 1 , 1 . 2 5 , 1, 2 , 7 , . 2 , Ь Ь 3 , 0 
1 0 5 0 РОР^ 1= 1 ТО Ы+ 1 
1 0 6 0 ОС I ] = ( I - 1 ) /Ы 
107 0 УС I , П = УС X , 23 = У С Х , 3 3 = 0 
1 0 8 0 У С ! , 4 ] = 1 
1 0 9 0 Н С 1 , П = НС X , 23 = ИСХ, 33 = НС X , 43 = . 2 5 
1 1 0 0 ЫЕХТ I 
1 1 1 0 РК1ЫТ " ТУО РОХЫТ ВОШОАНУ УАЬиЕ РНОВЬШ г 
1 1 2 0 РН1ЫТ 0<Х< 1 " 
1 1 3 0 РН1ЫТ " 
1 1 4 0 РКХЫТ У =5 0* С С 5 1 + 5 2 ) * У - 5 2 * У - С * Р ( У + 5 4 ) * 2 3 
1 1 5 0 РКХЫТ V = 5 2 + С У - и ) •• 
1 1 6 0 РНХЫТ 21' = - 5 3 * Р ( У + 5 4 ) * 2 " 
1 17 0 РКХЫТ " Х = 0 : У = У = 0 , 2 = 1 " 
1 13 0 РКХЫТ •• Х= 1 : У = 0 " 
1 19 0 РНХЫТ •• Р( и ) = 1 / С 55+ ЕХРС - и / ( 1+ 5 6 * 1 0 ) 3 " 
1 2 0 0 РКХЫТ 
1 2 1 0 РКХЫТ •• 5 0= •• 1 0 , 51 = 8 , 5 2 = 5 , 5 3 = 5 , 5 4=-гз , 5 5 = . 5 , 5 6 » . 0 5 
1 2 2 0 РНХЫТ 
1 9 9 0 НЕтины 
2 0 0 0 Ег-;о 

МАТКХ С 

3 0 0 0 НЕМ з и в - Р К О С КАМ "ВОЫО" * • * 
3 0 1 0 43 С I , 13 =а С 1, 33=а С 1, 4 3 « С С 1, 53 = 0 
3 0 2 0 <3 С 2 , 13 =а С 2 , 23 =СЗ С 2 , 43 =(3 С 2 , 53 = 0 
3 0 3 0 (3 С 3 , 1 3=0 С 3 , 23 =а С 3 , 33 =а С 3 , 5 3=» 0 
3 04 0 а с 4 , 1 ] =3 с 4 , 33 =СЗ с 4 , 4 3 - с с 4 , 53 = 0 
3 05 0 а с 1, 23 =аС 2 , 33 =а с 3 , 4 3 = а с 4 , 2 3 » 1 
3 0 6 0 а с 1, 63 = УС 1, 23 
307 0 с с 2 , 6 3 « У С Ь 33 
3 0 3 0 а с 3 , 63=УС 1, 4 3 - I 
3 0 9 0 3 с 4 , 63 =>УС!д5, 23 
3 9 9 0 НЕТиКЫ 

13 Заказ Х г 857 18э 



МАТК1 С 

4 0 0 0 НЕМ * * * з и в - р к о а н ж " О А С О В " * * * 

4 0 1 0 ЙЕАВ 3 0 . » 5 1 * 52# 5 3 / 5 4 , 5 5 * 5 6 
4 0 2 0 ОАТА 1 0 / 8 / 5 / 5 / - 4 / . 5 / . 05 
4 0 3 0 НЕ5Т0НЕ 4 0 1 0 
4 0 4 0 20=» 1 / ( 1 + 5 6 * ( 34+ОС 13 ) ) 
4 0 5 0 Е = Е Х Р ( - ( 54+ОС 13 ) * г 0 ) 
4 0 6 0 Р = 1 / С 5 5 * Е ) 
4 07 0 Р = Е * С Р * г 0 ) т 2 
4 0 8 0 ОС13 = ОС23 
4 0 9 0 УС 1/ 13 = 1ГС 1 / 3 3 = иС I / 4 3 « Н С 13 = 0 
4 1 0 0 иС 1/ 23=» 1 
4 1 1 0 ОС 23 = 5 0* ( С 5 1 + 5 2 ) * ас 1 3 - 3 2 * ОС 33 - 0 9 * Г * ОС 43 ) 
4 1 2 0 и С 2 / 13 = 5 0 * < 3 1 + 3 2 - О 9 * Р * а С 4 3 ) 
4 1 3 0 и С 2 / 2 3 = 0 
4 1 4 0 У С 2 / 33 = - 3 0 * 5 2 
4 1 5 0 иС 2 / 4 3 » - 3 0 * О 9 * Р 
4 1 6 0 НС 2 3 = - 5 0 * Р * а С 4 3 
417 0 0СЗЗ = 3 2 * ( 0 С 1 3 - О С З З ) 
4 1 8 0 и С З / 13 = 5 2 
4 1 9 0 иС 3 / 2 3 = иС 3 / 4 3 ^ К С 3 3 а 0 
4 2 0 0 и С З / 3 3 = - 3 2 
4 2 1 0 0С 4 3 = - 5 3 * Р * а С 4 3 
4 2 2 0 и С 4 , 13 = - 5 3 * Р * а С 4 ] 
4 2 3 0 и С 4 / 2 3 = и С 4 / 3 3 = К С 4 3 = 0 
4 2 4 0 и С 4 / 43 = - 3 3 * Р 
4 9 9 0 НЕТиКМ 
5 0 0 0 НЕМ * * * ЗиВ-РКОаКАМ " А О А Р Т " * * * 
5 0 1 0 УС 1 / 5 3 = иС 2 / 5 3 = иС 3 / 5 3 = иС 4 / 5 3 = 0 
5 9 9 0 НЕТиКЫ 

МШТОМ 

3 0 0 0 К Ш * * • зив -РНОЗ КАМ " Р К Ш Т " * • * 
3 0 1 0 5 1 = 8 
3 0 2 0 5 3 = 5 
3 0 3 0 С 0 = 0 
3 0 4 0 Г О Н 1=1 ТО М 
3 0 5 0 Н = 0 С 1 + 1 3 - О С 1 3 
3 06 0 С 0 = С 0 + . 5 * Н * ( У С 1 / 13 + У С 1 + 1 / 13 + . 1 6 6 6 6 7 * Н * 

же У С 1 / 2 3 - У С 1 + Ь 23 ) ) 
307 0 МЕХТ I 
3 08 0 0 « 5 3 * ( 5 1 * С 0 + У С М 5 / 3 3 ) / < 1 - У С М 5 / 4 3 ) 
3 0 9 0 РКХЫТ " 1ЫТЕС=»"г С 0 ; " 0 9 = " ; 0 9 ; " 0 = " ; О 
3 1 0 0 РКХЫТ г < 0 ) = " ; у с 1 / 1 3 ; "УС ! ) = ••; УСЫ5/ 1 з ; " и ( п = " ; у с ы 5 / 3 3 
3 1 1 0 Р К Х Ы Т 2 ( ! ) = ••; У С Ы 5 / 4 3 ; " О ' 3 " ; о с ы 2 + 2 3 ; " 1 9 = " ; 1 9 ; ••09 = " ; 0 9 
3 1 2 0 РНХЫТ 
3 1 3 3 0 0 = 2 0 0 
3 1 4 0 Е 5 - = . О 0 0 1 
3 1 5 0 с 0 5 0 В 5 0 0 0 
3 1 6 3 I Р Р> 0 ТНЕМ 3 9 9 0 
317 0 Р ? ? ] : А ; Т " X У ( Х ) У с х ) м ( Х ) 

3 1 8 0 Р Я 1 / / Т " " 
3 1 9 0 1 Г 0 Р . 1=1 т о N 5 
3 2 0 0 РЯШТ иЗХЫа 3 2 1 0 ; О С Х З , У С Ь П / У С Ь 2 3 , У С Х , З З / У С Х , 43 
3 2 1 0 ШАС Е 8 Х , о . о , 4 ( 4 Х , о , 5 0 ) 
3 2 2 0 МБКТ I 
3 2 3 0 ЗТОР 
39 9 0 ПЕТиШ 

186 



ЕННОН 

2 0 0 0 КЕМ 5иВ-РКОС НАМ " Г Ш С - а " 
2^10 З С Ь 6 3 = У С Ь 2 ] 
2 2 2 0 а С 2, 6 ] = УС Ь 3] 
2 0 3 0 а С 3 , 6 ] = УС 1, 4 3 - I 
2 0 4 0 а С 4 , 63 = УСЫ5, 23 
2 9 9 0 НЕТиКМ 
3 0 0 0 НЕМ • « * ЗиВ-РПОСКАМ " Р Ш С - Р " 
3 0 1 0 НЕАО 5 0 , 5 Ь 5 2 , 3 3 , 5 4 , 5 5 , 5 6 
3 0 2 0 ОАТА 1 0 , 8 , 5 , 5 , - 4 , . 5 , . 05 
3 0 3 0 НЕ5Т0КЕ 3 0 1 0 
3 0 4 0 2 0 = 1 / ( 1 + 3 6 * ( 54+ОС 13 ) ) 
3 05 0 Е= Е Х Р ( - ( 54+ОС 13 ) * г 0 ) 
3 06 0 Р = 1 / С 5 5 + Е ) 
3 0 7 0 ОС13=ОС23 
3 08 13 ОС23 = 30*С С 5 1 + 5 2 > * 0 С 13 - 5 2 * ОС 33 - 0 9 * Р * О С 43 ) 
3 0 9 0 ОС 33 = 5 2 * ( ОС 13 -ОС 33 ) 
3 1 0 0 0 С 4 3 = - 3 3 * Р * 0 С 43 
3 9 9 0 НЕТЦКМ 
4 0 0 0 ЕМО 

ВРК- О 

Пример 3 

1 0 0 0 
1 0 1 0 
1 0 2 0 
1 0 3 0 
1 04 0 
1 05 0 
1 0 6 0 
107 0 
1 0 8 0 
1 09 0 
1 I 0 0 
1 1 1 0 
1 1 2 0 
1 1 3 0 
1 1 4 0 
1 1 5 0 
1 1 6 0 
1 17 0 
1 9 9 0 
2 0 0 0 

КЕМ 5 и в - Р н о а н А М " х м р и т - * * * 
НЕАО М , М 0 , М 0 , 0 9 , Н 9 , 1 9 , 0 9 , Н 8 , Е 0 , Е4 
ОАТА I 0 , 4 , 2 , 0 , . 2 , I , 1, 1, . 0 0 0 1 , . 6 0 0 1 
КЕАО Е 1 , Е 2 , Е З , М 8 , М 9 , 0 2 , I 2 , 17 , N7 , I 3 
ОАТА . 0 0 1 , 1. 2 5 , Ь 2 , 7 , . 2 , 1, 2 , 3 , 0 
ГОК 1=1 ТО М+1 
0 С 1 3 = < 1 - 1 ) / М 
У С 1 , 13 = УС 1 , 2 3 » УС 1 , 3 3 = УС 1 , 4 3 = 0 
Н С 1 , 1 3 = Н С 1 , 2 3 = Н С 1 , 3 3 = Н С 1 , 4 3 = , 1 
ЫЕХТ I 

ТУО Р01МТ ВОШОАНУ УАЬиЕ РНОВЬЕМ 
0 < х < 1, У = и 

и- = V 

Р К Х Ы Т 

Р К Х Ы Т " 

Р Н Х Ы Т " 

Р Н Х Ы Т " 

Р Н Х Ы Т " 

Р К 1 М Т •• 
Р Н Х Ы Т 

Р К Х Ы Т 

КЕтины 
Е Ы О 

у = у •• 
V ' = с Уч- о / с 1 - У ) т 23 / 5 0 " 

Х = 0 : и = У = 0 ; х = 1 : У= ц» 0 " 
5 0 = . 0 0 0 1 " 

13* 187 



М А Т К Ю 

300(3 К Ш *•*+ з и в - Р к о а к А м " в о ы о " * • * 
3 0 1 0 а с ь п = » а с ь 3 1 = а с ь 4 ] = а с и 5 3 = 0 
3 0 2 0 а с 2 , п =а с 2 , 2 ] = С с 2 , зз=»а с 2 , 53 = 0 
3 0 3 0 а с 3 , 23 =0 с 3 , 33=3 с 3 , 4 3 =а с з> 63 = 0 
3 04 0 а с 4 , 1 з=(з с 4 , 33 =а с 4 , 4 3 = а [ 4 , 5 ] = 0 
3 05 0 а с Ь 23 =ЗС 2 , 4 3 = а с 3 , 13=аС 4 , 23 = 1 
3 0 6 0 3 с I , 63 = иС 1, 23 
307 0 • с 2 , 63 =УС 1, 43 
3 0 3 0 а с 3 , 63 = УСЫ5, 13 
3 0 9 0 а с 4 , 63 =УСЫ5, 23 
39 9 0 НЕТиКМ 
4 0 0 0 КШ * * * з и в - Р Н О З НАМ " а д с о з " * • * 
4 0 1 0 5 0 = . 0 0 0 1 
4 0 2 0 2 0= 1 / ( 1- ОС I 3 > т 2 
4 0 3 0 О С П = аС23 
4 04 0 иС Ь 13 = иС Ь 33=иС Ь 4 3 = КС 1 3 ^ 0 
4 0 5 0 иС Ь 23 =иС 2 , 33 = иС 3 , 4 3 = 1 
4 0 6 0 ОС23 = ОСЗЗ 
4 07 0 иС 2 , 13 = иС 2 , 23 = иС 2 , 43 = НС 2 3 = 0 
4 0 3 0 0 С З З = а С 4 ] 
4 09 0 ис 3 , 13 = ис 3 , 23 = ис 3 , зз = нс 33 = 0 
4 1 0 0 ос 43 = ( ОС 33 + 0 9 * 2 0 ) / 5 0 
4 1 1 0 и С 4 , 13 = 2 * О 9 * г 0 / < 1-ОС 13 ) / 5 0 
4 1 2 0 иС 4 , 23 =иС 4 , 43 = 0 
4 1 3 0 и С 4 , 3 3 = 1 / 5 0 
4 1 4 0 К С 4 3 = 2 0 / 5 8 
4 9 9 0 КЕТиНЫ 
5 0 0 0 К Ш з и в - Р К О С К А М " А Б А Р Т " * + * 
5 0 1 0 иС 1, 53 = иС 2 , 53 = иС 3 / 53 = иС 4 , 53= 0 
5 9 9 0 КЕТиКМ 
6 0 0 0 ЕМО 

м ш т о м 

3 0 0 0 КШ * • * ЗиВ-РКОСКАМ " Р Н 1 М Т " 
3 0 1 0 5 0 = . 0 0 0 1 
3 0 2 0 Р Н Х М Т и з х м а 3 0 3 0 ; У С Ь П , 0 9 , ОСМ2+23 
3 0 3 0 ХМйС Е 1 0Х , " У ( 0 ) = " , о . 5 0 , 4 Х , " 0 9 = " , о . 5 0 , 4Х , " О " = •', 5 0 . 50Е 
3 04 0 РНХМТ изхма 3 3 5 0 ; 0 9 / 5 0 , 1 9 , 0 9 
3 0 5 0 ХМАЗ Е 1 0Х , ••3= - . Б. 5 0 Е ^ 4 Х , ••19 = " , О. О, 4 Х , • • 0 9 = " , О. О 
3 06 0 РНХМТ 
3 07 0 Е5= . 0 0 0 1 
3 08 0 а о з и в 4 0 0 0 
3 0 9 0 ХР Р > 0 ТНЕМ 399 0 
3 1 0 0 РНХМТ " X УСХ) и с Х ) 
3 1 1 0 РНХМТ " 
3 1 2 0 РОК Х= 1 ТО М5 
3 1 3 0 РНХМТ и з х м а 3 1 4 0 ; О С Х З , УСХ, П , УСХ, 2 3 , и С 1 , 3 3 , У С Х , 4 3 
3 1 4 0 ХМйС Е 8 Х , Оо 5 0 , 4 Х , О. 5 0 , 4 Х , 50» 5 0 , 2С 4 Х , 5 0 . 5 0 Е ) 
3 1 5 0 МЕХТ I 
3 1 6 0 З Т О Р 
3 9 9 0 КЕТиНМ 

1йа 



ЕНКОК 

2 0 0 0 КЕМ 
2 0 1 0 а С 1 , б З = и С Ь 2 3 
2 0 2 0 2 С 2 , 63 = УС Ь 4 ] 
2 0 3 0 3 С 3 , 63 = 7СЫ5, П 
2 0 4 0 3 С 4 , 63 = УСМ5, 2 ] 
2 9 9 0 КЕтигад 
3 0 0 0 К Е М 
3 0 1 0 5 0 = . 0 0 0 1 
3 0 2 0 ОС 1] = 0С 23 
3 0 3 0 ОС23='ОСЗЗ 
3 0 4 0 ОСЗЗ = ОС43 
3 05 0 ОС 43 = С ОС 33 + 0 9 / ( 1- ОС 13 ) » 2 ) / 3 0 
3 9 9 0 КЕТиКЫ 
4 0 0 0 ЕМО 

* * • з и в - р к о з к А М " г ш с - з " * * * 

* * * з и в - р к о з к А И " г ш с - г " 

П Р И Л О Ж Е Н И Е к § 9 

ТЕКСТ ПРОГРАММЫ 50ЬУ 

50ЬУ 

1 0 0 СШ ОС 1 023 , УС 5 Ь 23 ,НС 5 1 , 23 
1 1 0 СОМ М 0 , М 0 , М , а 9 , Н 9 , 1 9 , 0 9 , Н 5 , Е0,МЗ 
1 2 0 СОМ М 9 , Е 1 , Е 2 , ЕЗ, 1 2 , 1 7 , М 7 , 0 2 , Е 4 , I 3 
1 3 0 СОМ 1 0 , 1 1 , 1 6 , 1 8 , 0 а , К 9 , М 1 , Ы 2 , М 5 , М 6 , Ь 5 
1 4 0 СОМ З С 2 , 6 3 , Г С 1 0 2 , 2 3 , РС 1 0 2 , 23 , Н 5 , Н 6 , Н 7 
1 5 0 СОМ АС 5 1 , 8 3 , РС 1 5 3 , 2 3 , ОС93 , 0 7 , Р 7 , 0 8 , Р8 
1 6 0 ОХМ У С 5 , 9 3 , В С 5 1 , 43 
1 0 0 0 Ь 0 = 2 + < Х 9 < М + 2 ) 
10^10 Ь9 = 3*М0 
1 0 2 0 РОК К= 1 Т О N 0 
1 0 3 0 РОК 0 = 1 ТО N 0 
1 0 4 0 У с к , о з = а с к , и з 
1 0 5 0 У с к , и + м 2 з = а с к , и + М 0 3 
1 0 6 0 МЕХТ и 
107 0 У С К , Ь 9 + 1 3 = 0 С К , М 2 + 1 3 
103 0 у С К , Ь 9 + 2 3 = а С К , М 2 + 2 3 
1 09 0 У С Х , Ь 9 + 3 3 = 0 
1 1 0 0 МЕХТ К 
1 1 1 0 ХР Ь 0 = 2 ТНЕМ 1 5 2 0 
1 1 2 0 Р О К 1 = 1 Т 0 М 
1 1 3 0 РОК К= 1 ТО М0 
1 1 4 0 Р С 1 + М 6 , К З = 0 
1 1 5 0 МЕХТ К 
I 1 6 0 МЕХТ I 
1 1 7 0 0 0 = 0 9 + 1 
1 1 8 0 ХР Х 9 > 1 ТНЕМ 1 2 6 0 
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ЗОЬУ 

1 1 9 0 ГОН К» 1 ТО N 0 
1 2 0 0 ГОН 0 = 0 0 ТО N 0 
1 2 1 0 У С К , 0 - 1 3 = У С К , 0 ] 
1 2 2 0 МЕХТ О 
1 2 3 0 У С К , М 0 ] = 0 
1 2 4 0 М С К , Ь 9 + 3 ] = а С К , 0 9 3 
1 2 5 0 МЕХТ К 
1 2 6 0 1Г 1 9 = М 5 ТНЕМ 1 3 6 0 
127 0 ГОН К= 1 ТО М0 
128 0 К 1 = М 2 * С К - 1 ) 
1 2 9 0 Г С М 6 + 1 9 , К ] = А С 1 9 , К 1 + 0 9 ] 
1 3 0 0 ГОК 0 = 0 0 ТО N 2 
1 3 1 0 А С 1 9 , К 1 + 0 - П = А С 1 9 , К 1 + 0 3 
1 3 2 0 МЕХТ О 
1 3 3 0 А С 1 9 / К 1 + М 2 3 = 0 
1 3 4 0 МЕХТ К 
1 3 5 0 1Г 1 9 = 1 ТНЕМ 1 5 2 0 
1 3 6 0 ГОК К= 1 ТО N 0 
137 0 К 2 = М 2 * ( К - 1 ) + М 0 
1 3 8 0 Г С 1 9 - 1 + М 6 , К З = А С 1 9 - Ь К 2 + 0 9 3 
139 0 ГОН 0 = 0 0 ТО N 0 
1 4 0 0 А С 1 9 - Ь К 2 + 0 - 1 ] = А С 1 9 - Ь К 2 + 0 3 
1 4 1 0 МЕХТ О 
1 4 2 0 А С 1 9 - Ь К 2 + М03 = 0 
1 4 3 0 МЕХТ К 
1 4 4 0 1Г 1 9 < М 5 ТНЕМ 1 5 2 0 
1 4 5 0 ГОК К= I ТО М0 
1 4 6 0 ГОК 0 = 0 0 ТО М0 
1 4 7 0 У С К / 0 + М 2 - 1 3 = У С К , 0 + М 2 3 
148 0 МЕХТ О 
149 0 У С К , Ь 9 3 = 0 
1 5 0 0 У С К , Ь 9 + 3 3 » а С К , О 9 + М 0 3 
1 5 1 0 МЕХТ К 
1 5 2 0 МЗ=Ь9 + Ь 0 
1 5 3 0 ГОН 1=1 ТО N 
1 5 4 0 М 8 = М 0 + С 1 > 1 9 ) 
1 5 5 0 ГОН К=1 ТО М8 
1 5 6 0 ГОК 0 = М 1 ТО N 2 
157 0 и с к , 03 = 0 
158 0 МЕХТ О 
159 0 МЕХТ К 
1 6 0 0 ГОН К= 1 ТО М0 
1 6 1 0 К1 = М 2 * ( К - 1 ) 
1 6 2 0 ГОК 0= 1 ТО М2 
1 6 3 0 У С К + М З , 0 3 = А С 1 , К 1 + 0 3 
1 6 4 0 МЕХТ О 
1 6 5 0 ГОН 0 = 1 ТО N 0 
1 6 6 0 У С К + М 8 , N 2 + 0 3 = 0 
167 0 МЕХТ О 
168 0 ГОК М= 1 ТО Ь 0 
169 0 и С К + М 8 , Ь 9 + М З = Г С 1 + М 5 * < М - 1 ) , К З 
17 0 0 N ЕХТ М 
17 1 0 МЕХТ К 
17 2 0 Ы = М ( ^ ( 1 » 1 9 ) 



501У 

17 3 0 Ы4*М0^Мв 
1 7 4 0 1Р 1«Ы ТНЕМ 2 0 1 0 
17 5 0 С о з и в 3 0 5 0 
17 6 0 ГОЙ К» 1 ТО Ь 1 
177 0 К 1 = М 2 * С К - 1 ) 
17 3 0 ГОН и » 1 ТО N 2 
1 7 9 0 А С 1 , К 1 + а ] а У С К / Л 
1 8 0 0 МЕХТ и 
18 10 К 2 = М 0 * < К - 1 ) 
1 8 2 0 ГОН 0 = 1 ТО N 0 
1 8 3 0 В С 1 / К 2 + Л » \ / С К > М 2 + Л 
1 8 4 0 МЕХТ О 
1 3 5 0 ГОН М» 1 ТО Ь 0 
1 8 6 0 Г С 1 + М 5 * ( М - 1 ) / К 1 « У С К / и 9 + М З 
187 0 МЕХТ М 
1 8 8 0 1Г Ь 0 = 3 ТНЕМ 1 9 0 0 
1 8 9 0 Г С 1 + М 6 / К З = Г С 1 , К З 
1 9 0 0 МЕХТ К 
1 9 1 0 М 9 в М 1 - С 1 < 1 9 ) 
1 9 2 0 ГОК К » 1 ТО М9 
1 9 3 0 ГОК О» 1 ТО N 0 
1 9 4 0 у с к # и з = ^ с ь 1 + к > ы + а з 
1 9 5 0 У С К , и + М 2 ] » ^ С Ы + К , М 2 + 0 ] 
1 9 6 0 МЕХТ О 
197 0 ГОК М= 1 ТО Ь 0 
1 9 8 0 У С К / Ь 9 + М З = и С Ы + К / Ь 9 - » - М З 
1 9 9 0 МЕХТ М 
2 0 0 0 МЕХТ К 
2 0 1 0 МЕХТ I 
2 0 2 0 М З » М З - М 0 
2 0 3 0 Ы ' М 4 
2 0 4 0 ГОК К» 1 ТО М8 
2 0 5 0 ГОК 0=»М1 ТО МЗ 
2 0 6 0 у с к , а з » у с к / и + м 0 з 
207 0 МЕХТ а 
2 0 8 0 МЕХТ К 
2 0 9 0 ГОН К = 1 ТО N 0 
2 1 0 0 ГОН М» 1 ТО Ь 0 
2 1 1 0 ^ С К + М 8 / М 2 + М З » У С К + М 8 , Ь 9 + М З 
2 1 2 0 МЕХТ М 
2 1 3 0 МЕХТ К 
2 1 4 0 1 Г 19<М ОН Ь 0 « 2 ТНЕМ 2 3 1 0 
2 1 5 0 МЗ=М2+2 
2 1 6 0 1Г 1 9 = М5 ТНЕМ 2 2 6 0 
2 17 0 ГОН К = 1 ТО М0 
2 1 3 0 ГОН и='М0 ТО N 3 
2 1 9 0 > ; [ : к , л = у с к , а + п 
2 2 0 0 МЕХТ о 
2 2 1 0 ГОН М = I ТО 3 
2 2 2 0 У С К + М 0 , М 2 + М - 13=УСК+М0/М2+М3 
2 2 3 0 МЕХТ М 
2 2 4 0 МЕХТ К 



5 Х У 

2 2 5 0 аОТО 2 3 1 0 
2 2 6 0 ГОК К = I ТО N2 
227 0 ГОК 0 = Ы2 ТО N 3 
2 2 8 0 У С К , 0 3 = У С К , 0 + 1 ] 
2 2 9 0 ЫЕХТ О 
2 3 0 0 ЫЕХТ К 
2 3 10 3 о з и в 3 0 5 0 
2 3 2 0 ГОН М=1 ТО К9 
2 3 3 0 Ь = Ы 2 + 2 ~ С М = 1 ) * ( ( 1 9 = Ы 5 ) + С 1 9 = Ы ) ) + С М = 2 ) * ( ( 1 9 < Ы ) - ( Ь 0 = 2 ) ) 
2 3 4 0 У 1 : Ы 4 , Ь З = ^ С Ы 4 , Ь З / У [ Ы 4 > Ы 4 ] 
2 3 5 0 К 1 = Ы 4 - 1 
2 3 6 0 ГОН К=К1 ТО I ЗТЕР - 1 
2 3 7 0 С 0 = и С К , Ь ] 
2 3 8 0 К 2 = К * 1 
2 3 9 0 ГОН и = Ы4 ТО К 2 ЗТЕР - 1 
2 4 0 0 с 0 = с 0 - у с к , и з * у с и , ь ] 
2 4 1 0 Ы ЕХТ и 
2 4 2 0 и С К , Ь З = С 0 / У С К , К З 
2 4 3 0 ЫЕХТ К 
2 4 4 0 Ь 4 = Ы 0 - ( 1 9 = Ы ) 
2 4 5 0 ГОК К=1 ТО Ь4 
2 4 6 0 Г С Ы + Ы 5 * М > К З = У [ К , Ь З 
2 4 7 0 ЫЕХТ К 
2 4 8 0 Ь 5 = Ы 0 - ( 1 9 = ' Ы 5 ) 
2 4 9 0 ГОК К= 1 ТО Ь5 
2 5 0 0 ГСЫ5+Ы5*М,КЗ=УСК+Ь4 /ЬЗ 
2 5 1 0 ЫЕХТ К 
2 5 2 0 ОСЫ2-»-МЗ=-(^=2) 
2 5 3 0 1Г Ь 0 = 2 ТНЕЫ 2 5 5 0 
2 5 4 0 ОСЫ2+ИЗ =1̂  СМ4, ЬЗ 
2 5 5 0 К 0 = Ы - 1 
2 5 6 0 ГОК 1= 1 ТО К 0 
257 0 Ь 1 = М 0 - ( 1 = 1 9 ) 
2 5 8 0 М7=1+Ы5*М 
2 5 9 0 ГОН К = 1 ТО Ы 
2 6 0 0 С0=ГСМ7,КЗ 
2 6 1 0 ХГ 19<Ы5 ОН Ь 0= 2 ТНШ 2 6 3 0 
2 6 2 0 В С 1 , Ы 0 * К , 3 » Г С 1 , К З 
2 6 3 0 К 1 = Ы 0 * ( К - 1) 
2 6 4 9 ГОН и= 1 ТО N 0 
2 6 5 0 С 0 = С 0 - В С 1 , К 1 + иЗ+иГСЬ4+и/ЬЗ 
2 6 6 0 ЫЕХТ и 
267 0 I Г Х9>Ы ТНШ 2 6 9 0 
2 6 8 0 С 0 = С 0 - Г С 1 , К З + У С Ы 4 , Ь З 
2 59 0 Г С М 7 , К З й С 0 
27 0 0 ЫЕХТ К 
27 I 0 ЫЕХТ I 
2 7 2 0 ГОК Х = К 0 ТО 1 ЗТЕР - 1 
27 3 0 Ы = Ы 0 - ( 1 = Х 9 ) 
2 7 4 0 Ь 2 = Ы 2 * ( Ы - 1 ) + Ы 
27 5 0 Ь З = Ы 0 - ( Х = 1 9 - 1 ) 
2 7 6 0 М 7 - 1 + Ы 5 + И 
277 0 ГОН 1 ТО Ь1 
2 7 8 0 К 1 ^ Ы 2 * ( К - 1 ) + Ц 
2 7 9 0 С0=ГСМ7/КЗ 



5 0 Ь У 

2 5 0 0 Г О Н 0 = I Т О ЬЗ 
2 5 1 0 С 0 = С 0 - А С 1 , К 1 + О З * Г С М 7 + Ь аз 
2 8 2 0 М Е Х Т О 
2 8 3 0 Г С М 7 , К З = С 0 
2 8 4 0 М Е Х Т К 
2 8 5 0 Г С М 7 > Ы З = » Г [ М 7 , Ь 1 3 / А С 1 , Ь 2 3 
2 8 6 0 К 1 = Ы - 1 
2 8 7 0 Г О К К = К 1 Т О 1 5 Т Е Р - 1 
2 8 8 0 С 0 = Г С М 7 , К З 
2 8 9 0 К 2 = К + I 
2 9 0 0 К З = М 2 * ( К - 1 ) 
2 9 1 0 Г О К Т О К 2 ЗТЕР - 1 
2 9 2 0 С 0 = С 0 - А С 1 , К З + и З * Г С М 7 , а З 
2 9 3 0 М Е Х Т О 
2 9 4 0 Г С М 7 , К З = С 0 / А С 1 , К З + К З 
2 9 5 0 М Е Х Т К 
2 9 6 0 М Е Х Т I 
2 9 7 0 1 Г Ь 0 = 2 ТНЕМ 3 0 3 0 
2 9 8 0 М 7 = 1 9 + М 5 * М 
2 9 9 0 Г О Н К = М 0 Т О 0 0 З Т Е Р - 1 
3 0 0 0 Г С М 7 , К З = Г С М 7 , К - 1 3 
3 0 1 0 М Е Х Т К 
3 0 2 0 Г С М 7 , 0 9 3 = - < М = 2 ) 
3 0 3 0 М Е Х Т М 
3 0 4 0 С Н А 1 М " М Ш Т О М - ' 
3 0 5 0 НЕМ * * * з и в - Р К О С КАМ " Й А и З З " * * * 
3 0 6 0 ГОК М= I т о Ы 
3 0 7 0 С 0 « 0 
3 0 8 0 ГОК К=М Т О М 4 
3 0 9 0 ХГ А В 5 ( У С К , М З ) < А В 5 ( С 0 ) ТНЕМ 3 1 2 0 
3 1 0 0 С0= 1 л?СК,МЗ 
3 1 1 0 К 0 = К • 
3 1 2 0 М Е Х Т К 
3 1 3 0 ГОН 0 = М ТО МЗ 
3 1 4 0 о с и з = м с к 0 , и з 
3 1 5 0 ; ^ С К 0 , 0 3 = У Ё М , 0 3 
3 1 6 0 У С М , 0 3 = О С О З 
3 1 7 0 М Е Х Т О 
3 1 8 0 К 1 = М + 1 
3 1 9 0 Г О К К = К 1 Т О М 4 
3 2 0 0 К = У С К , М З / С 0 
3 2 1 0 Г О К 0 = К 1 Т О МЗ 
3 2 2 0 У С К , 0 3 = М С К > 0 3 - Н * О С О З 
3 2 3 0 М Е Х Т О 
3 2 4 0 М Е Х Т К 
3 2 5 0 М Е Х Т М 
3 2 6 0 КЕТиКМ 
3 2 7 0 ЕМО 
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П Р И Л О Ж Е Н И Е К § 10 

Пример 1 

1 0 0 0 
1 0 1 0 
1 0 2 0 
10 30 
10 40 
10 50 
10 60 
1 0 7 0 
1 0 8 0 
10 90 
1 100 
1 1 10 
1 1 20 
1 1 30 
1 1 40 
1 1 50 
1 1 60 
1 170 
1 1 80 
1 190 
1 2 0 0 
1210 
1 2 2 0 
1 9 9 0 
2 0 0 0 

КЕМ * * * з и в - р н о с к А М " х м р и т " * * * 
НЕАО М , М 0 , М 0 , О 9 , Н 9 , 1 9 / и 9 , Н 8 , Е 0 > Е 4 
ОАТА 5 > 4 , 4 # 0 , . 2 > 6 , 1 , 1 , . 0 0 0 1 , . 0 0 0 1 
КЕАО Е1 , Е 2 , Е З > М 8 , Ы 9 , 0 2 , 1 2 # 1 7 , М 7 , 1 3 
ОАТА . 0 0 1 / 1 . 2 5 * 1 , 2 , 7 , . 2 , 1 , 1 , 3 , 0 
РОК 1=1 ТО N+1 
0[ I 1 = С I - 1 ) / М 

У [ I , 1 3 = У С 1 , г ] = УС I , 3 3 = 0 
У [ 1 , 4 1 = 1 
Н [ 1 , 1 ] = Н С 1 , 2 ] = Н С 1 , 3 1 = Н С 1 , 4 3 = . 2 5 
МЕХТ I 

ТУО Р01МТ ВОиМОАКУ УАЬУЁ РНОВЬЕМ 
0 < Х < 1 

у ' = V 
У = 5 0 * 1 : С 5 1 + 5 2 ) * У - 5 2 * У - 0 * Р 1 У + 5 4 ) * 2 ] " 
У = 5 2 * ( У - У ) " 

2 • = - 5 3 * Г С У + 5 4 ) * 2 " 

Х = 0 : У = У = 0 , 2 = 1 " 

Х = 0 : У = 0 " 
Р с и ) = 1 / С 5 5 + Е Х Р С - и / С 1 + 5 6 * У ) ) 1 " 

Р К 1 М Т • 

Р К Ш Т ' 
Р К 1 М Т ' 

Р Н 1 М Т ' 

Р К 1 М Т • 

Р К 1 М Т ' 

Р Н 1 М Т ' 

Р Н 1 М Т ' 

Р К 1 М Т • 

Р К 1 М Т 

Р Н 1 М Т • 

Р К Ш Т 
к Е т и к м 
ЕЛ10 

5 0 = 1 0 > 5 1 = 8 , 5 2 = 5 , 53= 5* 5 4 = - 4 , 5 5 = . 5 , 5 6 = » 0 5' 

М А Т К Ю 

4 

9 

3 0 0 0 К Е М 

3 0 1 0 Р О К 1 = 1 то 
3 0 2 0 Г О Н 0 = 1 т о 

3 0 3 0 а с I , Л = 0 

3 0 4 0 М Е Х Т О 

3 0 5 0 М Е : Х Т 1 

3 0 6 0 С С 1 , 2 3 = С С 2 , 

3 0 7 0 С С 1 , 1 0 3 = У С 1 , 2 3 

3 0 8 0 С С 2 , 1 0 3 = У [ 1 , 3 3 

3 0 9 0 С [ 3 , 1 0 3 = УС 1 , 4 3 - 1 

3 1 0 0 С С 4 , 1 0 3 = У С М 5 , 2 3 

3 9 9 0 к Е т и н м 

* * * ЗОВ-РКОСКАМ "ВОМО" * * * 

3 3 = С С 3 , 4 ] = С С 4 , 6 3 = 1 
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Пример 2 

В Р К - о 

1 0 0 0 
1 0 1 0 
1 0 2 0 
1 0 3 0 
10 40 
10 50 
10 60 
1 0 7 0 
1 0 8 0 
1 0 9 0 
1 100 
1 1 1 0 
1 1 20 
1 1 30 
1 1 40 
1 1 50 
1 1 60 
11 70 
1 9 9 0 
2 0 0 0 

НЕМ 5 и В - Р К 0 С К А М " 1 М Р и Т " 
К Е А С М , М 0 , М 0 , а 9 , Н 9 , 1 9 , 0 9 , Н 8 , Е 0 , Е 4 

Б А Т А 2 0 , 2 , 2 , . 2 / . 0 5 , 2 2 , 0 , 1 > . 0 0 0 1 / . 0 0 0 1 
КЕАО Е 1 , Е 2 , Е З , М 8 , М 9 , 0 2 , 1 2 , 1 7 , Ы 7 , 1 3 
О А Т А . 0 0 1 , 1 , 1 , 5 , I 0 , . 2 , 0 , 1 , 4 , 0 

Р О К 1=1 Т О N + 1 
ОС 13 = ( 1-1 ) / М 
УС I , 1 1 = У С 1 , 2 1 = 0 

НС I , 1 ] = Н С 1 , 2 1 = . 2 

МЕХТ I 
ТНО Р О Х М Т ВОиМОАКУ у л ь и Е Р К О В Ь Е М : • • 

0 < Х < 1 " 
у = Т * У , Р0 = 6 . 2 8 3 1 9 , Т = Р 0 / 5 1 " 
У = Т * [ 5 9 * 5 1 М С Р 0 * Х ) - 5 0 т 2 * У - Ю * У т 2 ] 

У С 0 ) = У ( 1 ) , У С 0 ) = УС 1 )•• 

Р К 1 М Т ' 

Р К Х М Т • 

Р К 1 М Т • 

Р Н Х М Т ' 

Р К 1 М Т ' 

Р Н Х М Т 

Р Н Х М Т • 

Р К Х М Т 

« Е т и к м 
Е М О 

5 0 = 5 С 1 К С 2 ) , 5 1 = 1 , 59=1 

М А Т К Ю 

3 0 0 0 НЕМ *** ЗиВ-РКОСНАМ " В О М О " * * * 
3 0 1 0 С С 1 , 1 ] = С С 2 , 2 ] = 1 
3 0 2 0 С С 1 , 3 1 = а С 2 , 4 ] = - 1 
3 0 3 0 С С 1 , 2 ] = е С 1 , 4 3 = С С 1 , 5 1 = 0 
3 0 4 0 СЗС2, П = С С 2 , 3 1 = С С 2 , 51=0 
3 0 5 0 ас 1 , 6 ] = У С I , 1 ] - У С М 5 , 1 1 
3 0 6 0 З С 2 , 6 ] = У С 1 , 2 ] - У С М 5 , 2 3 
3 9 9 0 НЕТиНМ 
4 0 0 0 КЕМ * * • Зив-РНОСНАМ " О А С О В " 
40 10 5 0 = 5 О К С 2 ) 
4 0 2 0 51 = 1 
4 0 3 0 59=1 
4 0 4 0 52 = 5 0 ^ 2 
40 50 Т = 6 . 2 8 3 1 9 / 5 1 
4 0 6 0 ОС 1, 13 = и С 2 , 2 ] = К С 1 3 = 0 
40 70 иС 1 , 23 = Т 
4 0 8 0 О С 1 3 = Т * О С 2 3 
4 0 9 0 УС 2 , 1 3 = Т Ж С 2 * 0 9 * О С 1 3 - 5 2 ) 
4 1 0 0 НС23 = Т * а с 1 3 т 2 
41 10 ОС 2 ] = Т * С 5 9 * 5 ХМ ( 6 . 2 8 3 1 9 * О ) + 0 9 * 0 1 1 Зт 2 - 5 2 ' к е С 1 3 ) 
4 9 9 0 НЕТиКМ 
5 0 0 0 КЕМ * * • 5 и В - Р Н 0 а Н А М " А О А Р Т " * * • 
5 0 1 0 и С 1 , 3 3 = 0 
5 0 2 0 иС 2 , 33 = 6 . 2 8 3 1 9 * Т * 5 9 * С 0 5 ( 6 . 2 8 3 1 9 * 0 ) 
5 9 9 0 КЕТиКМ 
6 0 0 0 ЕМО 

195 



МЕУТОМ 

3 0 0 0 РЕМ з и в - р р о с Р А м " Р К Ш Т " 
3 0 1 0 5 0 = 5 О Н ( 2 ) 
3 0 2 0 31=1 
3 0 3 0 39=1 
30 40 3 2 = 5 0 ^ 2 
30 50 Р0 = 6 . 2 8 3 1 9 
3 0 6 0 Т = Р 0 / 5 1 
3 0 7 0 0 0 = 1 
3 0 8 0 аОЗиВ 4 5 0 0 
3 0 9 0 РК1МТ " о = " ; а 9 ; " А М Р Ь = " ; С 0 ; " Х 0 = " ; х 0 
3 1 0 0 РК1МТ •• У 0 = " ; У 0 ; " 1 9 = " ; 1 9 ; " 0 9 = " ; 0 9 ; " 0 ' = " ; 0 [ М 2 + 2 ] 
31 10 РК1МТ 
3 1 2 0 А 0 = 3 9 / ( 5 0 - 5 1 ) / ( 5 0 + 5 1 ) 
3 1 3 0 А1 = 1 / ( 2 * 5 1 - 50 ) / 1 2 * 5 1 + 5 0 ) 
3 1 4 0 А 2 = С 2 / 5 0 Т 2 - А 1 ) / С 5 0 - 5 1 ) / С 5 0 + $ 1 ) 
3 1 5 0 АЗ = А 1 / С 5 0 - 3 * 5 1 ) / ( 50 + 3*51 ) 
3 1 6 0 ОЕР Р М и с Х ) = А 0 * 5 1 Ы С Р 0 * Х ) 
3 1 7 0 ОЕР Р М У С Х ) = . 5 * А 0 » 2 * ( 1 / 5 0 т 2 + А 1 * С О 5 ( 2 * Р 0 * Х ) ) 
3 1 8 0 ОЕР ГЫУ(Х) = . 5*А0т 3 * С А г * 5 1 М С Р 0 * Х ) + А З * 5 Ш ( 3 * Р 0 * Х ) ) 
3 1 9 0 РН1МТ " X У ( Х ) 11СХ) " 
3 2 0 0 Р Н Ш Т " -
3 2 1 0 РОН 1=1 ТО N 5 
3 2 2 0 0 = О С П 
3 2 30 У=ГМиС О ) + 0 9 * С Р М У С О ) + 0 9 * Р М М С 0 ) ) 
3 2 4 0 РН1МТ и51Ма • • 8 Х , 0 . 0 0 , 2 ( 5 Х , 5 0 . 5 0 ) " ; 0 С I УС Ь П , У 
3 2 50 МЕХТ 1 
3 2 6 0 ЗТОР 
3 4 9 0 нЕтинм 
3 5 0 0 НЕМ * * * ЗиВ-РНОаНАМ " О А С О В 0 " * • * 
3 5 1 0 ОС 1 ] = Т * а С 2 ] 
3 5 2 0 0 С 2 ] = Т Ж ( 5 9 * 5 1 М ( 6 . 2 8 31 9 * О ) + а 9 * а С 1 Зт 2 - 5 2 * 0 С 1 3) 
3 9 9 0 н Е т и н м 

МЕУТОМ 

4 5 0 0 КЕМ * * 4 г 5иВ-РК0СНАМ " А И Р Ь " 
4 5 1 0 РОК 1 = 1 т о N 5 
4 5 2 0 РОК К=1 то N0 
4 5 3 0 ОС КЗ = УС 1 /КЗ 
4 5 4 0 МЕХТ К 
4 5 5 0 0= ОС П 
4 5 6 0 а о з и в 3 5 0 0 
4 5 7 0 РОК К=1 ТО N0 
4 5 8 0 Р [ 1 , К 1 = 0 С К З 
4 5 9 0 МЕХТ К 
4 6 0 0 МЕХТ I 
4 6 1 0 У0 = 0 
4 6 2 0 РОН 1=1 ТО М 
4 6 30 Н= СС I + 13 - ОС I 3 
4 6 4 0 У0 = У0 + . 5 * Н * ( У С 1 / 0 0 3 +УС I + 1 , 0 0 3 + . 1 6 6 6 6 7 * Н * 

Р С 1 / 0 0 ] - Р С 1 + 1 / 0 0 3 ) ) 
4 6 50 - МЕХТ I 
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4 6 6 0 У0 = У 0 / С ОСЫ53-ОС П > 
4 6 7 0 С0='АВ5( УС I , 0 0 ] - У 0 ) 
4 6 8 0 Х 0 = ОС 1 ] 
4 6 9 0 РОК 1=1 ТО N 
4 7 0 0 1Г А В 5 < У С I + 1 , 0 0 ] - У С I , 0 0 ] ) < С 0 ТНЕЫ 4 7 3 0 
4 7 1 0 С 0 = А В 5 ( У С I + 1 , 0 0 ] - У С 1 , 0 0 ] ) 
Д720 Х 0 = О С 1 + 1 ] 
4 7 3 0 ХР З З Ы С Р С 1 , 0 0 ] > = 5 С Ы С Р С 1 + 1 , 0 0 ] ) ТНЕЫ 4 8 9 0 
4 7 4 0 Н= ОС 1 + 1 ] - ОС X ] 
47 50 И0--К*РС X , 0 0 ] 
4 7 6 0 А = У С Х , О 0 ] - У С 1 + 1 , 0 0 ] + Н 0 
4 7 7 0 В=УСХ + 1 , О 0 ] - У С 1 , 0 0 ] - Н * Г С X+ 1 , 0 0 ] 
4 7 8 0 С = 2 * А - В 
4 7 9 0 ХР С>0 ТНЕЫ 4 8 2 0 
4 8 0 0 Т = Н 0 / С С - 5 О К < А 8 5 С С т 2 + 3 * ( В - А > * Н 0 ) ) ) 
4 8 1 0 СОТО 4 8 3 0 
4 8 2 0 Т = Н 0 / ( С + 5 О К С А В 5 С С т 2 + 3 * С В - А ) * Н 0 ) ) ) 
48 30 1Р Т >= 0 АЫО Т <= 1 ТНЕЫ 48 50 
484^3 Т = Н 0 / ( 3 * С А - В ) * Т ) 
48 50 С1 = УС I , 0 0 ] 1 - Т ) + У С X + 1 , 0 0 ] * Т - У 0 + Т*С1 - Т ) * 

Ж ( А * С 1 - Т ) + В * Т ) 
4 8 6 0 ХГ А В 5 С С 1 Х С 0 ТНЕЫ 4 3 9 0 
4 8 7 0 С 0 = А 8 5 С С 1 ) 
4 3 8 0 Х0=ПС X 1 + Н * Т 
4 8 9 0 ЫЕХТ I 
4 9 9 0 НЁТиКЫ 

ЕККОК 

2 0 0 0 КЕМ * * * 5иВ-РН0СНАМ " Р Ш С - а " * * * 
2 0 1 0 СС 1 , 6 ] = У С 1 , 1 ] - УСЫ5, 1 ] 
2 0 2 0 С С 2 , 4 ] = У С 1 , 2 ] - У С Ы 5 , г ] 
2 9 9 0 КЕТиКМ 
3 0 0 0 КЕМ 5иВ-РН0СКАМ " Г И Ы С - Г " 
30 10 5 0 = 5 О К С 2 ) 
30 20 51 = 1 
30 30 59=1 
30 40 5 2 = 5 0 ^ 2 
30 50 Т ^ б . 2 8 31 9 / 5 1 
30 60 ОС 1 ] = Т*ОС 2 ] 
30 70 ОС 2 ] = Т* С 5 9 * 5 1 М ( 6 . 2 8 3 1 9 * 0 ) + 0 9 * 0 С I ] т 2 - 5 2 * 0 С 1 ] ) 
3 9 9 0 НЕТШЫ 
4 0 0 0 ЕЫО 
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