
л. г. ГУРОВ 

о МЕТОДЕ ПЕРРОНА 

В работе строятся решения класса С"~2([а, Ь]) линейного обыкно­
венного дифференциального уравнения п-то порядка с непрерывными на 
отрезке [а, Ъ] коэффициентами и с произвольной шравой частью. В ка­
честве производных ичго порядка выступают аппроксимативные произ­
водные числа, вычисленные с точностью до множества плотности т. Ре­
шение уравнения, если оно существует, зависит от указанного парамет­
ра т. Этот параметр имеет вероятностный характер. 

В частном случае, когда рассматривается уравнение г/'(^) = / (^ ) , мы 
получаем обобщение интеграла Перрона. Обобщение идет в направлении 
отказа от требования непрерывности. Известны работы по интегралу 
Перрона, в которых требование непрерывности понималось в некотором 
ослабленном виде. В связи с этим можно отметить работы Ицуми [ 1 ] , 
Риддера [ 2 ] , Кеннеди и Пол.лярд [ 3 ] . В настоящей работе непрерывность 
интеграла не предполагается ни в каком, даже ослабленном, виде. В ра­
боте показано, что если хотя бы для одной из двух функций интеграл 
не зависит от т, то интеграл от суммы функций равен сумме интегралов 
от каждого слагаемого, в других же случаях это свойство записывается 
в виде неравенства. 

Результаты работы анонсированы автором в [4, 5 ] . 

§ 1. АППРОКСИМАТИВНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА 

Рассматривается уравнение 

Ь Ы - + (О у<"-'> + р2 {I) г/<"-2> + . . . + р„_1 (О у' + р^ {г) у = (.1.1) 

с коэффициентами р{{1), г = 1, 2, . . . , п, непрерывными на некотором 
отрезке [а, & ] . С каждой функцией 7̂  (̂ ) класса С""^([а, Ъ]) мы будем 
связывать вектор-функцию ^{1)=={Р{1), Р'Ц), ..., Р^^-^^Ц), Рп^1{1:)), где 
Рп-1{{) имеет конечное значение в каждой точке отрезка [а, 6 ] . и, вооб­
ще говоря, не является ( д — 1 ) - й производной функции ^ ( ^ ) . При п=1 
Т (1) =^ Р (1) — всюду конечная на [а, Ь] функция. Все вектор-функции, 
используемые в работе, имеют указанный вид. 

Для заданной вектор-функции Р(^) будем обозначать через у^,к,^^{^) 
решение задачи Коши: 

^[у] = к, ' 

у{к) = Р{к),У{го) = Р'{к), 

Для определен1ш аппроксимативных производных введем обозначение 
для множеств: 

и± (г, Н,к,-Р)={г^ (О, к): ( ± 1 ) " Р Ц ± ^ ) < { ± 1)" г/р.,,^{I ± г)], 

С7± (/, к, к,Т)^{г^ (О, к): ( ± 1)''Р{1 + г ) > ( ± ^)'^Ут.пА^ ± 2 ) } . 

Теперь введем нижние и верхние правые и левые т-аппроксимативные 
производные числа для вектор-функции Р(;() следуюпщми формулами: 
0 < т < 1 , 

^^[х]Р{1)^8пр1к^К: ^\и^(г, к, к, Р ) | < т 1 

^±[т ] / ^ (0 = ш ! ( / с е К : -^{П^^Ц, к, к,-р) < т 
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Отметим некоторые соотношения для введенных чисел. При Т1 ^ тг 

Далее, если Т1 + тг < 1 и ^ ± [ т 1 ] ^ ^ ( 0 > а [тг] С ( 0 < т о 

[т, 4- Та] (Р-С) (О > ЫР{г) - [ т з ] а{€). (1.3) 

Действительно, пусть к\ 3)+\х\\Р {I) и 'кч> З)^ \х<}\0 {I). В силу ли­
нейности уравнеояня (1.1) имеем 

VА^, К к,-к2, Р -а ) с=^7±(^ , К ки к, к2, О ) . 

Поэтому ^ ± [Т1 + Тг] (/̂  - С) (О ̂  ^ 1 - / « 2 . Устремляя кх ^ 3>^\[х1]Р{Ь) 
и к2-^3)'[х2]0{Ь), получаем (1.3). Из (1.3) следует, что при Т1 + Т 2 < 1 

3>^[Х1]РЦ)<3>^[Х2]Р{г). 

В самом деле, если бы оказалось 3)±[х1]Р Ц)> [х2]Р {1:), то это озна­
чало бы, что 3>±[х1]Р{Ь)> —'^ и [т21/ ' (^)< Н-о° и тогда, применяя 
(1.3) , мы пришли бы ок противоречию. 

Выполняются также следуюш;ие соотношения: 

3)МР^^)--3>'^Ы (-Р) (О, 
[Т1 + Т2] (Р + О) Ю^Ю^ ЫР{1) + 3)^ [Т2] о{I), (1.4) 

3)^ [Т1 + Т2] (Р + О) < 3)^ ЫР{I) + Ы ^{^). (1.5) 

Отметим, что если 3)±Р (̂ ) и 3)-Р (Ь) — нижние и верхние (правые и ле­
вые) производные числа Дини, то при любом т е (О, 1) для оператора 
Ь[у] = у' выполнено 

3)^Р{г)^[х]РЦ)^3>^[1- х]РЦ)'^3)^Р{1). (1.6) 

О п р е д е л е н и е 1. Вектор-функцию Р(О будем называть т-ве/)л:ией 
( 0 ^ т < 1 ) для на [а, Ъ] относительно оператора Ь, если выполнены 
следующие условия: 

а) Р (а ) = 0; 
б) -ооф^^,[\-х]Р{()^Щ) для {^[а, Ъ), -°оФЮ-[1-х]Р{Ь)^ 

для гЩа, Ь]. 
Вектор-функцию С(^) будем называть х-нижней ( 0 < т ^ 1 ) для /(*) 

на [а, Ъ] относительно оператора Ь, если выполнены следующие условия: 
а) С(а ) = 0; 
б) +ооФЗ)-^[т]а{г)^}{{) для г е [ а , ъ), +00 Ф ^ - [ г ] С {гу^1{{) 

для {<^ (а, Ь]. 
Ввиду (1.2) всякая Т1-верхняя функция будет также т-верхней при 

О ̂  т ^ Т 1 , а всякая тг-нижняя — т^нижней при тг ^ т ^ 1. 
Если Г(^) и б ( ^ ) — т-1В1ерхняя и т-нижняя функции для одной и той 

же функции, то из (1.3) следует 

3)^[1] {Р-О){{)^0. (1.7) 

Неравенство вида (1.7) , записанное для нижних производных чисел, 
влечет неубывание функции Р — О, и на этом факте основано определе­
ние интеграла Перрона, Оказывается, что наличие т-аппроксиматйвных 
производных чисел в неравенстве (1.7) достаточно для применения кон­
струкции Перрона. Доказательство этого результата будет проведено 
отдельно для уравнений первого и старших порядков. Различие этих 
двух случаев порождено тем, что в определении т-аппроксймативных 
производных чисел производные промежуточных порядков не участвуют 
явным образом. 
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§ 2. УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

Для уравнения первого порядка 

будем использовать все обозначения и определения, введенные в первом 
параграфе. 

Теорема 2 .1 . Если Р{I)—х-верхняя^ а С{1)—х-нижняя ( 0 < т < 1 ) 
функции для одной и той же правой части /(^), то Р{Ь)"^ 0{Ь). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть е > О, а г/ = Ф(*) — решение задачи Ко­
ши: у' + р{1)у = \, у{а)^0. Положим А = {{^[а, Ъ]: Р{^)-^{^) + 
+ ец){1)>0} и 5 = [а, Ъ]\А. При ^^А ввиду (1.7) имеем Иш |(«, г + 

Л->+0 

+ к)В\/к< 1 или Иш {1/к)т.^{I, г 4- к) А':>О, где — внутренняя мера 
/1->+0 

Лебега на прямой. Точно так же если ^<^5, то 11т \ — к, 1)А\1к<с1 

или Иш {1/к)т^{1--к, 1)В>0. Таким образом, если В не пу-

сто, то любая порция множества А или множества В имеет положитель­
ную внутреннюю меру. Если мы обозначим через А1 п Вх множества 
внешней плотности для А ш В соответственно, то я В[ не пусты и вы­
полнены включения А1<=А и В\<^В. Отсюда следует (см. [6, 2.9.11]) , 
что А II В измеримы и \А\\ \А\, \В\\ \В\. 

Выберем последовательность О ( 0 < 8 т < 1 ) и построим после­
довательность вложенных отрезков 

[х-^, х^ + 61] : э [г/1 — 61, уу\э [х^, х^ ~Ь б^] : э \у^ — 6^, 1/3] =э . . . 

. . . =) [Хщ, Хш + б ш ] = Э [ут — б ш , г / т ] => . • 

удовлетворяющую условиям 

Хш е А,, ут е В„ о < б,п < 2""^, о < б ; < 2-"*, 
+ к)А \1 — ет.)к при к^{д, 6т), 

I (г/т — к, Ут)В\>{1 — ет) к при /г е (о, б ^ ) . 

Построение проведем по индукции. В качестве хх возьмем произвольную 
точку из Ль Предположим, что точка Хт. уже выбрана, и положим 
х = тЦхт, Ь)В. Если х = Хт, то подходящее б„г можно выбрать благодаря 
тому, что — точка плотности для А. Если < ж < + 2~"'.(1 — 8 т ) ~ \ 

- г - — - , ут-1 — Хт}. Если же Х>Хт + 2 - ' " (1 — 8 ^ ) то положим б т = ГПХП 1-1 

ТО заменим точку Хт какой-нибудь точкой из интервала {х— 2~™/(1 — е™), 
х), и дело сводится к предыдущему случаю. Когда бт выбрано, возьмем 
в качестве ут произвольную тогчку из (х™, Х т о + б т ) ^ ! и подберем б т так 
же, как мы подбирали 6т, поменяв только ролями множества А ш В. 

ос оо 

Общая точка этих отрезков с = IX [Хт, Хт + § т ] === П ~ ^т, Ут] 
т = 1 т=1 

не может принадлежать ни одному из множеств А или В. В самом деле, 
если с^ А, то 

Иш I (с, С^-к)В \1к > Иш I {с, Ут) В У^Ут с) > Иш (1 — Еж) 1, 

а если с е Б, то 

Иш ] (с — к, с) А \1к ^ Иш I {хт, с) А |/(с — Хт) ^ Иш (1 — 8 ^ ) = 1, 

Полученное противоречие показывает, что множество пусто. Устремляя 
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теперь 8 к нулю, мы. видим, что в каждой точке [я, Ъ] выполнено 
Р{г)>сц). 

Если при 0 < т < 1 функция |{^) имеет хотя бы одну т-верхнюю и 
хотя бы одну т-нижнюю функции, то доказанная теорема позволяет за­
писать 

< 8ир (5 (6) ^ т { ( 6 ) < + оо, 

где инфимум берется по всем т-верхним, а супремум по всем т-нижним 
функциям. Введем обозначения 

1[х, I , I , а, Ъ]=^ийГ{Ъ), / [ т , / , а , 6] = в и р . 

Будем называть эти величины верхним и нижним х-интегралами функ­
ции I относительно оператора Ь на отрезке [а, Ь]. В дальнейшем для 
краткости мы можем опускать в этом обозначении те или иные символы, 
если это не вызовет затруднений в понимании написанного. 

Пусть для некоторой функции / при каждом ( О у - ^ ! ) найдется 
(Оу-верхняя функция и при каждом Ту ( т у 0) — Тг-нижняя. Тогда 
/ [ т , / ] и / [ т , / ] определены при любом т е ( 0 , 1) и не убывают отно­
сительно переменной т. Если дополнительно известно, что они ограниче­
ны, то сугцествуют их предельные значения при т 1 и т О, которые 
мы будем обозначать через / [ 1 , / ] , / [ 1 , / ] , 7 [О, / ] , / [О , 1\. 

Если при некотором т е [ 0 , 1] выполнено 7[х, /, Ь, а, Ъ] = 
= / [ т , / , Ь, а, Ь]^ то мы будем говорить, что функция / х-иптегрируема 
на [а, Ь] относительно оператора Ь, и обозначать это общее значение 
через / [ т , / , Ь, а, Ъ]. Заметим, что в силу (1.6) если / интегрируема по 
Перрону на отрезке [а, 6 ] , то она т-интегрируема относительно операто-

ра Ь[у] = у' при любом т е [О, 1 ] , причем / [ т , / , а, 6] = (^) (/(^)сг^. 
а 

Легко также заметить, что если неотрицательная функция т-интегрируе­
ма относительно оператора Ь[у] = у\о она интегрируема по Лебегу и, 
следовательно, т-интеграл не зависит от т. 

Отметим некоторые свойства т-интеграла, приводя доказательства 
лишь в тех случаях, когда они отличаются от соответствующих доказа­
тельств для интеграла Перрона. 

Теорема 242. Если / х-интегрируема на [а, Ь] и а < с < Ъ, то ^ бу­
дет х-интегрируемой и на каждом из отрезков [ а , с ] и [ с , Ь\, причем 

1 [т, /, X, а, 6] = / [ г, / , а, с] +I [т, / , Ц с, Ъ]. 

Теорема 2.3. Если а<с < Ь и I х-интегрируема на каждом из от^ 
резкое [ а , с ] и [ с , Ъ],то и на всем отрезке[ а, Ь] она х-интегрируема. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть для е > О Р\ Е2 — т-верхние, а 0\ 
и С2 — т-нижние функции для / на отрезках [ а , с ] и [ с , Ъ] соответствен­
но такие, что 7̂ 1 ( с ) — 6 1 ( 0 ) < 8 ш Е2{Ь) —С2{Ъ)< г. Пусть у = (^{1:) шу = 
= у1р{{) — решения уравнения Ь[у] = 0, удовлетворяющие начальным ус­
ловиям Ц){с) = Е1{с) и \|)(с) = 6̂ 1 ( с ) . Тогда функции 

I п р и [ а , с], 

_ [ <?1(0 при 1^[а, с], 

^1^2 (0 + ^(0 при 
будут соответственно т-верхней и т-нижней для / на [а, Ъ], причем в си­
лу непрерывной зависимости решений уравнения Ь[у]==0 от начальных 
данных будем иметь Е{Ъ) — С{Ъ)^0 при е 0. 

Теорема 2.4. Если / х-интегрируема и к = сопз! > О, го и к/ так же 
х-интегрируема, причем 

/ [ т , /с / , Ь, а, &] = А ; / 1 т , / , Ь, а, 6 ] , 
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При умножении на отрицательную постоянную величину получаются 
следующие соотношения: 

/ [ т , - / ] - - - _ / [ 1 - т , / ] , / [ т , - / ] = - / [ 1 - т , / ] -

При сложении двух т-интегрируемых функций ситуация более слож­
ная. Пусть Т1 + Т2 < (О < ©1 + 0)2 — 1, причем всб эти числа из отрезка 
[О, 1 ] . Тогда, учитывая (1.2) , (1.4), (1.5), мы можем записать соотно­
шения 

^ ± [со] (С , + С2) ^ [ Т , + Т2] ( ^ 1 + О2) < [ Т , ] 01 + 2)^ [Т2] С2, 

из которых следует 

/ [ Т Ь /1] + / [ Т 2 , / 2 ] < / [ 0 > , / 1 + / 2 ] < 7 [ ш , /1 + / 2 ] ^ / [ ( й ь А ] + / [ ( 0 2 , / 2 ] , 

если величины, стоящие в левой и правой частях, существуют. Рассмот­
рим, в частности, пространство функций, для которых существуют 
/ [ 1 , / ] и / [О, / ] . Мы можем записать 

/ {О, /1] + / [(О, /2] [<о, и + / 2 ] ^ / [<о, / , + / 2 ] < / [ 1 , /1] -Ь / [(О, / 2 ] . 

Последние соотношения вместе со свойствами умножения на постоянную 
показывают, что в этом пространстве величина У [ 1 , / ] — / [ О , / ] служит 
полунормой. При этом если одна из двух функций /1 принадлежит ядру 
этой полунормы, а другая /2 т-интегрируема, то имеет место равенство 

/ [ Т , /1 + / 2 ] = / [ т , 7 1 ] + / [ т , / 2 ] . 

Теорема 2.5. Если функция / т-интегрируема на [а, Ъ], а § ей экви­
валентна, то § тоже х-интегрируема, причем их х-интегралы совпадают. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Е — множество, на котором различа­
ются функции / и §. Возьмем непрерывную неубывающую функцию а{Ь) 
(а(а) = 0 ) , для которой а'{{) = +°° во всех точках { множества Е. Теперь 

если Е — т-верхняя, а О — т-нижняя функции для /, то Е 0:)-\-еа {1)Х 

X ехр [ — С р (х) их и С {I) — га (1) ехр I — (" р (х) | будут соответственно 

т-верхней и т-пижней для что и доказывает теорему. 

§ 3. УРАВНЕНИЯ СТАРШИХ ПОРЯДКОВ 

При рассмотрении уравнений порядка т > 2 мы наложим на урав­
нение (1.1) некоторое условие, которое при и = 2 означает отсутствие 
у уравнения сопряженных точек на [а, Ь]. 

Пусть уи у2, г/п — некоторая фундаментальная система решений 
уравнения Ь[у] = 0, а И^(^) — определитель Вронского этой системы. Из­
вестно, что И^(^) не обращается в нуль на [а, Ъ]. Пусть 

\ Ух^ ^ 1 = У1У2 — У^у'х^ ^2 ' • • 

— угловые миноры определителя Вронского. Мы будем предполагать, что 
уравнение обладает такой фундаментальной системой решений, для ко­
торой все указанные угловые миноры положительны на [а, Ъ]. Рассмот­
рим функции 

= (Дй-гАй)"^ при /с 2, 3, 4, . , . , — 1. 



По предположению все эти-функции шояожительнвь на [а, Ъ]. Используя 
введенные функции, оператор Ь можно записать в виде последователь­
ного дифференцирования: 

ь Ы = д „ ( д « - 1 ( д п - 2 ( . . . { д 2 ( ? 1 ( д о 1 / ) ' ) ' ) ' • • • ) ' ) ' ) ' . 
Будем рассматривать и промежуточные операторы, полагая для к — 
= 1, 2, 3, . . . , 

^ [у]=дЛя>^-г •. • (ЯоУ) ')'•••)', 
Ео [у] = доу. 

Пусть ^0 — некоторая тогчка отрезка [а, Ъ]. Через 2^(^о, )̂ мы будем 
обозначать решение задачи Коши (А; = 1, 2, 3, . . . , ^ — 1, п): 

Ек [у] -^,у (к) = у' (к) = . . - = у''-'' (к) - 0. 
Такое решение можно записать в явном виде: 

\ 0̂ 0̂ 

Будем считать, что 2о(;̂ о, :^)==.г/1(0- Как легко видеть, 
г) = С{{-к)' + о{Ц-1о)'), (3.1) 

где С > 0. 
Для вектор-функции Р(^) имеют смысл выражения ^^,[Р]{^), к = 

= 0, 1, 2, . . . , 72 — 2. Мы будем также использовать запись Ьп-\[Р]{Ь), 
подразумевая, что при вычислении этой величины вместо несуществую-
Ш,ей производной 7̂ *"~*̂ (̂ ) подставлена функция Рп-\Ц). По заданным 
величинам Ьи{Р]{1) (А; = О, 1, 2, . . . , п—\) вектор-функция восстанавли­
вается однозначно. Заметим, что 

Теорема 3.1. Если Р(а)=0, 
^ Л 1 ] ^ ( 0 ^ 0 для 1^\а, Ъ), (3.2) 
3)^[1]Р{{)^0 для 1Ща, Ь], (3.3) 

го функции [Р] {I) не убывают на [а, Ь\ к— О, 1, 2, . . . , тг — 1. При 
этом имеют место оценки 

1,[Р]Ц)^С,Ь„-ЛР]{Ь) (а^г^Ь), (3.4) 

где Си не зависит от Р. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем считать, что неравенства (3.2) и (3.3) 

строгие, так как мы можем сначала рассмотреть функцию Р{1)+ е2п{а, 1:) 
при 8 > О, а затем устремить 8 к нулю. 

Предположим, что функция Еп-2 [Р] {^) имеет локальный максимум 
во внутренней точке отрезка [а, Ь]. Полагая 

Я{1)=^Р{1)~^^^к[Р]{^^к{{о^ 0. 
к=о 

имеем ^п-2[В]{^)^0 в некоторой окрестности точки и так как 
1^ [Я] (/о) = О при А: = О, 1, . . . , и - 2 и 

{^к\у]{^)У = ^кЧ^)^к+1\у]{^) (/с = о, 1, . . . , п - З ) , (;з.5) 

то при достаточно малых / г > 0 получаем (±1)"^^7?(го ± Л) < 0. Далее,, 
учитывая (3.1) , из соотношения 

Р (О - Ут,о,1^ (О - Я (г) - Ьп-г {РШ 2 . - 1 («0^ О 
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получаем лри условии Ь„-1[Г] {к)^ О для г>^о ^ ( 0 ~ ^ ( 0 ^ О ' 

т. е. 3>+[1]Р{1о)<0, а при условии Ь^-ЛР] {1о)<0 для ,?<^о 
( О ' К О ' т. е. 3)-ЩР Цо)^0. В любом случае мы 

не получаем строгих неравенств (3.2) и (3.3) и, стало быть, Ьп-2[Р] (О 
возрастает на [а, Ъ]. Функции Ьк[Р] {Ь) при А; = О, 1, . . . , п — 3 возраста­
ют, так как ввиду (3.5) они имеют положительные производные. 

Теперь предположим, что найдется точ1ка ^ [я, Ь], в которой 
[Р] (к) < 0. Из соотношения 

Ьп-2 [р - уг,ол,] (О = т {^) - ^п-2 т {ч) - [̂ 1̂ ( д Ьп-^ ^п-г] и). 

учитывая, что Ьп-2[2п-\\ возрастает и 1/п-2 (/о) = О, имеем 
Ьп-2\Р — г/г,о,<о] ^ ^ ^ ^ Поэтому при ^ < 0̂ получаем 
(—1)"~' ( /^(0 —г / г , од^ (0 )<0 , т. е. 3)-\\]Р{1о)^^. Таким образом до­
казано, что Ьп-\[Р]{1')'>0 при а ^ ^ ^ б . Пусть теперь (^1 < ^г)— 
произвольные точки отрезка [а, Ъ] . Д л я функции Р^ {I) = Р Уг,ол^ (О 
на отрезке [^1, 12] выполнены все условия теоремы, поэтому имеем из 
уже доказанного 
О < 1п-г [Ру] (г-г) ^п^1 [Р] (У -

1^ 
{ц)=^Ьп-ЛР] {^-Ьп-ЛРШ 

Осталось установить оценки (3.4). При к = п—1 имеем Х„-1! [7 ]̂ (̂ ) < 
^ 1п-1[Р] {Ь) из монотонности функции ^п-^[Р]{^). Далее рассмотрим 
функцию 

Ф (О - Е + (1 + е) Ьп-г [Р] (Ь) 
йх 

Яп-1 (•^) 
( е > 0 ) 

и покажем, что 1,„_2 [7 ]̂ (^) < ф(0 для {^[а, Ъ]. При ^-=а неравенство 
выполнено. Предположим, что неравенство нарушается на отрезке [а, Ь]» 
и пусть ^0—^первая точка, считая от а, в которой Ьп-2[Р] {^о)=^Ц){^о)• 
Рассмотрим дополнительно функцию 

Ы—2 

+ 
^2 ( ^ П - з ) 

7 , о \

Имеем при А; == О, 1, 2, . . . , тг — 2 
^Лу]{^о) = ^ЛР]{^о), 

Ьп-1 [у] (и) =-{\ Е)Ь„-,[Р] (Ь) > Ьп-1 [Р] (к) , 

поэтому при любом т^В. найдется такое б > О, что в точках I ^ 
^ ( ^ 0 —б , о̂) выполнено неравенство 

. ( - 1 ) " - ^ г / ( ^ ) < ( - 1 ) " - ^ . т , . „ ( 0 . 

Кроме того, для {^{а, ^о) имеем ( — 1 ) " ~ 2 ^ ' ( г ) < ( — 1 ) " " 2 г / ( 0 . Из двух по­
следних неравенств следует 3)-[1]Р{(:о)= —°о, что противоречит (3.3) . 
Устремляя е О , получаем (3.4) при А; = тг — 2 . При меньших к нера­
венство доказывается простым интегрированием. Теорема доказана. 

Если для функции /(^) найдутся хотя бы одна т-верхняя и хотя бы 
одна т-нижняя функции ( 0 < т < 1 ) , то определены для всех 1^[а, Ь] 
и А; == О, 1, 2, . . . , п — I функции 

ап[т]{1)-ШЬ4Р]{1), рЛт] ( О ^ з п р ^ Л С ] (О, 
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где инфимум берется по всем т-верхним функциям а су1пре<мум — по 
всем т-нижним функциям О, при этом выполняется неравенство 
Рй!""̂ ] ( 0 ^ ( О - Если дополнительно известно, что <1п-\\х\{Ъ) — 
= Рп-11т] (6 ) , то аЛт] (̂ ) = §Лт] (О для /г = 0, 1, 2, п - 1 и а < ^ ^ & . 
В последнем случае мы имеем возможность восстановить вектор-пункцию 

из соотношений Хй[III = [т] (?) (/г = 0, 1, . . . , / г — 1 ) . Эту век­
тор-функцию мы будем называть х-решением уравнения ^[у]=^{^) 
с нулевыми начальными условиями. Мы будем использовать для этого 
решения то же обозначение / [ т , / , а, Ь], что и для уравнений первого 
порядка. Теоремы 2.2—2.5 выполняются для уравнений п-то порядка 
с небольшими уточнениями. Соотношения в теореме 2.2 будут иметь вид 

П—1 

I [т, / , Ь, а,Ъ] = I [X, / , с, 6] + 2 Ьи [ / [т, / , а, . ]] {с) т.^ (с, Ь). 

При доказательстве теоремы 2.3 нужно положить 

Ф(^)= Е Ьк[Р1]{с)ч{с,г), 
п—1 

г|)(0=- 2 1к[0г]{с)ч{с, 0-
к=0 • . 

А в доказательстве теоремы 2.5 взять функции Р{{)+г(р{{) и С{Ь) — 
— еф(?),[где 

' "Сп) 

а о(?) — возрастающая функция из теоремы 2.5. 
В заключение рассмотрим пример. Пусть /(?) = — 8 1 п ( 1 / ? ) . Тогда 

уравнение^" =^{^) имеет т-решениена [О, ^]•. гг(?) = ?(зш(1/?) —со8 ( я т ) ) . 
В то же время относительно оператора Ь[г/] = г/' функция /(?) не имеет 
ци т-верхних, ни т-нижних функций, т. е. последовательное интегрирова­
ние здесь не возможно. 
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В. К. ИОНИИ 

К ОПРЕДЕЛЕНИЮ ФИЗИЧЕСКИХ СТРУКТУР 
Посвящается А. Д. Александрову 

Работу Ю. И. Кулакова [1] можно считать началом плодотворных 
исследований в теории физических структур. В последние годы к этим 
исследованиям присоединился Ю. С. Владимиров, который получил (см. 
[2] — [ 4 ] ) ряд интересных результатов в теоретической физике. К со­

жалению, математические основания теории физических структур нель­
зя считать достаточно прочными. Основной целью настоящей статьи яв­
ляется подведение прочного фундамента под эту теорию. 
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