
где инфимум берется по всем т-верхним функциям Р, а су1пре<мум — по 
всем т-нижним функциям О, при этом выполняется неравенство 

«^[т] ( 0 . Если дополнительно известно, что <1п-\\'^\ = 
= Рп-11т] (6 ) , то аЛт] (0 = §Лт] (О для /с = О, 1, 2, . . . , и - 1 и а < * ^ Ь. 
В последнем сдучае мы имеем возможность восстановить вектор^ункцию 
11(0 из соотношений //А[111 (О = ссЛт] (̂ ) (/г = 0, 1, . . . , ге—1). Эту век
тор-функцию мы будем называть х-решением уравнения Ь[у] = 
с нулевыми начальными условиями. Мы будем использовать для этого 
решения то же обозначение / [ т , /, Ь, а, г ] , что и для уравнений первого 
порядка. Теоремы 2.2—2.5 выполняются для уравнений п-то порядка 
с небольшими уточнениями. Соотношения в теореме 2.2 будут иметь вид 

П—1 

/ [ т , / , Ь, а, Ь] = / [ т , / , Ь, с, &] + 2 Ьи[Лг, / , Ь, а, .]]{с)^и{с, Ь). 
к=0 

При доказательстве теоремы 2.3 нужно положить 

Ф ( г ) = Ьк[Рг]{с)ги{с,г\ 
п—1 

А в доказательстве теоремы 2.5 взять функции Р{!:)+ец!{{) и С{Ь) — 
— е ф ( 0 , г д е 

I П—2 а1 л 
п—1 

а о(?) — возрастаюш;ая функция из теоремы 2.5. 
В заключение рассмотрим пример. Пусть / ( ^ = — 8 т ( 1 / 0 . Тогда 

уравнение!/" = / ( 0 имеет т-решениена [О, ^ ] : м(^) = ^(зш(1/0 — со8 (ят ) ) . 
В то же время относительно оператора ^[у] = у' функция /(^) не имеет 
ни т-верхних, ни т-нижних функций, т. е. последовательное интегрирова
ние здесь не возможно. 
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В. К. иоиин 

к ОПРЕДЕЛЕНИЮ ФИЗИЧЕСКИХ СТРУКТУР 
Посвящается А. Д. Александрову 

Работу Ю. И. Кулакова [1] можно считать началом плодотворных 
исследований в теории физических структур. В последние годы к этим 
исследованиям присоединился Ю. С. Владимиров, который получил (см, 
[2] — [ 4 ] ) ряд интересных результатов в теоретической физике. К со

жалению, математические основания теории физических структур нель^ 
зя считать достаточно прочными. Основной целью настоящей статьи яв
ляется подведение прочного фундамента под эту теорию. 
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§ 1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ 

1.1. Булеаном, или степенью-множеством, произвольного множества 
X (в обозначении ^{Х)) называется множество всех его подмножеств. 
Булеан конечного множества, состоящего из п элементов, содержит 
2" различных элементов. Например, если Х = {0, 1, 2}, то ^{Х) = {0, {0}, 
{ О , {2}, {О, 1}, {О, 2}, { 1 , 2}, {О, 1, 2}}. 

1.2. Соответствием / из множества X в множество У (в обозначении 
/: X ^ У) называется произвольное подмножество декартова произведе
ния ХХУ. Множества X ж У называются областью отправления и об
ластью прибытия соответствия / . Если {х, у)^1, то у называется образом 
элемента а х — прообразом элемента у. Объединение всех образов 
элемента х обозначается символом /(ж) и называется полным образом 
элемента х, а объединение всех прообразов элемента у обозначается сим
волом 1*{у) и- называется полным прообразом элемента у. Аналогично 
определяется полный образ / ( X ' ) множества X'<= X и полный прообраз 
1*{У') множества У'<=У. Множества ЦХ) и 1*{У) называются областью 
изменения и областью определения соответствия /. 

1.3. Соответствие / называется функциональным, если для любого 
х^Х его полный юбраз /(ж) пуст или состоит из единственного элемента. 
Функциональное соответствие называется функцией или отображением, 
если его область определения совпадает с областью отправления. Суже
ние функционального соответствия на его область определения является 
функцией. 

1.4. Декартовым произведением конечной последовательности соот
ветствий / 1 : ^ 1 ^ У\, ..., /„: Хп Уп называется такое соответствие 

/ = / , Х . . . Х / „ : Х 1 Х . . . Х Х „ - 7 , Х . . . Х У „ , 

что элемент {у\, ..., уп) является образом элемента {х\, ..., Хп) относи
тельно /, если и только если {х\, г / О ^ / ь . . { х ^ , , г/п) = /п. 

1.5. Композицией соответствий / : Х^У и §\2 называется та
кое соответствие §1: Х-^2, что §1 {х) = §{1{х)) для любого х^Х. Обра
щаем внимание на то, что эта композиция существует только тогда, когда 
область прибытия первого соответствия точно совпадает с областью от
правления второго. Очевидным образом определяется композиция неко
торых конечных последовательностей соответствий. 

1.6. Рассмотрим два множества соответствий Р ж Ф. В случае, когда 
область прибытия каждого соответствия из Р совпадает с областью от
правления каждого соответствия из Ф, определим композицию ФР мно
жества Р на множество Ф как совокупность всех композиций <р/, где 
/ ^ Р, ср^Ф. Это определение очевидным образом распространяется на 
случай некоторых конечных последовательностей множеств соответствий. 

1.7. Пусть для конечной последовательности множеств соответствий 
Нх, Нп существует композиция Нп ... Нг... Н\. Будем говорить, что 
множитель Н^ допускает существенное расширение, если для некоторого 
множества соответствий Н^ имеют место следующие два утверждения: 

а) Н^ — собственная часть множества Яг; 
б) Нп . . . Я| . . . Ну — Нп ... Нг . . . Ну. 
Каждый множитель композиции, не допускающий существенного 

расширения, называется максимальным. Легко видеть, что любой множи
тель в композиции можно однозначно расширить до максимального. 

1.8. Прямоугольную (г X 5)-матрицу 

\^Г1 • • • -^гз/ 

составленную из элементов произвольного множества X, удобно считать 
отображением множества ( 1 , . . . , г} X ( 1 , . . . , 5} в X. В дальнейшем нам 
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придется иметь дело также и с усеченными (г X 5)нматрицами, т. е. та
кими матрицами, у которых некоторые места не заполнены. Говоря точ
нее, усеченная (г X -матрица есть такое функциональное соответствие 
из { 1 , . . . , г } Х { 1 , з) в X , которое отличается от функции. На функ-
пиональные соответствия из { 1 , . . . , Г]} X . . . X ( 1 , . . . , г„} можно смотреть 
как на обобщение матриц и усеченных матриц. 

§ 2. Г-СТРУКТУРЫ И ФИЗИЧЕСКИЕ СТРУКТУРЫ 

2.1. Пусть О — некоторый класс множеств, в который могут входить 
как абстрактные множества, т. е. множества без структур, так и множе
ства, наделенные некоторыми структурами, например структурами груп
пы, кольца, поля, декартова произведения, топологического или метри
ческого пространства, гладкого или аналитического многообразия и т. д. 
Множества из В будем называть объектами. При постановке каждой за
дачи из теории физических структур вводится свой класс объектов. 

2.2. Для каждой пары объектов {X, У) обычно рассматривается не 
вся совокупность соответствий из X в У, а только некоторая их часть, 
обозначаемая символом Я ( Х , У). Каждый элемент этого множества 
Н {X, У) будем называть морфизмом. Морфизмы, как правило, выбирают
ся с учетом структур объектов. Например, для нары гладких (т. е. при
надлежащих классу С°°) многообразий в морфизмы естественно вклю
чить гладкие отображения или гладкие функциональные соответствия. 

Выбор морфизмов производится не совсем произвольно, обязательно 
должны соблюдаться следующие два условия: 

а) тождественное отображение 1х каждого объекта X в себя вхо
дит в Я ( Х , Х ) ; 

б) композиция двух морфизмов (в случае ее существования) явля
ется морфизмом. 

2.3. З а м е ч а н и е . Классы объектов и морфизмов вместе с опера
цией композиции морфизмов образуют категорию. Это означает, что вы
полняются следующие четыре утверждения (аксиомы категории): 

С.1. Каждой упорядоченной паре объектов (X, У) сопоставлено мно
жество морфизмов Я ( Х , У) так, что каждый морфизм принадлежит 
7/ (X, У) только для одной пары объектов (X, У). 

. С.2. Если / е Я ( Х , У) и §^Н{У, ^ ) , то существует единственны!! 
элемент множества Я ( Х , 2 ) , называемый композицией / и ^ и обозначае
мый символом 

С.З. Если заданы / е Я ( Х , 7 ) , §^Н{У, 2 ) , Н^Н{1, \У), то 
{}ьё)! = кШ). 

С.4. Каждому объекту X сопоставлен такой элемент 1 х множества 
Я ( Х , X ) , что / Ь = / и иё = § для .любых / ^ Я ( Х , У) и ё^Н{У, X ) . 

2.4. Зафиксируем пару объектов {А, В) и множество Г с ^ (Я(^1 , Я ) ) . 
Тройка (X, Г, Ф ) , где Х^П, Рс^Н{А, X ) , ф с = Я ( Х , Я ) , называется 
Т-пространством (а пара {Р, Ф ) — е г о Т-структурой), если выполняются 
две аксиомы: 

А к с и о м а 1. ФР^ Г. 
А к с и о м а 2 . Каждый множитель К О М П О З И Ц И Й Ф7^ максимален. 
В дальнейшем для краткости часто будем называть Гннространством 

множество X , а не тройку (X, Р, Ф). Множества ^ , Я и Г назовем соот
ветственно входным, выходным и основным. 

2.5. Будем говорить, что Т-пространства (X, Р, Ф) и (X ' , Р', Ф') 
и их Г-структуры {Р, Ф) и {Р', Ф') эквивалентны (в записи X ~ X ' и 
{Р, Ф)'^{Р', Ф'), если существуют такие биективные морфизмы X: А-^ 

А, \1\В ж у. X - > X ' , что справедливы следующие два утверж
дения: 

а) существует биективное отображение Р в Р', переводящее произ
вольное I ^ Р ъ 
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б) существует биективное отображение Ф в Ф ' , переводящее про
извольное <р е Ф в (Хф^"'. 

Тройка (Я,, ц, V) называется изоморфизмом Г-пространств X я X' 
и их Г-структур {Р, Ф) и Ф ' ) . 

Утверждение. Существует биективное отображение ФР в Ф'Р' {в слу
чае эквивалентности Т-структур {Р, Ф) и {Р', Ф ' ) ) , переводящее произ
вольное к^ФР в ц Н у ^ . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Подберем для к такие 1^Р и ф ^ Ф, что 
к = <р/. Так как 

цЛЯ-' - = (|̂ ф̂V-̂ ) ( V Д - ^ ) ^ Ф'Р\ 
то существует отображение т: ФР Ф'Р', определяемое формулой 
г{к)=\1кХ~\м теперь, произвольный морфизм к'^Ф'Р' 
и подберем такие 1'^Р' и ф ' е ф ' , что к'=Ц)'}'. Как и для т, доказы
вается существование отображения о: Ф'Р' ->- ФР, определяемого форму
лой а{к') = р~'^к'К. Очевидно, что композиции от и та — тождественные 
отображения, т. е. а = х~К Отображение т биективно, так как оно 
обратимо. 

2.6. Пусть X II X' — объекты, а биективное отображение к: X X' 
и обратное к нему отображение X ' X — морфизмы. Тогда каждой 
Г-структуре (Р, Ф ) , заданной на множестве X, можно единственным об
разом сопоставить Г-струкгуру {Р', Ф') на множестве X', характери
зуемую равенствами Р' = {к}Р, Ф '==Ф{Л" ' } . Легко видеть, что тройка 
(1А, к, 1в) является изоморфизмом Г-структур {Р, Ф) и {Р', Ф'). Будем 
говорить, что Т-структура {Р', Ф') порождена Т-структурой {Р, Ф) 
и отображением к. 

2.7. Г-пространство X и его Г-структура [Р, Ф) называются связ
ными, если для любых двух точек х, у ^ X найдется такое соответствие 
1^Р, что X, у^ 1{А). 

2.8. Г-пространство X и его Г-структура {Р, Ф) называются отдели
мыми, если для любых двух различных точек х, у ^ X найдется такое 
соответствие ф е Ф, что х, у ^ <р* (В) и Ц) (х) "т^ ц) (у). 

2.9. Г-пространство {X, Р, Ф) называется физическим пространством 
(а пара (Р, Ф) — его физической структурой) ранга (гь гг, . . . , г „ ) , где 
п^ 2 и Г1, Г2, . . . , г„ — целые положительные числа, если выполняются 
следующие условия: 

а) Л с: { 1 , . . п ) X { 1 , . . ., гз) X . . . X { 1 , . . ., г„}; 
б ) существуют такие объекты Х1, .. ., Х„ , что X с: Х^ X Х2 X . . . X Х„ ; 
в) для того, чтобы соответствие ^: А X было морфизмом, необхо

димо и достаточно существование таких морфизмов ^^: ( 1 , . . . , г̂ } -> Хг 
{Ь^а, п}), что |{^) = X(]{^!^X|2X...Xи){^)) для любого {^ А; 

г) Р = Н{А,.Х). 
Физическое пространство и его физическая структура называются 

полными, если в условиях а) и б) вложения являются равенствами. 
Заметим, что из условия в) вытекает, что для любого I ^ И, . .., п} 

множество { 1 , . . . , является объектом. 
В дальнейшем без дополнительных оговорок будем рассматривать 

только полные физические пространстза и структуры ранга (г, 5 ) , где 
г>2,8>2. Для объекта ,Х введем обозначение: X = X 91. 

2.10. Множество Ф' а ф называется базой физической структуры 
(Р, Ф ) , если ФР = Ф'Р. Если база Ф ' состоит из единственного соответ
ствия, то это соответствие называется порождающим. Часто на порождаю
щее соответствие (в случае, когда оно является отображением) а: 
ШХШ В накладывают следующие естественные условия: 

а) если I, и 1^], то существует такой элемент а е что 
а{1, ос)^аЦ,а); 

б) если а, ^ и а р, то существует такой элемент 1 ^ Ш, что 
а(?:, а)^а{], р ) ; 

2.11. Приведем несколько примеров основных множеств. Для про
стоты будем считать, что выходное множество В является вещественной 

45 



прямой к , а множество морфизмов Н{А, В) состоит из всех отображений 
А в В. В этом случае множество Н{А, В) естественным образом наделя
ется структурой г;?-мерного арифметического пространства К'̂ ^ так как 
оно является множеством всех; вещественных прямоугольных (г X 5)-мат
риц. Основное множество Г можно задать, например, следующими спо
собами: 

Г — множество всех (гладких, аналитических или топологических 
(г5 — 1)-мерных многообразий; 

Г — множество всех подмножеств пространства Н{А, В), имеющих 
меру нуль; 

Г — множество всех нигде не плотных подмножеств пространства 
Н{А,В); 

Г — множество всех собственных замкнутых подмножеств простран
ства Я ( Л , Я ) ; 

Г — множество всех таких множеств Г' <= Н{А, В), что пересечение 
некоторой открытой области V <=^Н{А, В) с Г' диффеоморфно Я'"'" ' ; 

Г — множество всех таких множеств Г ' с: Н{А, В), характеризуемых 
функцией к: Я"~^ -> В, удовлетворяющей утверждению: матрица 

/ Хц . . . Х-уЛ 

входит в Г', если и только если 
Хп = ^(«12, . . ., Хи, Х21, . . ., Х г , ) . 

З а м е ч а н и е . В последнем условии мы можем считать В произволь
ным множеством. 

§ 3. ФИЗИЧЕСКИЕ СТРУКТУРЫ РАНГА (2.2) 

3.1. В этом параграфе будут рассматриваться только физические 
пространства X и их физические структуры {Р, Ф ) , удовлетворяющие 
условиям: 

а) входное множество Л == { 1 , 2) X { 1 , 2 ) ; 
б) выходным множеством является произвольное непустое множе

ство В; 
в) морфизмами могут быть только отображения; 
г) каждое отображение { 1 , 2} в В есть морфизм; 
д) Х = ВХВ; 
е) для того, чтобы отображение I: А X было морфизмом, необхо

димо и достаточно существование таких морфизмов / 1 : { 1 , 2) В и /2: 
{ 1 , 2) В, что Цт, п) = (/1(/7г), ^2{п)) для любой пары (те, п)^А; 

ж) Р^Н{А, X ) ; 
з) для того, чтобы множество Г' с Н{А, В) входило как элемент в Г, 

необходимо и достаточно существование такой функции к: В^ В, для 
которой верно утверждение: матрица 

'х 
\  у ; )  

входит в Г', если и только если х = к{у, г, и>); 
и) существует порождающее отображение а: В X В В, т. е. ФР — 

- {а}Р', 
к) для любой пары (ж, у)^В'^ найдется такая единственная пара 

(2, и))^В^, что а (2 , х)= г/, а{х, т)= у. 
Последнее условие означает, что В вместе с бинарной операцией а 

образуют квазигруппу. В дальнейшем нам потребуются только началь
ные сведения о квазигруппах, их можно найти, например, в [ 5 ] . 
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3.2. Обозначим через К' множество всех физических структур, удов
летворяющих условиям п. 3.1, а через К — фактор-множество множества 
К' относительно эквивалентности, определенной в 2.5. Обозначим через 
С множество всех групповых структур §: В X В В, а через С — мно
жество всех классов изоморфных групповых структур, заданных на мно
жестве В. 

В этом параграфе мы построим биективное отображение х: С ^ К. 
Другими словами, мы докажем, что задание физической структуры, удов
летворяющей условиям 3.1, определяет (с точностью до изоморфизма) 
групповую структуру на В, а задание групповой структуры на В опреде
ляет физическую структуру, удовлетворяющую условиям 3.1. 

3.3. Определим вспомогательное отображение х: С К'. Пусть 
отображение §: В X В В входит в С и у) = ху для любых х, у ^В, 
Положим что физическая структура 'к' {§) — {Р, Ф) задается следующим 
образом: 

а) Р = Н{А, X); 
б) для того, чтобы отображение ф: X Я входило в Ф, необходимо 

и достаточно существование двух таких функций ф1 и ф2, отображающих 
В в В, что ф(ж, I/) = ф1 (ж)ф2(г/) для любых ж, у ^ в. 

Докажем корректность определения х ' . Для этого установим, что па
ра (Р, Ф) есть Г-структура. Проверку условий п. 3.1 опустим, так как 
она не представляет трудностей. Определим множество Г' с= Я(^4, В) 
следующим образом: для того, чтобы матрица 

/х-

входила в Г, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось равенство 
X = ую~^х. Ясно, что Г ' есть элемент множества Г. 

Убедимся, что ФТ' <^Р'. Подберем для произвольной функции ф е ф 
две функции ф1 и ф2, отображающие В в себя и удовлетворяющие равен
ству ф(ж, у) = <^\{х)ц)2{у) для любых X, у^В. Так как для произволь
ной матрицу 

/ (•^, У) ^ 

имеем 
/ Фх (^) Ф2 (у) Ф1 (^) Ф2 (2) ^ 

\Ч>1 ("̂ ) Ф2 (у) Ф1 { ^ ) Ф2 (2)/ 

и ф1(а^)ф2(г/) = ф1(а;)фй(2) (ф1(м;)ф2(2) )-1ф1 (и ; )ф2 (у) , ТО ф / ^ Г'. 
Теперь докажем вложение Г' с: фр и тем самым завершим доказа

тельство равенства ФР — Г', означающего справедливость аксиомы 1 п. 2.4, 
Пусть матрица 

входит в Г', т. е. х = ую~'^%. Зафиксируем в Ф и .Р соответственно два 
отображения: групповую операцию § и матрицу 

/= /(^"^~'' ^ ) {У^~^^ ^ ' ) \ 
V (е, 2) (е, т) } 

где е — единица группы В. Так как ^/ = и — произвольный элемент 
из Г ' то Т' <=:ФР. 

Осталось проверить справедливость аксиомы 2 для пары {Р, Ф). 
Множитель Р максимален в композиции ФР, так как Р состоит из всех 
возможных морфизмов ш А в X. Зафиксируем произвольно функцию ф: 
X В, удовлетворяющую условию: 

если }^Р, то ф/ е Г'. 
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Определим две функции ф1 и ф2, отображающие В в себя, равенства
ми ф 1 ( и ) = ф ( м , 8 ) , ф2!(г*) = (ф(8, 8 ) ) "^ф ( е , I * ) . Для любых элементов х,у 
группы В матрица 

^ Пх, у) (X, 

[{е,у) (е, е ) / 
принадлежит Г. Тогда матрица 

^(р{х,у) (р{х,е)' 

\ф(€, г/) ф(е, 8 ) / 
ф/ = 

принадлежит Г', Этот факт означает, что ф(ж, у)=(р{х, е ) ( ф ( е , е ) ) ' X 
X ф(8, ^) = Фь(ж)ф2(1/), т. е. ф е Ф. 

3.4. Классы эквивалейтности, содержащие групповую операцию § ^ 
^ С и физическую структуру {Р, Ф)^К', обозначим соответственно че
рез [§] и [{Р, Ф ) ] . Определим отображение %: С К формулой 
"^{[ё])^ [5^'(§•)]• Докажем корректность этого определения. Достаточно 
установить, что из изоморфизма групповых структур § ж §' (в записи 
ё ^ §') вытекает эквивалентность физических структур {Р, Ф) 
и {Р\= У''{§') (в записи (Р, Ф)~(^^ ' Ф ' ) ) . Легко видеть справедли
вость утверждений а) и б) п. 2.5, если положить Я = 1^, V = |х X р, X = 
= Х' =ВХВ. 

З.5.. Отображение % сюръективно. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть {Р, Ф) — произвольная физическая 

структура, удовлетворяющая всем условиям п. 3.1. Обозначим через Ф* 
множество всех отображений а^ Ф, удовлетворяющих условиям и) , к ) . 
Ясно, что Ф^Ф 0 и каждая функция из Ф^^. является квазигрупповой 
операцией на множестве В. 

(а ) Покажем, что любые две квазигрупповые операцци а, ф ̂  Ф^ 
изотропны. Зафиксируем произвольный элемент е ^ В ж определим биек
тивные преобразования |я и V множества В равенствами а {в, у) = 
= ф(8, V ( г / ) ) , а{х, г) = ц){\х>{х), ^ { б ) ) . Ясно, что |1(8)= е. Пусть 

/(л;, у) е)\ 

для произвольных X, у ^ В. Так как ф, <х и композиция ф!]^ X V} входят 
в Ф, а / входит в Р, то ф/, а/ и ф{|11 X V } / входят в Г' === ФР. Из вложений 

/а {х, у) а {х, в)\ 
\а(е,у) а(е,г)1 

^Ф(^х(ж), V(г/)) ф(.и(ж), V(8))^ 
Vф (^^{8) , V (г/)) ф (̂ х (е), V (8))У 

в силу условия а) п. 3.1 и определений преобравований р, и V вытекает 
а{х, 1/) = ф(м;(ж), у{у))=^ к{а{х, е), а{е, у), а{е, г)). 

Предпоследпее равенство означает изотопность квазигрупповых опера
ций а и ф. 

(Р) Квазигрупповая операция •ф: ВХВ-^В называется структурой 
лупы, а соответствующая квазигруппа — лупой, если существует такой 
элемент &^В (называемый единицей лупы В), что ^^{х, е) = '1^(8, х) = х 
для любого В. Докажем, что в Ф* существуют структуры лупы. 

Выберем произвольно функцию а е Ф ;̂,, элемент & ̂  В ж зададим 
два биективных преобразования \к ж V множества В так, чтобы вьшолня-
лись равенства а{г, У{У))=У, а{\у{х), \{г))=х для любых х, у^В. 
Ясно, что р , ( 8 ) = 8 . Нетрудно видеть, что композиция а(^р,XV) входит 
в Ф,̂  и является структурой лупы, в которой роль единицы играет 
элемент 8. 

(•у) Докажем, что каждая структура лупы а е Ф ^ ассоциативна, т. е. 
является групповой структурой. Так как при этом выполняется равен-

ф{{^ХА'} / = 
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ство X ( [ а ] ) = [ (/^, Ф) ] , то тем самым будет закончено доказательство 
сюръективности отображения х. Введем обозначение а{х, у) —ху для лю
бых X, у^В. Зафиксируем произвольно тройку {х, у, т.) элементов лупы 
В и две матрицы 

{{ху,г) {ху,е)\ {х, у) 
1-

\ 2) (г/, е) I 
из множества Е. Так как матрицы 

({ху)2 ху\ 

У^ У I 

( 8 , у г) ( 8 , у) 

'х{уг) ху\ 

\/2 У ) 

входят в Г ' ^ Г , то в силу условия з) п. 3.1 имеем {ху)2 — х{уг) = 
= к{ху, у2, у). 

3.6. Отображение к биективно. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Вследствие 3.5 достаточно установить инъек-

тивность X . Пусть ф, а ^ С и %{ [а] ) = х ( [ф] ) = [{Р., Ф ) ] - Без ограниче
ния общности будем считать, что х ' ( а ) = (7 ,̂ Ф ) . Положим х'(ф)== 
= {Р', Ф ' ) . Очевидно, Р' = Р. Так как физические структуры {Р, Ф) и 
{Р\) эквивалентны, то существует изоморфизм (X, |и1, V ) = ( V 1 X V 2 ) , 
удовлетворяющий условиям а) и б) п. 2.5. По определению изотопии 
групповая операция ф изотопна квазигрупповой операции Î~^фV, которая 
изотопна групповой операции а по предложению (а) п. 3.5. Таким об
разом, мы пришли к выводу: групповые операции а и ф изотопны, что 
в силу теоремы Алберта [5] означает их изоморфность. 

3.7. Интересно выяснить строение отделимых (см. определение в 2.8) 
физических структур, удовлетворяющих только условиям а ) — з ) п. 3.1. 
Пока мы не имеем доказательства, но предполагаем, что и в этом случае 
физическая структура определяет (с точностью до изоморфизма) группо
вую операцию на множестве В. 

§ 4. ФИЗИЧЕСКИЕ СТРУКТУРЫ РАНГА ( г , в) 

Здесь приводятся некоторые конкретные примеры физических струк
тур, взятые из дополнения к книге [ 1 ] , написанного Г. Г. Михайличенко. 

4.1. Пусть (г, 5) — пара целых чисел, каждое из которых больше 
единицы. В этом параграфе рассматриваются только такие физические 
пространства X и их физические структуры {Р, Ф ) , которые удовлетворя
ют следующим условиям: 

а) входное множество А имеет вид { 1 , . . ., г} X { 1 , . . . , 5}; 
б) выходным множеством является вещественная прямая К; 
в) морфизмами могут быть только функциональные соответствия; 
г) существуют такие два объекта Ш и 91, что X = 9Л X 91; 
д) для того, чтобы соответствие из { 1 , . . . , г) ъШ или из { 1 , . . . , 5} 

в 91 было морфизмом, необходимо и достаточно, чтобы оно было функцие!!; 
е) для того, чтобы соответствие I: А ^ X было морфизмом, необхо

димо и достаточно существование таких функций Д: ( 1 , . . ., г} ^ 
/2: ( 1 , 8 } - 9 1 , ч т о / = / , Х / г ; 

ж) Р = Н{А, X); 
з) для того, чтобы множество Г' с: Я (Л, В) входило как элемент в 

основное множество Г, необходимо и достаточно существование такой 
гладкой (т. е. принадлежащей классу С°°) функции к: II -> К, где II — 
открытое подмножество пространства К"~', для которой верно утвержде
ние: если вещественная матрица 

входит в Г ' и (^12, . 
. . ., Хгз) ', 

\Хг1 . . . Жуз/ 
., Х1„ Х21, . . ., Хгв)^ и, ТО Хп = к{Х12, 
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и) существует порождающее соответствие а: X 9 1 К , т. е. ФГ = 
{а)Р- , V -

к) если I, } и 1# / , то существует такой элемент а ^ 91, что 
а{1, (х)^ а{}\ и а{1, а)^ 0, аЦ, а)Ф 0; 

л) если а, р ^ 91 и а.Ф то существует такой элемент I ̂  Ш, что 
а{1, а)Ф а{1, ^) л а{1, а)^ 0, а{1, Р)Ф 0. 

З а м е ч а н и е 1. Последние два условия вытекают из условия к) 
п. 3.1, если считать, что Я = 9Л = 91 = К. 

З а м е ч а н и е 2. В дальнейшем, без специальных оговорок, будем 
предполагать что каждое физическое пространство {X, Р, Ф) удовлетво
ряет всем условиям п. 4.1, 

4.2. Пусть г = 8 = 2; = 91 = К; множество V состоит из всех троек 
{у, 2, и 7 ) еК^ , удовлетворяющих неравенству 1̂ =7^0; соответствие ф: 
К X К -> К входит в Ф, если и только если оно является функцией и су
ществуют такие функции ф1 и фг, отображающие К в К, что ф1(ж, у) = 
== ф 1 (а ;)ф2(1/) для любых х, у^В.. Нетрудно показать, что пара 
{Р = Н{А, X), Ф)—физическая структура ранга (2.2). Ясно что мно
жество Г' = ФР состоит из всех вырожденных (2 X 2)-матриц. 

4.3. Пусть г = 8 = 2; Ш = ^ = Я; II = В^; соответствие ф: К X К К 
входит в Ф, если и только если оно является функцией и существуют 
такие функции ф1 и ф2, отображающие К в К, что ср{х, у) = <(>и{х)+ (р2{у) 
для любых X, у^В.. Можно показать что пара {Р = Н{А, X), Ф) — ф и 
зическая структура ранга ( 2 , 2 ) , а множество Т'= ФР состоит из всех 
(2 X 2)-матриц 

у' 

удовлетворяющих равенству х + т = у + г. 
4.4. Пусть г = 3, 8 = 2, ай = К, 91 = К^; множество II состоит из всех 

пятерок 
(Ж12, Х2и Х22, ЛГ31, ^^32)'^ К^, 

удовлетворяющих неравенству 0:22 лгзг; соогвеачггвие ф: X = К X К 
входит в Ф, если и только если ооо является функцией и существуют та
кие три функции Я: К К , и: -> К, У : К, что Ц){х; ц) = 
= }^(х)11{^, 1 ] )+ г;(|, т]) для любых вещественных чисел х, |, г\. Можно 
показать, что пара {Р = Н(А, X ) , Ф) — физическая структура ранга (3, 2 ) , 
а множество Г ' = ФР состоит из всех таких вещественных прямоугольных 
(3 X 2)-м!атриц 

/Хуу х^^л 
Х22 I , 

\^31 •^32/ 

что 

^11 ^12 1 
Х21 ^22 1 = 0. 

"^91 Х32 1 

4.5. Пусть г = 4, 5 = 2; = К, 31 = К ;̂ множество V состоит из 
всех семерок 

{Х12, Х2и Х22, Л:31, Хз2, Х41, ^42) ^ 

удовлетворяющих иеравешству 

^22 (^21"^22) 1 Х21 Х22 1 
Хщ .(^зх'^зг) 1 + ^12 ^31 Х^2 1 
Х42 (•^41'^42) 1 ^41 ^42 1 
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саответствие ф: X = К X К входит в если и только если суще
ствуют такие три функции щ и, ш, отображающие в К, и функция 
К: К - ^ К , что выполняются следующие три условия: 

а) если Я ( л : ) + Г ] , ^ ) ' # О, то - ;! '. 

ф {X, 11, д - + г,, о ' 

б ) если т], С ) = 0 , Л(а:)и(||, п, ^ ) ^ V { ^ , % 1}^ О, то 
ф(д:; ^, Т1, 0 ; 

• в) если 1{х)+и?{1, г\, ̂ ) = 0, г], ц, 1)=0, то 
ф(л;; I , т], К. 

Можно поскавать, что пара {Р — Н{А, X), Ф) — физичесмая структу
ра ранга ( 4 , 2 ) , а множество Г' = ФР состоит из всех матриц 

/ ^ 1 1 ^ 1 2 \ 

•̂ 22 

•̂ 31 •̂ 32 

^ ^ 4 1 ^ 4 2 / 

удовлетворяющих равенству 
Хуу ( • ^ 1 1 ^ 1 2 ) 1 

^22" (Жд^Жда) 1 
= 0. 

(Жд^Хдз) 1 
= 0. 

•̂ 31 ^32 (Жд^Хдз) 1 

^41 •̂ 42 ( • ^ 4 1 ^ 4 2 ) 1 

4.6. Пусть п — целое число. п>2, г = = 5 = п, й« = 91 = К " - 1 , мно
жество V состоит из всех конечных последовательностей 

удовлетворяющих неравенству 

К 

3-22 • • • 

Хп2 • • • X пп 

Ф состоит из функций, причем функция ф : К''"^ X К"~^ ^ К входит в Ф, 
если и только если существуют такие функции ф 1 , . . ф п - 1 , '̂ 1, . . . , 1 |)п-1 , 

отображающие К"~' в К, что 
п—1 

г = 1 

Можно показать, что пара (Р = Н{А, X), Ф) является физической струк
турой ранга (/г, п), а множество Г" = ФР состоит из всех вырожденных 
вещественных (п X ге)-матриц. 
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