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1. Пусть /—вещественная функция, определенная на полуоси 
(с, о о ) . Предположим, что / дифференцируема в каждой точке х^{а, о о ) . 
Будем говорить, что функция / при у °° стабилизируется к функции 9, 
определенной для всех х, еслш существует функция ц{у), где у^{Ь,оо) 
такая, что: 

1) )-оо и ^ - > О при 1/ ->оо, 
У 

2) для всякого вещественного числа х 

0 {X) = И т [/ {у Ь (у)) - XII (у) /' (у) - / (у)]. (1) 
у-*ос 

Функцию |д, удовлетворяющую этим условиям, будем называть стабили­
затором функции /. 

Теорема 1. Предположим, что функция / дифференцируема в про­
межутке (а, оо) и ее производная /' есть неубывающая функция. Тогда 
если существует функция 0 такая, что / стабилизируется к 0 при у 
то д{х) = Ах^, где А — постоянная, А^О. 

Доказательство теоремы 1 излагается в п. 2. В п. 3 приводятся 
достаточные условия, обеспечивающие существование стабилизатора. 

Результаты статьи могут быть полезными при изучении асимптоти­
ческого строения функций, определяемых интегралами, зависящими от 
параметра {см., например, [ 1 , 2 ] ) . 

2. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Предположим, что функция / 
удовлетворяет условиям теоремы. Будем считать, что в{х) не обраща­
ется в нуль тождественно, ибо в противном случае доказывать нечего. 
Пусть ц(г/)—стабилизатор функции /. Согласно определению {х(г/)-^оо 
при у °о. В силу этого мы можем, не уменьшая общности, считать, 
что ц{у)> О для всех у^[Ь, оо). Положим 

е(^, У)-П1/ + ^1^{У)]-^1^^{У)Г{У)-ПУ)- (2) 
Так как |я(г/)>0 для всех у, то если у + х\1{у)> О, то и для любого 
х'> X, очевидно, у + х'ц{у)>0. Отсюда следует, что для всякого у>Ь 
множество тех х, для которых 9 (ж, у) определено, представляет собой 
полуось (Кг / ) , о о ) . Для всякого х при у>Ь' имеем 

у-\-х\1{у)^у I _^ (у) 

Так как ^^^^ ->-Опри уоо^ то у -\- хц{у)-^ оо при г/->• оо и, значит, для 
всякого X найдется уо{х) такое, что у + Х11{у)> а при всяком у>уо{х). 
При у>уо{х) имеем ! ( ? / ) < ж, и, поскольку х взято произвольно, это 
позволяет заключить, что ^{у)-^ —°° при у о о , функция / является 
выпуклой, и, следовательно, при каждом у^Ь функция ^{х, у) выпук­
ла по переменной х в промежутке (|(г/), о о ) . При у о о имеем д{х, у)-^ 
-^д{х) для всех X. Отсюда вытекает, что функция 0 выпукла. В силу 
известных свойств выпуклых функций при у о о 0(л:, у) стремится к 
6(ж) равномерно в любом ограниченном промежутке [—/г, к]. Имеем 
0{ж, у)^0 для всех х'>Ь,{у) и 9(0, у) = 0. Поэтому В{х)>0 для всех х 
и 0(О) = О. По предположению 9 (ж) не обращается в нуль тождественно, 
и, значит, найдется число ^1 О такое, что 0 ( 2 1 ) > О . Пусть — точка, 
лежащая между 51 и О такая, что 0(|о) = (1 /2 )0 (|1 ) . Положим 

Щ^, У) = ПУ + Ы)-ЫГ{У)-ПУ), 
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где ^ такое, что ^ а — у. Очевидно, 

Полагая ж = ^ 1 , получим, что при у ^ °° 

Знаки чисел |о и ^1 совпадают, и 1х{у)'>0. Имеем Л {О, у)> 0. Из соотно­
шений (3) вытекает, что найдется Ьо> О (Ьо'^Ь) такое, что при у'^Ьо 
существуют значения {>0, для которых ^?(̂ , ^ ) > 6 ( 5 о ) . Имеем К{{,у)> 
>0 при всех ^ и Я {О, у) = 0. Функция ^^-^Я{^,у) выпукла. Следова­
тельно, она возрастает при * > 0 . При этом если ^о{^о'^0) — самая пра­
вая из точек ^ таких, что Я(;^, у)='0 при О ^ ^ ^ ^ о , то справа от 
функция ^ >->- Я{^, у) является строго возрастающей. Из доказанного 
вытекает, что для данного у найдется, и притом единственное, значение 
^ > 0 такое, что ^?( ,̂ у) = Э(^о). Это значение ^ обозначим через ро(у)-
Мы получаем, таким образом, некоторую функцию цо{у)- Она определе­
на в промежутке [Ь^, и 

МУ)>О, Я[МУ), у] = е ( Ь ) (4) 

для всех у > Ьо. Установим некоторые дальнейшие свойства функции 
\хо{у). Зададим произвольно 8 > 0. При у ^ °° 

в[|о/(1 + Е), у] ->е [|о / (1 + 8 ) ] , е[|о(1 + б ) , у] - е [ Ь ( 1 + е ) ] , 

т. е. при у оо 

Я 
1 + 8 у 

Я У = е [ | о / ( ц - 8 ) , ^ ] - > е [ у ( 1 + е)]. 

Так как О неотрицательна выпукла и Э(0) = 0, то функция 6 (ж) убывает 
на полуоси ( — 0 ) и возрастает на полуоси (О, «>). Пусть р — самая 
левая, д — самая правая точка х среди таких, что 6(ж) = 0. Очевидно, 
// ^ О ̂  д-. В промежутке (—«», р) функция 6 в силу выпуклости явля­
ется строго убывающей, а в промежутке {д, о о ) — строго возрастающей. 
Если Ь < 0 , то ( 1 + е ) 1 о < 1 о < Ы ( 1 + е ) , а если В о > 0 , то (1 + 8 ) ^ о > 
> 1о > |о/(1 + е ) . В обоих случаях получаем 

е[|о(1 + е ) ] > 0 ( Ы > 6 [ 1 о / ( И - 8 ) ] . (5) 

(Каждое из неравенств здесь строгое, как следует из сказанного выше 
о поведении 6 в промежутках (—оо, ^ ^ ) , (5, о о ) . ) Имеем 

'_М_Ы_ 

Я[{1 + е)1х{у), г/] = е [ ( 1 + 8 ) | о , г/] - Э[|о(1 + 8 ) ] 

при г / ^ оо. Согласно (5) отсюда следует, что найдется У2, У2^У1, такая, 
что при г/ ^ г/2 

Я[МУ)1{^ + ^)У]<^{Ы<ЩМУ){^ + ^), у]- (6) 

в силу (4) в{1о) = Я[цо{у), у]. Так как функция г^Я{г,у) возра­
стает при ^ > 0 и |л(г/)>0, Ц{,{у)>0, то из ( 6 ) , очевидно, следует, что 
при у^у2 11{у)/{I + е)<. цо{у)< 11{у) {1 +е). Ввиду произвольности 
6 > О отсюда вытекает, что 

Я, (у) = " , , - > 1 
при у оо. Положим 

Эо(^, У) = 1[У + ос;11о{у)]-Х11о{У)!'{У)-ПУ) = ^1^ЧУ), У]-
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Так ка,к 0(ж, у)-*^ в{х) равномерно на всяком ограниЧ|енном промежутке 
[—Н, к] при у о о и при у ° о , то при I / ° о , очевидно, 

также во (а:, у)-^д{х) при любом х. Следовательно, функция Цо также 
является стабилизатором функции /. 

Покажем, что функция цо непрерывна. (Заметим, ч т о непрерыв­
ность ц в условиях теоремы не предполагается.) Пусть даны точка г/'°\ 
г/̂ '̂ > г/1, и последовательность {г/^'"'}, т == 1, 2, . . . , такие, что г/'™^ схо­
дится к г/̂ °> при т т г о о и г/'™'> г/1 при всех /п. Тогда |яо(г/̂ '"̂ ) опреде­
лено при любом т. Требуется доказать, что м.о(1/*"') ^ [Ло(г/*^0 при 
т ^ оо. Зададим произвольно е > 0. Тогда 

^?[цо(у'™0, у^'"1 = е ( ы > о . 

при каждом I функция У >->• Я{1, у) непрерывна и, значит, 

^[Ма(1/<"') /(1 + 8 ) , г/<'">]-Л[|1о(г/<о^)/(1 + е ) , 1/<о>], 

^г|1цо(1/''^0(1 + б ) , г/^™']-Д[^га(г/*°'){1 + е ) , г/^°'] 

при 7 ^ - - . Имеем Л [,цо (2/^^^0/(1+«), г/<°'] < Я[!1о(У^"0, У''']-^{1о)< 
<7?[ро(^^°') (1 в ) , в силу того, что В{Ь, у) есть строго возра­
стающая функция переменной ^ на множестве { / > 0 : Н{^, у)>0}. По­
этому при достаточно больших т, т> 

^?[.Мо(г/*°0/(1 + е ) , г / '™ ' ]<0 (Ы = Я [ М ^ ^ " ' О , 
<^?[,^^о(г/<°')(1 + 8 ) , 1 /^ - ' ] . 

в силу строгой монотонности Я на множестве { ^ > 0 : Я{1;, у)>0) отсюда 
следует, что при т'^ т 

^ < ( 1 о ( ! / ' " ' ) < | ^ . ( ! / ' " ' ) ( 1 - | е). 

Поскольку 8 > 0 произвольно, этим доказано, что Мо(1/' '" ')^ М о̂(̂ °̂') при 
т-^ оо. Непрерывность функции |ло тем самым установлена. 

Докажем, что для всякого х^К найдется последовательность {г/„}, 
и == 1, 2, . . . , такая, что 

ишу,^^ н Иш ^ 1 . (7) 
П-»00 71-*оо Го \''П1 

Сначала рассмотрим случай х > 0. Пусть ^1 е N такое, что 
щ>МЫ^^п/гц. (8) 

Пусть п целое, п>щ. В силу (8) п>[1о{Ьо). При у ^ оо имеем |До(г/)-^ 
оо, значит, при достаточно больших у имеем |Хо(г/)>ге. Так как 

Ро(-'^о) ^ «1 ̂ ' г и функция цо непрерывна, то найдутся значения у^Ьо, 
для которых \1о{у) = п. Выберем из таких у самое правое и обозначим 
его через Уп- Во всяком промежутке [Ьо, Ь'\, где ^ о < ^ ' < ° ° , функ­
ция |яо ограничена, поэтому если л > шах Ио(^)' т о 1 / „ > > 2 7 ' . Отсюда 

I 
следует, что г/п—>-оо при 7г->оо. Имеем 

откуда \^а{Ьа)1Ь(у> Цп при п>п\. Так как [Хо{у)1у О при г / о о , то 
Мо(г/)/г/< 1/« при достаточно большом г/ и, следовательно, при каждом 
п>П1 найдется у>Ьо, для которого Цо{у) = у/п. Выберем из таких зна­
чений у самое правое и обозначим его через Уп- При всех у'^Ьо имеем 
Мо(у) /1 />0. Функция У \^о{у)1У непрерывна. Отсюда аналогично слу­
чаю последовательности [уп] вытекает, что у^-^оо при п-^оо. 
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Пусть п > П[. Так как л; > О, то у'п + ^|Ло(г/п) > г/п и согласно опре­
делению Уп 

\^ЛУ'П +х\^Лу'п)\>п = 11^{у'п). 
Следовательно, 

^^о(^п) 

Аналогично, г / п г / л , и поскольку г/|1 — самая правая из то­
чек у, для которых цо{у) = у/п, то \1о{у)<у/п при у>Уп и, в частности, 

[г/п + ( 1 / ^ ) ] < [^п + а:̂ 1о {Уп)]/п = [Хр ^1 + (Ю) 

Таким образом. 

В силу непрерывности функции 
[у + ^̂ 0̂ (^)] 

найдется значение г/„, лежащее между г/п и уп такое, что 

При « ^ оо имеем уп-^°°. Полагаем у„ = Ьо при п<П1. При п>П1 вы­
полняются неравенства (11) , откуда следует, что последовательность 
{уа} и есть требуемая. 

Пусть теперь а: < 0. В этом случае обозначим через Уп самую пра­
вую из точек у: г / ^ ^о, для которых 11о[у + х\1о{у)] = п. При достаточно 
больших п, П2, точка г/п, удовлетворяющая этому условию, суще­
ствует. Имеем Уп + хц^ (уп)'<у'п и 

У + !̂-1о {у) = У 1 (у)) 
оо 

при у-^°°. Значит, найдется у, у > у'п, для которой у 'г х1Хд (у) ^ уп. 
Так как у'^Уп, то согласно определению г/п имеем: 

Ио {у'п) >п== [у'п Ч- х\х^ ( г / п ) ] . 

Таким образом, мы получили, что 

.^-^ \'ЛУ'П + ^Н{У'П)\^ 

И о ( ^ п ) 

Точно так же, как в случае с х > О, устанавливаем, что г / п ^ о о при 
п оо. Далее, пусть Уп — самое правое значение у ^ Ьо такое, что 
Цо[у + х\1о{у)]=^[у -\- х\1о{у)]/п. Так как у + хцо{у)^ оо при г / о о , то 

^ [-̂  + ^ 
у + щ\{у) 

•о 

при г/ оо, откуда вытекает, что искомое значение г/„ существует. Как 
и в случае Уп, найдем у, у > у'п, такое, что у-\-х\1,^{у) ^ у'п. Для этого 
г/ имеем \хо[у + х\Уо{у)]<\у Л- х\1о{у)]1п, т. е. 1^о{Уп)<Уп/п. Следова­
тельно 
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поэтому 

1^К±рчШ^1+^. (13) 

Так как г/^->-оо при п о о , то из ( И ) , (13) в силу непрерывности 
функции у ^ \1о[у + хр.о{у)]/\1о{у) следует, что найдется 1/„, лежащее 
между у'п и у'п, такое, что 

^ [ У п + ^^^о(Уп)] , , ^ 

^ ^^о(^п) 

Последовательность {?/„}, очевидно, удовлетворяет требуемым условиям. 
Положим 

ео(х, г/) = /[г/ + а:цо(1/)]-л:|Хо(г/)/ ' (?/)- /(?/) = 
= / [ 1 / + а ;А. (г / )р(г / ) ] - ; г ; . ( ( / ) / ' ( г / ) - / (1 / ) = е (Х(г / )х , у), 

где Я,(г/)= Цо(г/)/.ц(1/). При г / ^ °о имеем Х ( г / ) - ^ 1 , а 6(л;, 1/)-^е(д:) рав­
номерно во всяком промежутке [—Н, к], поэтому до{х, у) = В{хХ{у),у)-^ 

0 (х) для всех X. 
Функция до{х, у) определена в некотором промежутке [|о(у), о о ) , 

где ^о{у)~^ —°° при г / о о и при каждом у выпукла относительно х. 
Тогда при у ° ° имеем до{х, у)-^д{х) равномерно во всяком ограни­
ченном промежутке [—Л, к], где к> 0. В силу выпуклости функция 0 
имеет в каждой точке ж ^ К левую и правую производные 0л(-з̂ ) и дп{х). 
Функции 0л и 0п неубывающие и 0л {х) 0п (х) для всех х. Пусть Е — 
множество тех х, для которых ^л{^)<^^п(х). Множество Е не более 
чем счетно, и в каждой точке хФЕ функции 0л и 0п непрерывны. Для 
х^Е 

^{х, г / ) ->0 ' (х ) = 0 . ; ( х )= :0 ; ( х ) 

при у °°, следовательно, 
МУ){Г {У + Що(У)) - / ' (г/) ] - 0' (^) (14) 

при г / ^ оо. Пусть XI, Х2 такие, что 0 : 1 ^ ^ 1 , Х2^Е2 и Х1+Х2^Е. Пока­
жем, что тогда 

0'(-^1 + ^2) = 0 ' ( ^ 1 ) + е ' ( ^ 2 ) . (15) 

Из соотношения (14) вытекает 
МУ) [/' {у + {-̂ 1 + ^2) МУ))-Г{У)]^0' {X, + Х2) 

при у оо. с другой стороны, 

ЫУ) [Г{У + {^1 + ^2УМУ))-Г{У)] = 

= ЫУУУ {у Х1щ{у) + хфо{у)) - / ' (у + Х1,Цо{У) ) ] + 

+ 1^о{у) у{У + ХИМУ))-!'(у)]-

Положим 

Тогда II {X, у)^а (у) ( 2 ) [/' (г + г̂̂ а (г/) Мо (^)) - / ' ( 2 ) ] Н Ио (А') [/' + ^Фо (У)) -

- Г (у)] - а (у) ^ (а {у) х„ 2 ) + ^ {х„ у). (16) 
Пусть {?/„}, л = 1, 2, построенная выше последовательность зна­
чений у. Обозначим 2п = Уп+ Х11Цо(уп). В силу (7) 
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при тг -> о ° . Так как функция Оо{х, у») выпукла относительно перемен­
ной X при и оо, то 

Полагая в равенстве (16) у = г/„ и переходя к пределу при п о о ^ 
получим 

56 

] 1 г а ^ (.г, + х„ у) = 9' (х,) + 0' (х,), 
откуда вытекает (15) . Для всякой точки Хй 

вл(-^о)= 1™ 0л (^•)= И т 0п(д;), 

ВВИДУ .этого из (15) , очевидно, следует 

Эл (-г-! + л : ^ ) 0 л (^х) + 0л (̂ а) 

для любых Х{, жг^К. Таким образом, функция 0 л удовлетворяет клас­
сическому функциональному уравнению Коши и, значит, ^' {х) = 2Ах, 
где А — постоянная. Таким образом, 0 {х) = Ах^. Кроме того, Л ^ О вви­
ду выпуклости 0, и теорема тем самым установлена. 

3. Укажем достаточное условие существования стабилизатора. 
Лемма. Пусть ф : [а, о о ) - ^ К — невозрастающая функция такая, что 

Ф (х) > О для всех X и 

при X оо. Тогда ж " ф ( а : ) ^ о о для всякого а > 0 при ж ^ о о . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ф удовлетворяет условиям леммы. До­
кажем сначала, что л:ф(л;)-^ оо при д: ̂  оо. Пусть л;о>0, хо^[а, оо) та­
кое, что ф ( 2 л г ) / ф ( д ; ) > 3 / 4 при х'^хо. Положим Хо^){хо) = к. Очевидно, 
/г > 0. Положим Хп = 2^X0. При каждом п имеем х^+х = 2л;„, Хп > х^ и, 
значит, ф ( а : „ + 1 ) > ( 3 / 4 ) ф ( х „ ) , откуда а^и+1ф(х„+1)=-2ж„ф(ж„+1)> 
> ( 3 / 2 ) л Г п ф ( ^ п ) . Следовательно, ж„ф(а:„) > (3 /2 ) "^ при всяком п и, зна­
чит, л;„ф(:г„)-> оо при и - > о о . Зададим произвольно Ь>0, и пусть по та­
кое, что Хп<^{х„)>2Ь при всех п^щ. Возьмем произвольно х^Хп^. 
Найдем п такое, что Х п ^ х < л;„+1. Тогда 

хф[х) > ХпЦ>{х)> а ; „ ф {Хп+\  = (1/2) д;„+1ф{х,,+ ^) > Ь. 

Таким образом, для всякого д ; > > Ж п ^ имеем х(р{х)> Ь и так как ^ < оо 

произвольно, то доказано, что х(р{х)^ оо при х-^оо. Зададим произволь­
но а > 0 . Функция ф1 (л:) = [ф(ж) ] удовлетворяет всем ^условиям лем­
мы и, значит, а ; [ ф ( а ; ) ] = дгф1(д;)-^ оо при ^ оо. Отсюда заключаем, 
что И т х'^ср (х) = о о . Лемма доказана. 

Теорема 2. Пусть функция Цу), определенная в промежутке [а, оо)^ 
выпукла, имеет непрерывные производные первого и второго порядка, 
причем производная } " (у) есть невозрастающая функция такая, что 
/" {у)>0 для всех у^[а, о о ) , И т Г (У) = О и Пт [Г{2у)/Г (у)] = 1. 
Тогда функция / стабилизируется при г/ оо, ц ^ качестве стабилиза­
тора можно взять функцию \л{у)= (у). 

Д о к а з а т е л ь с т в о ; При любом вещественном 1; таком, что у + 

а, яшеем ] {у + г) - 1Г {У) - ИУ) ^ Г {У + г д е О < 0 < 1 . По-

у + е 

ложим I ^ х]^(у). Тогда 

у г (у) \ 
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Следовательно, 

УПУ) \

в силу леммы при у и , значит, 1 + вх/уУ/" ( у ) 1 . 
Найдем уо> О такое, что при у>Уо 

При у > у о будем иметь 
(у/2) ^ / " (у + Вх/Уг (У)) ^ г (2у) 

/" {у) /" (у) ^ 1" ку) ' 

Отсюда вытекает, что 
Г{у^Вх1Уг^)) . 

ПУ) 

при у следовательно. 

Ну + ^/Ь"{у))-{^1У"{у))Г{у)-Ну)^^У2' 

при у °°. Теорема доказана. 
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