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Введение 

Настоящая работа является продолжением статьи [1]. Здесь изуча
ются элементарные теории булевых алгебр с выделенными идеалами (в 
дальнейшем они будут называться /-алгебрами). Приведен пример / -
алгебры, элементарная теория которой не имеет простой модели. Для 
каждой счетной несуператомной булевой алгебры построен континуум ее 
обогащений одним идеалом, элементарные теории которых различны и не 
имеют простых моделей, а также континуум обогащений одним идеалом 
с различными элементарными теориями, имеющими счетно-насыщенную 
модель. Дано необходимое условие си-насыщенности /-алгебры. Доказано, 
что элементарная теория любой суператомной булевой алгебры с выделен
ным идеалом имеет счетно-насыщенную модель. 

Особая роль суператомных булевых алгебр в описании различных 
свойств элементарных теорий булевых алгебр с одним выделенным идеа
лом была отмечена автором в 
результаты. 

2]. Именно, в [2] установлены следующие 

Теорема. Теория счетной булевой алгебры 21 с выделенным идеалом 
разрешима, если и только если 21 суператомная. 

Следствие. В счетной булевой алгебреможно выделить континуум 
идеалов с различными элементарными теориями тогда и только тогда, 
когда 21 несуператомная. 

Результат, сформулированный в следствии, был анонсирован в [3]. 

Используемые определения из теории булевых алгебр можно найти 
в [4, 5], а по теории моделей — в [б, 7]. Некоторые определения и обо
значения приведены в [1], там же дан краткий обзор результатов по эле
ментарным теориям /-алгебр. Как и в [1], мы фиксируем А е N и бу
дем рассматривать /-алгебры в сигнатуре <т (У, П,~ 0 ,1 , Д , . . . , / д ) , где 
/1,... , /д — символы унарных предикатов, выделяющих идеалы. 

Изложение данной работы существенно опирается на результаты из 
2, 8, 9]. В частности, в [8] (см. также сокращенный вариант — [Ю]) 

дана вся необходимая техника. Результаты настоящей работы частично 
анонсированы в [11, 12]. 

Автор признателен С. С. Гончарову за постановку задач по теории 
булевых алгебр с выделенными идеалами. 

© 1993 Д . Е . Пальчунов 
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§ 1. Нелокальные /-алгебры с минимальными 
характеристиками 

В этом параграфе мы изучим элементарные теории нелокальных / -
алгебр, характеристики которых минимальны в классе нелокальных ал
гебр. Такие /-алгебры будут использованы в § 3. 

Мы будем рассматривать функции -» {0} УМУ {оо } . Напомним, 
что функция г называется 

• естественной [8, с. 44], если г = гд̂  для некоторой /-алгебры 21, 
• локальной, если она имеет конечный носитель. 

На множестве функций N {0} У N У {оо} введем частичный порядок: 

/ < 5г означает, что /{п) ^ д{п) для любого п 6 
/ < д означает, что / ^ д я / Ф д. 

В этом параграфе нас интересуют функции, которые являются мини
мальными в классе нелокальных естественных функций. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.1. Нелокальная естественная функция г называется 
ступенчатой, если существует строго возрастающая последовательность 
натуральных чисел Зп, п е N , такая, что для любых г,^,п Е N если г ^ «п? 
7 > 5„+1, г(г) фОт1 гО') ф О, то V^ < 

Иными словами, множества {г | г(г) ^ О, 5„ < г ^ 5„ц.1.} образуют «сту
пеньки». Если ] «выше» г по крайней мере на две ступеньки, то < Уу. 

Теорема 1.1. Функция г является минимальной в классе нелокаль
ных естественных функций тогда, и только тогда,, когда она ступенчатая. 

Для доказательства теоремы 1.1 нам потребуется следующая 

Лемма 1.1. Пусть г — минимальная нелокальная естественная функ
ция. Тогда для любого п существует число к > п такое, что если г ^ п, 
3 > к, г{1) ^ О я г{з) ф О, го V^ < Уу. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть п 6 N. Рассмотрим множество М„ ^ {г ^ 
п I г{г) ф 0} . Предположим, что существует число т € Мп, для которого 
множество Ь ±=^ {з \ ф О и Ущ ^ У^} бесконечно. Заметим, что 
множество / естественно. Действительно, если г 6 / и У̂  < V^, то г(^) ф О 
и Ут -А Очевидно также, что / С М(г ) , ш 6 М{г) ит ^ Ь. Для г € N 
положим 

Тогда < г и — естественная нелокальная функция, что противо
речит минимальности г. Поэтому для любого т € М„ множества / ^ и 
^ ±^ []теМп конечны. Положим к ^ ( т а х / ) 1. Пусть г ^ п, з ^ к, 
г (г) / Он г{з) ф 0. Тогда г Е АГ», з ^ Следовательно, V^ < Уу. 
Лемма 1,1 доказана. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1.1. 
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НЕОБХОДИМОСТЬ. Пусть г — минимальная нелокальная естественная 
функция. Определим последовательность 5„ следующим образом: 

51 ^ 1, 
5п-ы ^ т 1 п { т > 8п I для любых г < 5„ < ш ^ У, если г ( г ) ф 

О и г О О т ^ О , то V^<V^}. 
Последовательность искомая. Следовательно, г ступенчатая. 

ДОСТАТОЧНОСТЬ. Предположим, что имеется последовательность 8п и 
нелокальная естественная функция г не является минимальной. Пусть 
г' < г, где г' — нелокальная естественная функция. Тогда г'(1) < г(1) 
и ^{^) ф О для некоторого I . Поскольку последовательность Зп строго 
возрастающая, найдется п, для которого С ^ а так как функция г' 
нелокальная, найдется т ^ 8п+1 такое, что г'{т) ф 0. Поэтому г(ш) ф О 
и У̂й С Ущ- Следовательно, если формула точечная, то ^'{^) = сх), 
что противоречит условию г'{С) < г{1), а если формула У^ сплошная, то 
^'{^) = 1, что противоречит условию г(€) ^ 1. Теорема 1.1 доказана. 

•Из леммы 1.1 и теоремы 1.1 вытекает 

Следствие 1.1 (характеристическое свойство ступенчатых функ
ций). Нелокальная естественная функция г ступенчатая тогда и только 
тогда, когда для любого п € N найдется т > п такое, что для всех г, ^ е N 
если г ^ п, 3 т, г{г) / О н г(^) ф 0̂  то У{ < Уу. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.2. /-алгебра 21 называется ступенчатой, если ее ха
рактеристика Га ступенчатая. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.3. Ступенчатая /-алгебра 21 называется строго сту
пенчатой, если 

0 -^А||21|^/^} 
= < Л I для некоторого п формула У„ ^'-неидеальная и щ{п) ф 0}. 

Определение 1.3 означает, что по характеристике щ строго ступен
чатой /-алгебры 21 мы для любого ^ ^ А можем ответить на вопрос 
«1^^ 6 /^^?» 

Известно [8, с. 44], что локальная /^алгебра 21 обладает следующим 
свойством: для любой /-алгебры *В эквивалентность 21 = 03 имеет место 
тогда и только тогда, когда гд̂  = г<з. Аналогичным свойством обладают 
и строго ступенчатые /-алгебры. 

Теорема 1.2. Если I-алгебры 21 и *В строго ступенчаты, то 21 = Ш 
тогда и только тогда, когда = г<з. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО вытекает из следующих предложения 1.1 и леммы 1.2. 

Предложение 1.1. Яусть 21 и 05 — локальные I-алгебры, т — нату
ральное число. Если для любого и либо г<^{п) — ^«^(п), либо Г21(п) ^ 2"* 
и гз(7г) ^ 2"^, то 21 = ш « . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПО условию N — ]У(21) = 7^(05) конечное. Кроме 
того, /-алгебры 21 и 05 локальные. Поэтому 21 и 05 можно разложить 
следующим образом: 

21 = П » = П 
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где 21, И <В̂  — г-простые алгебры. Тогда г<2ц{г) — т<^{г) = ^«^(г) = 
и по лемме 2 (б),(в) [9, с. 442] 21̂  =т 21 =ш 25. Предложение 1.1 
доказано. 

Лемма 1.2. Пусть ступенчатые I-алгебр 21 и 05 удовлетворяют сле
дующим условиям: = г<з, 

О < А I |21| = 1]^} = {з^Х\

= 1^} = {з ^ X \ для всех I € М(21)}. 

Тогда 21 = 05. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПО условию найдутся ,1^ такие, что 

^ А I |21| = / ^ } = {У < А I ^-идеальна для'любого г ^ А;}, 

''аС^О Ф О при г ^ А;. 
Выберем < 6 N такое, что > Ц при % ^ к. Тогда для любого 1^ н 
если т<!^{€) ф О, то О" ^ А | |21| = /|^} = < А | ^-идеальна}. Пусть 

— ступенчатая функция и 5„ — последовательность из определения 1.1. 
Без ограничения общности можно считать, что для любого п существует 
I такое, что т^{1С) ф О и Зп ^ ^ < Вп-\-1- (В противном случае 5„ можно 
перенумеровать.) 

Построим критерий эквивалентности /-алгебр 21 и 05 [9, с. 441] (см. 
также введение). Пусть 

5 ±=^ {(х,у,к,п) |а;€21, 2/€05, / г ^ п и либо Гх{1) Ф О, 
Гу{е) ф Одля некоторого е > вз(п-1Ы-*)' ^ У^' 

Убедимся, что 5 — критерий. Для этого проверим пять условий (см.[1] и 
введение). 

1. Доказательство очевидно. 

2. Имеем (О, О, О, п) 6 5 и (1 ,1 ,0 ,п ) е 8 для любого п € N. * 

3. В силу выбора ^ и свойств характеристики г равенство а = О 
равносильно равенству Гд = О [8]. 

4. Пусть {х,у,к,п) Е 8, к < п и О < а < X. Возможны два случая. 
СЛУЧАЙ 1: для некоторого ^ ^ 5з(„_^1;+<) выполнены условия ^x{^) ф О 

и гу{1) ф 0. Пусть г^\М Ф О-

СЛУЧАИ 1 а: &ъ{п-Ш)-\ гп ^ зз(„_|ы-<_1) и Га{т) ф О для некото
рого т е N . Выберем 6 < 2/ так, что 21 |= Ут{Ь). Тогда (о, 6, А; 1,п), 
1х\а,у\Ьук-\-1,п) € 5. 

СЛУЧАЙ 1 б: для всех т Е N если 8з(^п-к-\-1)-1 ^ т ^ бз(„_]ь+<-1)? то 
Га{т) = 0. Предположим, что Га (г) ф о для некоторого г ^ 5з(„_^^^^)_1. 
Выберем е так, что г<^{1) ф Ои 5з(„_^^.^_1) ^ ^ < зц^-к+гуг- Тогда 
У^ > У1 и Га{^) ф 0; противоречие. Следовательно, Га(г) = О для всех 
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* ^ ^з{п~к+г)-1- Положим г{1) = т1п(го(^),2") для ^ 6 N. Тогда найдется 
6 ^ у такое, что гь(^) = г(1) при I е N{^) II М{г). В силу предложения 1.1 
а =п Ь. Поэтому (а, 6, А; + 1,«), {х \а,у\Ь,к 1,п) Е 8. 

СЛУЧАЙ 2: х =п-к у, к < п, О < а < х. По лемме 2 (а) [9, с. 442 
найдется Ь < у такое, что Ь > О, а =„_;ь_1 6 и х \ =п~к-1 у\Ь- Тогда 
(а,6,А;-(- 1,га), {х\а,у\Ь,к + 1,п) е 8. 

5. Рассматривается так же, как 4-

Таким образом, 5 — критерий эквивалентности /-алгебр 21 и По 
лемме 1 [9, с. 442] 21 = 05. Лемма 1.2 доказана. 

Для естественной функции г введем обозначение ^ {21 | г<21 = г } . 
Заметим, что если /-алгебра 21 принадлежит и 05 = 21, то Ш Е . 

Следствие 1.2. Если функция г ступенчатая и для любого ^ ^ Л 
найдется п Е М(г ) такое, что формула Уп ]-неидеальна, то — класс 
элементарной эквивалентности, т.е. 21 = 05 для любых 21,05 Е . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если 21,05 Е К'^, то гд̂  = г«з и 21, 05 строго ступен
чатые. Поэтому 21 = 05. Следствие 1.2 доказано. 

Обозначим ^ а, ^ а. Если е = {61,...,вп) Е { 0 ,1 } " , а — 
( о ! , . . . , а „ ) , то полагаем ^ а̂ ^ П . . . Г) а^". 

Предложение 1.2. Пусть 21 я 05 — локальные либо строго сту
пенчатые I-алгебры, а\,. ..,ап Е 21 я 6 1 , . . . , 6 „ Е 05. Эквивалентность 
(21, = (^? Ь1,. ..,Ьп) имеет место тогда и только тогда, когда 
г-г — г^^ для любого в Е {0 ,1 } " . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 

НЕОБХОДИМОСТЬ. Если (21, аь . . . , а „ ) = (05,б1, . . . то г = г^г, 

поскольку характеристика г формульная, а а ^ — терм от а. 

ДОСТАТОЧНОСТЬ. Пусть { 0 , 1 } " = {е^,...,е^}, где I ^ 2". Обозна-

чим с{ ^ а ^ , с1{ ^ Ь , г < .̂ Зафиксируем г < I . Тогда Га = г^.. 
Следовательно, элементы с, и (1^ оба локальны или оба нелокальны. Если 
элемент с,- локален, то по теореме 4 [8, с. 44] (с,) = (с?,). Предположим, 
что элемент с, нелокальный. Поскольку с, Е 21, имеем ^ гд̂ . Но функ
ция Га минимальна в классе нелокальных функций, поэтому = га-
Аналогично г^. = г«з. Значит, Гс, и г̂ .̂ ступенчатые. Кроме того, если 
^ < Л и для любого п Е М(21) = М{с^) формула Уп ̂ ^-идеальна, то 1^ Е /^ 
и 1^ ^ с, Е /^, поскольку 21 строго ступенчатая. Это означает, что / -
алгебра (с,) строго ступенчатая. Аналогично заключаем, что (с^,) строго 
ступенчатая; = г̂ .̂. Следовательно, (с,) = (с^ )̂. 

Таким образом, (с^) = (с̂ )̂ для любого г < ^. По построению после
довательностей с{ и (̂^ имеем 21 = (сх) X . . . X (с^) и *В = (с^х) х . . . х (с^^). 
Поэтому (21, С 1 , . . . , с^) = (05, (̂ ь . . . , е/^), поскольку (с^) = (с̂ )̂ и в обога
щенной сигнатуре ао = а и { а 1 , . . . , а ^ } , где а,- — сигнатурный символ 
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ДЛЯ с^ или Действительно, для г ^ ^ полагаем а^^^^ ^ и а̂ *̂ '̂  ^ 
а при 3 ф г полагаем о;̂ '̂̂  ^ О, о^р^ ^ 0. Тогда 

(01, с ь . . . , с^) = ((С1), о^^'\, 4^^)) X . . . X ((с^), а^^^\

= ((с/1), . . . , 4^^ )̂) X . . . X ((( /^), а^/^\, 4'^^)) = ( © , . ^ 1 , . . . ^ 

Кроме того, = и{с{ \ = 1} и — | е^- = 1} для любого ] ^ п. 
Значит, (21, аь . . , , а^) = (*В, бь • • • 1 ^п)- Предложение 1.2 доказано. 

Следствие 1.3. Если I-алгебры 21, Ъ локальны либо строго ступен
чаты, 21 С <В и г-̂ ^ = для любого а 6 21, го 21 :< Ш. {Здесь и — 
характерястики а как элемента I-алгебр 21 и *8 соответственно.) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 21 С <В, а 1 , . . . е 21. Тогда г^- = г^. для 
любого { 0 , 1 } " . 

В силу предложения 1.2 (21 ,а1, . . . ,а „ ) = (*В,О!,...,Оп). Ввиду про
извольности выбора п е N и 0 1 , . . . , а „ € 21 последняя эквивалентность 
означает, что 21 Следствие 1.3 доказано. 

Заметим, что для т , /г 6 Н, /-алгебры 21 и а Е 21 утверждение Га{п) ^ 
т записывается одной формулой. 

Введем следующие обозначения: 

(7̂  ^ (7 и {Р^ \ е Щ, Р^ — символы одноместных предикатов; 
- {(Уа:)(Р^(ж) ^ гх{п) ^т)\т,пеЩ] 

21^ (где 21 — /-алгебра).— модель сигнатуры такая, что 21^ |= 
и 21^ \(̂ = 21; иными словами, для любых т,7г е N и а е*21 истинность 
21^ 1= Р^{а) равносильна Га{п) ^ т. 

Следствие 1.4. Яусть I-алгебры 21 и Ш локальные либо строго сту
пенчатые. Соотношение ^ < Ъ имеет место тогда и только тогда, когда 
21^ С Ш^ 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ДЛЯ любых а б 2 1 и т , г г б Н справедливы следую
щие утверждения: 

о Га{п) — О равносильно 21^ |= -1Р^(а); 
о га{п) = т равносильно 21^ \= Р^(а)&-1Р^+1(а); 
о Га{п) = ОО равносильно истинности в 21^ множества формул {Р^{а) 

т е 

Остается применить следствие 1.3. Следствие 1.4 доказано. 

Следствие 1.5 (об элиминации кванторов для локальных и строго 
ступенчатых /-алгебр). Если I-алгебра 21 локальная или строго ступен
чатая, то для любой формулы (р{х1,... ,Хп) сигнатуры а найдется бес
кванторная формула ф{х1,.. .,Хп) сигнатуры такая, что Т11(21) У 1-
<^{х1,...,Хп) ^ Ф{х1,...,Хп). 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим формулу . . . ,Ж„) . Пусть ^ = 2", 
У1^--'1У1 — новые переменные, и пусть { 0 , 1 } " = {ё*^, . . . ,е Положим 
У{ = , г ^ ^. Тогда = с1у{у) ^ и{у{ \ 1} для У < п, причем 
о?у(у) — терм переменных ух, . - . , у^, где ^ < п. Обозначим 

0{УЪ . •., У^) - <^(^1(У), • • •. МУ})Ч \/Уг = 1)& Д ^ Уз = «)• 

Нетрудно заметить, что 

211= ( У х 1 , . . . , ж „ ) ( ^ ? ( ж 1 , . . . , х п ) ^ 
Поэтому достаточно найти бескванторную формулу, эквивалентную фор
муле В{у1,...,у1). 

Пусть т — длина формулы ^ ( у ь . • . , у^). Если /-алгебра 21 строго 
ступенчатая, то рассмотрим последовательность натуральных чисел з̂ . 
(А: е N) из определения 1.1 и возьмем < € N так,, чтобы для любого к ^ $1 
выполнялось следующее условие: если щ{к) ф О, то { ] \| = /|^} = { ] 
V̂ ;̂ — ^-идеальна } . (Существование такого % доказано в лемме 1.2.) Если 
/-алгебра 21 локальная, то будем считать, что % ^ Хи 8}^ тах{г | г<^{г) ф 
0} -|-1 для любого А; € N. 

Введем на |21|̂  отношение эквивалентности: для а = ( а 1 , . . . , а ^ ) и 
Ь = ( 6 1 , . . . , 6^) пишем о ~ 6, если для любого г < I выполнено одно из 
следующих условий: 

(")''а.(5з(ш-К)) = Ч(*3(ш-Ь<)) = О И ДЛЯ любого к ^ 5з(т-Н0+1 ^ ™ 
^аАЩ ФЧАЩ. ТО {Та,{к) ^ 2"», Тф) ^ 2"»). 

Лемма 1.3. Отношение ~ является отношением эквивалентности. 
Оно разбивает |21|̂  на конечное число классов эквивалентности. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Первое утверждение легко проверяется. Далее, для 
каждого а^, г < ^, имеются не более 1-}-(2"*)^з(т+<+1) возможных характери
стик Га,-, различных для отношения эквивалентности ~ , т.е. существуют 
не более (1 + 2"*'*з(т+<+1) неэквивалентных кортежей из |21|̂ . Лемма 1.3 
доказана. 

Лемма 1.4. Если а,6 е 21, а ~ 6, У.-^^б, = 1 * , 6, П 6̂  = О и 21 |= 
^ ( о ! а ^ ) , то 211= ^ ( 6 1 , 6 ^ ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно доказать следующее утверждение: ес
ли а, 6 6 21, а ~ 6, а, П = О и 6̂  П = О при г ф У.-^^а,- = 1̂ ^ и 
и»^^ 6, = 1^*, то (21, Л ь . . . , а^) =т (® , бь . . . , 6^). Действительно, посколь
ку длина в равна т и 21 |= ^ ( 0 1 , . . . , а^), имеем 21 [= ^ ( 6 1 , . . . , 6^) (см. [ 9 , 
с. 4 3 9 , предложение 1 (б)]). Кроме того, из соотношения % |= ^(аь . . . ,а^) 
следует, что У,-^^а, = 1^^ и а, П о^ = О при гф ]. 

Предложение 1.3. Предположим, что т € N , I-алгебры 21 и 95 
строго ступенчаты, г«8 = г^, ® = ®1 X « 2 , = 6̂ 1 х (Г2, тс^^{Н{т-\-1)) Ф О 
и »*С1(вз(т+0) Ф О- ^<^ -̂«* ®1 = т ^1-
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Здесь — последовательность натуральных чисел из определения 1.1, а 
< такое, что для любого к ^ если Г{^(к) ф О, то 

О* ^ А I |<8| = 7^} = { ; ^ Л I >-идеальна}. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ПРЕДЛОЖЕНИЯ 1.3. Построим критерий ш-эквивалент-
ности /-алгебр *В1 и ^\. [9, с. 441] и введение): 

8"^ ^ {(^»У»Аг) I X € © 1 , у € <С1, А: < т и выполнено одно из 
следующих условий: 

(1) Гх(г) ф О, Ту{г) ф О для некоторого г > &%{тп-кл-1у 
(И) X =т-к у}-
Легко видеть, что если в критерии 5 (см. доказательство леммы 1.2) 21 

заменить на Шх, а Ш — на Сх, то 5"* = {{х,у,к) \ 6 8}. Кроме 
того, (1,1,0) е 5"*, (0,0,0) 6 8"*. Так же, как в лемме 1.2, доказывается, 
что 5"* — критерий т-эквивалентности /-алгебр !Вх и Й̂х • В силу леммы 1 
(б) [9, с. 442] Шх =т <̂ х- Предложение 1.3 доказано. 

Пусть а, 6 6 (21(*, а Ь. Рассмотрим г ^ I . Возможны два случая. 

СЛУЧАЙ 1: ^а^{зцт•^^)) Ф ^ ̂  п^{зз^т+^)) Ф 0. В силу предложения 1.3 
(а^) =то (&»), поскольку 21 = (</) X (^) и г̂ ^̂  = для любого с? е 21. 

СЛУЧАЙ 2: ГаД5з(^+^)) = Ч.{зц^п-{-1)) = О- Тогда для любого к ^ 

*з(т-|-*)+1 ''аС^) ^ о» то Уцгп+г) < Следовательно, для А: ^ 
^3(т+<)+1' ^««(^) = о и Г1,.{к) = О, элементы а ,̂ 6̂  локальные. Поскольку 
а для любого А; € N имеем либо ГаДА:) = ^6,(А;), либо Гщ{к) ^ 2"^ 
и »'6,(А;) ^ 2"*. По лемме 2 (б) [9, с. 442] а, =те 6,- Таким образом, 
а,- = т ^1 для любого г < ^. Кроме того, У^^^а^ = 1^ , и,^^6^ = 1® и 
при г ф 3 имеем П = О', &̂  Г) 6̂  = 0. Следовательно, (21, ах , . . . , а )̂ = 
( ( а х ) X . . . X (а^), ах, . . . ,а^) = ш ( ( 6 х ) X . . . X (6^), 6х , . . . , 6 / ) = (<В,6х,... ,Ь^). 
Лемма 1.4 доказана. 

Таким образом, множество 

Г ^ {(«х? € |21|̂  I а,- = 1^' и а̂  П = О для любых г ф ^ } , 

содержащее все кортежи (Ьх , . . . , 6^), на которых 21 |= ̂ (бх, . . . , 6^), разбито 
на конечное число классов эквивалентности Г = Гх У . . . У Гр; причем для 
любых а,6 е Г̂ -, 7 ^ р если 21 |= в{а), то 21 |= ̂ (6). Выберем б для 
каждого ] < р. При 7 < р и г < ^ положим 

(1) Ц{у^) ^ ^'^з(^^,)(у,•), если г^у(5з(^+<)) / 0; 

(И) Ц{у-) ^ Лл<.з(^+,)+1 ХЬ если Г^;(5з(^+^)) = О, 

где Хк ^ Р1(а1)^-^Р1^\4) 9 ^ ^ ( ^ ) < 2"» и X * ^ Р Г ( « ; ) ПР« 

г^,(Аг)^2"». 
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Положим 

А - ' С У Ь . . . ^ Л ^^^УгМ[^ У^ = 1 )^ /\(Уг п Уз = 0), 
«•^^ .-^^ ^Фз 

НУ1 .'--.Уг)- \/{^'{У1 ,---:У1)^^РЛ\= 0{а^)}. 

Л е м м а 1.5. Формула А(у1,...,У1) не зависит от выбора а ^ е Г^, 
3 < р. Для любых а ь . . . , € 21 и 7 ^ р условие ( а х , . . . , а^) е рав
носильно истинности 21^ |= Д - ^ ( а х , . . . , а ^ ) ; условия 21 ^ ^ ( а х , - - - , ^ ^ ) и 
21^ [= Д - ^ ( а х , . . . , а^) равносильны. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Первое утверждение вытекает из определения от
ношения ~ . Далее, для любого а Е |21|̂  утверждение 21^ 1= А - ^ ( а х , . . . , а^ ) 
равносильно а € Г и а ~ «•̂  Е Г^, что равносильно утверждению а € Г .̂ 
Следовательно, для любого а € |21|̂  утверждения 21^ |= Д ( а х , . . . , а ^ ) и 
а е и{Гу I ^ ^ р,21 1= ^(а-^)} равносильны. Кроме того, в силу леммы 1.4, 
если 21 1= в{а\,...,а^), то а Е Г. Значит а 6 для некоторого ^ ^ р, т. е. 
а ~ а-̂  € Г. Следовательно, 21 |= ^(а-^). Обратно, если а € Гу и 21 [= ^(а-^), 
то а ~ а-̂  и 21 ^ в{а). Таким образом, для любого а 6 |21|̂  утверждения 
21^ [= АЗ {ах,..., а^) и 21 [= ^ ( а х , . . . , а^) равносильны. Лемма 1.5 доказана. 

Для доказательства следствия 1.5 остается заметить, что Т11(21)иТ^ Ь 
Т11(21^), поскольку все предикаты из формульные и определяются экви-
валентностями из Т^. Поэтому ТЬ(21) У \- В{у\.,... ,У1) ^{УХч • • • Уе)-

Кроме того, Т11(21) Ь <р{х1,... ,Хп) ^ 0{х 
Таким образом. 

•)• 

ТЬ(21) и I - фг, ...,хп)^ А{х 

И Ф{Х1,... Хп) ^ А{х 
сигнатуры <т̂ . Следствие 1.5 доказано. 

искомая бескванторная формула 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.4. /-алгебра 21 называется квазиступенчатой, если 
21 = 211 X . . . X 21п, где 21,- локальная либо строго ступенчатая для любого 
г ^ п. 

Следствие 1.6. Пусть I-алгебры 21 и Ш квазиступенчаты. Тогда 

(а) 21 = 05 тогда и только тогда, когда = гдз; 
(б) если 21 С 05, то 21 :̂  05 тогда и только тогда, когда = для 

любого а 6 21. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
(а) Пусть г<21 = Покажем, что 21 = 05. Пусть 21 = 21о х . . . х 

21т, 95 = 05о X . . . X 05п- Без ограничения общности можно считать, 
что /-алгебры 21̂  и 05, нелокальны при г ^ 1 и, следовательно, строго 
ступенчаты. Поскольку щ = гг^, имеем гд!̂  < Г55 и г̂ з̂  < г^. Используя 
определение 1.1 и аналог леммы б [8, с. 19, 44] для случая Л выделенных 
идеалов можно доказать, что найдутся /-алгебры Л21т и А05та такие, что 
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21 = Л21ш и !В = А^п, г^' = Г(^', а 21'̂  и Ш'̂  при г ̂  1 нелокальны и 
строго ступенчаты. ° ° 

Рассмотрим множество К ^ {г ^ \ — минимальная в классе 
нелокальных естественных функций } . Пусть г € Л, ^ ^ т , и пусть 5„ и 
з'^^ — последовательности из определения 1.1 для г и 21^ соответственно. 
Предположим, что г ф г^^. Тогда т{г) ф ^а^СО некоторого г € N. 
Нетрудно заметить, что г(г) = О либо г(г) = 1, если У{ — сплошная фор
мула, и г(г) = О, либо г(г) = оо, если V,- — точечная формула. Те же 
утверждения справедливы для г^^. Поэтому если г(г) ф О, то га^(г) = 0. 
Кроме того, найдется /: € N такое, что 5;̂ .̂  г. Тогда для любого 2 > з^.^1 
из г (У) ф О следует V^ > и г^^О) = 0. Аналогично, если гщ{г) ф О, 
то найдется А; 6 N такое, что для любого з > из г^'С^') Ф О следует 
г{з) = 0. В обоих случаях М(г ) П М(21^) С I для некоторого I {I = з^^^х 
либо ^ = Поэтому если г ф гщ, то множество М{г) П М(21^) ко
нечно. Однако М(г ) С М(21) = У , ^ ^ М(21^) и М{г) бесконечно. Значит, 
г = г^/ для некоторого г ̂  т ж К = {г^/. | 1 < г < т } . 

Если Г21'. = г<^',, то 21̂  х21^ — строго ступенчатая /-алгебра и г^^ха'. 
г<^1. Поэтому без ограничения общности можно считать, что г<^> ф г<^1 при 
* 7^ 7 и г^1_ ф Г{8/. Тогда {тц | 1 ̂  г ^ т } = Л = {г<з/ | 1 < г < тг}. 
Следовательно, ш = тг и после перенумерации получаем г '̂. = гс^с 
для любого г ^ п. Так как /-алгебры 21'̂  и 95̂  локальные либо строго 
ступенчатые, в силу теоремы 1.2 получаем 21̂ - = 05[ при г ̂  тг и 21 = Ш. 

(б) Из доказательства следствия 1.3 видно, что достаточно установить 
следующее утверждение: для любых п 6 N5 01,..., а„ е 21 и 61,..., 6„ € 
*В эквивалентность (21, а х , . . . , а„) = (Ш, 6„) верна тогда и только 
тогда, когда г-г = г̂ -̂ для любого е 6 {0 ,1 } " . 

Пусть согласно (а) 21 = 21о X . . . X 21п и 95 = Шо X . . . X !Вп. Требуется 
изменить доказательство предложения 1.2 в том месте, где рассматрива
ется нелокальный с,-. В нашем случае = У . . . 1) с", где с\ 21^. Тогда 
/-алгебра (с^) либо локальная, либо строго ступенчатая (доказательство 
такое же, как для предложения 1.2). Следовательно, (с,) и — ква
зиступенчатые /-алгебры, Гс,- = г^.. Ввиду утверждения (а) {с^) = 
Следствие 1.6 доказано. 

Квазиступенчатые /-алгебры будут рассмотрены в § 3. 

§ 2. Булева алгебра с выделенными идеалами, теория которой 
не имеет простой модели 

В этом параграфе мы построим /-алгебру 21, элементарная теория ко
торой не имеет простой модели. Рассмотрим естественное множество М = 
М(21) как на рис. 1. Узлы обозначают различные формулы из множества 
{Уп(а^) I ^ б N } , а прямые отрезки — связи между ними. Например, 
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В 
диаграмма / \т следующий смысл: формула П получена 

А / С 
непосредственно из А, Я и С, т.е. для любого п е N если Уп ф В, то 
Уп < В тогда и только тогда, когда Уп < А, либо Уп < В, либо У„ < С 
(см. [8, § 4]). На рис. 1 все формулы, лежащие «выше» Ао считаются 
точечными. 

Множество Мо состоит из номеров трех неидеальных для всех идеалов 
попарно независимых формул; Г = У^ для некоторого / € М, Ка = Аа а 
йа € Ма с Еа-

Пусть а ж (3 — последовательности из нулей и единиц, т.е. а,13 Е 
{0 ,1 }^ . Запись аЦ (3 означает, что последовательность а является нача
лом последовательности /3, а \к{а) — длиной последовательности а минус 
единица. Полагаем 

Ек^{аЗ (0) I Ща) = к}к е N. 

Тогда Ео = { (0)} - Причем, если Ш((т) = к, п < к,.то а \ — первые 
п + 1-е элементы <т; если а С /3, то АаА^; для любых к € Ма и т € 
имеем Ук < Ущ-

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2.1. Пусть 21 — /-алгебра и а е 21, п € N. Будем гово
рить, что формула Уп отделяется под а, если Га{п) = О или существует 
п-простой элемент 6 < а такой, что Гд\^5(гг) = 0. 

Для А^6Nи5'СI1^^. введем обозначение 

<,р5(ж) ^ ( Д -1(31/ ^ х){Аа{у)))к{Р не отделяется под ж 

&(ж/{у I Р отделяется под у} — атом) 

&(Уг/ ^ ж)( Д (--(Зг ^ у){А(г{г)) -> {Р отделяется под у))), 

где 
{Е не отделяется под ж) ^ -|(3у ^ х)[{у / простой)&(г2.\^у(/) = 0)), 
{Р отделяется под ж) ^ (Зу < х){{у /-простой)&(^д.\^^^(/) = 0)), 
(ж/{у I Р отделяется под у} — атом) 

^ {Р не отделяется под х)к(\/у ^ х){{Р не отделяется под у) 

-> {Р отделяется под ж \
Если Р отделяется под х ж г ^ х, то Р отделяется под г (в определении 
для г в качестве у' берем у Г) г, где у взято из определения <иР отделяется 
под ж». 

Обозначим 

М {к {У). < Р либо У); < АСУ ДЛЯ некоторых п е N и сг е Х1п}-

Очевидно, что множество М естественное. Положим 

т{п) ^ О, если п ^ М; 
г{п) ^ 1, если тг € Л/ и формула Кп сплошная; 
г(п) 00, если тг € М и формула Уп точечная. 
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Тогда М(г ) = М. Нетрудно заметить, что 

М = ( У Еа) и {/} и{^\У1<Уп для некоторого п 6 Мо} . 
«3<о> 

Пусть А; € К, 5 С И;̂ .. Введем строго возрастающую последовательность 
натуральных чисел ^п такую, что 

{<п I п € М} - У Еа. 
«•(т или аС<т 

Рассмотрим последовательность /-алгебр 1В{ = X *В" (г 6 М), где *В̂ - [= 
Г{1) и Ъ'1 \= Уи{1). Пусть Щ а;-смешивание <В,- [8, с. 25; 2, с. 328]. 

Лемма 2.1. 21| \ <^|(1). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Нетрудно заметить, что 

М(21|) = {г\У^ <У^ либо У^ < У, для некоторых а е 8, аЗа к з е Еа} 
= {г \ < У/ или для некоторых а Е 8 Е Е^ 

выполнено либо У{ <Уу, либо У^ < У^}. 

Пусть а € \. Поскольку 8 С Т,]^, для любого а е 8 имеем 
а ф а и формула А<г независима с формулой Р и со всеми формулами У ,̂ 
3 е Еа. Поэтому истинно ->{3у е 21|)А,т(у)- Далее, для любого локаль
ного элемента а 6 21| элемент а нелокален и по построению Г а ( / ) = оо. 
Следовательно, Е не отделяется под 1^5. 

По построению если элемент а, а Е то элемент а локальный. 
В силу предложения 1 [1] формула Е отделяется под а (см. подробности 
ниже). Следовательно, 1/{у | Е отделяется под у} — атом. 

Пусть а 6 21| и Го(а(7) = О Для некоторого а е 3. Если элемент а нело
кальный, то для некоторого п выполняется 1®< < а и для всех I > п. По
скольку множество {а \ Ц сх} бесконечно и {а» | <т С а } С | п 6 N } , 
найдется I > п такое, что ^̂  = а» , (т С. а. Следовательно, 95̂ ' |= У*^(1) = 
Уа„(1). Поэтому г^«в^(аа) О и Га{аа) ф 0. Однако Уа^ < Уаа^ поэтому 
^а(а<т) Ф о, что противоречит предположению Га{а<у) = 0. Следовательно, 
элемент а локальный и Е отделяется под а. Таким образом, 51* |= (р^. 
Лемма 2.1 доказана. 

Мы будем строить /-алгебру 21, в которой если формула Е отделяется 
под а 6 21, то элемент а локальный. Утверждение, что элемент локальный, 
одной формулой записать нельзя. Однако можно записать одно важное 
следствие этого факта: если г ф з, г,з € -Л^(а), то У{ можно отделить от 
Уу под а, т .е . существует элемент 6 ^ а такой, что Гй(г) = О и Гд\,̂ ь(7) = 0. 

Пусть имеется конечное множество Е С М, Е ф 0, п формулы У̂ , 
г е Е, попарно независимы. Положим 

тах{г | для некоторых аж] Е Ь имеет место з Е Е<у ж а Е 1;̂ }-|-2, 
I * ^{^\V^<Е либо V, < Уу для ; € 1}аеЕ,ь ^<т}^ 
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Ф1 ^ (Уж)([(формула Г отделяется под х) 

( Л л ((^-(*) - 0) V (Уг < Уг) V {V, ^ Уг))) 

—^ (3,€Ха:,)((х = Д x^) 

& Д ^x^пx^ = ^)к Д ( г , д я = о))). 

Лемма 2.2. Для любого конечного множества Ь С М такого, что Ь ф 
0 нУ{, г € Ь, попарно независимы, имеет место соотношение 21| (= ^Х-

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Ь С М — конечное множество номеров по
парно независимых формул, а Е. 21^ и Р отделяется под а. Тогда элемент а 
локален (см. лемму 2.1). Поэтому существует разбиение а = У^^ у̂̂ а) а/, 
где а{ П = О при г ф ^ и элемент а, г-простой. Пусть для а выполне
на посылка формулы Ф1 и г,] Е I , г ф 3. Допустим, что Га^(г) / О и 
'Га1{з) Ф О для некоторого I Е N{0). Тогда V;- < У1, У^ < и Га{1) Ф 0. 
Следовательно, I ф I * и С Р. Кроме того, ^ Е Е,у,и Ш((т) ^ к^'. Поэтому 
найдутся т,п Е ^(у\(^к^-2)^ такие, что У^ < Ут Уу < Уп, и существует 
^ Е М^^1^ь такое, что У< < У^. Тогда Ут < Уг, Уп < Уг- Таким образом, 
У^ <У1 и У^ < V .̂ Кроме того, ^а{^) Ф О, поскольку У1 <У^,и^ Е Ь*, так 
как I Е Мд.̂ ^̂ .̂ . Приходим к противоречию с посылкой формулы Ф1. 

Таким образом, если I Е ^V(о), г,з Е Ь, г ф 3 и Та1{г) ф О, то 
Гаг(У) = 0. Обозначим 6, ^ (У ге^(а) а^)иО. Тогда Гд\1.(г) = О и пЛз) = О 

для любого 3 ф г, 3 Е I . Положим ^ Ь^^ и \^^^^ 6,- при го Е I V^(^^ ^ 6,-
при г Е I (г ф го). Тогда а = [)1еЬ »̂ П (/у = О и г^ДЯ = О при г,з Е Ь 
(г ф з). Таким образом, 21* |= Ф1. Лемма 2.2 доказана. 

Лемма 2.3. Если 8, З1 Е^к и ^ Ф З1, тоЩ^ (/?| (̂1) и 21| ^ 21^^. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что 21| |= <р^^{1). Тогда Щ \= 
<^|(1). Если сг € 5 1 \, то г^^к{а(г) = О, поскольку 21| |= (р^{1). В силу 
21^ 1= <^5 (̂1) формула Р отделяется под 1; противоречие. Предположив, 
что (7 Е 3\51, опять придем к противоречию. Следовательно, 21| (1) 
и 21| ^ 21|^. Лемма 2.3 доказана. 

Множество {21| | 5 С Е;̂ ;, /г 6 М} занумеруем как 95„, п 6 где 
Ш,- ф % при г ф 3 и {^п \ Е Щ = {^^д \ С к Е Щ. Пусть 21 — 
ы-смешивание О п̂, п 6 N. 

Теорема 2.1. ТЬ21 не имеет простой модели. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Нам потребуется ряд лемм, которые мы будем фор
мулировать вместе с доказательствами по ходу рассуждений. 
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Лемма 2.4. М(21) = М,щ = г. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Все <8п, п € N5 нелокальные. Поэтому 

М{Щ = М М ( « п ) = УеЕ, М(21|) = 11561:, {г | V, < У/ 

либо для некоторых а Е 8 ж ] Е Еа выполнено V^ < У^} = М. 

Кроме того, ^"(21) = {Е} и г^{}) = оо. Поэтому = т. Лемма 2.4 
доказана. 

Лемма 2.5. Элемент а € 21 локальный тогда, и только тогда,, когда, 
Е отделяется под а. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ЕСЛИ а 6 21 и элемент а локальный, то формула Е 
отделяется под а, поскольку М{а) С М{%) ж Е ^ У{, г Е М(21). 

Пусть элемент а нелокальный. В силу предложения 1 [1] для некото
рого I либо 1®* ^ а, либо а ^ У,^^ 1®». Если 1®* < а, то формула Е не 
отделяется под а, поскольку Е не отделяется в Если же а < \^^<:^ 1®*, 
то для некоторого ^ < < элемент а П нелокальный. Будем считать, 
что с а П € = 21| для некоторых А; и 5 С Е/̂ . В доказательстве 
леммы 2.1 мы отмечали, что в таком случае формула Е не отделяется под 
с и, следовательно, формула Е не отделяется под а. Лемма 2.5 доказана. 

Отметим, что 7 {а € 211 Р отделяется под а} — идеал. 

Лемма 2.6. Алгебра 2 1 / / атомная н%|^|Е{%13) — атом, где Е — 

идеал Фреше. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть п 6 N. Тогда *В„ = 21| [= с̂ ^ для некото
рых А: € N и 5 С Е̂ .̂ Поэтому Щ|^ и Ш „ / / — атомы. В силу пред
ложения 1 [1], если а 6 21, то для некоторого I либо а ^ У^^^ 1^-' (и 
тогда элемент а/^ является атомным и содержит не более I атомов), ли
бо а < У^^^ (и тогда для любого 3 > С выполнено а ^ 1^>, т. е. 
а / / содержит бесконечное число атомов и не является безатомным). Сле
довательно, алгебра 21/7 является атомной, содержит бесконечное число 
атомов и, если а € 21 и а / / содержит бесконечное число атомов, то число 

атомов под а / / будет только конечным. Таким образом, 21/71Е{%13) — 
атом. Лемма 2.6 доказана. 

Лемма 2.7. Пусть т,1,п 6 N, причем I ^ т, п ^ т, 81 С Е^, 
82 С и {а \ \ е 81} = {а \ \ е 82}. Тогда 21^^ =т Щ^. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Построим критерий т-эквивалентности 21^^ и 21^^ 
(см. [9, с. 441] и введение): 

5 ^ {{х, у, А:) I А; ̂  т , же 21^^, у е и выполнено одно из условий 
(а)- (в) : 
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(а) Г не отделяется под х к у, 
(б) Г отделяется под х ж у, Гх{/) = Гу{/) = О ж существует а 6 ^т-к 

такое, что Гх{аа) ф О и Гу{аа) / О и для всех а если а % а ж а ^ а, 
то для всех У € выполнены равенства Гх(У) = Гу(У) = 0; 

(в) (х) =2т-к (у)' 

Докажем, что 5 — критерий т-эквивалентности. 

1. Очевидно. 

2. ( 0 , 0 , 0 ) , ( 1 , 1 , 0 ) е 5 . 

3. Пусть {х,у,к) е 8. В случаях (а), (б) ^^(а^о)) О « ^у(о(0)) Ф О-
Поэтому X ^ 1у ж у ^ 1у для всех ^ ^ Л. Если х Щт-к У-, то выполнение 
условий критерия очевидно, 

4- Пусть {х,у,к) е 8, к < т ж О < а < X. 
(а) Формула Е не отделяется под х ж у. Тогда формула не отделяется 

либо под а, либо под х\а. Пусть, например, Е не отделяется под х \а. 
Поскольку — атом, формула Е отделяется под а. Положим а = 
Со и с. Со П с = О, где Со — /-простой элемент и Гс{/) = 0. Возможны два 
случая. 

СЛУЧАЙ 1: Гс(аа) / О для некоторого а € ^т-к- Рассмотрим множе
ство Е ±=; { й а I а е ^т-к И Гс(аа) ф 0}. Для любых 1,3 Е Ь если г ^ ^, 
то у, и Уу независимы. Более того, для любого ^ 6 М(21) если < У[, 
то. ^ У<. Значит, 21^^ |= 1/)̂ ; и для с выполнена посылка ф ^ . Следо
вательно, найдутся непересекающиеся элементы е, (е, ^ с, г 6 Ь) такие, 
что \^^^^€^ = с и Ге^{з) = О для любого 3 ^ г, У € Е. Для каждого г € X 
проделаем следующее: пусть г 6 X, г = и а 6 ^т-к- Рассмотрим 

Выберем с, < е, так, что г^ДсДО = О и конечное множество К^{с^) ми
нимально по включению. Предположим, что К^{с^) ф 0 . Выберем наи
больший элемент з Е -й,(с^). Тогда Гс,(У) ^ О, з ^ Еа, а % а ж а % а. 
Следовательно, для любого < 6 М(21) если У̂  < У<, то У̂  ^ У<. Таким 
образом, для с, и X* ^ { ь ^ } выполняется посылка формулы По
этому найдется элемент с'- {с'- < с )̂ такой, что г^1{з) = О, г^,д^/(г) = 0. 
Тогда Д,(с^) С -й^(с,) ж 3 е К^^с^) \, что противоречит минималь
ности ^2,•(с,). Следовательно, Л,(с,) = 0 . Ввиду выбора элемента с» 
имеем ГрДсДЛ = О для любого ^ € X. Следовательно, ^еДсД**») = ^ 
для любого о Е )к* Положим с' У»^х \а для любого 
а Е Е^-*;? ''с'(^а) — О- Поэтому элемент с' локальный и г̂ ,/ ^ Гу. Кроме 
того, для любых г = а» е X, <т (а 2 сг и <7 ^ а) и 7 Е Х̂<т выполнено 
равенство ГсД '̂) = 0. 

Пусть Оа & Е. Поскольку с Е 21^^, в силу построения 21|̂ ^ имеем 

а Е {<т [ ( т - /г) 1 а Е 51} = {а [• ( т - А;) I сг = а' С т , а' Е 51/ 

= {а \ к)\(т = а' \ е 82} = {(т \ - к) \ е 82}. 
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Таким образом, щп (а») ^ О и Гу(аа) Ф О, так как у/^ — атом. Значит, 
найдутся элемент (I' {Л' < у), а^-простые элементы {й^ ^ у для всех 
г = а» € X) и /-простой элемент с?о {^0 ^ у) такие, что 

в.{ П с?̂  = О при г ф л' П й?, = О при всех г, 

Г^„(/) = П1ш{Гео(/),22— 

г^/(7г) = тш{гс / (п) , 2^"""*"^} при та е N. 
Следовательно, [в.^) =2т-к-\, {Л') =2т-к-\. ^сД/) = ч ( / ) = О 
и формула Г отделяется под с,- и й{. Кроме того, формула Е не отделяется 
под аг \ и 2/ \о и ^1) ввиду локальности с̂ о У Таким образом, в силу 
доказанного выше, учитывая г-простоту с?,-, имеем {с',(1',к -\- 1), (с,, с?,, А; -|-
1), г € X и {0 } , (ж \' и и , с^), у \' и у , й^). А: -Ы) е б-. 

СЛУЧАЙ 2: Гс(аа) = О для всех а € '^т-к- Элемент с локален игс ^ Гу 
и Га < ввиду равенства {<7 т | сг € ^х} = {сг [• т | сг Е З2} и 
построения 21^^ и 21^^. Можно выбрать элемент 6 ^ у так, что г^(г) = 
тш{га(г),2^"*~*~^} для любого г Е N. Поэтому (а) =2т-к-1 (^) и форму
ла Е не отделяется под х\а к у\Ь ъ силу локальности 6. Таким образом, 
(а, 6, А;-I-1), (ж \, у \, А;-Ы) Е 5. 

(б) Формула Е отделяется под ж и у, Гх{/) = О = Гу( / ) , Г 1 (аа ) 7̂  О 
и Гу{аа) Ф О для некоторого а Е Ит-А; и для всех о таких, что аЦ. а ж 
(т % а, выполнены равенства Гх(2) ^у(У) = О для всех ^ Е Е^. Возможны 
следующие случаи. 

СЛУЧАЙ 1: Га(а<т) = О для всех а Е 1^т-к-1 либо Гд.уд(ао-) = О для всех 
<т Е 1^гп-к-1- Без ограничения общности предположим, что Га{аа) = О для 
всех а Е Е^-* ; - ! - Значит, Га{аа) = О и Г2.\^д(аа) т*̂  0. Нетрудно заметить, 
что тогда а — локальный элемент и для любой 7-алгебры 21 верно если 
21 \= Уаа{1), то Гц ^ Г21. Следовательно, найдется элемент 6 ^ у такой,*что 
Г1,{г) = т1п{га(г),2^"*~*~^} для любого г Е N. Поэтому (а) = 2 т - Л - 1 (6), 
^х\а(^а) Ф о и г̂ \̂̂ 5(аа) 7̂  0. ПОЛОЖИМ «1 О. (ш - Аг - 1). Тогда 
^ 1 \а ( " а 1 ) ^ О И г^^\ь(аа1) 7̂  0. Кроме того, если « 1 % а ж а % а\, то а % а 
ж а а, так как если « 1 С а С (Т, то «1 С <т; если же а С а, то (Т = о: 
либо (Г С « 1 . 

Следовательно, Гх(7) = Гу(;) = О и Г2.^д(У) = г̂ ^̂ ьО) = О Для любых а 
( « 1 2 <т, <7 2 « 1 ) и У Е Е<т. Поэтому (а,Ь,А;-Н 1), (ж \, у \, А;-Ь 1) Е 5. 

СЛУЧАЙ 2: найдутся « ь а г ^ ^т - * ; - 1 такие, что 

^а(аа1)#0, Г^\а(«а2) 7̂  О-

Учитывая условия критерия 5 на ж и у, в силу построения 21^^ получаем 
« 1 = о \ — к — V) — 02. Выберем а^^-простой элемент Ь {Ь ̂  у) такой, 
что г^^\^(аа^ ф 0. Как показано в п. 1, (а,Ь,к + 1),{х\а,у\Ь,к + 1) ^ 8. 

(в) Пусть (ж) =2т-к (у), О < а < Ж. По лемме 2 (а) [9, с. 442] найдется 
элемент Ь {Ь ^ у) такой, что (а) =2т-к-1 (^) и (ж \ =2тп-к-1 {У \
Поэтому (а, 6, А; -}-1), (ж \, у \, А: -I-1) Е 5. Условие 4 критерия проверено. 
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5, Доказывается аналогично условию 4-

Мы показали, что 5 — критерий т-эквивалентности 21^^ и 21^^. В 
силу леммы 1 (б) [9, с. 442] получаем 21^^ =т Щ^. Лемма 2.7 доказана. 

Лемма 2.8. Формула, Ф{,х) ^ [х/З — атом) является непополнимой 
вТЬ21. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Напомним, что Ф(ж) = {x/^ — атом) = -^{Зу ^ 
ж)(((у / простой)Уу = ОМг^\у{/) = 0))&(Уг ^ х){[-.{3у ^ г){{{у /-
простой)Уу = 0)&(г^\Д/) = 0))] (Зу ^ (ж \у = О V (у /-простой)) 
& (^((ЛЮ\|г)(/) = Ш (у /-простой)= (3^ ^ у){п^)М^^е^^ - (Зг ^ 
у){У{{г))), где Ьг ^ {г ^ щ \ Уг) и п< — наименьшее натуральное 
число, удовлетворяющее следующему условию: для любого ^ если У^ 1(.Уг, 
то найдется щ,г^щ, такое, что У^ < У^ '&У^^У^. Действительно, такое 
щ существует, поскольку из формул У];, г ^ <, непосредственно (т.е. не 
используя формулы У ,̂ ] > 1) можно построить лишь конечное количе
ство формул [8, § 4]. Наибольший из номеров этих формул мы возьмем в 
качестве щ. 

Итак, Ф(ж) ^ {x|^ — атом) — формула с одной свободной переменной 
языка булевых алгебр с выделенными идеалами /у, ] ^ А. Из леммы 2.6 
следует, что 21 |= ЗжФ(ж). 

Предположим, что формула Ф(ж) пополнима в Т Ш . Тогда существует 
полная формула Ф(ж) такая, что ТЬ21 К Ф Ф. Следовательно, Т Ш \
ЗжФ(ж) и 21 1= ЗжФ(ж). Пусть 21 [= Ф(а) для некоторого а 6 21. Тогда 
ТЬ21 Н Ф ^ Ф, откуда заключаем, что 21 [= Ф(а), т.е. а|^ — атом. 
Используя доказательство леммы 2.6, получим, что а < У^х^ 
некоторого ^ е N . Поэтому найдутся ^ ^ ^ и с ^ Х®-? Па, такие, что с / 7 — 
атом. Используя лемму 2.1, нетрудно показать, что 21 \ <^|(1®-'), где 

= 21|, для А;еNи5 'СЕ^ь. Поскольку с /7 — атом, в силу определения 
^^(ж) легко увидеть, что 211= ^^§{с). 

Предположим, что формула Ф(ж) устойчива относительно т-эквива
лентности. Возьмем п такое, что п > т, п > к и для любого г ^ ^ если 
<В,- = 21^/, то < < п. Рассмотрим З1 ^ {а \ \ Е 3, а Е Еп}. Заметим, 
что 

о если а П а и а Е Зх, то а \ ^ 3 и а \ С. а; 
о если сгС,аиаеЗ,то для некоторого (3 Е Зх имеем /? С а либо а С. /3; 
о если а С. а и а Е Зх, то а \ Е 3, а \ С. а при 1Ь(а) к, а С. а \ ^ 

3 при \Ъ.{а) < к; 
о если аС.(тисгеЗ,то существует /3 такое, что а С а П. Р и Р Е Зх-

Поэтому построение ничем не отличается от построения 211̂ ^ (множе
ство {1п \ Е Щ у них одно и то же!). Следовательно, можно считать, 
что 21|| = 21^^. Рассмотрим некоторое ао Е Зх- Найдется ах Е Зх такое, 
что ао \ - 1) = ах \ — 1), поскольку п — I ^ к. 

Положим З2 = Зх \ Тогда {а \ \ Е Зх} = {а \ \ Е З2}, 
ЗХУ ^2 С ЕП И П ^ т , так как п — 1 ^ т . По лемме 2.7 21^^ =тп 21̂ 2 " 
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21| =тп 21̂ 2 • Ввиду выбора п если <Вр = 'Щ^ ,тор>1. 
Заметим, что формула Р отделяется под 1^.' \, поэтому элемент 
\с локален. Согласно построению алгебры 21^ верно г с = г^^к = г<8̂ ., 

откуда (с) = 5Ву =т ®р в силу теоремы 1 [1]. 
Рассмотрим с? ̂  (а \) и Имеем с? У с = а У 1®Р И (С̂ ) = (а \) X 

<Вр =г„ (а\с)х(с ) = (а). Кроме того, (а У 1®р)Усиа = (аУ 1®Р)У1^Р. 
Поэтому (<7) = (аУ 1^р) х (с) =ш (а У Х <Вр = (а). Следовательно, 

X =т ((а) X (а) ,а) , т.е. ( 2 1 , = ш (21,а). Поскольку 21 |= Ф(а) 
и Ф(ж) устойчива относительно т-эквивалентности, имеем 21 |= Ф(с?). Ис
тинность утверждения 21 \= <р^^{1^) нетрудно вывести из свойств форму
лы (р^^. Поэтому 211= [Зу < (1){(р^^{у)). Учитывая полноту Ф(ж), получим 
ТЬ21 Н Ф(ж) -> (Зу ^ х){(р^ф)) и 21 И (Зу < а)(у>52(2/)). Пусть е ^ а и 
21 {= <^52(^)" Рассмотрим е П с ^ е. Поскольку с ^ а и а / / , с/^, е/^ 
являются атомами, заключаем, что еП с/^ — атом. В силу 21 (= <^52(^) 
имеем 21 [= -1(3у < еПс)(Л<то(у)) для ао € 51 \52. Кроме того, сПе < 
<В̂ - = 21| = 21||̂  и 21 1= (^^Д!®-»). Следовательно, ^' отделяется под е П с, 
поскольку ао € 51- Мы пришли к противоречию с фактом, что е П с/^ — 
атом. Напомним, что мы предположили существование Ф(а;) — полной 
формулы с Т Ш Ь Ф — Ф . Таким образом, формула Ф{х) является непо
полнимой в ТЬ21. Лемма 2.8 доказана. 

В силу леммы 2.6 21/7 содержит бесконечное число атомов и, в частно
сти, 21 [= ЗжФ(ж), т .е . Ф(ж) совместна с Т Ш . Таким образом, Т Ш имеет 
совместную с ней непополнимую формулу Ф(ж), Значит, Т Ш не является 
атомной и ТЬ21 не имеет простой модели. Теорема 2.1 доказана. 

§ 3. Булевы алгебры, содержащие идеал с теорией, не имеющей 
простой модели 

В этом параграфе мы будем рассматривать только счетные /-алгебры. 

Теорема 3 . 1 . Счетная булева алгебра 21 несуператомная, если и 
только если выполнено одно из следующих условий: 

1) существует идеал I С |21| такой, что ТЬ(21, / ) не имеет простой модели; 
2) существует континуум идеалов / С |21| с различными Т11(21,/), не 

имеющими простой модели; 
3) существует идеал I С |21| такой, что Т11(21, / ) имеет простую модель, 

но не имеет счетно-насыщенной модели; 
4) существует континуум идеалов / С |21| с различными Т11(21, / ) , имею

щими простую, но не имеющими счетно-насыщен ной модели; 
5) существует континуум идеалов / С |21| с различными ТЬ(21,/), имею

щими счетно-насыщенную модель. 

Предварительно докажем некоторые леммы. 
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Лемма 3.1. Если счетная булева алгебра 01 не атомная, то существу
ет идеал I С \Щ с элементарной теорией Т11(01, / ) , не имеющей простой 
модели. 

• ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 91 не атомная. Тогда 91 = 05 х Х̂ , где 03 — 
безатомная булева алгебра. Определим идеал / С |01| следующим образом: 
/ 1̂  = {0 } на Ш определим / , как в § 2, взяв Мо так, что 

{V;- I г е Мо} = {((ж безатомный) & (Уу < х){у = О V у ^ / ) ) 
((ж безатомный)& (ж/ / —атом) ) , ((ж безатомный) 
&(0 / ж / / безатомный) 
& (Уу ^ ж)(у ф О 

(3, < у)(^ 7̂  О&г € / ) ) ) } . 

Положим (05, / ) = (21? X)- Тогда формула Ф(ж) ^=^ [х/З — атом) непопол-
нимая в Т11(91,/). Этот факт доказывается так же, как и в теореме 2.1. 
Следовательно, если (ОТ,/) = (05,/) X ((Е,0), то ТЬ(91,/) не имеет простой 
модели. Лемма 3,1 доказана. 

Лемма 3.2. Если счетная булева алгебра 91 атомная, но несуператом
ная, то существует идеал 1С |91| с элементарной теорией Т11(9Т,/), не 
имеющей простой модели. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 91 атомная, но не суператомная. В силу те
оремы 1 [13, с. 33] найдутся булевы алгебры 05, ^ и счетный ординал а 
такие, что 9Т = 05 х Й̂, 05//"» безатомная, где Еа — о-к идеал Фреше, и 
91 / / "^ — атомная булева алгебра для любого (3 < а. Значит, 05 изоморфна 
булевой алгебре, порожденной порядком Ьг^хш"- Теперь нетрудно пока
зать, что если ^ „ = 05 при п € N , то ы-смешивание и ту-смешивание 

алгебр 21„ будут изоморфны 05:21'̂  = 05 = 21*̂  (см. [1 , доказательство 
теоремы 5; 5, гл. 1, § 4,5]). 

Возьмем Мо такое, что 

{V^ I г Е Мо} = {((ж — атом)&(ж ^ / ) ) , ( (ж атомный) 
&(ж/ / — а т о м ) & - 1 ( З у < х)({у — атом) 
к{у ^ атомный)&(0 ф безатомный))}. 

Будем строить (21, / ) так же, как в § 2. Формулы 

((ж атомный)&(ж// — атом)&(. . . ) ) , 

((ж атомный)&;(0 ф безатомный)) 
будем реализовывать на булевых алгебрах, изоморфных 05. Тогда 21 =: 05. 
Определим / на 05 и 0̂  так же, как в доказательстве леммы 3.1. Тогда 
Т11(91, / ) не имеет простой модели, Ф(ж) ^ ( ж / / — атом) непополнима в 
ТЬ(91,/). Лемма 3.2 доказана. 

Лемма 3.3. Если булева алгебра 91 несуператомная, то существу
ет континуум идеалов / С |91| с различными элементарными теориями 
Т11(91, / ) , каждая из которых не имеет простой модели. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Будем брать различные е: N —>̂  {ОД}- В доказа
тельствах лемм 3.1 и 3.2 использовалось построение алгебр из § 2 (см. рис. 1). 
Видоизменим взаимосвязь формул, изображенных на рис. 1, следующим 
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образом. Если е{к) = 1, то для а — ( 0 . . . 0 ) — + 1 нуль связь между 
формулами множеств и М^х (рис.2) заменим на новую (рис.3). 

Рис. 2 

Рис. 3 

Тогда все свойства множества формул сохранятся, но у получившихся I -
алгебр 21* для различных е:N -» {0 ,1} множества М(21^), естественно, 
будут разные. Соответственно разными будут и элементарные теории 
ТЬ2^^ Поэтому 21* ф 21* при е ф 8 та Т Ш * не имеет простой модели 
для любого е Е {0 ,1}^. Мощность множества {е | е: N — { 0 , 1 } } равна 
континууму. Поэтому мы имеем континуум идеалов /* С |9Т| с различны
ми элементарными теориями, не имеющими простых моделей. Лемма 3.3 
доказана. 

Предложение 3.1. Пусть I-алгебра. 9 1 является и)-насыщенной. То
гда для любого а Е 9 1 выполнены следующие условия: 

{а) для любого п Е N если Га{п) = оо, то найдется п-простой элемент 
Ь ^ а такой, что Г5(п) = со и Гд^Дп) = оо; 

(б) если элемент а нелокальный, то найдется нелокальный элемент 6 < а 
такой, что а\Ь нелокальный. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 9Т а>-насыщенная и а Е 91 . 
(а) Пусть п € N и Гв(п) = оо. Рассмотрим множество формул 

Цх) ^ {{{х п-простой)&(ж ^ а)к{гх{п) ^ к)к{г^\^{п) ^к))\кеЩ 

сигнатуры а и {а}. Напомним, что для фиксированных 1,п и к каждое из 
утверждений их ^-простой» и *Гх{п) ^ к> записывается одной формулой. 
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Поскольку Га{п) = 00 , множество Г(ж) и ТЬ(91, а) локально совместно и, 
следовательно, совместно. Значит, (91, а) |= Г(6) для некоторого 6 6 91. 
Тогда 6 ^ а, 6 — п-простой элемент, г^(гг) = оо и /"а^Дтг) = оо. 

(б) Пусть а — нелокальный элемент. Тогда множество 

Мо ^ {п 6 М{а) I найдется ш 6 М(а) , У„ < У^, т ф п) 

бесконечно. Кроме того, для любого п € Мо либо формула У„ сплошная, 
либо Га{п) = оо. Следовательно, множество формул 

Г(ж) ^ { ( (х < а)&(3у ^ х){Уп{у))к{Зу ^ а \) | п 6 Мо} 

сигнатуры а и {а} локально совместно с ТЬ(91, а). Поэтому множество 
формул Г(ж)иТЬ (91, а) совместно и 911= Г(6) для некоторого 6 6 91. Тогда 
6 ^ а. Следовательно, 6 и а \ нелокальны, поскольку Мо бесконечно. 
Предложение 3.1 доказано. 

Необходимое условие а?-насышенности является и достаточным для 
счетных строго ступенчатых /-алгебр. 

Теорема 3.2. Пусть I-алгебра 91 локальная либо строго ступенчатая. 
Тогда 

1) ТК91 имеет счетно-насыщенную модель; 
2) если 91 счетна, то 9Т счетно-насыщенная тогда и только тогда, когда 

для любого а Е 91 выполнены следующие условия: 

(а) для любого тг 6 N если Га{п) — оо, то найдется п-простой Ь ^ а 
элемент такой, что Г(,{п) = оо и т"а\5(та) = оо; 

(б) если элемент а нелокален, то найдется нелокальный элемент Ь ^ а 
такой, что а\Ь нелокален. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Сначала докажем свойство 2 одновременно для ло
кальных и строго ступенчатых /-алгебр. При использовании свойств 
строго ступенчатой /-алгебры подразумевается, что /-алгебра нелокаль
ная. 

НЕОБХОДИМОСТЬ следует из предложения 3.1.. 
ДОСТАТОЧНОСТЬ. Достаточно показать, что 91 однородна и универ

сальна. Докажем, что 91 универсальна. Пусть Ш1 = 91 для счетной 
/-алгебры 9Л. Тогда ШТ локальная либо строго ступенчатая, поскольку 
^Ш? = и (см. определения 1.1 и 1.3) 

{ ^ 1 если гг)г)̂ (п) ^ О для п 6 N,то Уп ^-идеальна} 

= {^|1^€/|^} = { Л 1 ^ е / Г } -
Покажем, что ШТ ::< 91. Построим условие Воота вложимости (см. [5, с. 28]) 
булевой алгебры /-алгебры 9Н в булеву алгебру /-алгебры 91: 5 ^ {{х, у) 
X 6 Ш, у € 91, Гх = ^^,}. Проверим, что 3 — условие вложимости булевых 
алгебр. 

Ах. 1. [0,0)у{I, I) Е 3, поскольку г-^<У1 = пу1 = г<зл = г^т. 

Ах. 2. Если {х,у) Е 3, то х = О равносильно Гх{п) = О, п Е N. 
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Ах. 3. Если {х,у) 6 8, то Гх{п) = О, п 6 равносильно у = 0. 

Условия Ах 2 и Ах 3 проверяются просто. Пусть {х,у) 6 5. Тогда 
X = О равносильно тому, что для любого п е N верно равенство Гх{п) = О, 
которое равносильно у = О, поскольку Гх = Гу. 

А х . 4 . Пусть {х,у) Е 8 и а ^ х. Найдем элемент Ь ^ у такой, что 
(а, 6), \6) € 5. 

СЛУЧАЙ 1: элемент х локален. Тогда элементы а, х \ и у тоже 
локальны. В силу леммы 10 [8, с. 39] найдутся элементы Ж 1 , . . . такие, 
что ж = Ж1 и - • - Уж ,̂ ж̂ Пж̂  = О при г Ф 3 ж Х{ простые при г ^ I. Пусть при 
ъ ^ ^элемент ж,- п^-простой. Можно считать, что п, ф при г ф 3. Тогда 
найдутся непересекающиеся элементы У1,.. .,уе такие, что у = У1У• • • У 
и ^x^ = Гу^ при г ^ I . Фикисируем г ^ /. Воспользовавшись леммой 10 [8], а 
также определением характеристики г и условием (а) теоремы 3.2, можно 
показать, что найдется элемент 6̂  < у^ такой, что г .̂ = ^а^ и Гу.\ф. = г̂ -Дд. 
(аналогичное доказательство приведено подробно в случае 2). Положим 
6 Ух'̂ ^б»- Тогда 

П = ^и^^^Ь^ = ^^^^^а^ = г а, 

Гу\Ь = ^иг^1{уг\Ь() = ^и^^^^x^\а^) = ^х\а-

Поэтому (а, 6), (ж \, г/ \) € 5. 
СЛУЧАЙ 2: ж нелокален, но либо а, либо ж \ локален. Без ограни

чения общности будем считать, что локален элемент а. Тогда найдутся 
непересекающиеся элементы а х , . . . , такие, что а = ах и - • • и а^ и при 
г ^ ^ элемент а,- п,-простой для некоторого щ. Для каждого г ^ € най
дем элемент 6,- ^ у такой, что г̂ .̂ = Гщ. Для этого положим 69 ±^ 0. 
Пусть элементы Ьо,...,Ь^-^ уже найдены, г ^ 1. Поскольку г^. - Тал, эле
менты Ьу, 3 ^ г — 1, локальны. Поэтому элемент 6 \^ •нелокальный, где 
6̂ - ±=; ЬдУ- • - и б , - ! . Ввиду минимальности г^у1 (теорема 1.1) Гу = Г1у1 = ''^у\ф.-
Кроме того, ^а^ ^ Га = Гу = '>'у\ф.- Если ^а^{п^) < оо, то согласно опре
делению характеристики г найдется п,-простой элемент г/ \- такой, 
что Г1,.{щ) = ГаДп,). Если ^а^{п^) = 0 0 , то в силу условия (а) теоремы 3.2 
найдется п,-простой элемент у \ такой, что Гщ{щ) = оо. В обоих 
случаях, учитывая п,-простоту элементов а,-, 6,-, имеем ^а^ = Г},.. Про
делав эту процедуру, мы получим непересекающиеся элементы 61,...,6^ 
такие, что г .̂ = ^а^, г < .̂ Положим Ь ^ и^^(Ь^. Тогда = Гд. От
метим, что элемент 6 локален. Следовательно, элемент у\Ь нелокален и 
Гу\Ь = = = Гх\а- Таким образом, (а, 6), (ж \, у \) 6 5. 

СЛУЧАЙ 3: элементы а, ж \ нелокальны. Тогда элемент у также 
нелокален. В силу условия (б) теоремы 3.2, найдется нелокальный эле
мент 6 < у такой, что у \ нелокален. Ввиду минимальности ггр̂  и 
имеем Га = г^^^ = = ^91 = 6̂ = Поэтому (а,6), {х\а,у\Ь) Е 8. 

Мы доказали условия Ах. 1-Ах. 4. Следовательно, 5 есть условие вло
жимости булевой алгебры /-алгебры ЯЛ в булеву алгебру /-алгебры 91. По 
следствию 1 [5, с. 29], существует изоморфное вложение <̂  : ШТ Г сг^ 91 [ 

такое, что для любого а € ЭЭТ найдутся непересекающиеся элементы 
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« 1 , . . . , Е 9Я, удовлетворяющие условиям а = а1 У • • • и а ,̂ {а^, <р{а{)) Е 8 
при г ^ ^. Кроме того, 5* удовлетворяет следующему условию: 

Ах.* Если {х,у) Е 5, то х Е равносильно у Е / ; для любого ] ^ Л. 

Действительно, поскольку ЯЛ и 91 строго ступенчаты, для ̂  ^ Л утвер
ждение X Е равносильно тому, что для любого п Е М{х) формула Уп ] -
идеальна; то же самое выполнено и для у. Однако Гх = Гу и М{х) — М{у). 
Поэтому X Е /у равносильно у Е I]. 

Пусть а Е ЯЛ, а = ах и - • - и а^, элементы а х , . . . , не пересекаются и 
{а^,(р{а^)) Е 5 при г ^ I . Тогда (р{а) = (р{а1)и-• •и(р{а^), значит для любого 
7 ^ Л утверждение а Е 1^ равносильно ^р{а) Е /у, т.е. — изоморфное 
вложение /-алгебры ЯЛ в /-алгебру 91. Кроме того, поскольку ^а^ = ^^(а,)» 
выполнено равенство г а = ''(^(а)' У' сохраняет характеристику г. В 
силу следствия 1.Ъ <р — элементарное вложение и ЯЛ :< 91 (с точностью до 
переобозначения). 

Мы показали, что 91 универсальна. Покажем, что 91 однородна. 
Пусть а, а 1 , . . . , а „ , б1 , . . . , 6 „ Е 91; (91, аь . . . , а„) = (91, 6 1 , . . . , 6„); 

I = 2" , { 0 , 1 } " = { Г \ . . . , Г ^ } . Положим с^ а^' к Тогда 
имеем равенства П = с?, П б?̂  = О при г ф 3,. и,^^с, = у^^^с?^ = 1 и 
эквивалентность (91,С1,..., с^) = (91, с? ! , . . . , с/^). Следовательно, Гс,- = г̂ ^ 
для любого г < ^. Точно так же, как при проверке условия Ах. 4, пользуясь 
условиями (а) и (б) теоремы 3.2, для любого г < ^ можно найти д{ ^ 
такое, что г^па = ^д, и г̂ .Дд = '^"<^^\д^^ ^ силу предложения 1.2 

(91, С1 П а, С1 \, П а, \) = (91,5^1, (̂ 1 \, (1( \

Положим 6 У,^^5г,-. Тогда а = У1^^(с^ П а). Следовательно, 

(91,С1,...,с^,а) = (91, йх,... ,с1е,Ь), (91,а1, . . . , а„ , а) = (91,б1,.. . ,6„ ,6) . 

Мы доказали, что 91 однородна и тем самым, что 91 счетно-насыщенная. 
Вторая часть теоремы 3.2 доказана. 

Перейдем к доказательству первой части теоремы. Покажем, что най
дется счетно-насыщенная модель ЯЛ = 91. 

Лемма 3.4. Для любой естественной функции г найдется Е-алгебра 
ЯЛ (гда = г) , удовлетворяющая условиям (а), (б) теоремы 3.2 и условию 

{7 ^ А I 1 ^ Е / , } 

= {^ ^ Л I для любого п Е М(ЯЛ) формула Уп ]-идеальна . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Изменим доказательство теорем 2 и 4 [8, с. 25 и 44 
следующим образом (ограничимся здесь случаем одного выделенного иде
ала, случай нескольких выделенных идеалов аналогичен): если п = п^, 
К = Кщ [8, с. 27] и г Е А', то вместо {x^,I^) возьмем (х'-,!'-) — //-
смешивание изоморфных копий {х{.1{). Далее, в качестве {у^,1') возьмем 
7/-смешивание (г,, / 1 ) (см. [8, с. 26]). Наконец, если г — естественная функ
ция и г нелокальная [8, с. 26], возьмем (ЯЗ,/) — т^-смешивание /-алгебр 
(Ущч^пг*)' Аналогично действуем и в случае Л выделенных идеалов. 
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Таким образом, для характеристики г мы построили модель Ш такую, 
что ггд1 — т. Нетрудно проверить, что ШТ будет удовлетворять условиям 
(а), (б) теоремы 3.2 и условию 

О < Л I 1 ^ € /)^} 

= О' < А I для любого п 6 М(3!?Т) формула У„ ^-идеальна}. 
Лемма 3.4 доказана. 

Итак, если 91 локальная, то Ш1 из леммы 3.4 счетно-насыщенная; если 
91 строго ступенчатая, то (поскольку = /-алгебра Ш строго сту
пенчатая и, следовательно, счетно-насыщенная. В обоих случаях ЯЛ = 91 
в силу равенства гдгл — гч^ж теоремы 1.2. Теорема 3.2 доказана. 

Следствие 3.1. Если функция г ступенчатая, то существует счетно-
насыщенная строго ступенчатая Т-алгебра ЯЛ такая, что гг^ = г. 

Следствие 3.2. Если булева алгебра ^1 суператомная, то для любого 
идеала I С теория ТЬ(Х1, / ) имеет счетно-насыщенную модель. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу [2, § 2] если 2, суператомная, то ( X I , / ) ло
кальная либо строго ступенчатая. Следствие 3.2 доказано. 

Следствие 3.3. У любой счетной несуператомной булевой алгебры ^ 
существует континуум 1-о6огащений <^ с различными неступенчатыми ха
рактеристиками г (Г. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В доказательстве теоремы 5 [1] для несуператомной 
булевой алгебры 21 был построен континуум /-обогащений € с различны
ми характеристиками г^, каждая из которых согласно следствию 10 [1] не 
имеет счетно-насыщенной модели ЯЛ такой, что ггщ = Г ( Р . В силу след
ствия 3.1 все эти г (Г не являются ступенчатыми. Следствие 3.3 доказано. 

Следствие 3.4. Если /-алгебра 91 квазистуяенчатая, то ТЬ91 имеет 
счетно-насыщенную модель. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обратимся К доказательству теоремы 3.2. Сначала 
покажем, что если 91 счетна и удовлетворяет условиям (а), (б) теоремы 3.2, 
то 91 счетно-насыщенная. 

Пусть ЯЛ = 91, и пусть 91 = 91о х • • • х 91ш? где 91о локальная, а 
91,-, г ^ 1, строго ступенчаты (см. доказательство следствия 1.6). Тогда 

= *̂Л- Пусть г ^ 1. Тогда г*)̂ . ^ ггуд. Кроме того, найдется тг,- Е М(21^) 
такое, что гщ.{щ) = О для любого ^ / г. Рассмотрим предложение 

Х^{Зхо,...,ХтШ1= 1) х,)к /\{x^п х^ = ОкГх,{Пу) = 0)). 

Очевидно, что 91 |= X: можно взять ж, ^ 1* '̂. Поэтому ЯЛ |= X и ЯЛ = 
ЯЛо X • • • X ЯЛт, причем гдз̂ Дп )̂ = О при г ф ] . Используя доказательство 
следствия 1.6, нетрудно показать, что тогда гд̂ ^ = гдд̂ . при г ^ 1 и все 
ЯЛ, строго ступенчатые, а ЯЛ квазиступенчатая. Кроме того, найдутся 
91'о,... ,91'^ и ЯЛ'о,... ,ЯЛ'^ такие, что 91 = 91'о х • • • X 91',„ и ЯЛ = ЯЛ'р х 
• • • X ЯЛ'^, где 910 и ЯЛ̂  локальные, /-алгебры 91'-, ЯЛ̂  (при г ^ 1) строго 
ступенчатые и Гщ/ = г^» для всех г ^ 0. По следствию 1.6 91| = ЯЛ[. В 



Теории булевых алгебр с выделенными идеала.ми 129 

силу теоремы 3.2 и нашего требования на /-алгебру 91 для любого г ^ т 
алгебра 91^ счетно-насыщенная. Следовательно, Ш'- < 91^ при г < т и 
Га * = Га ДЛЯ любого а 6 Ш^. Используя аналог леммы 6 [8, с. 19, 44] для 
случая А выделенных идеалов, имеем Ш1 С 91 и = для любого а € ЭЛ. 
В силу следствия 1.6 это означает, что Ш1 :< 91, т.е. 91 универсальна. 

Доказательство однородности 91 аналогично доказательству теоремы 
3.2, только вместо предложения 1.2 следует сослаться на доказательство 
утверждения (б) следствия 1.6 и использовать доказательство утвержде
ния (а) следствия 1.6. 

Итак, мы показали, что если 91 счетна и удовлетворяет условиям (а), 
(б) теоремы 3.2, то 91 счетно-насыщенная. 

Пусть теперь 91 квазиступенчатая, но не обязательно счетна, т.е. 
91 = 911 X • • • X ^ т » где все 91,- локальные либо строго ступенчатые. 
По теореме 3.2 найдутся счетно-насыщенные 9Л̂  = 91^. Положим 9Л ^ 
ЙЛх X • • • X 9Лш. Нетрудно показать, что тогда счетная /-алгебра ОТ1 удо
влетворяет условиям (а), (б) теоремы 3.2. Поэтому ЯЛ счетно-насыщенная. 
Следствие 3.4 доказано. 

Следствие 3.5. Прямое произведение конечного числа. счетно-на.сы-
щенных квазиступенчятых 1-алгебр счетно-нясыщено. 

Следствие 3.6. Если 1-алгвбра, 91 счетно-насыщенная, 91 = *8 х «С и 
Ъ квазиступенчатая (в частности, если Я5 локальная либо строго ступен
чатая), то 1-алгебра Я5 счетно-насыщенная. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку 91 счетно-насыщенная, в силу предложе
ния 3.1 для 91 выполнены условия (а) и (б) теоремы 3.2. Нетрудно заме
тить, что условия (а), (б) выполнены и для /-алгебры Ш. В ходе доказа
тельстве следствия 3.4 показано, что тогда квазиступенчатая /-алгебра Я5 
счетно-насыщенная. Следствие 3.6 доказано. 

Предложение 3.2. У любой счетной несуператомной булевой алге
бры 21 существует континуум 1-обогащений С = 6̂ 1 X €2 с локальными 
либо строго ступенчатыми и 6̂ 2 *г различными характеристиками г^. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим два случая. 
СЛУЧАЙ 1: 21 не атомная. Тогда 21 = Я5 х XI и *В безатомная. Рассмо

трим формулы А{х),В{х),С{х) 6 {Уп{х) I п € К } , где 

А{х) ^=^{хП11= б)&(х ф 0)&(х безатомный)^ Д (ж е /^), 

В{х) ^ {хЦх— атом)&(а; безатомный)& Д (ж Е / ^ ) , 

С{х) ±=^ (О ф (х/Тх) безатомный)&(ж безатомный) 

& Н Э у < х ) ( Л Ы ) ) & Д ( ж € / , ) 

(см. [8, с. 33-35]). Рассмотрим множество формул, связанных с А, В, С 
так, как это изображено на рис.4. Линии, как и на рис. 1, означают 
следующее: условие У» й Ах равносильно условию Уп < А или Уп < В 
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ДЛЯ любого тг Е условие Уп ^ В2 равносильно условию Уп < Ах или 
Уп < Сг и т. д. 

Рис. 4 

Далее, для каждого е Е {0 ,1 }^ определим естественное множество М* 
следующим образом: для каждого тг Е N если е{п) = 1, то изменяем связь 
между формулами Л„, Вщ Сп и формулами Ап-1, Вп-1, Сп-г (см. рис. 5). 

п-1 

Ф. - 1 

И Уп сплошная, 
и Уп точечная. 

{0} и N и {оо} естественная и 

Рис. 5 

Полагаем М* ^ {гг | У„ Е ^ ^ е Н ^ > } ' 

ГО, тг^М*, 
г*(7г) ±^ I 1, тг Е М* 

^ 00 , тг Е М* 

Несложно показать, что функция ^*:N -
ступенчатая. Очевидно, что если е ф 6, го ф г^. 

Определим /-обогащение (Е* = 53* X -С* булевой алгебры 21 так, что
бы выполнялись соотношения 1^^ Е при ^ ^ А, «̂зе = г* и 53* была 
строго ступенчатой (это возможно в силу следствия 1.6 и единственности, 
с точностью до изоморфизма, счетной безатомной булевой алгебры). То
гда Х̂ * либо локальная (если сЬхХ!* < оо), либо строго ступенчатая (если 
сЬхХ!* = оо). Напомним, что сЬх есть первая характеристика Ершова — 
Тарского булевой алгебры [14]. Действительно, нетрудно доказать, что 
если ?г Е М(Х1*), то для некоторого /: Е N выполнено одно из следующих 
условий: 

Уп{х) = М\х) ^ ((сЬ(ж) = {к, 1,0))& Д (ж Е 1д\ 

Уп{х) = А1^х) ^ ((сЬ(х) - (А:, 1,0))& Д (ж Е к)) 
1<\ 
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(эквивалентность понимается относительно теории /-алгебр). Легко ви
деть, что 

А1;*= !̂̂  А1*, А1* ̂ ^̂  А**; А*"', А1"* < А^^ А*"*, А Г < А1*' при т < к. 

Очевидно, что г^с Ф т^ь при е ф 8. 

СЛУЧАЙ 2: 21 атомная, но несуператомная. Тогда 21 = 05 X XI, при
чем для некоторого счетного ординала о; алгебра ^1 Еа безатомная и для 
любого (3 < а алгебра %/Ер атомная (здесь Еа — а-й идеал Фреше, см. до
казательство леммы 3.2). Рассмотрим формулы 

А(х) ^ (ж — атом)&(а; ^ / 1 ) & Д (ж € Тг), 
е>1 

В{х) ^ (ж атомный)&;(ж//1 — атом)&-.(Эу ^ х){А{у))к Е 1г), 

С(х) ^ (ж атомный)&(0 ф (х/Тх) безатомный)^ Д (ж Е /^ ) . 
г>1 

Определяем естественную ступенчатую функцию г* так же, как в слу
чае 1. Аналогично лемме 3.2 доказывается, что у алгебры 21 существует 
обогащение = 05* X такое, что гс^е = г* и 1^^ Е Т^^ при любом 
^ < Л. Нетрудно заметить, что тогда локальная, Г^Е = Г«ЗЕ = Г * И 

— строго ступенчатая /-алгебра. Кроме того, как и в случае 1, г* ^ г* 
при е ф 6. Предложение 3.2 доказано. 

Следствие 3.7. У любой счетной атомной, но несуператомной буле
вой алгебры 21 существует континуум строго ступенчатых 1-обогащений (Г 
с различными характеристиками все эти характеристики будут мини
мальными в классе естественных нелокальных функций. 

Следствие 3.8. У любой счетной несуператомной булевой алгебры 21 
существует континуум 1-обогащений С с различными характеристика
ми Г(г и ТЪ. ( I , имеющими счетно-насыщенную модель. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО вытекает из предложения 3.2 и следствия 3.4. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3.1. Если счетная булева алгебра 21 несу

ператомная, то у нее существует континуум обогащений одним идеалом 
с различными элементарными теориями: а) не имеющими простой моде
ли (лемма 3.3), б) имеющими простую модель, но не имеющими счетно-
насыщенной модели [1 , теорема 5], в) имеющими счетно-насыщенную мо
дель (следствие 3.8). 

Если булева алгебра 21 суператомная, то она имеет только счетное чи
сло элементарно не эквивалентных обогащений одним идеалом [2, с. 345]. 
Все их элементарные теории имеют простую и счетно-насыщенную моде
ли (следствие 3.2). Теорема 3.1 доказана. 
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