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Введение 

Понятия сводимости конструктивизаций и структуры конструктиви
заций относительно рассматриваемой сводимости естественно возникают 
при исследовании таких классических вопросов в теории конструктивных 
моделей как зависимость или независимость тех или иных свойств моделей 
о т выбора нумерации, существование (единственность) нумерации модели 
с заданным свойством, изучение соотношений (в подходящем смысле) ме
жду различными нумерациями данной модели и т. п. Известно несколько 
подходов к формализации понятия сводимости. Классическими и наиболее 
изученными являются автосводимость и сводимость конструктивизаций 
по Колмогорову (см., например, [1 -3] ) . Развитие теории конструктивных 
моделей, возможность применения (через понятие эффективности на мо
дели) развитой теории алгоритмов к исследованию разрешимости много
численных алгоритмических проблем [1] алгебры и теории моделей, таких 
как проблема равенства, сопряженности элементов группы и т. п., привели 
к появлению новых формализации понятия сводимости, имеющих явный 
как алгоритмический, так и алгебраический смысл. В [1] предложены 
понятия алгебраической, программной и равномерной сводимости. 

В настоящей работе продолжается изучение структурных свойств ал
гебраической сводимости конструктивизаций [ 1 , 4 -6] . В § 2 на основе идеи 
ветвимости модели [7] сформулировано условие рекурсивной несовместно
сти двух последовательностей отношений конструктивной модели, которое 
обеспечивает существование конструктивизаций, при которой разрешимы 
все отношения одной последовательности и неразрешимы все отношения 
другой. Э т о позволило в классах классических алгебраических систем 
явно указать счетное число независимых совокупностей алгоритмических 
массовых проблем. Иными словами, на языке структурных свойств это 
означает счетность ширины структуры алгебраической сводимости для 
рассматриваемой модели. В § 3 рассматриваются дистрибутивные ре
шетки с относительными дополнениями, а в § 4 — линейные порядки. 

Как известно, для конструктивизируемой модели 371 выполняется сле
дующая система нестрогих неравенств для алгебраической, программной, 
равномерной размерности, авторазмерности и колмогоровской размерно
сти соответственно: 

А18 - а1т2П ^ Р - ШшШГ < П - ^1тШ < А - (ИшШТ ^ К - а1тЗЛ. 

Естественно возникают следующие вопросы, поставленные В. А. Успен
ским и А. Л. Семеновым в [1]. 
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1. Проблема соотношений алгоритмических размерностей: 

(а) бывают ли конструктивизируемые модели, для которых один из этих 
знаков « ^ » можно заменить на « < » ? 

(б ) когда знак « ^ » можно заменить на знак « = » ? 

2. Проблема спектра алгоритмических размерностей: 
какие наборы чисел могут быть наборами алгоритмических размер
ностей алгебраических систем: алгебраической, программной, равно
мерной, колмогоровской и авторазмерности? 

Известен ряд результатов по различению этих размерностей [4, 8, 9] и 
о совпадении всех размерностей [4, 9] в нетривиальном случае (например, 
когда модель жесткая, все размерности очевидным образом совпадают) . 
Особый интерес представляет эта проблематика для классических мате
матических объектов. В настояш;ей работе в § 3, 4 полностью решены 
проблемы спектра и соотношений алгоритмических размерностей, а так
же получен критерий алгоритмической устойчивости для дистрибутив
ных решеток с относительными дополнениями и нулем в языке с идеалом 
Фреше, для рассеянных линейных порядков в языке с блок-отношением 
и для достаточно широких классов линейных порядков. Различены алге
браическая размерность и авторазмерность в классе линейных порядков. 

Автор глубоко признателен С. С. Гончарову за внимание к работе. 

§ 1. Предварительные сведения 

Отношение на модели 21, инвариантное относительно действия груп
пы автоморфизмов модели 21, будем называть устойчивым отношением. 
Пусть и и р, — конструктивизаций модели 21 [3 . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.1 [ 1 , 4] . Конструктивизаций и алгебраически сво
дится к конструктивизаций р, (символически и ^ р), если всякое устой
чивое отношение на модели разрешимое при конструктивизаций р,, 
является разрешимым и при V. Две конструктивизаций называются алге
браически эквивалентными, если каждая из них алгебраически сводится 
к другой, а число классов алгебраически эквивалентных конструктивиза
ций модели 21 называется алгебраической размерностью (символически 
А1§ — сИшШТ). (Аналогичные понятия для других типов сводимостей мо
гут быть найдены, например, в [ 1 , 8].) 

Введенное отношение сводимости задает на множестве классов алге
браически эквивалентных конструктивизаций частичный порядок. Таким 
образом определенное частично упорядоченное множество Ь(21) для моде
ли 21 будем называть структурой алгебраической сводимости модели 21. 

Содержательный смысл алгебраической сводимости и структуры от 
носительно этой сводимости состоит в следующем. Для каждого элемен
та I/ структуры алгебраической сводимости Ь(21) произвольной конструк
тивизируемой модели 21 определим не более чем счетную «характеристи
ческую» совокупность алгоритмических массовых проблем 

реЦЩ,р^^и}, 
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где — устойчивое г/-разрешимое и //-неразрешимое отношение, су
ществующее для €. таких, что ц ^ V. Доопределим естествен
ным образом отображение и \^ 1)1, до отображения с областью определе
ния Н(21), (где И(21) — совокупность всех конструктивизаций 21), полагая 
^1/ = если конструктивизаций и и р алгебраически эквивалентны. 
Тогда выполняется следующее свойство, определяющее отношение зави
симости одной совокупности алгоритмических массовых проблем от дру
гой. 

Предложение 1 . 1 . Пусть ^ Н(21). Тогда следующие условия 
эквивален тны: 

(2) все отношения из совокупности О ,̂ ^-разрешимы] 
(3) для любой конструктивизаций модели 21 разрешимость всех отноше

ний совокупности влечет разрешимость всех отношений из 12^. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку все отношения из 0,1/ //-разрешимы, им
пликации (3) (2) , (2) ^ (1) очевидны. 

Пусть теперь р ^ и и все отношения из 0,ц являются 7;-разрешимыми. 
Тогда 77 < /2 ^ I / . Следовательно, все отношения из О,,, будут 7?-разреши-
мыми. Предложение 1.1 доказано. 

Таким образом, алгебраическая сводимость конструктивизаций озна
чает не что иное, как зависимость одной совокупности алгоритмиче
ских массовых проблем от другой Элемент структуры алгебраической 
сводимости однозначно определяется некоторой «характеристической» со
вокупностью О,/, ее выбор также однозначен с точностью до естественной 
эквивалентности, а структура алгебраической сводимости отражает все 
зависимости между совокупностями алгоритмических массовых проблем, 
характеризующих какое-либо эффективное представление рассматривае
мой модели, и описывает в определенном смысле внутреннюю сложность 
самой модели. Этим объясняется интерес к изучению этого объекта. 

Заметим, что зависимости отдельных совокупностей алгоритмических 
массовых проблем для конкретных алгебраических систем исследовались 
многими авторами. В булевых алгебрах Дж. Б. Реммел изучал зависи
мости некоторых совокупностей проблем, состоящих из множества ато
мов и идеалов Фреше Г » , о : < а;̂ *̂ , [10, 11]. В классе линейных порядков 
некоторые зависимости для отношения соседей и блок-отношения полу
чены М. Ф. Мозесом [12]. Отношения ^п(Vоо) линейной зависимости п 
элементов бесконечномерного пространства Уоо, отношения Вп(^оо) алге
браической зависимости п элементов алгебраически замкнутого поля 1'оо 
и соответствующие отношения зависимости для систем ( I I , с/) с операци
ей замыкания изучались в работах [13-17]. В данной работе для иссле
дования ширины структур алгебраической сводимости рассматриваются 
независимые совокупности алгоритмических массовых проблем. Совокуп
ности Т 1 , Т 2 , . . . ,Гп, п ^ N и {ш}, алгоритмических массовых проблем на 
модели ^ независимы, если существуют конструктивизаций 1̂ 1,1̂ 2, •• • 
модели 21 такие, что все проблемы из Т, ^-^-разрешимы тогда и только 
тогда, когда г = ] . 

В данной работе мы используем понятие рекурсивной модели, эквива
лентное понятию конструктивной модели (см. [2]). Под представлением 
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^ 0} (см. [2, 7]) рекурсивной модели 21 сигнатуры а понимаем строго 
вычислимую последовательность конечных сигнатур (То С сг1 С . . . С <Тп С 
. . . такую, что а — Уп^оо^п? и строго вычислимую последовательность 
конечных моделей 21о С 211 ^ - ^ ^ . . . соответственно сигнатур 
<то, . . . , с г „ , . . . такую, что 21 = и„^о21п-

Пусть а — кортеж. Пишем а 6 |21|, если все элементы о лежат в |21|, 
где |21| — основное множество модели 21. 

Через N обозначим множество натуральных чисел и в дальнейшем 
считаем (если особо не оговорено), что \Щ = N . 

Пусть п — (тго , . . . ,7гд;) — кортеж чисел. Через (п) будем обозначать 
его номер в некоторой фиксированной гёделевской нумерации всех корте
жей натуральных чисел. Примем также следующие обозначения: 

Ро < Р1 < • • • — перечисление всех простых чисел в порядке возраста
ния, 
К \. , г т ) — т-местное отношение, получающееся проектиро
ванием п-местного отношения ш < п, на места г ' ! , . . . ,гтп соответ
ственно. 

Все необходимые сведения о дистрибутивных решетках с относительны
ми дополнениями можно найти в 
см. 

2, 3]; относительно линейных порядков 
18]. 

§ 2. Условия рекурсивной несовместности 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2 .1 . Последовательности {^з(21), 5 ^ 0 } и {Т^(21), г ^ 0 } 
отношений на рекурсивной модели 21 удовлетворяют условию рекурсив
ной несовместности, если для некоторого представления {21<, < ^ 0 } мо
дели 21 существуют семейство отношений {^\, 5 ^ 0 } на 21^, < ^ О, и 
общерекурсивная возрастающая неограниченная функция / , обладающие 
следующими свойствами: 

(1) для любых в, т существуют набор а € О в (21), бесконечно много чи
сел * и изоморфные вложения такие, что <^<(о) ^ 
тождественно на 2 1 ^ и Уг ^ }{1)(Ь € 21< П Т,(21) <1=̂ > </)<(6) € Г,(21)); 

(2) а € Я,{Щ^^г{ае^1-^аед^); 
(3) отношения Я\ Т,(21) равномерно рекурсивны, т. е. рекурсивны сле

дующие множества: 

{ ( а , < , ( а ь . . . , ап , ) ) | ( « ь - • • ^^п,) е <3*,5 ,0 0 } , 
{ ( г , ( б 1 , . . . , Ь , , ) ) I ( Ь 1 , . . . , 6 г . ) б Г . ( 2 1 ) , г ^ 0 } . 

ЗАМЕЧАНИЕ 2 .1 . Если Оя(21) — равномерно рекурсивная последова
тельность отношений, то для отношений Я\ {а \ ^ Щ^Яз{Щ} провер
ка выполнения условия рекурсивной несовместности сводится к проверке 
свойства (1 ) . 

Теорема 2.1. Если последовательности отношений {Я9{Щ,8 ^ 0 } и 
{Г,(21), г ^ 0 } на модели 21 удовлетворяют условию рекурсивной несовмест
ности, то при некоторой конструктивизаций модели 21 все отношения Т^{Щ 
разрешимы, а все отношения ^^(21) нелеречяслимы. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть {21^, < ^ 0 } — представление рекурсивной 
модели 21 и / — общерекурсивная функция из условия рекурсивной не
совместности для данных последовательностей отношений. Зафиксиру
ем некоторый эффективный список всех рекурсивно перечислимых мно
жеств \Уп ^ С N " , п > 1 , / : ^ 0 . Через И *̂ . обозначим те наборы п-ок 
чисел, которые появляются за первые < шагов в перечислении множе
ства ^п,к- По шагам построим искомую конструктивизацию р модели 
А. На каждом шаге будем строить частичную нумерацию /л*. В процессе 

построения на числа могут ставиться метки ф и {к,з), где А:, 5 6 N . 

Ш А Г 0 . Положим / 1 ^ = 0 . 
Ш А Г < -Ь 1 . Проверим, найдется ли число {к,з) ^ ^ -\- I такое, что на 

{к, з) не стоит метка ф и существуют набор т € ^^^^;> где щ —местность 
относительно и изоморфное вложение <^:21< «-»• 21^+1 такие, что 

Vг < д о ( Ь Е % П Т^^Щ ^ <р{Ь) е Т^(21)) , 

где С содержит все числа из |21<|, на которых стоят метки, меньшие {к^з). 
Если такое число {к, з) существует, то возьмем наименьшее такое чи

сло (куз) и наименьший набор ( т ) с перечисленными свойствами. Про
должим отображение <р о /**:|21<| •—>̂  до биекции /**''"^:|21<_|.1| I — 2 1 < + 1 
и зафиксируем эту нумерацию. На число {к,з) поставим метку ф. Со 
всех чисел, больших (А;, в) , снимем метку ф. На элементы |21<41| поста
вим метку {к,з) и снимем с них все метки, большие {к,з). Перейдем к 
следующему шагу. 

Если такого числа (к, з) нет,.то продолжим отображение <—>• 21^ 
до биекции ;**+^:|21<+1| <—>• 21<4.1 и перейдем к следующему шагу. Кон
струкция завершена. 

Л е м м а 2.1. Яа каждое число метка ф может ставиться лишь конеч
ное число, и существует бесконечно много чисел, на которые ставится 
метка ф. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО легко вытекает из условия рекурсивной несовмест
ности и конструкции. 

Л е м м а 2.2. Существует бесконечно много чисел к таких, что мет
ка ф на некотором шаге ставится на к и больше не снимается. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО следует из леммы 2 . 1 , 

Л е м м а 2.3. Если после шага <о на элементе п стоит метка {к,з), 
которая уже не снимается, то для всех < ^ <о справедливо равенство 
р\п) = р'о(^п). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО непосредственно следует из конструкции. 

Лемма 2.4. Значение р{п) = Ишп-^оо определено для всех п и, 
кроме того, /^:N <—>̂  2 1 . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО следует из лемм 2 . 2 , 2 . 3 ввиду того, что N = |21| и 
А** :|21<| 21< — биекция. 
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Л е м м а 2.5. Нумерация р является конструктивизацией модели 21. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО следует из конструкции и леммы 2 . 4 . 

Л е м м а 2.6. Если на число {к, з) на некотором шаге метка ф ставится 
и больше не снимается, то Шп^к ф / / "^ ( (55 (21) ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть X — шаг, на котором на число {к,з) ставит
ся метка ф и больше не снимается. Тогда найдется набор т € . 

такой, что / / * ( т ) ^ и на все элементы набора т ставится метка {к,з), 
которая больше не снимается. В силу леммы 2 . 3 и условия рекурсивной 
несовместности р{т) = р^{гп) ^ ^3(21). Лемма 2 . 6 доказана. 

Л е м м а 2.7. Для всех з множество р~^{Яз{Щ) не рекурсивно перечи
слимо. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим противное: \^т,к = И'~^{Яз{Щ) для 
некоторого к. Пусть ^^ > {к,з) — шаг, после которого метка ф не ставит
ся на числа, меньшие {к,з). Ввиду условия рекурсивной несовместности 
найдется набор т е Н^п,,*; такой, что р{т) е Яз{^) и существуют беско
нечно много чисел ^ и изоморфные вложения ^ :̂21< '-^ 21<+1, обладающие 
следующими свойствами: 

<^Ыт)) ^ Я1+\ 

Уг < т(Ь е%П Г.(21) ^ ^,(6) е Т^(21)), 

щр*^{С) = И , 

где О содержит все числа из |21<о|, на которых стоят метки, меньшие {к, з). 
Тогда для некоторого шага ^ > ^о верно соотношение 

и существует изоморфное вложение (рг с указанными свойствами. Если 
к шагу < 4- 1 метка ф на числе {к,з) не стоит, то на шаге I -\- 1 метка ф 
ставится на {к,з). Таким образом, на некотором шаге, большем ^о, метка 
ф стоит на {к,8) и, в силу выбора шага больше не снимается. Ввиду 
леммы 2 . 6 приходим к противоречию. Лемма 2 . 7 доказана. 

Л е м м а 2.8. Для всех г отношение Т^(21) р-разрешимо. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Заметим, что если т е |21̂ | и г < / ( < ) , то р{гп) 6 
Г,(21) тогда и только тогда, когда р^{т) 6 Т,(21). Последнее условие мож
но проверить эффективно. Лемма 2 . 8 доказана. 

Утверждение теоремы 2 . 1 следует из лемм 2 . 5 , 2 . 7 и 2 . 8 . Теорема 2 . 1 
доказана. 

§ 3. Дистрибутивные решетки с относительными дополнениями 

В работе [7] получен критерий автоустойчивости дистрибутивных ре
шеток с относительными дополнениями и нулем. Этот критерий сводится 
к проверке конечности множества атомов. Как известно, автосводимость 
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конструктивизаций влечет их алгебраическую сводимость. Поэтому слу
чай конечного числа атомов вырождается и изучению подлежит класс Т) 
счетных дистрибутивных решеток с относительными дополнениями и ну
лем, имеющих бесконечное число атомов. 

Введем следующие обозначения: 

А(В) — множество атомов решетки П; 
— идеал Фреше решетки В] 

1̂ (I '^Ю — число различных атомов, лежащих (не лежащих) под эле
ментом а решетки В; 

^т{Х) — подрешетка решетки В, порожденная множеством X (как 
решетка сигнатуры (и,П,\)) , где X С \В\] 

О — «нуль» (наименьший элемент решетки В); 
В1 — подрешетка решетки (Р(Х), У, П, \ ) , порожденная всеми интер

валами [а, 6) = { с I а ^ с < 6} , где а,Ь е Ь, I — линейный порядок с 
первым элементом; 

{В, Г) — дистрибутивная решетка В с относительными дополнения
ми и нулем в языке с идеалом Фреше. 

Модифицируя известный результат для булевых алгебр [ 1 0 ] , докажем 
следующую теорему. 

Теорема 3.1. Пусть X 6 X) —рекурсивная решетка с рекурсивным 
идеалом Фреше. Тогда существует рекурсивная решетка В, изоморфная Ь 
и такая, что множество атомов и идеал Фреше рекурсивны. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Эффективная версия предложения 2 [ 3 , с. 7 0 ] позво
ляет построить рекурсивно перечислимую порождающую последователь
ность Ьо = 0 , 6 1 , . . . решетки X. По шагам определим конечные подре-
шетки Во С В1 С ... решетки Х-так, что подрешетка В — и„>оХ^п будет 
искомой. На каждом шаге будем отмечать некоторые атомы Вп-

Ш А Г 0. Положим Во = {Ьо]. 

Ш А Г П -Ь 1 . Выберем множество А всех отмеченных атомов решетки 
Вп и определим 

Вп+1 = %т{Вп и \-

Отметим атомы Х^пн-Ь лежащие в Р{Ь), и перейдем к следующему шагу. 
Нетрудно установить следующие свойства: 

1 ) а: € А{В) тогда и только тогда, когда найдется шаг п такой, что 
X 6 Вп и X отмечается; 

2 ) Е{В) = ВП Г{1); 

3 ) X ^ В (х ^ ЬУЗае А{В){<0 СхПаС а)). 

Таким образом, В — рекурсивная подрешетка X и множества А{В), 
Р{В) рекурсивные. 

Непосредственно проверяется, что отображение 1р:В/Г{В) X/^^(X), 
действующее по правилу (р{х/Р{В)) = х/Г{1), есть изоморфизм решеток 
В/Г(В) и Положим 

С = { ( о , 6 ) I а € X), 6 € X, |а| = |6|, ||о[| = ||6||, (р{а/Г{В)) = Ь/Г{1)}. 
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Нетрудно показать, что множество С С -О х X является соответствием 
между V ж Ь [3, с. 71]. Используя известный критерий изоморфизма не 
более чем счетных решеток, заключаем, что 2> = X [3, с. 72]. Теорема 3.1 
доказана. 

Используя теорему 2 .1 , укажем счетное число независимых совокуп
ностей алгоритмических массовых проблем для решеток из Х>. 

Теорема 3.2. Структура алгебраической сводимости решетки 21 € 
V, допускающей конструктивизацию с разрешимым идеалом Фреше, име
ет счетную ширину. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Ввиду эквивалентности категорий конструктивных 
и рекурсивных моделей (см. [2]) , а также теоремы 3.1 считаем, что 21 — 
рекурсивная решетка с рекурсивными множествами А(21) и Х'(21). Опре
делим устойчивые равномерно рекурсивные отношения на решетке 21: 

Г,(21) = {а\ае Д21 ) , \а\ р^ - п, п е П,п ф 0}, г е N. 
Зафиксируем произвольное число 5 Е N и построим представление {21<, I ^ 
0} рекурсивной решетки 21, для которого последовательности {0(21) = 
Гв(21)} и {Т^(21), г 6 N , г ^ удовлетворяют условию рекурсивной несо
вместности. 

Рассмотрим два случая. 
СЛУЧАЙ 1: в решетке 21 имеется элемент а*, под которым лежит бес

конечно много атомов. По шагам построим искомое представление для 
модели ^ , последовательность конечных деревьев ^ Х̂ х С . . . и опре
делим общерекурсивную возрастающую функцию / . 

Ш А Г 0. Положим 21о = { О , а*} , Х?о = { а * } , ДО) = 0. 
Щ А Г ^ -\- 1. Выберем наименьший элемент с € 21 \< и набор из дг-\- 1 

атомов решетки 21, лежащих под некоторой концевой вершиной с[ ̂  ^"(21) 
дерева Х><, где дг = П<^/(«)]?,. 

«У* 
Обозначим множество этих + 1 атомов через А и положим 

21^+1 = ёг(21< и { с } и А). 

Обозначим через Вг+г множество элементов ^^ и ненулевых элементов 
булевой алгебры 21^.1 вида (6\с)\(иаел<*) и (6Пс)\(ив^^а) (6 — концевая 
вершина X)*) вместе с частичным порядком, индуцируемым решеткой 21. 
На концевую вершину 4 дерева X)* поставим метку ф. 

Определим / ( * + 1) как наибольшее г такое, что в имеется р^ 
атомов 21. Если такого г нет, то полагаем /{I -\- 1) = 0. После этого 
переходим к следующему шагу. 

Корректность конструкции вытекает из следующего простого замеча
ния. 

ЗАМЕЧАНИЕ 3 .1. Если с ? ! , . . . ,(1п — все концевые вершины дерева Х)^, 
то «г,- С а* и а* \ е 

Таким образом, существует концевая вершина дерева Х)<, под которой 
в 21 лежит бесконечно много атомов. 

Для дальнейшего изучения случая 1 нам потребуются некоторые вспо
могательные результаты, приведенные ниже. 

ЗАМЕЧАНИЕ 3.2. Дерево Х> = и^•^^^^ является поддеревом полного би
нарного дерева. 
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Лемма 3.1. Если на концевую вершину Л дерева Вг на шаге ^ + 1 
ставится метка ф, то (I — не концевая вершина Вг+х-

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как на <1 ставится на шаге 1+1 метка ф, имеем 
й ^ Х'(21) и УаеЛ" ^ где 0 ф А С А{В). Поэтому либо элемент {Н \ 
с) \>1^)> либо элемент {(1Пс)\) отличен от О и с̂ , т . е . ё — не 

Непосредственно из замечания 3.1 и леммы 3.1 получаем 

Следствие 3.1. Суш[ествует бесконечно много вершин дерева В, от
меченных меткой ф. 

Следствие 3.2. Для любого г существует концевая вершина В%, под 
которой лежит бесконечно много вершин дерева В, отмеченных меткой ф. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО получается индукцией по ,̂ если применить след
ствие 3.1 и замечание 3.2. 

Л е м м а 3.2. Если (I — концевая вершина дерева Вг, то й ^ А(21*). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. При < = О лемма очевидна. Пусть (I — концевая 

вершина дерева В 1^1. Тогда найдется концевая вершина Ь дерева Вх та
кая, что Ь € А(21^),21<+1 = ёг(21< У { с } У Л) и либо й = ( 6 \ с ) \ ( У о е л а ) , либо 
й = (6 П с) \- Нетрудно проверить, что в. Е А{^^^^\). Лемма 3.2 
доказана. 

Следствие 3.3. Для любого т существуют а Е А{Ш„г), бесконечно 
много I и такие элементы о< Е А(21^), лежащие под а, что в булевой алгебре 

под а1 лежит 9< - I - 1 атомов 21. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО следует из леммы 3.2, следствия 3.2 и конструкции. 

Лемма 3.3. Последовательности отношений 

на решетке 21 удовлетво^ряют условию рекурсивной несовместности. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Ввиду замечания 2 1. достаточно проверить свой
ство (1 ) . 

Для фиксированного т по следствию 3.3 существуют а Е А(21ш), бес
конечно много I и такие элементы а< Е А(21^), лежашде под а, что в 21̂ .̂1 
под лежит -|- 1 атомов 21. Поэтому найдется шаг Ц > т такой, что 
в 21̂ 0 под а лежит Рз^^\в 21. Пусть Ь — объединение р^ элементов 
из этих Ра-^1 атомов решетки 21, а с Е >1(21) и с с 6. Зафиксируем про
извольный шаг I > для которого определен элемент щ. Пусть <1 — 
объединение дг атомов 21, лежащих в булевой алгебре 21̂ .̂1 под а*. 

Определим отображение < «̂:21/ следующим образом: 

Непосредственная проверка показывает, что у?< — изоморфное вложение, 
причем (рг оставляет на месте все элементы из 21ш и х Е -^(21) ^р^{x) Е 

Нетрудно заметить, что если х Е Х'(21), то 

концевая вершина 2^^4.1. 

{^ (21) } , {Г,(2^),г•ЕN,гV 

хиЛ, если с С х; 
X \, если с ^ X . 

х| -\- д1, если с( ^ х и с С х, 
х| — д1, если С х и с ^ х. 

иначе. 
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Поэтому При г ^ / ( < ) , г ф 8 имеет место эквивалентность 

Очевидно, что 6 € ^(21) и \(рг{Ь)\ рз + дг- Поэтому «^«(б) ^ д*"*"^. Лем
ма 3.3 доказана. 

Таким образом, случай 1 разобран. 

СЛУЧАЙ 2: решетка 21 не имеет элемента, под которым лежит беско
нечно много атомов. Тогда можно построить вычислимую последователь
ность {^1, ^ ^ 0} конечных булевых алгебр такую, что 21 = и^^о^^* и 
в 21^ .̂1 имеется атомов 21, несравнимых с атомами 21^, где число дг и 
функция / определяются так же, как в случае 1. 

Проверка условия рекурсивной несовместности для выбранных после
довательностей отношений проводится аналогично случаю 1 и поэтому 
опускается. 

Согласно теореме 2.1 в каждом из этих случаев для любого 5 € N 
существует конструктивизация р^ решетки 21 такая, что устойчивое от 
ношение Т^(21) //^-разрешимо тогда и только тогда, когда г ф з. Следова
тельно, структура алгебраической сводимости решетки 21 имеет счетную 
ширину. Теорема 3.2 доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ 3.3. Фактически мы показали, что для решетки 21 из усло
вия теоремы 3.2 совокупности т^ = {Т^(21) | У е N , г } , г 6 N , алгорит
мических массовых проблем независимы. Заметим также, что построе
ны независимые совокупности одноместных проблем. Как будет отмечено 
позже, для линейных порядков это можно сделать не всегда. . 

Для атомных решеток класса V имеет место 

Предложение 3.1. Если В Е V атомная решетка и В1Р{В) кон-
структивизируема, то структура алгебраической сводимости решетки В 
имеет счетную ширину. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим только случай, когда В не имеет наи
большего элемента. Пусть (Хо,^'о) — конструктивный линейный базис 
решетки В/Е{В) [3, с. 70]. По конструктивизаций 1/о определим конструк
тивизацию I/ линейно упорядоченного множества I = ш х 1о следующим 
образом: 

(элементы Ь рассматриваем как пары (а , 6), а 6 Хо, 6 € о; с лексикографи
ческим порядком), где ^ и. г — канторовские функции, нумерующие пары 
натуральных чисел [19]. Заметим, что эта конструктивизация такова, что 
идеал Фреше атомной решетки В1 разрешим в естественной конструкти
визаций В1, построенной по I / . 

Так как В и В1 — счетные атомные решетки и В/Г{В) = В1/Р{В1), 
в силу предложения 4 [3, с. 76] получаем В = В1. Остается применить 
теорему 3.2. Предложение 3.1 доказано. 

Следствие 3.4. Пусть В — конструктивизируемая суператомная ре
шетка В. Тогда следующие условия эквивалентны: 

(1) В не алебраически устойчива; 
(2) В бесконечна; 
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(3) структура алгебраической сводимости решетки V имеет счетную ши
рину. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Установим справедливость импликации (2) =̂ • (3) 
(остальные очевидны). Пусть В — счетнал суператомная решетка ато
марного типа (о : , /? ,п) . Тогда В изоморфна решетке интервалов линейно 
упорядоченного множества - п [3, с. 85]. Так как В конструкти-
визируема, о; — конструктивный ординал [3, с. 395]. Пусть (о!о,/3о,по) — 
атомарный тип суператомной решетки В/Г{В). Поскольку « о ^ а, в 
силу [19] « о — конструктивный ординал. Поэтому решетка В/Г{В) кон-
структивизируема. Следствие 3.4 доказано. 

Получим теперь описание ширины структур алгебраической сводимо
сти и описание спектра и соотношений алгоритмических размерностей, а 
также критерий алгоритмической устойчивости для дистрибутивных ре
шеток с относительными дополнениями и нулем в языке с идеалом Фреше. 

Теорема 3.3. Для конструктивизируемой дистрибутивной решетки 
{В, Г) с относительными дополнениями и нулем следующие условия экви
валентны: 

(1) решетка {В, Г) не алгебраически устойчива; 
(2) алгебраическая размерность {В, Г) равна и; 
(3) структура алгебраической сводимости решетки {В, Г) имеет счетную 

ширину; 
(4) решетка {В, Г) имеет бесконечно много атомов. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Импликации (3) (2) =^ (1) очевидны. 
Если {В, Г) имеет конечнде число атомов, то непосредственным по

строением сводящей функции доказывается автоустойчивость и, следова
тельно, алгебраическая устойчивость решетки {В,Р). 

Для доказательства импликации (4) (3) применим теорему 3.2. За
метим, что отношение Р{В) инвариантно относительно построенных вло
жений (^1, И воспользуемся условием рекурсивной несовместности. Теоре
ма 3.3 доказана. 

Следствие 3.5. Для дистрибутивных решеток {В, Г) с относитель
ными дополнениями и нулем алгебраическая, программная, равномерная 
размерности и авторазмерность совпадают. Спектр указанных размерно
стей состоит из О, 1 и ш, а спектр колмогороской размерности — из 0,1 и 

Если конструктивизируемая система имеет континуум автоморфиз
мов, то она будет иметь и континуум попарно неэквивалентных по Колмо
горову конструктивизаций. Поэтому для конструктивизируемой дистри
бутивной решетки {В, Г) с относительными дополнениями и нулем имеем 
К - ^1т{В, Г) = 1 <^ В конечна. 

§ 4. Линейные порядки 

В работе [7] получен критерий автоустойчивости линейных порядков, 
который сводится к проверке конечности множества соседних элементов. 
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Поэтому будем рассматривать только линейные порядки с бесконечным 
множеством соседних элементов. 

Введем обозначения: 

(а , 6)1 — число элементов интервала {а,Ь) — {с \ {а < с < Ь)У {Ь < 
с < а)} линейного порядка 21, 

8п{х,у), п е N , В{х,у), Р{х) и 8{х) — отношения, определяемые так: 

^\=- 8п{х,у)<=^ {х ф у&|(х ,у )| = та), 

2 1 | = 5 ( х , у ) ^ 2 1 И V,•5^(x,I/), 

211= Р{х) <^=^ 21 [= (32/)(5о(х, у) & у < х\ 

211= 8{х) ^ 21 И (Зу)(5о(а ; ,1 / )&ж < у). 

Отношения 5о(ж ,1/) , В{х,у), Р(х) и 8{х) соответственно будем называть 
отношением соседей, блок-отношением, отношением предшествования 
и отношением следования линейного порядка 21. Блок, содержащий эле
мент а, — это множество {а} и {ж|211= В{х,а)}. 

Пусть < — линейный порядок на 21. Через < обозначим естественный 
линейный порядок на множестве блоков 21, а через (21, Б ) — линейный 
порядок 21 в языке с блок-отношением. 

Через и, "Ей 7) обозначим соответственно порядковые типы множества 
натуральных, целых и рациональных чисел. Из контекста будет ясно, 
когда п обозначает порядковый тип конечного п-элементного множества. 
Напомним, что линейный порядок, не содержащий подпорядка по типу 
рациональных чисел, называется рассеянным [18]. 

Используя теорему 2 .1 , укажем счетное число независимых совокуп
ностей алгоритмических массовых проблем для линейных порядков. 

Предложение 4 . 1 . Пусть 21 — линейный порядок, Ъ — его устой
чивый подпорядок, имеющий бесконечный блок. Если 21 допускает кон
структивизацию, при которой разрешимы подпорядок 25, блок-отношение 
и отношение соседей линейного порядка *8, то структура алгебраической 
сводимости % имеет счетную ширину. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 21 — рекурсивный порядок, *В — рекурсив
ный подпорядок и отношения Зо{х,у) и В{х,у) линейного порядка 05 ре
курсивны. Определим устойчивые равномерно рекурсивные отношения на 
линейном порядке 21: 

ГД21) = { ( а , 6 ) I а,6 е 05, Ш 1= 5 „ ( а , 6 ) , п = р^ - к, к е Щ, г е N. 

Зафиксируем произвольное .§ € N и построим представление {^^,^ ^ 
0 } рекурсивной модели 21, для которого последовательности отношений 
{^(21) = Га(21)}, {Т,(21) \ Е N,1 ф з) удовлетворяют условию рекурсивной 
несовместности. 

Выберем произвольным образом из бесконечного блока линейного по
рядка 55 элемент с. Будем считать, что этот блок имеет тип ш (остальные 
случаи рассматриваются аналогично). Рассмотрим эффективную после
довательность С = {со = с , С 1 , . . . } С <В, такую, что определяемую усло
виями 25 \= 5 ' „ _ 1 ( с о , с „ ) & с о < с „ . 

Разберем два случая. 
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СЛУЧАЙ 1 : для любого г существует ^ г такое, что 211= ~'5о(су, с^^1). 
Искомое представление будем строить по шагам. На каждом шаге будем 
определять вспомогательные числа п{^) и ^̂  таким образом, что С П 21< = 
{ с о , . . . ,с„(^)} и 9̂  делит.п(0,< ^ 1 . 

Ш А Г 0. Положим 21о = {со , •.. , с „ ( о ) } " '"•{^) = РО-

Ш А Г * + 1 . Пусть с о , . . . , с„(<) —: все элементы С П 21<, а ^{^) — число 
элементов 21^, не лежащих в 25. Выберем наименьший элемент о € 21 \ 
(21< и С) (в обычном порядке на Н) , элементы 

и конечные множества С (с,^,с^^^^^.), А; = О , . . . ,тг(<) такие, что каждое 
Ак содержит не менее ^{^) элементов из 21 \5 и интервал (С|^.,с,^_^^ со
держит в точности элементов из С для некоторого числа 5)1. ^ 1 , 
где д1 = П,-^<р,. Найдем наименьшее число I такое, что п(^) - р " . 1 > 

*п(*) + 11 и положим 

п ( « - М ) = п ( 0 - р ? + 1 ' 

21«+1 = 21< и { а } и и . . . и А„(<) и {с^ | г < пЦ + 1 ) } . 

Перейдем к следующему шагу. 
Проверим свойство (1) условия рекурсивной несовместности для вы

бранных последовательностей отношений. 
Для фиксированного т рассмотрим шаг *о > такой, что /о > * + 1 

и найдутся элементы с^^с^ Е и 

и»>о([спС^+1 )п21гп) С [со,С|ь),25|= 8р,{ск,С1)кск < С1. 

Пусть ^ > Ц — произвольный шаг и — элемент С такой, что 

и»^о([сп с,+1) П 21<) С [со, сг). 

Из построения ясно, что можно так определить изоморфные вложения 

:(су, с^^х) Ау, 7 = А;,... , п{^) - 1 , 

что элементы 21\25 будут переходить в элементы 21\25. Теперь изоморфное 
вложение </з<:21< «-> 21<4.1 определим следующим образом: 

( Ху если 21 ̂  (ж < V ж > с^), 
^п(ф)^ е с л и ж € ( с „ ( ^ ) , С г ) , 

Ф^(х), если X € (су, су+х) и > = А;,.. . , п(<) - 1 , 
с̂ .̂, если X = су и ^ = / : , . . . , « (<) . 

Заметим, что 25 |= 5'д(<^<(с]ь)> где 

,< '>--Ч»' + , ( ^ ' - ' ) ' ' ^ - ' + . . . + , ( ' " - 1 ) » ' - . +р,. 
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Используя простые свойства сравнений в теории чисел (см., например, 
20]) , легко понять, что <^<(с^.,с^) ^ Я*'^^ и (с]^.,с^) € ^(21). Очевидно, что 

если X, у Е 21<, то 

Покажем теперь, что если х, у Е 21<, х < г/ и г ^ г ^ 5, то 

( х , у ) Е Г , ( 2 1 ) < ^ ^ , ( х , у ) Е Г , ( 2 1 ) . 

Действительно, пусть *8 |= В{х,у). Возможны только три случая: либо 
<В 1= (у < С/̂ . V X > Сг), либо Ш 1= (Х < ^ у = Сг; < Сг), ЛИбО Ш |= (с)^ < 
X = Си < у = Су < Сг). Тогда 

| ( х , у П « | , 
если 25 1= (у < С)Ь V X > Сг); 

|(х, у) П <В| + п(<) + 9 ^ - ' ^ ' ° + д!^'-'^^^ + . . . 

если 25 [= (х < С]̂ . ^ у = Сг, < Сг); 

|(х,у)п<В| + 9 ^ - ' ^ ^ " + д ^ " ' ^ ' " + ^ + . . . 

если 25 [= (с;ь ^ X = с„ < у = Сг, < Сг). 

Поскольку р^ делит и п{1), эквивалентность очевидна. 
Таким образом, случай 1 разобрали. 

СЛУЧАЙ 2: существует элемент с, Е С такой, что 211= 5о(су, суц.1) для 
всех ^ ^ г. 

Построение аналогично построению в случае 1, нужно только исклю
чить выбор множества А^, определение функции ^{^) и положить « ( 0 ) = 
Ро > г для подходящего к. 

Согласно теореме 2.1 структура алгебраической сводимости линейно
го порядка 21 имеет счетную ширину. Предложение 4.1 доказано. 

Предложение 4.2. Пусть 21 — линейный порядок без бесконечных 
блоков. Предположим, что длины блоков 21 не ограничены в совокупно
сти. Если 21 допускает конструктивизацию, при которой блок-отношение 
и отношение соседей разрешимы, то структура алгебраической сводимо
сти 21 имеет счетную ширину. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Как и в предыдущем утверждении, определим ус
тойчивые равномерно рекурсивные отношения на рекурсивном порядке 21: 

Т^(21) = { (а, 6) I 21 И 8п{а, Ь), п = рг к, к е е 

и покажем, что последовательности отношений {^(21) = Т'з(21)} и {ТД21) 
г Е ^, г ф з} удовлетворяют условию рекурсивной несовместности. 

Заметим, что для любого п Е N , произвольного блока С линейного по
рядка 21 и элемента х ^ С найдутся такие элементы х о , . . . , х „ , лежащие 
между С и х , что 21 |= (&»,у^п Щ^х-,^]))- Это свойство и неограничен
ность в совокупности длин всех блоков 21 позволяют построить искомое 
представление {Щ, 0 0 } слецуюш;им образом. 
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Ш А Г 0. Пусть С — произвольный блок длины, не менее 2. Положим 
Щ = С. 

Ш А Г 1+1. Пусть Со < ... <С Сп — все блоки 2 1 , имеющие не менее 
двух своих представителей в I — наибольшее число элементов 21^, 
лежащих в одном неодноэлементном блоке линейного порядка 21; г — число 
элементов ж 6 21< таких, что в 21< имеется единственный элемент из блока, 
содержащего х. 

Эффективно выберем конечные интервалы А о , . . . , А » и конечные под
множества Во,... ,Вп+1 линейного порядка 21 так, чтобы выполнялись 
следующие свойства: 

1) Ак является интервалом некоторого блока С^^; длины А^ не меньше 
/ + ди где 

дг - V^^^^^р^, к = 0,... ,щ 

2) элементы В^ расположены между блоками С{^_.^ и С^^; В^ содержит 
не менее г элементов и для любых х,у Е В^ имеем 21 |= В(х,у), где 
к = О,... ,п + 1 и С,_^ < С,о < . . . < < С,-̂ ^^ — подходящие 
блоки 21; 

3) имеет место одно из следующих условий: 

(а) С,„^^ С ( - 0 0 , с ) , где с — наименьший элемент 21^; в этом случае 
на интервал ( - с о , с ) ставим метку; 

( б ) С{_^ С (б?,-|-оо), где й — наибольший элемент 21/; в этом случае 
на интервал (</, -1-оо) ставим метку; 

(в) и С',„_|_̂  С (с , с?), где с,(1 — соседние элементы 21<; в этом 
случае метку ставим на (с , с?). 

Найдем наименьший (в обычном порядке на М) элемент а 6 21 \/ и 
положим 

А = ик^п{Ак и Вк) и Вп+1 и {а} и щ, 

%+1 = Аи{х\ЗуЕА{Ш\= В{а,у)кхЕ ( а ,у ) ) } . 

Перейдем к следующему шагу. 

Свойства конструкции 

Свойство 4.1. Если ж, у Е 21/ и 211= {В{х, у) & ж < г < у ) , то 2 Е 21. 

Свойство 4 .2 . Каждый интервал может отмечаться только один раз. 

Свойство 4 .3 . Если интервал (а, 6) отмечается на шаге ^ > т, то 
либо интервал ( о , 6) лежит между соседними элементами 2 1 ^ , либо а не 
меньше наибольшего элемента 21ш, либо Ь не больше наименьшего элемен
та 21тп. 

Свойство 4.4. Для любого т существует интервал {(1,с), внутри 
которого лежит бесконечно много отмеченных интервалов, причем либо 
с? = — оо и с — наименьший элемент Шщ, либо с = +оо и (I — наибольший 
элемент 21ш> либо с и (I — соседние элементы 2 1 ^ . 
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Проверим условие рекурсивной несовместности для выбранных после
довательностей отношений. 

Для фиксированного т рассмотрим интервал (с , в.), определенный для 
%т в свойстве 4.4 конструкции. Будем считать, что с и </ — соседние эле
менты ЗСтп и 211= с < (остальные случаи рассматриваются аналогично). 
Пусть Ц>т'я.Ц>з-\- \ такой шаг, что 

(1) а 6 21/о, где а — наибольший элемент блока, содержаш[его элемент с; 
(2) 6 е 21/о, где Ь — наименьший элемент блока, содержащего элемент с?; 
(3) для некоторых ж, у, 2 Е П (а, 6) выполняется соотношение 

211= (5р, (ж,у)&5о(2,у)&ж <г<у). 

Заметим, что внутри интервала (а, 6) лежит бесконечно много отмеченных 
интервалов и для любого блока С линейного порядка 21 либо С П ( а , 6) = 0 , 
либо С С (а, 6). 

Пусть теперь на шаге < -^ 1, < > ставится метка на некоторый 
интервал, вложенный в (а, 6); ж,у Е С^:^ и С^̂ р С̂ Е;2 — соответственно 
наименьший и наибольший блоки, имеющие не менее двух своих предста
вителей в (а ,6 ) П21/, О ^ ко, кх, к2 < п. Из построения на шаге 1 ясно, 
что можно так определить изоморфное вложение 21/+1, чтобы 
выполнялись следующие свойства: 

о при к ф ко, кх ^ к ^ к2 образ С}. П (а ,6) П 21/ есть интервал в А^; 
соседние элементы П 21/, за исключением у ТЙ. г, (р1 переводит в 
соседние элементы А^^ и 21 [= 8^^{^р^{2),(р^{у))^, 

о элементы (а ,6 ) П 21/, расположенные между блоками и С^^^х, вло
жение V?/ переводит в множество В^.^^x{^ = кх,. •. ,к2 - 1), элементы, 
меньшие блока С^^^, переводит в множество Во, элементы большие 
блока С^кз? переводит в множество Вп^х\ 

о <р1 тождественно вре интервала (а, Ь). 

Выписанные условия на с^/, свойство 4.1 конструкции, а также выбор 
интервала (а ,6 ) , элемента (ж, у) Е ^(21) и множеств Ак,Вк обеспечивают 
выполнение условия рекурсивной несовместности. 

Таким обра[зом, структура алгебраической сводимости имеет счетную 
ширину. Предложение 4.2 доказано. 

М. Ф. Мозес в [12] доказал следующие утверждения. 

Теорема 4.1 . Для всякого рекурсивного линейного порядка, с рекур
сивным блок-отношением существует изоморфный линейный порядок с ре
курсивным блок-отношением и отношением соседей. 

Следствие 4.1 . Пусть 21 — рекурсивный линейный порядок с рекур
сивным блок-отношением и без бесконечных блоков. Тогда 

(1) существует изоморфный рекурсивный линейный порядок с рекурсив
ными блок-отношением, отношением соседей и отношением предше
ствования; 

(2) существует изоморфный рекурсивный линейный порядок с рекурсив
ными блок-отношением, отношением соседей и отношением следова
ния. 
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Таким образом, в силу предложений 4 . 1 , 4 . 2 и теоремы 4 . 1 справедлива 

Теорема 4 .2 . Пусть 21 — линейный порядок и длины блоков 21 не 
ограничены в совокупности. Если 21 допускает конструктивизацию с раз
решимым блок-отношением, то структура алгебраической сводимости ли
нейного порядка 21 имеет счетную ширину. 

ЗАМЕЧАНИЕ 4 . 1 . Фактически мы показали, что для линейного поряд
ка 2 1 , удовлетворяющего условиям теоремы, совокупности г,- = {Т]{Щ 
3 С ^ , ^ ф г),г Е М, алгоритмических массовых проблем независимы, при
чем эти проблемы двуместные. Заметим, что у линейного порядка Ъ-\-Ъ 
нет независимых совокупностей одноместных проблем, а у линейных по
рядков 2 X п, п 6 с*;, таких совокупностей лишь конечное число, в то же 
время эти линейные порядки удовлетворяют условию теоремы. 

Следствие 4 .2 . Пусть ( 2 1 , 2 5 ) — конструктивизируемый линейный 
порядок, длины блоков которого не ограничены в совокупности. Тогда 
структура алгебраической сводимости имеет счетную ширину; алгебраи
ческая, программная, равномерная размерности и авторазмерность совпа
дают и равны ш. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Необходимо только заметить, что олок-отношение 
соответственно линейного подпорядка в предложении 4 . 1 и всего линейно
го порядка в предложении 4 . 2 инвариантно относительно построенных в 
предложениях 4 . 1 и 4 . 2 вложений (̂ %, и воспользоваться условием рекур
сивной несовместности. 

Теперь покажем, что , вообще говоря, в теореме 4 . 2 нельзя отказаться 
о т условия неограниченности в совокупности длин всех блоков линейного 
порядка. 

Теорема 4 .3 . Существует линейный порядок, для которого структу
ра алгебраической сводимости'является трехэлементным линейно упоря
доченным множеством. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Покажем, что линейный порядок 21 по типу 2 X 7 / 
искомый. Пусть Вп = {{х1,... ,Хп) I 21 1= Ж1 < . . . < Хп},п ^ 1 . Рас
сматривая алгебраическую сводимость конструктивизаций линейного по
рядка, можно учитывать только устойчивые отношения Я С Вп, п ^ 1. 
Сначала опишем однородные отношения, содержащиеся в Вп- (Устойчи
вое отношение однородно, если для любых двух его элементов существует 
автоморфизм модели, переводящий один элемент в другой [ 5 ] . ) Для про
извольного кортежа {х1,... ,ж„ ) € Вп определим набор [ (ж1 , . . . ,Жп)].= 
{А1,к1,А2,к2,... ,кп-1,Ап) так, что 

А^е{8,Р},к^е {0,1}, 
к^ = 1<==^^\= В{x^,x^+^), 

А^ = Р ^ x^е Р, 
где Р, 8 ж В — отношение предшествования, отношение следования и 
блок-отношение линейного порядка 21 , а для X С ^У" определим [X] ^ 
{ [ ( Ж 1 , . . . , ж „ ) ] I {х1,...,Хп) 6 X . 

Пусть x^ € Вп-, ЕС Вп. Положим 

и^[x^] = {х е Вп X ж; ДЛЯ некоторого г}. 

Ясно, что всякое однородное отношение, содержащееся в Вп, есть [х] для 
подходящего х Е Вп. 
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Л е м м а 4 . 1 . Пусть Я — непустое устойчивое отношение 21 и Д С 
Тогда выполнено одно из следующих условий: 

{1)Я = Пп, 

(2) при любой конструктивизаций разрешимость отношения Я эквива
лентна разрешимости блок-отношения, 

(3) при любой конструктивизаций разрешимость отношения Я эквива
лентна разрешимости отношения предшествования. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Сначала индукцией по местности отношения пока
жем, что если Я ф Вп, то при любой конструктивизаций разрешимость 
Я влечет разрешимость Р. 

Базис индукции очевиден. Пусть п ^ 2 и Я^ ~ Я, Я^ = Вп\Я. Выбе
рем наборы а, /3 и индексы г, ^ е { 0 , 1 } так, что ( а . О, Р) 6 [Я^], (Р,О,/?) е 
Я^]. Пусть [Я*] состоит из следующих наборов: 

( а „ 0 , Р ) , 1 ^ г Ч А : , А ; . ^ 1 ; 

{(3^,0,8), 1^3^ т,т^О; 

( А / , 1 , Р ) , 1 ^ К 5 , О 0 . 

СЛУЧАЙ 1: {щ,... ,0^} = ... ,(Зтп). Тогда 
вое непустое {п — 1)-местное отношение и 

. ,Хп-1) € 

устойчи-

и ? = 1 « ^ для произвольно выбранных элементов 
У1,У2 таких, что ,Хп-1,У1,У2) € 
1 ) „ + 1 , выполняется {хг,... , х „ _ 1 , 1 / 2 ) е 
я\ 

Следовательно, если Я — разрешимое отношение, то ^ ^ 1 « . ' также раз

решимо. Поэтому можно считать, что и?=1««- = Вп-1. Тогда [Вп\Я' 

состоит из наборов вида (т/, 5 , 1 , Р ) , и разрешимость Я влечет разреши
мость отношения Р. 

СЛУЧАЙ 2: {щ,... ,а).} Ф {^\,... ,Рт}- В этом случае найдется на
бор а ' такой, что 

(а',0,Р) е [Я''], (а',0,8) € [Я'^], Г 1 , Г 2 € { 0 , 1 } , Г 1 ф Г2. 

Аналогично, рассматривая два случая для отношения Я^, можно считать, 
что найдется набор Р' такой, что 

(Р,0 , /3 ' ) е [Я^'], {8,0,(3') 6 [Я^^], г д е / 1 , / 2 е { 0 , 1 } , / 1 ф 12. 

Выберем произвольные элементы в Е 21 и кортежи и , V такие, что 

21 (= ( 5 о ( 5 , р ) & 5 < р),[{р,и)] = {Р,0,Р^),[{V,р)] = ( а ' , 0 , Р ) . 

Нетрудно видеть, что 

X Е Р <^ {х = рМ {х < зк{х,и) Е Я^^)У {р < xк{V,x) Е Я""^)). 
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Таким образом, мы показали, что разрешимость отношения К ф Вп 
влечет разрешимость отношения Р. Поэтому, не нарушая общности, счи
таем, что ВпФ Д С А1 X . . . X А„, А^ е { Р , 8). 

Пусть Ах = Р или Л1 = Л2 = 5 , тогда разрешимость отношения К 
эквивалентна разрешимости Д Ц 2 , . . . , п) . Действительно, 

{хх,... ,Хп)Е ВпкххЕ Ах), 

{ х 2 1 . . . , Хп) е -й Г ( 2 , . . . , п) -Ф=Ф- для произвольно выбранного элемен
та XX € Ах такого, что ( ж 1 , . . . , ж„) € 
Вп, выполняется ( ж 1 , . . . ,Жп) Е К. 

Поэтому можно считать, что [Щ состоит из наборов 

( 5 , 0 , Р , 0 , а , ) , 1 < г ^ 5, 5 ^ О, (5 ,1 ,Р ,0 , /Зу) , 1 ^ А:, ^ О и п ^ 3. 

Если { « 1 , . . . , а з } = то аналогичным образом нетрудно по
казать, ч т о разрешимость отношения К эквивалентна разрешимости от 
ношения Л 1̂ ( 3 , . . . , п ) . 

Теперь пусть { а 1 , . . . , « 5 } ф Следовательно, для неко
торых г, 7 

(5,1 ,Р ,0,7) Е [Д* П А1 X . . . X Ап], (5,0, Р, 0,7) ^ [Д* П А1 х . . . х А„]. 

Тогда имеет место эквивалентность 

(ж1 ,Ж2) Е {8,1, Р) (ж1 ,Ж2) Е 1^2 и для произвольно вы
бранных элементов гх, 22, г%,ух,. ,Уп 
таких, что {хх,Х2,2х,г2,гз,уз) Е 1>б, 
(г/ь • • • , У») € 2 *̂ П А1 X . . . X А„ , 
(«1 ,^3 ,УЗ, - - - ,Уп) ^ П А1 X . . . X 
А„ и (21,2:3) Е 5 X Р , выполняется 
(жьа:2,Уз,••• ,Уп) е Д » П А 1 Х . . . х А „ . 

Следовательно, разрешимость отношения Я эквивалентна разрешимости 
блок-отношению. Лемма 4.1 доказана. 

Для завершения доказательства теоремы нам потребуются свойства 
некоторых отношений линейных порядков. Пусть 21 — произвольный ли
нейный порядок. Рассмотрим отношения Р^, определяемые формулами 

Р1{Х) = ЫУ<Х^-8О{У,Х)), 

Рк{х) = Зу{Рк-х{у)&Зо{у,х)ку< ж),к ^ 2. 

Предложение 4 .3 . 1. Если 21 — конструктивный линейный порядок 
с бесконечным числом неодноэлементных блоков и разрешимыми блок-
отношением В и отношением Р^, то Р^ разрешимо, а В неперечислимо в 
подходящей конструктивизаций 21. 

2. Если 21 — конструктивный линейный порядок с бесконечным раз
решимым отношением Р^, к ^ 2, то Р^ неперечислимо в подходящей кон
структивизаций 21. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проводится с использованием условия рекурсивной 
несовместности для указанных отношений по аналогии с доказательством 
предложения 4.2. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 4.3 вытекает из леммы 4.1 и предложе
ния 4.3. Теорема 4.3 доказана. 

Таким образом, у линейного порядка 2 X ̂  нет независимых совокупно
стей алгоритмических массовых проблем. Кроме того, получается доволь
но неожиданное различение размерностей в классе линейных порядков. 

Следствие 4 .3 . Существует линейный порядок 21 такой, что 

А1§ — 41т21 < А — Шт21 = а?. 

Замечательно то , что данный пример в отличие о т всех известных ра
нее (см. [8, 9]) отличается своей естественностью и простотой, не требует 
каких-либо алгоритмических построений. Аналогичным образом можно 
строить другие примеры линейных порядков 21, длины блоков которых 
ограничены в совокупности и алгебраическая размерность 21((21,Б)) ко
нечна. 

Однако, как показывает следующий пример, в классе линейных по
рядков с ограниченными в совокупности длинами блоков есть линейные 
порядки счетной алгебраической размерности. 

Пусть / — ограниченная рекурсивная функция и / ( ж ) ^ 2 для всех ж; 
21 — рекурсивный линейный порядок с бесконечным блоком и рекурсив
ным блок-отношением; 21' — линейный порядок типа 1^{г} + / ( г ) \ е 21}.. 
Определим устойчивый подпорядок 

<В' = {ж I 21' 1= Щу < ж ^5о(ж, у))кЪЗо{х, 2 ) } 

линейного порядка 21'. Таким же образом конструктивизация линейного 
порядка 21', при которой разрешимы 25', блок-отношение и отношение со
седей 25'. Согласно предложению 4.1 А1§ — (11т 21' = ш, причем длины 
блоков 21' ограничены в совокупности. 

Другое применение предложения 4.1 состоит в следующем. С. С. Гон
чаровым построен (см. [2]) конструктивизируемый, но не сильно конструк
тивизируемый линейный порядок 21 типа 

тп 

Блок-отношение этого порядка неразрешимо при любой конструктивиза
ций (см. [11]). Однако существует конструктивизация, при которой ус
тойчивый линейный подпорядок типа 1 -Ь сс>* х т/ -|- 1 имеет разрешимые 
блок-отношение и отношение соседей. Поэтому А ! ^ - (11т 21 = ш. Та
ким же образом разбирается аналогичный пример для рассеянно10 ли
нейного порядка с неразрешимым при любой конструктивизаций блок-
отношением [21]. 

Для рассеянных линейных порядков в языке с блок-отношением опи
сание ширины структур алгебраической сводимости и решение проблем 
спектра и соотношений алгоритмических размерностей дает следующая 

Теорема 4.4. Для конструктивизируемого рассеянного линейного по
рядка (21, В) следующие условия эквивалентны: 

(1) {01, В) не алгебраически устойчив, 
(2 ) алгебраическая размерность (21, В) равна ш, 
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(3) структура, алгебраической сводимости линейного порядка (21, В) име
ет счетную ширину, 

(4) (21, В) бесконечен. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Импликации (3) =>• (2) (1) => (4) очевидны. Для 
доказательства импликации (4) =Ф- (3) применим следствие 4.2. Необхо
димо только заметить, что бесконечный рассеянный линейный порядок 
содержит бесконечный блок. 

Следствие 4.4. Для рассеянных линейных порядков (21, В) алгебра
ическая, программная, равномерная размерности и авторазмерность со
впадают. Спектр этих размерностей состоит из 0,1 и и;, а спектр колмо
горовской размерности состоит из 0,1, ш и 2^. 

Получим характеризацию алгебраически устойчивых линейных по
рядков (21 ,5 ) . 

Теорема 4.5. Для конструктивизируемого линейного порядка (21, В) 
следующие условия эквивалентны: 

(1) (21, В) алгебраически устойчив, 
(2) линейный порядок 21 имеет порядковый тип 

п 
^ ш,- X Г7 -I- Л, + т „ + 1 хг] 
»=1 

для некоторых ш,-, Аг, 6 ш, т„^.1 € ш, к{ 7̂  О, п € 
(3) (21, В) автоустойчив. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Импликации (2) =^ (3) =>• (1) очевидны. Установим 
импликацию (1) (2 ) . В силу следствий 4.2 и 4.1 длины блоков рекурсив
ного линейного порядка 21 ограничены в совокупности и отношение пред
шествования, отношение следования, отношение соседей и блок-отношение 
рекурсивны. Следовательно, рекурсивно отношение Рх, определенное в 
предложении 4.3. 

Предположим, что 21 не имеет указанный в теореме порядковый тип. В 
силу условия рекурсивной несовместности нетрудно показать (аналогично 
как в предложении 4.2), что при подходящей конструктивизаций (21,5) 
отношение Рх неразрешимо. Противоречие с условием алгебраической 
устойчивости (21 ,5) . 

Таким образом, полученная характеризация совпадает с характериза-
цией С. Шварца [22] автоустойчивых линейных порядков (21, В). Поэтому 
справедливо 

Следствие 4 .5 . Для линейного порядка (21,5) алгебраическая, про
граммная, равномерная устойчивости и автоустойчивость эквивалентны. 
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