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Введение 

Пусть Т — конечное частично упорядоченное множество. Для лю
бых а и 6 из Г вероятность Р г ( а < Ъ) определяется как доля линейных 
расширений множества Т, в которых а < Ь. Настояш:ая статья появи
лась после обсуждения с И. Райвелом следующей гипотезы М. Фредма
на [1] (см. также [2]): любое конечное частично упорядоченное множе
ство, не являющееся цепью, содержит несравнимые элементы а и 6 такие, 
что 1/3 ^ Р г ( ^ < ^) ^ 2/3 (частично упорядоченное трехэлементное мно
жество, содержащее цепь длины 2 и независимый элемент, должно быть 
экстремальным примером). Дж. Кан и М. Сакс [3] доказали следующий 
ослабленный вариант гипотезы Фредмана: в любом конечном частично 
упорядоченном множестве Т, не являющемся цепью, имеются элементы а 
и Ь такие, что 3/11 < Р г ( ^ < ^) ^ 8/11. Они также высказали предполо
жение, что для некоторых а и 6 из Г вероятность Рх'(а < Ь) близка к 1/2, 
если Т содержит большую антицепь. 

Я. Комлош'[4] доказал следующее утверждение: если Т является дву
дольным порядком на тг-элементном множестве и тг > ?го(€), то в Г име
ются элементы а и 6 такие, что 1/2 - е < Рт(й <Ь) < 1/2 И- е. 

В настоящей статье мы доказываем, что почти в каждом частично 
упорядоченном п-элементном множестве Т приблизительно для (3/1б)7г^ 
пар элементов а и 6 из Т вероятность Рт(й < Ь) близка к 1/2 и прибли
зительно для (5/1б)п^ пар элементов а и 6 из Т вероятность Рг(с1 < Ь) 
близка к 1 (теорема и следствие). 

§ 1, Формулировка основных результатов 

Прежде чем переходить к точной формулировке результатов введем 
необходимые понятия и обозначения. Обозначим через 7^ множество всех 
частичных порядков на помеченном /г-элементном множестве 5. Любой 
порядок Т ^ Тп единственным способом задается диаграммой, которую 
обозначим через С { Т ) . Диаграмма 0{Т) есть ориентированный граф, вер
шинами которого являются элементы из 5. В С{Т) имеется единственная 
дуга, исходящая из вершины а и заходящая в вершину 6, если и только 
если а покрывает Ъ [а покрывает 6, если а > 6 и а > с ^ 6 влечет с — 6). 
Различные порядки задаются различными диаграммами. 
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Ясно, ЧТО ориентированный граф является диаграммой подходяще
го частичного порядка, если и только если граф не содержит дуг ео, 
6 2 , . . . таких, что конечная вершица для е , является начальной для 

1 ^ г ^ А ; — 1,иео инцидентна инициальной вершине для 61 и конеч
ной вершине для е̂ . (в любом направлении). 

• Вершины а и 6 называются смежными, если имеется дуга, инцидент
ная вершинам а и 6 (т. е. либо а покрывает 6, либо 6 покрывает а). 

Для произвольного множества 5' С 5 через С{8') будем обозначать мно
жество всех вершин а € 8 таких, что о смежна по крайней мере с одной 
вершиной из 5 . 

• Вершина а называется минимальной в 0{Т), если а не покрывает дру
гих вершин, и максимальной в С?(Т), если в С{Т) нет вершины 6 такой, 
что а < Ь. 

Слои в диаграмме 0{Т) определяются так. Первому слою принадлежат 
все минимальные вершины из 0{Т). Далее, если из С{Т) удалить все 
вершины (с инцидентными им дугами), находящиеся в 1-, . . . , (г - 1)-м 
слоях, то множество всех минимальных вершин в полученной диаграмме 
образует г'-й слой в 0{Т). Ясно, что все вершины одного слоя попарно 
несравнимы. Множество вершин г-го слоя диаграммы С(Т) обозначим 
через Х^(Г), г = 1,2, . . . . 

Пусть и-элементное множество 5 произвольным способом разбито на 
три подмножества 52, 5з такие, что = \82\ П2, |5з| = щ = 
п — 741 — «2- Обозначим через Т(п1,П2,пз) множество всех трехслойных 
порядков Г на 5 таких, что Ь1{Т) = 81, Ь2{Т) = 82, ^з^Т) = 5з, а любой 
элемент из Ьг{Т) покрывает только элементы из Ь2{Т). Далее, пусть 

7«,з = и^и^Т(гг1,П2,пз), 
где берется по всем наборам (п1,П2,пз) таким, что 

п/4 — п}^^Ып ^ щ ^ п/4-\- п^^^Ыщ 
п/2 — 1п п ^ «2 ^ п/2 + 1п п, 

а У"̂  берется по всем разбиениям множества 8 на подмножества ^ 1 , 
52, 5з такие, что |51| = \82\ П2, |5з| = П3. 

Д. Клейтман и Б. Ротшилд [5] показали, что при п —»̂  со 

1̂ п| ~ |Г„.з|. (1.2) 
Ниже доказывается следующее утверждение. 

Теорема. Если щ и П2 удовлетворяют (1.1), то при п -+ оо почти 
любое частично упорядоченное множество Т 6 ^{щ, П2, П3) обладает сле
дующими свойствами: 
(1) для любых элементов а и Ь из ^^{Т), 1 ^ г ^ 3, справедливо Рх'(а < 

Ь) - 1/2; 

(п) для любых элементов а € 1^{{Т), г = 1,2, и Ь Е Ь^{Т), ] > г, справед
ливо Рт(а < 6) ~ 1. 

Если щ ж П2 удовлетворяют (1.1), то при п —> оо 

("2 ) + + (7) ^ (3/16)п2, П1П2 + П1ПЗ + П2ПЗ - (5/16)п2. 

Пользуясь этим фактом, а также (1.2) и теоремой, получаем 
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Следствие. Яа помеченном п-элементном множестве почти любой 
порядок Т обладает следующим свойством: число пар элементов а и Ь 
из Т таких, что < 6) ~ 1/2, асимптотически равно {3/16)п^, а число 
пар элементов а иЬ изТ таких, что Рг(а < 6) ~ 1, асимптотически разно 
(5/16)п2. 

§ 2. Вспомогательные утверждения 

Обозначим через «1,712,713) множество таких частичных порядков 
Т из Т(п1,П2,7гз), в каждом из которых содержатся по крайней мере два 
несравнимых элемента а и 6 таких, что а 6 ̂ 1{Т), Ь 6 ^з{Т). 

Лемма 2.1 [6, теорема 4.1]. Если 711 и 712 удовлетворяют (1.1), то 
при 71 0 0 

|Г1(7г1,712, Щ)\ о{\Т{пиП2, тгз.)]). 

Положим 
= [(1/2)71,- - {2п]пп)^^^\. (2.1) 

Обозначим через 72(711,712,713) ьшожество частичных порядков Т € 
Т(п1,712, '^з) таких, что при некотором г (г = 1,2) в Х,(Т) имеется элемент, 
который покрывается не более чем к^^^ элементами из Ь{^1(Т). 

Лемма 2.2. Если 711 и 712 удовлетворяют (1.1), то при 71 оо 

7 (̂711, 712, 7гз)| = о(|Т(711,7г2,пз)|). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Ясно, что 

1 (̂711, 712, Пз)| = (2"1 - 1)»2(2»2 _ 1)»3 ̂  2"1"2+П2Пз ^ 2"2(«-«2), (2.2) 

Обозначим через Т(711,712,ПЗ)Ь^) множество частичных порядков Т из 
Т(7г1,712, пз) таких, что в ЩТ) имеется элемент г?,, который покрывается 
точно к элементами из Х.+цГ) . 

Все частичные порядки из Т(711,7г2,7гз,»,Л;)(и некоторые другие) мо
гут быть получены следующим способом. 

1. В 5,- отбирается вершина г;, а в 5,-|.1 — Аг-элементное подмножество 
8'. Имеется возможностей. 

2. Вершина V соединяется дугами (ориентированными к V) со всеми 
вершинами из 8' (однозначно). 

3. Каждая вершина из соединяется дугами (ориентированными 
к вершинам из 5̂  \ с произвольными вершинами из 8^^^. Имеется 
2(п<-1)п,ч.1 возможностей. 

4. Бели г = 1, то вершины из ^2 произвольно соединяются дугами 
(ориентированными к вершинам из ^2 ) с вершинами из 5з. Имеется 
2«2«з возможностей. 

5. Если г = 2, то вершины из 51 произвольно соединяются дугами 
(ориентированными к вершинам из 51) с вершинами из 52. Имеется 2"1"2 
возможностей. 
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Следовательно, 
^0 

*2 

А:=0 * = 0 

= г г 2 " 2 ( " - » 2 ) - « 2 ^ (»2) = ^ ( 2 " 2 ( " - " 2 ) _ п - 2 ) = (см. (2.2)) 
А;=0 

= о(|Г(п1,П2,7гз)|), 
1-0 *2 1-0 

Х; т ^ Ь ^ 2 , ^ 3 , 2 , А : ) | < гаЗ^"^"^)"^'*""^"^ = 0 ( 1 Г ( П 1 , П 2 , П З ) | ) . 

Лемма 2.2 доказана. 

Обозначим через ^ ( 7 ^ 1 , ^ 2 , 7 1 3 ) множество частичных порядков Т из 
Т(п1,712, тгз) таких, что при некотором г (г = 2,3) в Х,(Т) имеется эле
мент, который покрывает не более чем к^_^ элементов из ^^^^{Т), где 

определено в (2.1). 

Лемма 2.3. Если щ и П2 удовлетворяют (1.1) , то яри п оо 
Т з (п1 , 712,713)1 = о ( | Г ( 7 г 1 , 7 г 2 , п з ) | ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО леммы 2.3 аналогично доказательству леммы 2.2 и 
поэтому опускается. 

Положим 
^0 = [ЗЬ^тг], т^ = щ - ^о, г = 1,2,3. (2.3) 

Обозначим через ^ 4 ( 7 1 1 , 7 1 2 , 7 1 3 ) множество частичных порядков Т из 
Т(п1,712, ?гз) таких, что при некоторых г и ^, г = 1,2, а ^ > ^о, в -^1(Г) 
имеется ^-элементное подмножество, которое покрывается не более чем 
7?г,-4.1 элементами из 

Лемма 2.4. Если щ и П2 удовлетворяют (1.1), то при п оо 

^ 4 ( ^ 1 , « 2 , " з ) | = о{\{Т{п1,П2,Пз)\). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через Т(711,712,7*3, г,^, А:) множество по
рядков Т Е Т(7*1,7*2, ггз) таких, что ^^{Т) содержит ^'-элементное подмно
жество 5 ' , удовлетворяющее условию \С{3')П^^^^{Т)\ к. Все частичные 
порядки из Т(711,712, ^ 3 ? ^7? ^) (и некоторые другие) могут быть получены 
следующим способом. 

1. Отбираются ^-элементное подмножество 3' в 5, и Аг-элементное 
подмножество 5"" в 5 , + 1 . Имеется ("') ^ С*к^) возможностей. 

2. Каждая вершина из 3' соединяется дугами (ориентированными к 
вершинам из 3') с произвольными вершинами из 3". Имеется 2^* возмож
ностей. 

3. Каждая вершина из 5, \ соединяется дугами (ориентированными 
к вершинам из 5, \' ) с произвольными вершинами из 5,4.1. Имеется 
2 ( " » - ^ ) « « + 1 возможностей. 
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4. Если г — 1, то каждая вершина из 5*2 соединяется дугами (ори
ентированными к вершинам из 52) с произвольными вершинами из 5з. 
Имеется 2 "2"з возможностей. 

5. Если г = 2, то каждая вершина из 51 соединяется дугами (ори
ентированными к вершинам из 51) с произвольными вершинами из 52-
Имеется 2 " 1 "2 возможностей. 

Следовательно, при г = 1,2 
|Г(7г1 ,П2 ,пз,г ,^,А;)| < ( "^2 )^>2 "2(" - "2 ) -Яп.-ы- / : ) , 

Отсюда следует, что 
^ ( П Ь « 2 , П З ) 

< 2 " 2 ( п - п 2 ) | ^ ^ («2 )^>2 - -^ ( "2 -^) -1- X X ("^з)^>2--^^«з-^)I 

= о ( 2 " 2 ( « - " 2 ) ^ - 1 о е п ) ^ ^2 .2)) = о (|Г (п1 , 7г2 ,пз)|) . 

Лемма 2.4 доказана. 
Обозначим через ^ ( 7 г 1 , г г 2 , п з ) множество частичных порядков Т из 

Т{п\,П2-,п%) таких, что для некоторых г и ^, г = 1,2, а ^ ^ ^0? в ^Д-'̂  ) 
имеется ^-элементное подмножество, которое покрывает не более чем т , _ 1 
элементов из Х , _ 1 ( Г ) , где определено в (2.3). 

Лемма 2.5. Если п\ П2 удовлетворяют (1.1), то при п —> ос 
^ 5 ( « Ь « 2 , « з ) | = о ( | ^ ( ^ Ь ^ 2 , « з ) | ) -

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО леммы 2.5 аналогично доказательству леммы 2.4 и 
поэтому опускается. 

Пусть Т{{п1,П2,пз) = 7^(7*1 ,7*2 ,пз) 'Тг{п1,П2,пз). Тогда, поль
зуясь леммами 2.1-2.5, получаем 

Утверждение 2.1. Если щ и П2 удовлетворяют (1.1), то при п оо 
Г1*(7г1, 712,713)1 ~ |Т(711,712,7*3) 

И любой частичный порядок Т Е 7^*(п1 ,7*2 , ^ з ) обладает следующим свой
ством: 

о если Е произвольное линейное расширение порядка Т, то а < Ъ для 
любых а Е Ь\{Е) я 6 Е Ьз{Е). 
Пусть Т*{п\ 7*2, тгз) обозначает множество порядков Т из Т ( 7 г 1 , 7*2,7*3) 

таких, что 
а) каждый элемент а Е Ь\{Т) сравним с каждым элементом 6 Е Ьз{Т)\ 
б) каждый элемент из ХДТ) покрывается более чем /г̂ ',!.! - 2 элементами 

из Хг.|.1(Г), где г = 1,2 и Аг̂  определено в (2.1); 
в) при г = 2,3 каждый элемент из Ь,(Т) покрывает более чем эле

ментов из Хг_1 (Г) ; 
г) при ^ ^ 70 каждое ^-элементное подмножество из Ь{{Т) покрывается 

более чем т^^^^ - 2 элементами из ^^^^\{Т), где г = 1,2 и ттг,- определено 
в (2.3); 

д) при г = 1,2 и '̂ ^ 70 каждое ^-элементное подмножество из ^|(Т) 
покрывает более чем 77г1_1 — 2 элементов из Х , _1 ( Т ) . 

Поскольку Т|*(7г1,7*2, тгз) С Т*(7*1, 7*2,7*3), используя утверждение 2.1, по
лучаем 
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Утверждение 2.2. Если щ и П2 удовлетворяют (1.1), то при п со 

Т*{П1,П2,Щ)\ \Т{П1,П2,П^) . 

Положим шо = [121о§'^ п\ обозначим через ^1(Г) множество линей
ных расширений порядка Т € Т ( п 1 , 7 * 2 , п з ) таких, что в каждом расши
рении содержится по крайней мере один элемент из Ь2{Т), который пред
шествует го ^ гуо элементам из Ь1{Т). 

Лемма 2.6. Если пх и П2 удовлетворяют {1.1) и п оо, то для лю
бого Т 6 Т * ( П 1 , П2, Пз) 

|^1(Г)| = 0 ( 7 1 1 ! пг! г г з ! ) -

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 2̂ = {1;1,1;2?--- ? % 2 } — такой частич
ный порядок из Т* (7г1 ,7 * 2 , 7*з ) , в котором элемент V , покрывает к{ эле
ментов из 1-1 (Т) . Обозначим через Е{Т,г,к^,8) множество линейных рас
ширений Е порядка Т таких, что в Е имеется точно 5 элементов из 
Х1(Т'), которые меньше элемента Ь(. Поскольку в Е все элементы из 
С(V^) П Ь1(Т) должны предшествовать элементу V^, все линейные расши
рения из Е{Т,1,к^,з) могут быть получены следуюш:им способом. 

1. Фиксируется полный порядок Е1 на З1 такой, что любой элемент 
из С{у{) П 51 содержится среди первых 5 элементов из Е1, Число возмож
ностей не превосходит величины 

{^к^\^пг-к^)\ з\{щ-к^)\/{з-к^)\ 

^ (7*1 - ' Ш о ) ! ( 7 г 1 - к^)\/{п^- юо- к^)\ 7111(711 - к^)^/(п1'°{п1 - то - к^У^ 

< п^^{п^-к^)'"Уп'^'^ = П1\{1-к^щ)'"^. 

Множество последних элементов в имеющемся порядке обозначим че
рез 5 ^ 

2. Задается общий порядок Е2 на 52. Имеется 712! возможностей. 
3. Линейно упорядоченные множества Ех и Е2 перемешиваются так, 

чтобы множество Ь1{Т) и Ь2{Т) оказалось линейно упорядоченным. Оце
ним сверху число таких перемешиваний. Ясно, что элементы из ^1(Г)\5^ 
можно перемешивать только с элементами из 12{Т) \ Поскольку 
С(5^)| ^ 7*2 - 70 согласно определению .7^*(п1,7*2, т г з ) , число перемеши

ваний элементов из Ь1{Т) \^ с элементами из Ь2{Т) не превосходит ве
личины ^ ^ ^ 0 < п^^Ца\. Далее, число перемешиваний элементов из 
8^ с элементами из Ь2{Т) не превосходит величины ("̂ ^̂ •̂ °) < п^^. Следо
вательно, общее число перемешиваний множеств Е\ Е2 не превосходит 
7г2^°/^о! . 

4. Задается общий порядок на 5з. Имеется 7*3! возможностей. 
5. Линейно упорядоченные множества Ь2{Т) и Хз(Т) перемешиваются 

так, чтобы множество Ь1{Т)\ЗЬ2{Т)1)Ь'^{Т) оказалось линейно упорядочен
ным (из определений множеств Т1 (711,7*2,713) и Т{п\,П2,щ) следует, что 
множества Ь\ Ь:^ ш надо перемешивать). Как и в случае (2.1), убежда
емся в том, что число перемешиваний линейно упорядоченных множеств 
12{Т) и 1з (Т) меньше тг^^о. 
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Следовательно, 

\Е{Т,г,к,,з)\ /г1!п2 !пз!п^- ' ° (1 - к,/щ)'"%^о^)-\) 

Далее, используя определения множеств А (Г) и Е{Т,1,к{,8), имеем 

П2 П1—Шо 

1=1 8=к^ 

(2.5) 

Из (2.4) и (2.5) получаем 
П2 пх-то 

| А ( Т ) | < г г 1 ! п 2 ! г г з ! п 4 ^ о ( 7 о ! ) ~ ^ Х ^2 ( 1 - ^ г - М Г ° -

Поскольку Г 6 'Т*{п1,П2,щ), имеем А:,- ̂  А;-̂  - 2. Поэтому 

|А(Г)| < щ\п21пз\п^'^ио\)-\1 - (к^ - 2 ) /п1 ) « ' о 

- П1!7г2 ! 7гз ! 7г^ ' 'о+2 ( ; о ! )~^2 -^о = ©(пь'пг!пз!). 

Лемма 2.6 доказана. 

Аналогичным способом доказываются приведенные ниже леммы 2.7-
2.9. Обозначим через Е2{Т) множество линейных расширений порядка 
Т е Т { п 1 , П 2 , щ ) таких, что в каждом из них содержится по крайней мере 
один элемент из ̂ ^1(Т), который следует за ^ г̂ о элементами из Х2(Г). 

Лемма 2.7. Есля щ и П2 удовлетворяют (1.1) и п оо, то для лю
бого Т е Т * ( п 1 , П 2 , П з ) 

\82{Т)\ о{щ\п2\щ\). 

Обозначим через ^з(Т) множество таких линейных расширений по
рядка Т Е ' ^ ( п 1 , 7 * 2 , П з ) , в каждом из которых имеется по крайней ме
ре один элемент из Хз(Г) , который предшествует т то элементам из 
ып 

Лемма 2.8. Есля 7*1 я П2 удовлетворяют (1.1) и п оо, то для лю
бого Т е Т * ( г ц , П 2 , П з ) 

|^з(Г)| = о ( 7 г 1 ! п 2 ! г г з ! ) . 

Обозначим через €^{Т) множество линейных расширений порядка Т Е 
^ ( г г ! , 7*2, тгз) таких, что в каждом из них имеется по крайней мере один 
элемент из 13(^)5 который следует за 11; ^ гио элементами из Ь:^{Т). 

Лемма 2.9. Если щ и 7*2 удовлетворяют {1.1) и п оо, то для лю
бого Т 6 Т* (7*1 ,7*2 ,7* 3 ) 

|^4(Г)| = 0 ( п 1 ! 7 * 2 ! 7 * з ! ) . 

Обозначим через Е{Т) множество всех линейных расширений порядка 
Т. Пусть для любого порядка Т 6 Т(7*1,7*2, г*з) 

Е\т) = е{т)\[^е,{т). 
1=1 

(2.6) 
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Ясно, ЧТО величина П11п21пц\а числу всех линейных расширений про
извольного порядка Г е Т{п1,П2, п^) таких, что в каждом из них все эле
менты из Ь\{Т) меньше любого элемента из Ь2{Т) и все элементы из Ь2{Т) 
меньше любого элемента из Ьз{Т). Поэтому для любого Т € '7'(п1, П2, пз) 

\е{Т)\^щ1п2\пг1 (2.7) 

Используя (2.6), (2.7) и леммы 2.6-2.9, получаем следующее утверждение. 

Лемма 2.10. Если щ и П2 удовлетворяют (1.1) я гг оо, то для 
любого Т Е Т* ( п 1 , П2, Пз) 

е*{т)\ \е{т) 

§ 3. Доказательство теоремы 

Пусть Т Е 7^*(п1,7*2, пз) и а, 6 — произвольные элементы из Ь1{Т). 
Обозначим через Т' частичный порядок на 5\, Ь], который индуцирует
ся порядком Г. Ясно, что Г' е Т*{п1 — 2,П2,пз). Поэтому согласно лемме 
2.10 имеем \Е*{Т')\ |^(Г')|. Зафиксируем произвольное Е Е \Е*{Т')\
обозначим через Ях и Я2 начальные отрезки в Е длины П1—'шо-2 и т-^гюо 
соответственно. Из определения 8{Т') следует, что в Ях нет элементов из 
Ь2{Т') и Ьз(Т'), а вне отрезка Я2 нет элементов из Х 1 (Т ' ) . Рассмотрим 
упорядочивания элементов а и Ь в Е такие, что результирующий порядок 
являе'1'ся линейным и принадлежит множеству Е*{Т) (такие упорядочива
ния а и 6 назовем допустимыми). Ясно, что а и 6 следует упорядочивать 
только с элементами отрезка Я2- Число способов таких упорядочиваний 
не меньше величины 

2 Г Г ° ) ~ « ! . (3-1) 
и все получаемые упорядочения являются допустимыми. Далее, имеется 
менее 

48п11о§2 п = о(п?) (3.2) 
упорядочиваний а и 6 с элементами из Я2 таких, что по крайней мере один 
из элементов а, Ь больше всех элемеч[тов и з Д ^ Из(3.1)и(3.2) следует, что 
почти все упорядочивания элементов о и 6 с элементами из Я2 являются 
такими, что о и 6 упорядочены с элементами из Я\. 

Ясно, что множество таких упорядочений разбивается на два равно-
мощных подмножества таких, что а < 6 в любом упорядочении одного 
подмножества и а > 6 в любом упорядочении другого подмножества. 

Теперь рассмотрим слой 82- Пусть Т — произвольный порядок из 
Т2*(п1, П2, Пз) и а, 6 — произвольные элементы из Ь2{Т). Обозначим через 
Т' порядок на множестве 5\{а,6} , который индуцируется порядком Т. Яс
но, что Г' е Т * ( п 1 , П2, Пз). Используя лемму 2.10, имеем \Е*{Т')\ \€{Т') . 
Зафиксируем произвольный линейный порядок Е из Е*{Т'). Обозначим 
через Ях отрезок из Е, начинающийся с {пх -\- юо - 1)-го элемента и окан
чивающийся (п — Пз - гио)'М элементом. Через Я2 обозначим отрезок из 
Е, начинающийся с {пх — [121о§^п] - 2)-го элемента и оканчивающийся 
(п - Пз -Ь [121о§^ п])-м элементом. Из определения Е*{Т') следует, что в 
^1 нет элементов из Ьх{Т') и 1/з(Т'), а вне отрезка Я2 нет элементов из 
Ь2{Т'). 
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Рассмотрим такие упорядочивания элементов а, 6 с элементами из Е, 
что результирующий порядок является линейным и принадлежит множе
ству Е*{Т). Ясно, что а, Ь следует упорядочивать только с элементами из 
Е2- в свою очередь, число упорядочиваний элементов а и 6 с элементами 
из ^1 не меньше 2("2~2"^°~^) ~ и все полученные упорядочения явля
ются допустимыми. Число остальных упорядочиваний элементов а и Ь с 
элементами из К2 равно 0(712). Следовательно, почти всегда элементы а 
и Ь упорядочиваются с элементами из К\. Множество таких упорядоче
ний разбивается на два равномощных подмножества таких, что а < 6 в 
любом порядке из одного подмножества и а > 6 в любом порядке из дру
гого подмножества. Тем самым справедливость утверждения (1) теоремы 
в случае г = 2 установлена. Доказательство утверждения (1) теоремы в 
случае г = 3 аналогично. 

Рассмотрим случай, когда Т 6 Т^{п\,П2,пз), а 6 11{Т) и 6 е Ь2{Т). 
Обозначим через Т' порядок на множестве 5 \ который получается из 
Г. Ясно, что Г' 6 Т*(п1 - 1 ,712 ,713) . Поэтому \Е*{Т')\ \€{Т')\. Зафикси
руем произвольный линейный порядок Е из Е*{Т') и обозначим через Д1, 
Л 2 начальные отрезки порядка Е длины 7 г 1 - г У о — 1 и 7 г 1 + г о о соответ
ственно. Из определения Е*{Т') следует, что в К1 нет элементов из Ь2{Т') 
и Ьз{Т'), а вне отрезка К2 нет элементов из Х1(Т') . 

Рассмотрим такие упорядочивания элемента а с элементами из Е, что 
результируюшле порядки являются линейными и принадлежат множеству 
Е*(Т). Ясно, что а следует упорядочивать только с элементами из Д2 • В 
этом случае любой порядок является допустимым, а число упорядочиваний 
равно + 1 ~ 711. Далее, число остальных упорядочиваний элемента а 
с элементами из Я2 равно о{п), и все получаемые упорядочения являются 
допустимыми. Следовательно, почти всегда элемент а упорядочивается с 
элементами из Кх. В любом таком порядке а < Ь. Тем самым справедли
вость утверждения (11) теоремы при г = 1,7 = 2 установлена. 

Доказательство утверждения (11) теоремы при г = 2, 7 = 3 аналогич
но. Наконец, справедливость утверждения (И) теоремы при г = 1, 7 = 3 
следует из утверждения 2.2. Теорема полностью доказана. 

Л И Т Е Р А Т У Р А 

1. Е>е(1тап М . Ь. НОУУ §ОО(1 1 8 1,Ье 1п{огта(1оп 1,Ьеогу Ьоипс! 1п 8ог11п§? / / ТКеоге*. 
Сотри*. 8а. 1976. V . 13, N 4. Р. 355-361. 

2. Ыша1 N . ТЬе 1пГогта1;1оп 1;Ьеоге11с Ьоипс! 1 8 §оос1 Гог тег§1п§ / / 81АМ Л. С о т р и ! . 
1984. V . 13, N 4. Р. 795-801. 

3. К а Ь п Л., 8ак8 М . Ва1апс1пё розе* ех1;еп8юп8 / / Огаег. 1984. V . 1, N 2. Р. 113-
126. 

4. К о т 1 б 8 3. А з^гапее р1§еоп-Ьо1е рппарк / / Огйег. 1990. V . 7, N 2. Р. 107-113. 
5. К1е11 ;тап О . Л., К,о1Ь8сЫ1с1 В . Ь. АзушркоИс епишегайоп оГ рагИа! ог(1ег8 оп 

а йш1е зе1 / / Тгапз. Ашег. МаИг. 8ос. 1975. V . 205. Р. 205-220. 
6. Ег(1о8 Р., К1ег81еа<1 Н . А . , ТгоНег Т . ТЬе с11теп81оп оГ гапёот огс1еге(1 

зе18 / / Капйош 81гис1иге8 ап^ А1§ог11Ьт8. 1991. V . 2, N 3. Р. 251-275. 


