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НЕКОТОРЫЕ ПРИМЕНЕНИЯ 
ИНТЕГРАЛЬНЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ 

ПРИ ИССЛЕДОВАНИИ ГРАНИЧНЫХ СВОЙСТВ 
ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ*) 

М . Ю . В а с и л ь ч и к 

Описание граничных значений дифференцируемых в различных смыслах 
функций является традиционной задачей теории функциональных пространств. 
Исследования этого вопроса, начатые с характеризации следов функций на ли
нейных подпространствах и достаточно гладких многообразиях, доведены к на
стоящему времени до описания следов на довольно общих подмножествах евкли
дова пространства Ж"' (см., например, [1 -4 ] , где приведена подробная библио
графия). Полученные в этой области результаты находят применение в тео
рии краевых задач для дифференциальных уравнений в частных производных. 
Они позволили, в частности, установить в некоторых случаях в окончательной 
форме условия разрешимости различных краевых задач для линейных диффе
ренциальных уравнений в частных производных в соответствующих функцио
нальных пространствах (см., например, [5-9] и приведенную там литературу) . 

Ставптая уже классической постановка задачрт о следах функций может 
б ы т ь сформулирована в следующем виде. Пусть С — некоторая область в 
с достаточно гладкой границей дС, N — единичная внутренняя нормаль, опре
деленная на до. Требуется описать необходимые и достаточные условия для 
того , чтобы определенные на дС функции / о , Л , • • •, были следами соответ
ствующих производных по нормали некоторой функции Р Е И^р(С), т . е. чтобы 
выполнялись равенства 

= А: = 0 , 1 , . . . , / - 1. 
дС 

Э т а задача рассматривалась и для других функциональных пространств, 
например для пространств Бесова и Никольского. В данной статье мы рассма
триваем только пространства Соболева. 

При / — 1 описание следов функций из ^/^{С) дано Гальярдо [10] для обла
сти О с липшицевой границей. Для / > 1 и для области с липшицевой границей 
следы функций охарактеризованы О. В. Бесовым [11]. Несколько более общая 
ситуация рассмотрена в [12, 13]. В работах [12, 13] описание следов дано с по
мощью пространств , обобщающих пространства Бесова на границе области. 
Элементами этих пространств являются не функции, а наборы функций. Так, 
если Е Е И^р(С), то элементом такого обобщения пространства Бесова на дС 
будет набор функций {О"'Р\да}, |а| ^ / — 1. 

Представляет интерес задача описания граничных свойств функций, опре
деленных в области с кусочно-гладкой границей. В этом случае на гладких 

Работа вьшо1шена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис
следований (код проекта 94 -01 -00378) . 

(с) 1996 Васильчик М . Ю . 



Некоторые применения интегральных представлений 59 

участках границы определены производные по нормали и, следовательно, пра
вомерно рассматривать задачу о следах в постановке, близкой к классической. 
При этом оказывается, что при наличии на границе нерегулярных точек описа
ние граничного поведения функций существенно зависит о т геометрии области. 
Так, например, если на границе области есть только одна нерегулярная точка — 
вершина пика, т о пространства следов функций класса У/^ будут различными 
для пика, направленного внутрь области, и для пика, направленного наружу. 

В данной статье мы рассматриваем задачу о следах функций из простран
ства Соболева, определенных в области, граница которой состоит из конеч
ного числа гладких (п — 1)-мерных поверхностей. Для таких областей при 
дополнительном условии липшицевости границы (отсутствие нулевых углов) 
задача о следах рассматривалась в [14-16] (см. также [8] и приведенную там 
литературу) . В ряде работ исследованы некоторые случаи областей с кусочно-
гладкой нелипшицевой границей. В [17] описано пространство следов для функ
ций из , определенных в плоской области с вершинами внешних пиков на гра
нице. В [18-20] получены обратимые характеристики следов функций из для 
плоских областей с вершинами внешних и внутренних пиков на границе. Раз
личные случаи областей, имеющих на границе пики или гребни, рассмотрены 
в [21-24] . 

Материал в статье организован следующим образом. В § 1 приводятся неко
торые определения, обозначения, вспомогательные сведения и формулируются 
основные результаты. В §2 доказывается теорема для пространства ]Ур . В §3 
приводится интегральное представление функций для области с гребнем и рас
сматриваются некоторые следствия такого представления. В §4, 5 рассматри
вается результат для пространств И'^, в § 4 — для области с внешним гребнем, 
в § 5 — для области с внутренним гребнем. 

§ 1. Предварительные сведения. 
Формулировка основных результатов 

Через Ж'" , т ^ 1, далее везде обозначается т -мерное арифметическое ев
клидово пространство . Если г = {х-[, .. ., Хп) € М.", т о , как обычно, полагаем 

1/2 
а;| = [х1 + • • • + х^) . Для того чтобы выделить группу координат среди ко

ординат точки X = (ж1, . . . , Хп), мы будем использовать штрихи. Через х' будет 
обозначаться (п—1)-мерная точка, через х" — (п -2 ) -мерная , через х'" — ( "—3) -
мерная. Таким образом, например, запись ( ^ 1 , х", Хп) означает точку из Ж"', где 
х" = {х2.,. •. ,Хп-1)- Аналогичного соглашения будем придерживаться и для 
мультииндексов. Если а = ( а т , . . . , Л п ) — мультииндекс длины п, т о а' обо
значает мультииндекс длины п — I , а" — длины п — 2 и а'" — мультииндекс 
длины п — 3. Полагаем |о;| = ах -Ь • • • + 

Через обозначаем куб в Ж"^, (̂ "̂  = { у = ( у ь • • •, 2/т) 6 Ж"* : О < у^ < 
1, 1 , 2 , . . . , т } . 

Если Е — некоторая область в Ж.", т о норму функции Е Е Ьр{Е) будем 
обозначать ||̂ |̂|р,̂ ;. Норму функции из пространства Соболева Ш^{Ё) будем 
обозначать через Ц̂ '̂ Ц̂ р̂̂ Е- Таким образом, 

\\П1Р,Е = 1] \\0''Пр,Е. 

Здесь через 1 ) " обозначена производная а,̂ ' ' с„ . Э т у же производную будем 
ах^ ...<7х„ 

иногда записывать О"^ . .. О^'^ . 
Пусть С — некоторая область в Ж" с границей дС. {п — 1)-мерную поверх

ностную меру на дС обозначаем через (1Т,(х) или просто (1Т.. 
Пусть на дС почти всюду в смысле (п — 1)-мерной поверхностной меры 

определен единичный вектор внутренней нормали N. Положим для х е дС 
р(х) = 8 и р { г :т>0,х + тМ{х) Е С}. 
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Для а?, у Е дС полагаем т(х,у) - тт{р{х), р(у)}. 
Пусть X — характеристическая функция отрезка [0 ,1 ] . Положим для Л > О, 

X, у е дС 
х - у \ 

\Xт{x,г^)^ 

При Л — 1 пишем просто а(х,у). 
Через ё(х, у) далее будем обозначать внутреннее относительно области С 

расстояние между точками х, у Е дС, т . е. точную нижнюю грань длин спря
мляемых кривых, лежащих в С и соединяющих х с у . 

Определим область, для которой в работе устанавливаются основные ре
зультаты. 

Пусть (^1 и функции И З С'"'"^([0, 1]), где / — некоторое натуральное 
число, удовлетворяющие следующим условиям; 

Ига ^^(г) = 0, 1^ 1,2; 
Т - . + 0 

^1[т)<^2{т), г Е ( 0 , 1 ) ; 
у ? К г ) и 1 / 2 , г = 1 , 2 ; т а х 

тб[0,1 
у ? 2 ( 7 - ) > 0 при г Е ( 0 , 1 ) ; 

функции (/7 = ^52 — ̂ 1) = "Т" возрастают На (0 ,1 ) . 
ат 

(1.1) 

(1.2) 

(1.3) 

(1.4) 

(1.5) 

Положим 

0= {х^ {хи...,Хп) е 1 " : ̂ 1{х2) < XI < (Р2{Х2), х' = ( Х 2 , •. -, ж„) Е д " " ' } , 

^ = {х= (жь Е Ж" : - к Ж1 < 1, - к ^ 2 < 1, х" 

= ( а : з , . . . , ^ п ) € ^ " - 2 ) . 

Пусть С — ограниченная область в Ж" с границей дС. Считаем, что дС 
можно покрыть конечным числом окрестностей {^^}^-^ так, что каждое пере
сечение П с можно С'-диффеоморфно отобразить либо на область I ) , либо на 
область V — ̂  \ либо на полушар В"*" = {х — ( х 1 , . . . , ж„) : |ж| < 1, ж„ > 0 } , 
причем в последнем случае части границы дСП11^ соответствует (п— 1)-мерпый 
шар {у - (у1, . . . , уп) : \у\ 1, Уп = 0 } . 

Далее везде обозначение а ~ /3 для положительных величин о- и /9 использу
ется в тех случаях, когда отношение а/Р отделено от пуля и ограничено сверху 
постоянными, зависящими только о т /, р и области. 

Норма в линейном пространстве Т1Ур{С) следов на дС функций из И^р (̂С) 
определяется следующим образом: 

\/\\т\у^(а) = ш^{||-Р||1,р,с : ^ Ь с = / } • 

Сформулируем результат для Шр{С), где С — введенная выше область. 

Теорема 1. Справедливо соотношение 

1 /р 

п\т^V^^о)'-[^ \Пх)\Рр{х) Щх) 

да 

+ т - / ( у ) 

дС дО 
<1-+Р-Цх,у) 

-аз{х,у) Щх)(И:{у) 
1/р 

(1.6) 
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Опишем границу областей О я V = ^ \ Границу области О составляют 
поверхности 

{х = (х1,..., Хп) : Хг = ^ . - ( х з ) , х' = {х2,..., ж„) 6 д " " ^ } , 

Г; = {ж = (ж1, . ..,Хп) : 

Ы^2) <хг< V?2(а^2), = О, О < ж; < 1, г = 2 , . . . , п, г' ^ ^ ] , (1.7) 

г ] = {ж = ( ж 1 , . . . , ж „ ) : 

9?1(ж2) < Ж1 < 1р2{х2), ж̂  = 1, о < Жг < 1, г = 2 , . . . , п , г 7̂  Л , 

Г = {ж = (жг, . . . , Ж п , ) ; 

Ж2 = 1, Ы^) < ^1 < ^2 (1 ) , а;" е д " - ' } , г = 1, 2, ^ = 3 , . . . , п. 

Границу 1^ составляют гиперповерхности (1.7), а также 

г;. = {х:= (Ж1 , . . . ,жп) : XI е ( -1 ,1)\[<^1(Ж2) , ^2(2:2)], 

- 1 < Ж2 < 1, ж̂- — О, О < Жг < 1, Г - 3 , . . . , п, Г 7̂  Л , 

Г'̂ -̂ = {ж = (Ж1, . . . , Ж „ ) : Ж1 € ( - 1 , 1) \, <Р2(Ж2)], 

- 1 < Ж2 < 1, жу = 1, о < Жг < 1, г = 3 , . . . , п, г ^ л , (1.8) 

Г' = {ж = ( Ж 1 , . . . , ж „ ) : Ж2 = 1, <Р1{1) < хг < (^2(1), 

О < Жг < 1, г = 3 , . . . , Л , = 3 , . . . , п . 

Определим на Г»-, г = 1 ,2 , весовые пространства //р_^(Г,), И^^р(Г,), 
Р ̂ ^{Т^), где 1 < р < оо , р(ж) и ах{х,у) определены выше, ( — некоторая 

положительная измеримая функция на Г{, т — натуральное число, /1 > О — 
нецелое число, причем [р] = т — ] . Функция / принадлежит 1-р,^(Г,), если для 
нее конечна норма 

1/р 
11/11р,<,г. = { / 1 / ( ^ ) 1 4 ( 2 ^ ) < ^ Э Д 

Функция / принадлежит 14^р'"р(Г^), если д^(x2, • • •, Хп) = 5,(2;') = /(^?г(ж2), 
ж') на = {ж' - (ж2,. . ., Ж п ) : О < ж̂ - < 1, ; = 1 , . . . , тг} имеет обобщенные 
производные до порядка т включительно, суммируемые по в степени р 
с весом р{х), т . е, если конечна норма 

Функция / принадлежит В^_р_^^Г,-), если 5,(ж') = /(^^^(жг), ж') е 
УV^р{^^~^) и конечна норма 

/11в^р,<,^(Г.) ||/!1т,р,р,Г< 

\а'\=ТП д„_1 д„_1 
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При р(х) = 1, <т{х,у) = 1 пишем просто ^^,(Т^), В^^Т^). 
Пусть / — некоторое натуральное число. Если ( о , Сх, • • • 1 0 - 1 — некото

рая система функций с общей областью определения, т о будем обозначать ее 
символом С- Таким образом, С = { С о , С ь • • •, О - 1 } = { 0 } 5 ^ о -

Пусть даны функции 5, с, ф е С ' ( [0 ,1 ] ) , причем в — сф' ^ хго > О на (О, 1), где 
>1Го > О — некоторое фиксированное число. Пусть на [0,1] задана также система 
функций С = { С о , С ь 0 - 1 ) 1 О € С'~. ' ( [0,1]) . Определим на (0 ,1) функции 
Ьг(т) = Ьг{т,(), г — 0 , 1 , . . . , / — 1, с помощью рекуррентного соотношения (см. 
лемму 1 из [19]) 1-0 = Со и при 1 ^ г ^ / - 1 

1 
{в - сф'У 

где 
г~*;-1 

г = 1 

Функции Ьг{т) = Ьг{'^, С) — ^^{''', Со, ••• Хг) линейно выражаючхя через функции 

^'Л^)=^:.^:ь,.,А^)^с^^^^^ (з - сф'У 

где функции у имеют ограниченные на [0,1] производные до порядка / — г 
включительно. 

Далее функции Ьг будут использоваться в ситуациях, когда ф = или 
ф = (р2 и при ф — ̂ р^{x2) 

8^81{Х2)^-Ч>\Ы{\^У,{Х2)\
2-. - 1 / 2 

С = С , - ( Ж 2 ) = ( 1 + [ < ^ : ( Г 2 ) ] " ) 
2ч - 1 / 2 

(1.10) 

В роли переменной г выступает жг, С> = С ( о Л ^ 2 , а^")) ^" ^ 0^~'^, переменные 
г.ч, . .., Хгу, при определении Ьг являются параметрами. В этих случаях функции 
7̂ г имеют вид 

^(^)г(а^',С(0) = Ь(0г(ж2 ,а:",С(>-)) 

(1.11) 

Пусть ^ = — 0' — (т, /Зз,.. ., рп) — мультииндекс. Полагаем 

Шг,0'{х') = Шг,0>{х',С(1)Х(2)) = 0^'Ц2)г{х'Х(2)) 

^-^-\0"\-1 

г=0 
,^ж-

^ ( ^ 2 ) ^ - ^ (1 .12) 

При |/?'| = ш -Н - О пишем просто Шг{х'). 
•л к 

Через г = 1 , 2 , . . . , п. А; ~ О , . . . , / — 1, будем обозначать операторы 
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где с,; и 8{ определены в (1.10) и 

5 ^ ' 
; = 3, . . . , п , 0 ^ ^ < / - 1 . 

Если функция / , „ определена на дО (или на дУ), т о ограничение на Г̂ -
обозначаем / ( ; ) т - Таким образом, 

/ 0 ) т = / т | г ^ , ^ = 1 , 2 , . . . , п , 0 ^ т ^ / - 1 . 
Введем в рассмотрение функции (д' — {т,^") — ( т , /?з, . . . , / ? „ ) 

индекс): 

^(1.2) _ (1,2) _ к + \0'\-1т1 

при г = 1, 2, = 3 , . . ., п; 

при г, ^ = 3, . . . , п , г 7̂  ^; 

+ X I - ^ ^ ( X 2 ) 

э7^ / (У)т - -О^ Ш^^I^^)к 

Х( + Х у 

мульти-

(1.13) 

(1.14) 

(1.15) 

1к,0' — 1к,т,13" — X . 

Е к,т,13' 

(1.16) 

(1.17) 
Положим 

где 1 ) ( 1 , 2 ) = д " " \я = О при (^,;) ^ ( 1 ,2 ) , ^ < С = V при ^ = 1, ; = 2 
и С = 1 в остальных случаях. 

е{дУ)= ^2 
к + \13'\ 1-1 

Т.18) 

В (1.17) и (1.18) д ^ - ^ = { х ' = ( х 2 , . . . , х^) : О < х_,- < 1 ) . 
Перед тем как сформулировать результаты для , сделаем некоторые за

мечания. 
Используя разбиение единицы, изучение граничного поведения функций из 

\'Ур{С) можно свести к областям, С'-диффеоморфным В, У или В'^. Послед
ний случай мы рассматривать не будем, поскольку он хорошо известен (см., 
например, [2]) . В первых двух случаях наше рассмотрение ограничивается мо
дельными областями В и У. Описание результатов в обшем виде было бы 
труднообозримым. 

Палее, ввиду возможности использовать разбиение единицы, мы можем счи
т а т ь , что все функции, рассматриваемые в В или на границе В, зануляются 
при х^ ^ ао > О, ^ = 2 , . . . , п, где оо с (О, 1) — некоторое фиксированное число. 
При рассмотрении области У будем считать , ч т о все функции, рассматривае
мые в У или на границе У, обращаются в нуль при |х1| > Со, где со € (0 ,1) 
и Со > т а х { ( ^ 2 ( 1 ) , 11^1(1)1)1 и "'Ри - 1 < Х2 < — « о , > ао > О, У = 3,. . . , п, где 
ас Е (0 ,1 ) — некоторое фиксированное число. 

След Е\дО определим равенством Е\дс{х) — / (ж ) в каждой точке х 6 дС, 
где / ( х ) существует и где 

Здесь В;.(ж) = { у Е Ж" : 1У — х| < г ) , \А\ мера Лебега множества Л С Ж". 
Сформулируем основные результаты для пространства У/1. 
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Теорема 2, I . Если Е е \У1{0), / ^ 2, 1 < р < ОО, ТО ПОЧТИ всюду на дО 
в смысле (п — 1)-мерной поверхностной меры на дО определены функции 

= / ь А; = 0 , 1 , . . . , / - 1 , 1.19) 

для которых выполняются условия 

(2) / ( , ) , е < ' - ' / Р ( Г , ) , у = 3 , . . . , п ; 

(3) ^/и}т ^ = Ш^/(.г)к прик + т^1-2,г= 1,2,...,п,^ ^3,...,п, 

^ Ф Г, 
(4) &{дО) < оо. 
При этом существует постоянная С, зависящая только от I, р и В, такая, 

что справедливо неравенство 

1-1 п 
;1.20) 

где р{х) = 1, (т{х, у) - I при з ^ 3. 
I I . Если на дО определены функции / о , Л , . . . , / / _ 1 , для которых выполнены 

условия ( 1 ) - (4 ) части I теоремы, то существует функция Е Е Ш^^{В) такая, что 
для нее выполнены равенства (1.19), и для некоторой постоянной С, зависящей 
только от I, р и области В, справедливо неравенство 

Е\\,,,п ^ с\е{дв) + '^^211/о)^11в;-;г/'(г,)|- (1.21) 

где р = 1, сг = 1 яри ^ ^ 3. 

Теорема 3. I . Пусть Е Е VV^{V), I ^ 2, I < р < оо, V = д\В. Тогда почти 
всюду на дУ в смысле (п — 1)-меряоя поверхностной меры определены функции 

д^Е 
(1.22) 

дУ 

для которых выполняются условия 
(1) / ( Л * е В ^ * - ' ^ ' ' ( Г , ) , У = 1 , 2 , . . . , п ; 

(2) ШькУ)т . = Ш^1{1}к при к + т^ 1-2,1 = 1,2,...,п^ = 3,...,п, 

(3) Шг.,0'{х', / ( 1 ) , / ( 2 ) ) к = о = О, Г + \13'\
(4) в ( 5 У ) < оо. 
Я р я э т о м существует постоянная С, зависящая только от I, р и области V, 

такая, что справедливо неравенство 

1-1 п 
(1.23) 
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I I . Пусть на дУ определены функции / о , / ь - - • , / ( - 1 , /(^)к Л !г^, удо
влетворяющие условиям (1 ) - (4 ) части I теоремы. Тогда существует функция 
Р Е И'р(1^) такая, что выполняются равенства (1.22), и для некоторой постоян
ной С, зависящей только от I, р и У, справедливо неравенство 

{
1-1 п 

,_._^.(г^^ + в ( а у ) ! > . (1.24) 

Далее все постоянные, зависящие только от /, р и области, обозначаем 
С, С], Со) • • причем в различных неравенствах возможно использование од
ного обозначения для, вообще говоря, различных по значению констант. 

В заключение параграфа приведем известные неравенства, используемые 
в дальнейшем. 

Неравенство Харди. Пусть 1 < р < оо, г > О, а > 0. Тогда 

а 3 

1{г) 
в,5 

а 

Обобщенное неравенство Минковского. Если 1 ^ р оо, -ф^х^у) 
измеримая функция, заданная наШ} х Е"^, то имеет место неравенство 

Цх, у) йу 
к\

1 ' 

§ 2. Доказательство теоремы 1 

Прежде чем приступить к доказательству теоремы, рассмотрим некоторые 
вспомогательные утверждения. 

Пемма 2.1. Пусть х ^ , к ^ \, X, а, Ь — положительные числа такие, 
что X > к, а < Ь. Тогда 

йу 1 

у ~ X ^ -{- а л/2 ,\-к 
(2.1) 

\у-х\<Ъ 

Лемма 2.1 просто доказывается переходом к полярным координатам 
в интеграле. 

Лемма 2.2. Положим е{х,у) = тт{(р{х2),'р{у2)}• Тогда справедливы 
неравенства 

-е{х,у) ^ т{х,у) ^ \^е{х,у). (2.2) 



66 М. Ю. Васильчик 

2 "~ 1 / 2 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . ПОЛОЖИМ Щ = щ{х2) - (1 + [«/^К^з)] ) • Пусть 

а: Е Гх. Т о г д а величина р{х) определяется из равенства 
Ч^\{Х2) + / ? ( Ж ) Х 1 ( Ж 2 ) = ^2{Х2 - Р{х)>сх{х2)^'х{х2)). (2.3) 

Запишем правую часть (2.3) в виде 

•Р2{х2 - Р^\Ч>\) = 4>г{х2)^ у ^2(^) 

Отсюда , из (2.3) и условий (1 .1) - (1 .5) на и 1р2 следует 

4 
~^{Х2)3<1{Х2) < р{х) < 21Р{Х2)Х1{Х2). 
О 

Такие же неравенства теми же рассуждениями получаются и для ж € Г2 
с заменой щ на Учитывая условия (ТЗ) , получаем 

- ^ ( ж г ) < р{х) < ^5(р(х2). 

Из (2.4) следует неравенство (2.2). Лемма 2.2 доказана. 

Лемма 2.3. Положим 

(2-4) 

и)\^,> = 11^^^^^.(.у)^Щт (2.5) 

При I — ] пишем просто {/)[*^. Тогда справедливо соотношение 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Для ж, 1/ 6 Г,-, г = 1, 2, имеем 

{'Рг{х2) - Уг(У2)У 
V а;2 - У2 ) 

где х" - (жз, ...,Хгх),у"- (уз, Уп)- Отсюда и из (1.3) следует 

(2.6) 

Х-у\^= \х" - УУ + (Ж2 - У2У 1 + 

\х' -у'\ | ж - у | ^ ^ | ж ' - у ' (2.7) 

где ж' = ( ж 2 , . . ., ж„) , у' = (г/2, • - •, Уп)- Из (2.2) и (2.7) вытекают неравенства 

X 
ж ' - у ' 

V е(а;,у) ] \3ке{х,у); 
(2.8) 

Так как (/Е(ж) ~ [щ(х2)] ^ Ах' при ж е Г,-, т о из (2.5) , (2.7) и (2.8) следует, ч т о 
(2.6) будет доказано, если мы установим для любого натурального к неравенство 

{д^)^'НС{9^У'\" = 1 , 2 , 

где 
Ы^') - дЩ' (\^'-у'\\ 

^\кс{х,у)) 

И дг{х') = /(< ,̂-(ж2), ж') = /(«^.-(азз), Х2,..., ж^)- Обозначим 

Лу' 

(2.9) 

(2.10) 

^к{х\у') = X 
х'-у' 

\ке(х',у'))-
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. Запишем {уг}^*^ в виде {̂ г}'-*^^ = 2^, где 

] 2/2 

ж ' - у ' 

Пусть 2^ = х' + У(г/' — х')/к, ^ = О, 1, . . . , Л. Тогда 

(2.11) 

где 

{:г',г/'ед'--1;:г;2<2;2} 
х'-у' п+р-2 -Ы^',у')ау'. 

Сделаем замену переменных: 5 ' = х' + (у' — х')з/к, бз' — {з/к)"^ ^ в^у', 
\у' - х'\з/к, 3 ^ 1. Так как Х2 ^ 52 ^ Уз, т о х'-з' 

х'-з' 
^ 3(р{х2) = зе{х', з'). Имеем 

с1х' 
I в.82 I с1х" I а^(х',8') 

д{з') - д [з'+ 1{з'- х')) 
аз", 

где д " ~ 2 ( х ) {з = (зз, ...,3п) : Хг(1 - ^ /й) < .5,- < з/к + х,-(1 - з/к)}. Меняя 
порядок интегрирования по и 52, по Хг и 5,-, г = 3, . . ., п, делая замену пере
менных I' = з' + {з' - х')/з, их' = \х' - я'] = ; • \1' — 8'\ учитывая, что 
I ^ 82, получаем 

1 «2 

3)^_С I <1з2 I в.12 I <1^я" I а,{8',г')^-^^ п+р-2 
( 2 . 1 2 ) 

дп -2 д"- - ! 

При 3 — О делаем только одну замену I' = х' + (у ' — х')/к и приходим к 
оценке (2.13) для / о - Из (2.11) и (2.12) следует опенка (2.9), что влечет соотно
шение (2.6). Лемма 2.3 доказана. 

Лемма 2.4. Пусть 

9{{х') = д1{х2, . . ., з-„) = /(^г-(2:2), 3^2,. - ., х „ ) = /(у?,-(2:2),ж'), г = 1,2. 

Положим 

1 1 

^п-2 о о 

Хп - Уп 
\т{х2,У2) 

\

) Хп - Уп 
йхпЛуг. 

" у" 
у) ) 

9{{х",Хп} - д({у",Хп) 
X» - у'/|п+р-3 (1хп. 
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Тогда для любого натурального к справедливо соотношение 

(2.13) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О ЛЕММЫ 2.4 проводится с использованием леммы 2.1 так 
же, как и доказательство леммы 2.2 из [24 . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О Т Е О Р Е М Ы 1 . Используя разбиение единицы и билипши-
цевы отображения, доказательство теоремы можно свести к рассмотрению от 
дельно областей В, V и В'^. Случай области В"*" мы не рассматриваем, так 
как он хорошо известен. Докажем сначала (1.6) для О. Для области О имеем 
й{х, у) ~ |х — у\. Пусть Р Е VVр{^) и Р\ав = /• Покажем, что 

!{х)\^р{х)<11:{х) 
1/р 

ССР 1,Р,-0- (2.14) 

Из определения области В следует, что р{х) ~ 1 при х Е Г̂ -, ^ = 3, . . . , п, 
и р{х) ~ (р{х2) при X Е Г1 и Гг. Рассмотрим часть границы дВ — поверхность 
Гг, ъ — 1, 2. Так как (1Т,{х) ~ йх2 • • .Ахп при х Е Гг, то достаточно получить 
оценку 

У \д^{x•)^ф2)Аx^ ^С\\Р\\х,р,в, (2.15) 

где д{{х') = /(^^^(x2), х ' ) . Пусть ж Е Г ь тогда 

дг{х') = Р(х)- I В,Р{т,х')с1т, 

где X = ( х 1 , х ' ) . Отсюда , интегрируя по Х] и применяя неравенство Гёльдера, 
получаем 

5 1 ( х ' ) | ^ Ы ^ с | I \Р{х)\Ыхг+ I \ВгР{х)\ 

\'1(Х2) ^1(^2) 

Ыхг У 

Интегрируя затем по х' — (ж2, . . . , х^^), получаем (2.15). Для Г2 оценка (2.15) 
находится аналогично. 

Пусть У ^ 3. ,Цля определенности считаем 3 — п. Для остальных з рассуж
дения повторяются дословно. Пусть х' — (х1, . . . , Хп-г). Имеем (х = (х ' , х^)) 

/{х')\Р ^Си\Р{х)\^<1хп + 1х^1^1\ВпР{х',т)\<1т\. 

Интегрируя по Г„ - {х' - ( х ' , 0 ) , ^Р1{х2) < хх < (^2(2:2), О < а;̂  < 1, 2 ^ ^ ^ 
п - 1 ) , получаем (2.15) с р = 1. Из оценок для Г,-, г = 1,2, Гу, з = 3 , . . . , п , 
следует (2.14). 

Рассмотрим интеграл по дВ х дВ, который можно представить в виде 
суммы интегралов по Г1 х Г1, Гг х Г2, Г1 х Г2, Гх х Гу, Гг х Гу, Г̂  х Гу, где 
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5̂ У = 3, 4, . . . , и, г ^ у. Мы получим оценки для интегралов по Г1 х Г^, Г1 х Г2, 
X Гп и Г„_1 X Г „ . Для других случаев рассуждения аналогичны. 

Рассмотрим интеграл по Г1 х Г ] : интеграл {] ' } [^^ (см. (2.5)) . Считаем 
здесь д{х') = /(у?1 (2:2), аг'). Имеем 

где {д}^^^ - интеграл (2.10) с к = I . Для д имеем 

9{х')-д{уТ 

с с< 
\ I 

Р / 
+ 

^ 'Р^(У2) + \х'-у'\/2 , р 

I \0,Р{т,у')\<1г' 

о / 

+ 
^ 0 

V 

\х' - у' 
, у ' + ф ' - г/ ' ) ) Ч^'гЫ Х2 - У2 

( } / 
о,р 

^ 0 
- V 

У2 + Г{Х2 -

, у ' + г ( ж ' - у ' ) (1т х,-щ\Л, (2.16) 

лп-1 Пп-1 

Аг+А2+ Аз + ^ 
У=2 

где через Л,-, г — 1, 2, 3, А4^, ; = 2 , . . . , п, обозначены интегралы, соответствую
щие слагаемым в правой части (2.16). Оценки для Аг и А2 находятся одинаково. 
Получим оценку для Л ] . Имеем 

41 ^ С -1"' I 
^Р1{Х2) + \х'-у'\/2 

х' - у' I 0,Р(т,х')\(1т 
\ &{х',у')(1у 

«/'1(^2) 

Переходя к полярным координатам по у', у' — 2рш', \и)'\ 1, делая затем замену 
г = ^р1{х2) + 8, получаем 

>Р[Х2) . р ч р 

Л 1 ^ С I йх' I ^ I \В1Р{^Р1{Х2) + 8,х')\с18\

Применяя неравенство Харди, приходим к оценке 
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Для оценки Аз применяем сначала обобщенное неравенство Минковского, 
затем делаем замену переменных г' = х' + г{х' — ?/), с^у' = (1 — г ) ^ ~ " Лг'. Полу
чаем 

4'^ ^ с 

о {\х'-г'\<{1-г)ч,{г2)} 

+ 
У - ж ' " (1х' 

- , 2 

1 / р 
(1г 

\х' - у гг-2 ( 1 - г ) 1 / р -2 ( 1 - г ) 

Переходя к полярным координатам по ж', ж' = г' -Ь 2(1 — т)рш', \и;' \ 1, имеем 

<^(г2)/2 1 ',^(г2)/2 . 1 /р 

О о ' 
/ р 

1,Р,^-

Теми же рассуждениями такая же оценка получается и для интегралов . 
Таким образом, оценка для интеграла по Гх х Гх установлена. 

Рассмотрим интеграл по Г„ х . Полагаем д{х') — / ( ж х , . . . , ж „ _ х , 0 ) , х = 
( ж х , . . . , ж„_х, 0) € Гп . Пусть [ж', у ' ] С Г „ . В этих обозначениях 

г / к ' - г / ' 1 ч р Л^'-у'\ 

\д{х')-д{у')\^ ^ с И I \ОпР{х',т)\<1т] +1 ^ \ОпР(у',т)\(^т 
/ 

+ \^^Р{у' + т^x'-у'), 
р 

ж ' - у ' ) с ^ г 

Интегрируем это неравенство по Г„ х Гп,. Оценка 

Г I \Нх',у')д\Р 

Гп Гп 

получается теми же рассуждениями, ч т о и оценка для интеграла по Г] х Гх. 
Рассмотрим интеграл по Г п _ ] х Г,,. Ниже ж" = (жх, . . . , ж^-г) , — 

(ж" ,0 , ж„) , ж^ = (ж",Жп , _х ,0 ) . Пусть ж^_] е Г п - 1 , у'п € Г „ , тогда для д{х'^_1) -

/ ( ж " , 0 , ж , ) , д ( у ; , ) = / ( у " , у „ _ х , 0 ) . 

(х„+2/„_1)/2 

5 К - х ) - 9 ( У п ) | Ч С ( / ) 

+ / 
ч п 

ВпР х\ 
Хп + г/п-1 \ 

\ 

у 1 

+ •X , ,^^-д{у , У п - 1 , 0 ) 

Деля на < - 1 - у'п 
п + р - 2 

= С{Нх{х, у ) + Н2{х, у) + Нз{Ь,, у ) } . (2.17) 

и интегрируя (2.17) по Гп_х х Г „ , оценим каждое 
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получившееся в правой части слагаемое. Для первого слагаемого, используя 
лемму 2 .1 , имеем неравенство 

Гп-1 

/11(ж,у) 

<-\ у'п 

1 / (х„+у„-1)/2 

Гп-1 0 ^ 0 ^ • 
(Хп +Уп-\У' 

Сделаем замену переменной Хп + Уп-1 = 2а:„_1. с1,уп~1 — 16.Хп-\. Тогда интеграл 
в правой части последнего неравенства оценится через 

С 

1 , 2;п-1 ч р 

/ ^ ' ' " - \ / ( ^ / Р п - 1 ^ ^ ( 2 : " , ^ , Ж „ ) | С ^ ^ ^ ^ Ж „ _ 1 . 

г„_1 о ^ О 

Применяя неравенство Харди, отсюда получаем 

Оценка 

Гп_ 1 1 п 

Гп-1 Гп 

-^^^^Лх^^^Ау^^С Р\х,р,в-
< - 1 - У п 

^2(х,у) 

< - 1 - Уп 
•::^с1х',_,<1у',^С\\Р\и,Р,о 

выводится аналогично. 
Рассмотрим интеграл от /*з(ж ,у ) . Сделаем замену переменной ж„ + уп_1 = 

2хп_1. Для х'п-1 ~ у'п справедливы неравенства 

1 . 2 ^ 1 
< - 1 -у'пГ^ к " - + 2х1_, ^ \Х" - у'Г + - Уп-1? ^ ^ К - Уп 

О т с ю д а по уже доказанному следует ((ж^ = ( ж " , Ж п _ 1 , 0 ) ) 

У - Уп Г„_1 

(^2(^2) УГ.+1/2 I Лу'^ I с[х2 I с1х, I Лх" I 
Гп о ч^,{х2) г/п/2 

п+р-2 

9{0-9{у'п)\^ , , 
;Г+^т:2"^Уп ^ С /^1 :,р,1?. 

г „ г„ < - у'п 

Рассмотрим интеграл по Г] х Гз, ж € Г2, у Е Г1. Имеем (ж = {1р2{х2),х'), 
У = (951(^2), у ' ) ) 

/ ( ^ . 2 ( Х 2 ) , Х ' ) - /(VР1 (У2), у ' ) = / (^2(2^2) , Х') 

- /(V51 (жз), ж') + / ( ^ 5 1 ( ж 2 ) , ж') - / ( ^ 1 ( у 2 ) , у ') . (2.18) 

Далее, справедливо равенство 
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Г~У\^=\Х"-У"\' + 2{Х2-У2ЫХ2) 
Х2 - У2 

+ ^^(а?2) + («2 - У2У 1 + 
'^Р^{X2) - У1(У2) 

Х2-У2 ) 

О т с ю д а и из (1.3) получаем для ж Е Г2, у Е Гх 

Аналогично показывается, что 

к - У? ^ со[|а;' - у ' р + {^х{х2) - 9х{У2))\ 

где Со > О — некоторая постоянная. Отсюда и из (2.18), (2.19) вытекает 

(2 ,19) 

г, 

X 

у \!{^2{Х2\Х')-!{<РХ{Х2),Х') 

/ 
{|у'-х'|<т(1,у)} 

+ С 

а ; ' - у ' р + <^2 (а . 2 ) ] (п+р-2) /2 

• 7 / 
г, г. 

/ ( ^ ) - / ( у ) 
ж - у 

^^^^<т (х ,у ) с^ВДг^2 : (у ) . (2.20) 

Второй интеграл в правой части (2.20) оценивался выше. Первый интеграл 
с учетом леммы 2.1 не превосходит 

С I ПМ^2),Х')-Г{М^2),Х') 

У , Р - 1 ( Ж 2 ) 
(1х' 

ВхГ{г,х')\Ат йх'. 

Применяя неравенство Гёльдера, получаем оценку и первого интеграла в правой 
части (2.20) через |̂̂ |̂|1,р,̂ э и тем самым оценку интеграла по Гг х Гг. Для 
завершения доказательства первой части теоремы 1 для Т) нам осталось оценить 
интеграл по Г1 х Г „ . 

Пусть у^ = ( У 1 , . . . , у „ _ 1 , 0 ) , д ( ж " , Ж п ) = / ( (^1(ж2 ) ,ж" ,ж„) . Имеем 

/ ( 9 . 1 ( Ж 2 ) , Х ' ) - / ( У ; , ) = 10пР(у'п,г) йт 

О 

- I ОхР{г, у",Хп) ат + / ( < ^ 1 ( Х 2 ) , ж", Ж „ ) - / ( ^ 1 ( У 2 ) , у" , Хп). 
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О т с ю д а получаем 

1\„ 

/ ( ^ ) - НУ'П) 
/ 

п+р-2 X 
\ 

р{х) <1у'п 

{ I /Хп \р 

о ^0 

X 
{к " -2 / "|<1} 

1 / У1 

х"-у"\^^{у,~<рхЫУ-^х1 

+ У(^у;У"/ у \о,р{т,у'\хп)\лт\ I 
Гп о >1(У2) ^ {\х--у"\<1} 

(п+р -2 ) /2 

(1х" 

Х-У'п п+р-2 

1 

/ 
+ / с^Жп / (̂ ж" / ау"\д{х",хп)-д{у",хп)\'' 

о { х " , 2 / " е д " - 2 : к " - г / " | < р ( г ) } 

•,̂ 2(̂ 2) 

\х»-у"\-^ + {у,-Мх,)У + х1 
^ ^ ^ ^ ^ - С 7 { Л + / 2 + /з}. 

Интегралы /1 и /2 опениваются по одной схеме: сначала применяется лемма 2.1, 
а затем неравенство Харди. В результате приходим к неравенству 

к^С\\Р\\х,р,в, ^ = 1 , 2 . 

Для оценки интеграла 7з заметим вначале, что в силу условий (1.3) 

(У1 - ^РЛ^2))'^ = У1 - '~Р\{У2) + (У2 - Х2) 
Гг{У2) - <Р1{Х2)У 

У2-Х2 ] 

^ о[(У1 - "РхЫ? - {У2-Х2У 

Поэтому 

^~Уп\ + 4 + {У1-ЫУ2))' (2.21) 

О т с ю д а и из леммы 2.1 получаем 

/ з ^ С I их'' I ау" I 
д п - 2 о 

, [ \д{х",хп)-д(у",хп)\^ (\^"-у"\\ 
\х>'-у"\п+Р-з ^ \кт{х,у)) Лх, 

1 

С I с1х" I <1у" I д{х",хп)-9{у",хп)\^ 

д п - 2 д » - : 

- У" 

V Н^,у) ) 
йх. 

для ^ > 1 и д{х'\хп) — /{(р1{х2),х",Хп)- Эквивалентность интегралов устана
вливается так же, как и в лемме 2.3. Последний интеграл оценивается, согласно 
лемме 2.4, через интеграл который, в свою очередь, оценивается через 
||-Р'||1,р,в- Таким образом, получена оценка интеграла по Г] х Г^, а вместе с тем 
и первая часть теоремы 1. 
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Пусть функция / определена на дО и величина в правого части (1.6) конечна. 
Рассмотрим / на Г_,-, ^ = 3, . . ., п. Для определенности рассмотрим / на Г,,. 
Если / Е Вр{Тп), где А > О — некоторое нецелое число, т о продолжить / 
на все пространство в обшем случае нельзя из-за наличия гребня {х' — 

. . . , Ж п - 1 ) : (р1(х2) < XI < <Р2{Х2), О < Ж,- < 1, г = 2, . . . , п - 1}, при (р = 
1^2 - <Р1 достаточно быстро устремляющейся к нулю при Х2 —>• +0- Но функцию 
/ можно продолжить за область Г„ С Ж""^ так, чтобы продолженная функция 
была определена на всех отрезках [гг', у ' ] , х',у' Е Г^, имеющих длину, сравнимую 
с у7(ж2) = ^2(2^2) — У'] {х2)- Справедлива следующая 

Теорема 4. Пусть / Е В^{Тп), где X > О некоторое число, т — X 
1 < р < оо Тогда для любых натуральных к, г существует функция / * , олре-
дсленная на 

Р1{х2) - к^р{х2) <Х1 < ^р2{х2) -\-пр{х2), О < X,- < 1, г = 2, . . . , И - 1}, 

такая, что / * = / я 

где постоянная С зависит только отТп, р, А, к и г. 

Норма в Вр{Ц'), и С Ж"~\я следующим образом: 

А{х',у')В" / 

а'|=т у 
у/\п-1+р(\-т) 

йх'в,у' 

где А ( х ' , у')д - д(х') - д{у'), если [х', у'] сЬ\и Д ( х ' , у')д = О, если [х', у'] ^ V. 
Продолжение / * получается методом Хестенса' (см. , например, [6]). Укажем 

здесь кратко, как это можно проделать. 
Рассмотрим отображение Л1 : ( х х , . . . , Хп-х) ( " ь • . . , И71-1), «у = х^ при 

3 =2,...,п-1,щ = хх-^1(х2). Тогда = / { « 1 + ^ 1 ( « 2 ) , « " ) е Вр7Л1 (Т„ ) ) . 
Пусть числа 0^,... ,13т удовлетворяют системе уравнений 

/5; 
Е = ( - 1 ) ^ 9 = 0 , 1 , . . . , т . 

То1да функция 
т у 

определена при —^(и^) < г*1 < ^'(^2) и норма д* в этой области оценивается 
через норму д в В^ (Л1 (Гп)) . Оценка получается дословным повторением рассу
ждений из [6]. Повторяя процедуру нужное число раз, придем к утверждению 
теоремы 4. 

В силу^теоремы 4 считаем, что функция / определена на 

Г* = { х ' = (Х1 , . . . , Хп-х) : - Зу5 < XI < 9Э2 + 3(у9, О < X,- < 1} . 

Пусть вне Г* функция / равна нулю. Рассмотрим неотрицательную функ-
сю 

цию К Е С ^ ( Ж ) такую, ч т о 8ирр К С [1 /2 ,1 ] и / К{т) с1т = 1. 
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Положим 
п - 1 

Г4х)^Гп{х',Хп)= I !{х' ^Хп1').Г{1')<И'. 

Обозначим 
=г { х = {х\ : х ' Е Г „ , о < х „ < ^ ( х „ ) } . (2.22) 

Т о г д а стандартными рассуждениями (см., например, [25]) можно показать, что 
е Ж р Н Л п ) и 

/- /• \А{х\у')}\Р 

Г „ Г „ 

Продолжение функции / с и Гг строится следующим образом. Пусть 
х ' = ( х 2 , . . . , х „ ) , д{{х') - / ( (^Дхг) , х ' ) , г = 1,2, К - функция, введенная выше, 

и .^{х') — \\ Т о г д а 

Р(ф)= У д,{x' + ^xг-М^2))^')^{^')с^^', 

^ ( 2 ) ( ^ ) = / ^2(а '̂ + ( ^ ' 2 ( а : 2 ) - Х 1 ) « 0 - ^ ( * ' ) ' ^ ^ ' -

Оценка для норм ^'(,), г = 1,2, в Н^р(75) производится стандартным образом 
(см., например, [25]). Наличие весов в норме пространств Вр,р]1^(Т{) не влияет 
на вывод оценок. 

Рассмотрим функцию 
XI - (р\{Х2) 

/ ? ( Х 1 , Х 2 ) = 

и положим 
7̂ 12 = /?7 (̂2) + ( 1 - ^ ) 7 ^ ( 1 ) . 

Из определения 0 и Р\2 вытекает, ч т о достаточно установить 
^ ( 2 ) - ^ ( 1 ) 

Е Ьр{0). (2.23) 

Имеем 
Р{2){х1,х') - Е{^1){хх,х') 

= - I 01Р{2){г,х')йт- I П,Р^ф,х')с1т + /{<р2{х2),х')-Г{^г{х2),х'). 

XI 'Р1(Х2) 

Оценки норм первых двух функций в \Ур{1)) следуют из оценок норм для ^"(1^ 
и Е(2)- Оценим интеграл 

| / Ы ^ 2 ) , а : ' ) - / ( у ' 1 ( х 2 ) , х ' ) Г 
^ 

9?Р(Х2) 
Лх 

/ ( ^ 2 ( . 2 ) , х О - / ( ^ 1 ( . 2 А ^ , ^ , (2.24) 
^ Р - Н Х 2 ) 
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По лемме 2.1 имеем 

^ I (1у'йх' 
. (2.25) 

{|у'- '̂|<Vт2(^2)-|V^(^2)} 
Из (1.3) следуют неравенства 

1 
\Х'-У'\' + ^\Х2)] ^ \У' ~X'{' + {^Р2{X2)-V>1{У2)? ^ 2[\х'- у'\'+ ^р\х2)] (2.26) 2 , _2> 

И соотношение 
х' - у ' р ~ \х' - у ' р + (951(^2) - 9'1(У2))^- (2.27) 

Производя оценку 

\!Ш^2),Х')-}{^,{Х2),Х')\^ 

^ С { | / ( < * ^ 2 ( Х 2 ) , Х ' ) - / ( ^ 1 ( У 2 ) , у ' ) Г + | / (^1(У2) , 2/') - Х ' ) Р } , 

из (2.25)- (2.27) получаем (учитывая лемму 2.3) 

т - т 
\х-у 

^:^аз{х,у)Щх)с11:{у) 

Гг Г , 

Таким образом, 7̂ 12 Е Ир (Г>). 
Определим функцию 

А 2 п = 
Х1-<р1(Х2) ^2{Х2) - Хг 

XI - <Р1{Х2) + Хп Хп + 'Р2(Х2) - XI 

Для этой функции имеем /?12тг|Г„ = 1, А2п|г1иГ2 — 0. 
Положим 

Ф = А 2 п ^ ^ п + ( 1 - А 2 п ) ^ ^ 1 2 • 

Покажем, ч т о Ф е \Ур{Оп), где — область (2.22). Из определения 012п и Ф 
следует, что достаточно установить 

Рп — Р\2 Рп - Р\2 
XI - 1р1{х2) + Хп ' ^2{Х2) - Хх + Хп 

е1р{Оп). 

Докажем включение для первой функции. Для второй рассуждения аналогичны. 

Учитывая, что Хп + Хх - у:х{х2) ~ [хп + {хх - 1̂ 1 (жг))^] , из леммы 2.1 
имеем 

{Хп+Хх-^Х{Х2))-Р I 
с1у" 

{\у"-х"\<-у} 
х"-у"\^ + {х1-^хУ + х1 

( п + р - 2 ) / 2 ' 
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где 7 = [рЦх2) - (7 /25 ) [(ж1 - ^1(х2)У + х1]'^\а 

/ Еп(х)-Ь\2{х) 

XI - ^ 1 ( Ж 2 ) + Хп 
(1х^с1. I (-^1 \ВпРп(х',т)\(1г\

^1 

+ / ( Ц - т / \01Г^2{г,х')\с1г] <1х 
^ \Х1 - ^ ц х г ) ^ I 

Вп ^ - '- ' ' 

1'^ I +^ (1х 

{ | 2 / " - г " | < 7 } 

^1(3^2) 

Г{х',0)-ПМУ2),у",^п)\^<1у" 
(п+р-2)/2 

Х" - У"\^ + {Х1 - <ру{у2)Г + Х1 

+ I <^x I \ 2 ) , У " , = ^ П ) - ПМ^^Хх'^хп)]' 

Вг. {\х"-у"\<-у] 

х[\х" - у"\' + (х, - ^ , ( ^ 2 ) ) ' ] - ^ " + ^ - ' ^ / ' ау"\ С{1г +12 + 13 + Ь^}. (2.28) 

При выводе (2.28) мы использовали определение Оп-
Интегралы Ьх и Ь2 оцениваются через Рп и Р12 в Ьр(Вп) с помощью нера

венства Харди. Для 1/3 имеем 

Ьз<С 

Для ^4 имеем опенку ^4 ^ 01x2, где /12 — интеграл из леммы (2.4) (при 
г — I ) . Но интеграл /12 по лемме 2.4 оценивается через {/Ух'' (см. (2 .5 ) ) . Таким 
образом, 

Ф = р12пРп + ( 1 - / ? 1 2 п ) 7 ^ 1 2 € %Ч^>^) -
Функция Ф совпадает с /^,2 на Г,- при О < ж„ < ^'(хг)- Пусть функция 

»7 е С ^ ( М ) такова, ч т о О ^ 77 ^ 1, г}(т) = 1 при ( - 1 / 2 ) < г < 1/2 и /^(г) = О при 
г| > 1. Рассмотрим функцию ф(х2,Хп) — г/(хп/</?(х2)). Положим 

Р12п=фФ+{1-ф)Ег2. 

Покажем, что Р-[2п € Шр{0). Для этого , как легко заметить, достаточно пока
зать, ч т о ф{Ф - Руг)/^ 6 Ьр{Р>)- Имеем 

Ф[х)-Рг2{х)\^ I \г)ОпФ{х',Т)\ЛГ 

О 
Х\ 

+ У" \Г}01 Р12{Г, Х')\С1Г + \!{Х\) - }{<Р1{Х2), х')\г]. 

1̂(2:2) 
Далее оценки получаются так же, как и при доказательстве включения Ф Е 
У/^{Оп)- Таким образом, теорема 1 доказана для областей, диффеоморфных О. 

Пусть теперь Р Е И р ^ ^ ) , У - Я \ I - ^1ак- Так как каждая часть 
границы дУ есть часть границы некоторой липшицевой области, содержа

щейся в V, т о включения /|р' Е Вр~^^^(Г^), г = 1 , . . . , п, — хорошо известный 
факт. Проверим, ч т о выполняются условия согласования на соседних гранях. 
Заметим, ч т о для области V = ^ \ можно считать (т{х,у) — 1, р{х) = 1. 
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Пусть X Е Тх, у ЕТ2. Как несложно проверить, (1{х, у) ~ Х д + Уг + ^" ~У" 
где х" = {хз,.. .,хп), у" - (уз, • • ••,Уп)- В силу х^ + у| ^ (^2 - у г ) ^ ~ (хг - У 2 ) ^ + 
(^2(^2) — ̂ 2{У2)У справедливо неравенство 

Тг г . 

^ 1 ] ( ж } ^ Е ( у ) ^ С ( 7 1 + / 2 ) , 

/1 = Лх' 

дп-1 

= / / 
дп-1 дп-1 

Для /1 имеем оценку 

7: 

- {У2, . . . , у ^ ) обозначено 

/(9^2(2:2), ж') - /(<^2(У2),У') Р 

[\х' - у ' 2 + ( ^ 2 ( 2 : 2 ) - 9'2(У2))2^ 

2 ) , Ж ' ) - / ( < ^ 2 ( Х 2 ) , Х ' ) 1 ^ 

( п + р - 2 ) / 2 

ж 2 + у 2 + | ж - - у " Р ( п + р - 2 ) / 2 -

г , г . 
х - у п + р - 2 

^Е(х )^Е(у ) . 

Интеграл в правой части оценивается через Ц̂ Ц̂! , р , у -
Д 7 1 Я интеграла / 2 , используя лемму 2.1, получаем 

/ 2 ^ С 
/ (9 .1 (Х2), Х') - ПЫ^2),Х')\Р 

Гак как 

12 

1{^,{Х2).,Х')-}{^2Ы,Х') 

^1(^2) 

= У А / ^ ( Г , Х ' ) ^ Г + у Л17^(г ,х ' )^Т + / ( - Х 2 , х ' ) - / ( х 2 , х ' ) , 
-Х2 

где 

го 

/ ( - Х 2 , х ' ) = 7^и ,=_ . , , / ( Х 2 , Х ' ) = 7̂  

и € с < 

^1(^2) Т Р 

у у |0 , /^ (г ,х ' )|с / г 
дп-1 -2:2 

Лх' 

X 

/ ( - Х 2 , Х ' ) - / ( Х 2 , Х ' ) 

^2 
Х2 Лх' > . 

дп-1 

В силу того , что 9 '1(х2) + Х2 ~ Х2, Х2 — 9?(х2) ~ Хг, первые два интеграла 
оцениваются через нормы ОхР ъ Ьр{У) с помошью неравенства Гёльдера. Тре
тий интеграл оценивается через норму ^Р в пространстве Ьр по множеству 

где I I = {х = (х1,.. . , х „ ) 6 : - Х 2 < Х1 < хг, О < х^ < 1, г = 2 , . . . , п } . 
Э т о вытекает из результатов работы [15]. (Следует сделать поворот на угол 
7г /4 в плоскости ( х 1 , Хг), чтобы получить в точности условия из [15] (см. (2.30).) 
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Оценка интегралов по Г1 х Гу, Г2 х Гу, Г» х Гу, г, ̂  = 3 , . . . , тг, г / У, следует 
из результатов [15]. Для интегралов по Г1 х Гу и по Гг х , ^ = 3 , . . . , п, — 
после распрямления Г1 и Гг (и^ = , ^ — 2,..., п, щ = хх — 1рх{х2) — для Гх 
и «1 = 952(жг) — XI — для Гг) . Для интегралов по Г» х Гу, г,^ ^ 3, непосред
ственно применяем результаты [15]. Таким образом, в одну сторону теорема 1 
для области V доказана. 

Пусть функция / определена на дУ и для нее правая часть (1.6) конечна. 
Построим функцию Г е ^р{У) такую, что Е\дУ — /• 

Продолжим /у = /|г^, 2 — 1, • • •, п, любым способом в У — ^\^ так, что 
соответствующее продолжение 7̂ (у) будет принадлежать У/^{у). Функции 
и Ъ\у) при г , ; ^ 3 (г ф 3) «склеиваем» в функцию из И'^ (^^), совпадающую с 7'(,) 
и /̂ (̂ -̂  на Г,- и Гу соответственно, используя результаты работы [15]. «Склейку» 
функций 7^(1) с 7̂ (у) и Е{2) с Е\^)^ 3 — 3 , . . . , п , производим также по [15], рас
прямляя поверхности Гх и Гг. 

Покажем, как получить функцию из У/^{У), совпадающую с /1 и / г на Гх 
и Гг соответственно. 

Рассмотрим отображение жх = их — «г ; хг = их -}- иг, х^ = и^, ^ — 3,..., п. 
Пусть С х ( « ) = Р^1){щ-и2,щ+и2,и"), С2{и) = 7 '(2)(их-и2, их+иг, и " ) . Функция 
Сх принадлежит И^р^(Пх), где Пх = { и = (их, . . . , и^) : - \ / 2 < их < О, - л / 2 - и х < 
« 2 < их + А й < и, < 1} , Сг € Т^р^Пг), Пг = {и = ( и х , . . . , и „ ) : - л / 2 - иг < 
их < иг + ^/2, - \ / 2 < иг < О, и_,- € ( 0 , 1 ) } . 

Необходимым и достаточным условием, чтобы функция {и\/{и1 -Ь и г ) ) ^ ! -Ь 
( и 2 / ( и х 4- и2))С2 принадлежала пространству Нр̂  в области {и = ( и х , . . . , и^) : 
О < и^ < 1, > = 3, . . . , п , |их| + |иг| < \/2} \О ^ их ^ л/^, иг ^ лД - их, О ^ ^ 
1, У = 3,. . . , п ) , является условие [15 

ч/2 ч/2-и, 

/ = I Ли" У с/иг ^ 
д п - г о о 

Но, как несложно заметить, 

1 Я2 

С х ( 0 , и г , и " ) - С 2 ( « 1 , 0 , и " ) 
их + иг 

огих < сх). (2.29) 

7 ^ ( Х ) ( - Ж 2 , Ж ' ) - 7 ( 2 ) ( Ж 2 , Ж 0 

Ж2 
-^2 

7 ^ ( х ) ( - Х 2 , х ' ) - 7 ^ ( г ) ( х 2 , х ' ) 

жГ^ 
(̂ ж'. (2.30) 

Здесь, чтобы не вводить новых обозначений, мы положили 

Р{1){-Х2,Х') = 7^(1)1 ,̂ = 7 ^ ( 2 ) ( Ж 2 , Ж ' ) = 7^(2) 

Таким образом, достаточно показать конечность интеграла (2.30). Имеем 

7 ^ ( Х ) ( - Ж 2 , Ж ' ) - 7 ^ ( 2 ) ( Х 2 , Х ' ) 

^1(^2) ^2:2 

= У Ог1'\х)(т,х')с1т- ^ П1Р^2){т, х') Лт + Г{^р,{х2),х') -/{<р2{х2),х'). 
^2(^2) - Х 2 
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Отсюда и из (2.30) следует 

Лх' 
р-1 

X 
~Х2 

+ I [ I \01Р(т,х')\Лт 
Лх/ 

X 

/(М^,),Х')-П<Р2Ы,Х') 

Я' 
X 9 

.^х'>. (2.31 

Первые два интеграла в правой части (2.31) оцениваются с помощью не
равенства Гёльдера чех^ез Ц/̂ х '̂Цх^р^у- Обозначим третий интеграл в правой 
части (2.31) через / 3 . Из леммы 2.1 следует 

1 
р~^С I Лу2 

хК, 
^•2 

2X2 

<1у" 

{ | 2 / " - г " | < 1 / 2 } 
\х"^у"? + х1^у^У'''-'-'^^' 

с с 
Лу' 

{|у'-х'|<г} 
Чх,у) 

Отсюда и из (2.31) получаем 

1/(9.1 ( Х . , ) , х ' ) - / ( 9 ^ 2 ( У 2 ) , 2/') 1I 
+ с I I 

с1п+р-'2(^Х,у) 

1{Ы.У2),у') - / ( ^ 2 ( ^ 2 ) , х ' ) 
1х> - г / ' | " + Р - 2 

Я^' 

Гт Го г , Г2 

Лу' 

\Г{х) - ПУ) 

х~У 

Таким образом, мы доказали конечность I из (2.31) и получили его оценку 
через правую часть соотношения (1.6). Теорема 1 доказана. 

§ 3. Интегральное представление функций 

Построим интегральное представление функций класса И^р, / ^ 1, 1 < 
р < сю, определенных в области С = { х = ( х 1 , . . . , х „ ) 6 Ж" : ^'1(^2) < Х1 < 
Ф2{х2), О < ху < 1 , ; = 2,...,п}, где фх, Ф2 Е С ' + 7 [ 0 ' Л ) , функция Ф2 > О на 
(О, 1) и возрастает, функция -фг либо положительна на (О, 1) и возрастает на 
(О, 1), либо отрицательна на (О, 1) и убывает. Будем считать , что 

т а х 
гб[0,1] 

^р\{т) ^ 1 / 2 . (3.1) 

Предполагаем также, что если ф = фг — Фх, т о функции ф и ф' возрастают 
на (0 ,1 ) . 

Построение интегрального представления функций в С в основном следует 
аналогичным построениям из [2, §7 ] . Поэтому мы лишь отмечаем основные 
моменты построения. 
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Пусть К е С^{Щ неотрицательная функция такая, ч т о еирр К С [ 1 / 2 , 1 

оо 

I К{г)(1т= 1, 

Обозначим через в функцию Хевисайда, т . е. 9{т) — О при г < О и 0{т) = 1 при 
г > 0. Положим 

У = 1 

Рассмотрим функции 

' ^ ( « 1 - 5 1 ) — — 
/ г , -

V 

Рассмотрим ядро усреднения 

К , ]^2,...,п. 

Г2 (ж, 5 ) = Х2, = П ^Л^*Ь Х 2 , 5 ) . 

; = 1 

Пусть е е ( 0 ,1 ) . Тогда 

/ 8 
X,-} = 

V ' дз 

( - 1 

( / - 1 ) ! 
«1̂ .(1:2) 

ТТ 9' 
оо 

!^^е•ф{x2) 

• (3.2) 

Пусть Р 6 И'р(С). Далее в этом параграфе мы считаем, что Г{х) - О при 
^ Со > О, где Го е {О, 1) — некоторое число / = 2 , . . . , п. Полагаем 

При 6 —̂  О функции 

Ж" 

1 

-/ 

стремятся к 7̂  в 1р{С) [2]. Поэтому мы сразу рассматриваем равенство 

1 

Р{х) = Р:{х) - I Ле = Р,{х) + К{х). 
(3.3) 
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Вычисляя ^ [ е ^и{х,8/б)] (см. [2]), получаем 

Д(; 
1 

(21- Хх) Хх - Фх{Х2)\ 
+ 

; = 2 

:-хЛ 
} 

^\еф{х2)) 

6.2 ^ гх - XX ^ Хх - Фх{х2) (̂Ь ~ ^Ь)\ 

^еф(х2) Ф{х2) ' еф{х2) у ] ^ " ( х г ) 
•• (3.4) 

В (3.4) обозначено г̂ -̂̂  = [22,..., 2 _ , . + 1 , . . . , 2п), 

^1 
'2'-х' ( - 1 ) ' Т ^ о ^ . - ^ Л 
. е 1 ^ ( ж 2 ) ; ( ' - 1 ) ! / / 2 ^ ^ ^ ( ^ 2 ) ; 

(3.5) 

2 ' - х ' Х 

гт/'(х2) 

^ ^ / X I - Ф1(Х2) ^ 2х - Хх ^ 0 ) ^ ( Я ^ 

^ \ 1/)(х2) е 1 / ' ( х 2 ) ' е ^ ' ( х 2 ) ^ 

- I V / 
X I , Х 2 , 

21 — X I X I — ?/'1(х2 )А -ГТ (Л _ / 2, - хЛ ( - 1 ) 
( / _ 1 ) Г - е ^ ' ( х 2 ) ' ^ ( Х 2 ) + 

1 = 2 

\ е ^ ( х 2 ) / 

где значок (_;) у символа произведения в (3.6) означает, что ̂ -й множитель от 
сутствует . Далее будем писать 

^ 1 

Таким образом, 

/ 21 - X I \ 
X , =: ^̂ 1 

/ 2 ] - X I X I - Фх{х2) 
Х Ь Х 2 , + V ' Еф{х2) / V ' ' ^Ф{Х2) Ф{Х2) ) 

о 1» 

/ у' - г' 
• ^ 1 

й2 

\ еф{х2) ) г / ' " ( х 2 ) 

(3.7) 

Покажем, ч т о интегрирование по 2 фактически ведется по области С (но
ситель представления лежит в С (см. [2])) . 

Для ^ = 2, . . . , п имеем 

Ху + -Ф{Х2) < 2у < + еф{х2). (3.8) 

О т с ю д а следует, что 2^ > 0. (Натюмним, что Е{2) = О при ^ со > О, 
2 — 2,... ,п.) Для 21 из определения О1 имеем 

(1 - е)ж1 + -Ф{х2) + Ефх{х2) <;21 < (1 - г ) ж 1 + ^^'(жз) + е'01(ж2). 

О т с ю д а и из (3.8) при ^ = 2 вытекает неравенство 21 < ф{х2) < Ф{г2). Оценивая 
21 снизу, получаем 

(3.9) Ф\{Х2) + 2 ^ ' ( Х 2 ) < 21. 

Если мы покажем, что 

ФхЫ) ^ ^ ' 1 ( Х 2 ) + -^Ф{Х2)7 (3.10) 
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т о , учитывая оценку для 21 сверху, будем иметь ^1(22) < 21 < т/'гС^г) и, сле-
довательпо, с учетом (3.8) покажем, ч т о носитель представления содержится 
в С. 

Если Фх < О на (О, 1), т о ф^ убывает, поэтому из Х2 < 22 следует ф1{г2) < 
Ф,(Х2)<Ф1{Х2)+'-^. 

Если фх > О на (О, 1), то фх возрастает и из (3.8) для ^ = 2 и (3.1) следует 

Ф1{22) <Фг(х2+Еф(х2))^ф1(х2)+ ^ ф[{т) ёт ^ ф1{х2) + ^ф(х2). 
Х2 

Отсюда и из (3.9) следует требуемое утверждение. 
Рассмотрим слагаемое Р1(х) из (3.3). Произведя несложные вычисления 

(см. [2, §7] ) , при е — I получаем 

/ 2 1 - ф1{Х2)\ 
" 1 Х 1 , Ж 2 , ~ . ^ 

V Ф{Х2 

1-Х 
^ _ V - ^т + \ ^(т) ( Фх{Х2)\ 21 - фх{Х2)^'^^ 

т=:0 

Положим (ж' = (жз, • • • , Х п ) ) 

т\ф{х2) \{Х2) ) V Ф{^2) } 

П а , 
; = 2 

/ 2, - ж,-
V ФЫ } 

(2> -Х'\ 

) V Ф{Х2) 

Тогда , действуя, как в [19 , имеем 

Т 
V Ф{Х2) ) \Ф{Х2) / Ф"'{Х2)' 

(3.11) 
Пусть Л.(ж2) — некоторая функция, определенная на (О, 1). Записывая 21 

Хх — [21 — /1(12)] — [х1 — Д(х2)], И З (3.11) выводим 

/ - 1 

Ъ\{х)^ ^(1т(х',Н) 
т = 0 

^ ^ / / к ч ( ^ 1 ~ ^ ( Х 2 ) ) ' 

где 

/ 2 1 - ^^Цжз)^ ^ / 2 ' - ж"\
\ ) \ ) 1^"(Х2)' 

(3.12) 
Пусть в,т{х\Н) ~ ат{х') при Н = О, Лт - Ь(г)т{х') при к - ф{, г = 1,2. Тогда 
имеем А 

г - г 

^ Ц Х ) = 2 ^ &Ь )т(х ) — 
т=0 

-, г = 1 , 2 . 

(3.13) 

(3.14) 

Рассмотрим некоторые следствия интегрального представления (3.3). 
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Лемма ЗЛ. Для функций Ь(^1у, г = 1, 2, г = О, 1, 1, из (3.14) справед
ливы оценки 

при \/3'\ / - г, 

(3.15) 

(3.16) 

при\Р'\^1-г + 3, 0^0 ^г. В ( 3 . 1 5 ) , ( 3 . 1 6 ) ^ ^ - ^ = {х' = ( х з , . . . , х „ ) : О < 
Ху <1, ] = 2,...,п}. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Докажем ( 3 . 1 5 ) , ( 3 . 1 6 ) для Ьг = 6 1 ^ . Для функций бзг 
оценки ( 3 . 1 5 ) , ( 3 . 1 6 ) получаются аналогично. 

Имеем для 6г 

К^22 ^П'ФЧХ2) П1+'Р(М^2)+НФ{х2),х'-^г'ф(х2))^КЦ,)Т{1')(И. 

( 3 . 1 7 ) 
Пусть |/?'| ^ / - г. Обозначим ,/?2 т, тогда (3' = ( т , /3"), /3" = ( / ? з , . . . , /?„). 
Если 1/3"I = / — г, т о представим р" в каждом слагаемом по г в ( 3 . 1 7 ) в виде 

/3" = РЧ + (/?" - РЧ), где \р!1\а из ( 3 . 1 7 ) получаем 

( - Г - 1 

'Ьг = ск / ^ 0-р{г) 
' = 0 т „ |а"|<г 

х 7 ^ ^ " - ' ^ Ч Л а » ( х , 2 ) ^ ' ' - " ( х 2 ) ; ^ 
I ^ ( Х 2 ) ) ^ [ - ф ы ) } ' ' ^ ^'-''^ 

где у 1 а " ( х , 2 ) — достаточное число раз дифференцируемые функции с ограни
ченными производными. 

Пусть \/3"\ О, 1З2 = т ^ I - г. Тогда О^'Ьг = В'рЬг и поэтому 

/ - Г - 1 . 

{ = 0 

хК 
\ ) 

При 1/3" | = : : 1 и ; 5 2 = т ^ / - г - 1 имеем 

1-Г-2 

агВ7\ф\х2) I 
|а'Кг + 1 

в^'Ьг^'^ агвти\х2) I ^2 Лф,г)В-'в{Р{2) 

хК 
' 21- Ф1{Х1)\ ( г' - Х'\ \ 

Ф{Х2) 

(2г-ф1{х2)\^( 2' - Х ' \ \ 

Пусть 2 ^ \Р"\ / — г — 1. Тогда В^'Ьг можно представить в следующем 
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виде: 

1=0 ^ У„ \а'\^к 

хК 
21 - ф1{Х2)\ 

ФМ 
т 

'г'-х'\ 1-Г-1 

Ф(Х2) ) Ф'^{Х2) + I /от 1 , 1^1 

В (3.21) к = \р" 

Л^ф,г)ф''-^{Х2)К 
\ ) \ . 

ёг. (3.21) 

Иг — I - г — I. 
Интеграл (3.18), интеграл при г = / — г — 1 в (3.20) и интегралы в сумме по 

I ^ I — г — \13'''\ (3.21) оцениваются сверху функцией вида 

'21 - Ф\{Х2У 
ФЫ , 

^г' -х' \ 
\ф{Х2)''''^) ^ " (Жз) ' 

(12 
(3.22) 

где К\ {Т\{и', ж, г ) ) ограничена и обращается в нуль при и\ [1/2,1] (|и'| > 
Г) и У {г) - это \В^Р\2)\и некотором а, продолженная нулем за область С. 

Сумма интегралов (3.19), сумма по г ^ / — г — 2 в (3.20) и сумма интегралов 
в (3.21) по г ^ / — /г - 1 ^ / - |/3"| - г - 1 могут быть записаны в виде (^ ^ / - 1) 

.}= ^ с,вАф\х2) I ^ В'^В{Р{г)Аа{х^,:)К{1хУт')А. 

Перепишем ,/ следующим образом: 

7 = ^ с^ ВЩф'{х2) ^ А,{х,1) В^ В\Р{фх{х2) + г1ф{х2), х' 
1 " 

+ 1'Ф{Х2))\К{11)Т{1')<И^ ^ а ^2 
^ ^ = ̂ -к-т + 1 ; = 0 

^т + к+г-1-} г ^1-к-г 
X 

дх тп+к + г — 1—] ^ Аф,г)в°'В\Р 
^\а\^к 

Лх^ 

К{11)Т\1')(И 

1~к-1 
Е С^т^фЧх2) 

X / ^ " " ' 1 Е ^ а ^ ' ^ ^ ' ^ ^ ^ С ^ х Г Д ^ ' ) ' ^ * - (3-23) 

Делая во всех интегралах замену переменных ф1{х2] + 1\ф{х2) — 21, х' -\-
I' ф{х2) = г' и производя затем в рштегралах с О ^ ^ ' ^ ш + ^ + г — / диффе
ренцирование по Х2, мы получим во всех слагаемых суммы (3.23) интегралы, 
оцениваемые функциями вида (3.22). Интегралы от функций (3.22) по 
с весом тр оцениваются в точности по той же схеме, что и интегралы (2.21) 
в 18 

Если \Э' — 1 — т о , выделяя р' так, чтобы выполнялось \р'\ / - г , пред
ставим В'^ Ьг в виде запишем, как и выше в (3.18)-(3.21). 
Тогда В^ ~^ {В>^ Ьг) будет оцениваться функцией вида (3.22), умноженной на 
ф''-^(х2). Таким образом, мы опять приходим к оценке интеграла по с ве
сом ф функции (3.22). Отсюда следует лемма 3.1 . 
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Лемма 3.2. Пусть а^, 6(г)г — функции из (3.13), (3.14), г = 0 , 1 , 1 , 
г = 1,2, тогда 

е Р^ ' (С) . (3.24) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Докажем (3.24). Для функций Ьг рассуждения анало
гичны. 

Включение Ь(^у 6 Ьр(0) легко получается из явного вида б^,)^ (3.12) (при 
Н = .0г). Пусть а — {а\,...,ап) — некоторый мультииндекс, \а\ /. Если 
ах > г, т о В°'и)(^{у = 0. Если ах — г, т о |о;'| ^ / — г и из леммы 3.1 следует 

Также из леммы 3.1 следует включение П°'и)(^^г ^ ^ р ( ^ ) при «1 < г и |о:'| ^ / - г . 
Пусть «1 < г и |о;'| > / — г. Положим ] — \а'\ / + г. Тогда 

/-Г 
{Хх - Фг{х2)У 

(г - ахУ. 
- « 1 

Цхх-г/лЫУ-"' 

Так как 
(Х1 - Ф,{Х2)У-''^ 

(г - ахУ. 
(3.25) 

^ Сф'-^''^{Х2У 
(г - ахУ. 

то из (3.25) вытекает лемма 3.2. 
Лемма 3.3. Пусть К — фуякдия из (3.3). Тогда при О ^ |о̂ | ^ / вьшоляя-

ется 

ф'-М 
<С Р 

р,С 
1,р,С- (3.26) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Так как функция Р\з (3.3) принадлежит И^р(С) со
гласно лемме 3.2 и так как Р е И^р'(С)> т о и Л = 7̂  - 6 И^р(С)- Следова
тельно, (3.26) выполняется при |а| = /. При |а| ^ / — 1 из •(3.4)-(3.7) следует, 
ч т о для оценки нормы ф^"^''Я в Ьр{С) достаточно оценить норму в Ьр{С) 
функции вида 

• 1 

Ф{х) = I I О^Р{г)^^ 
'гх - Фх{х2)\ (г' -х' 

,Х,2 
€ф{х2) ) \Ф{х2)е ' у {еф{х2)) 

Такая оценка, как и оценка интегралов о т функций вида (3.22), получается по 
той же схеме, ч т о и оценка интегралов (2.21) в [18]. Отсюда следует лемма 3.3. 

Пусть при г = 1, 2 

5,- = { х = (Ж1 , . . . , Хп) : XX = Фг{х2), х' = ( х з , . . . , ж.) 6 д " - ' } . (3.27) 
Для функций я из (3.7), чтобы не вводить новых обозначений, будем использо
вать обозначение Л"Я^(х ' ) вместо 0'^К\з. — 0°'К{ф{{х2),х'). Полагаем | ^ 

•" 5,-
— Р{г)к 1 где ЛГ̂  — единичный вектор внутренней нормали к 5{. Мы будем писать 
Р(г)к{х') вместо р^^^к{ф^{x2),x'). 
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Лемма 3.4. Справедливы оценки 

при + ^1-1; 

(3.28) 

(3.29) 

при\^'\ к ^1-1. 

Если функции фх, тр2 удовлетворяют условиям, сформулированным в начале 
этого параграфа, то выполняется 

Лх' 
х'-у' п+р-2 

Я' д п -
\ге{х',у'); 

<1у' ^ С\\Р\\1,,,с (3.30) 

при г ^ 1, \13'\ А; = / - 1. 
Оценки (3.28), (3.29) следуют из (3.4)- (3.7) и леммы 3.3. Для обоснова

ния (3.30) заметим, ч т о , как следует из (3.7), функции р(^1))^ при \^'\ к — 1-\ 
являются следами некоторых функций из ]/'/^{С). Тогда (3.30) следует из тео
ремы 1. 

, г = 1,2, А? = О , . . . , / - 1, С(г-)* = - Я с н о , Пусть = | ^ 
5^ 

5. 
. Из определения производной ч т о если Р = Рг + К (см. (3.3)) , то С{^)к = |^ 

по нормали и из (3.13) получаем следующую систему для функций а^: 

тп. = 0 

Данная система уравнений однозначно разрешима относительно функций 
О г (см. лемму 1 в [19]), и решение дается равенством 

; -1 

где функции Ь(г)у опредблены в (1-11). Подставляя эти выражения для О г в 
(3.13), получаем 

(-1 
7^1(х) = Х ; / . , : ) , . ( . ' , С ( о ) ^ ^ ^ - 4 ^ , ^ = 1 , 2 . (3.32) 

г = 0 г! 

В силу того , что 7̂ 1 есть многочлен по хх, из (3.32) и (3.14) получаем 6(г)г = Ь(^(у. 
О т с ю д а и из лемм 3.3 и 3.4 вытекают опенки 

| / / ' 1 (^) ,||р,^ ,д „ - г , ||1)^'Ш1,||р,^,д.-, ^ СЩ^р^С, !^'! ^ / " 7", (3.33) 

Ф'П^'Ь(г) (3.34) 
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§ 4. Доказательство теоремы 2 

Пусть Р € \'Ур{В) и функции Д , к =• О, 1 , . . . , / - 1, определяются равен
ствами (1.19). Из (3.3) при С = О следует 

Л = 

Пусть Нщ^) = 1 ^ 

+ 

, 3 — 1 , . . . , п . При 3 — 3 , . . . ,7г представим 7̂ 1 
г. 

в виде (3.13) и для проверки условий (2) части I теоремы 2 используем явный 
вид (3.12) коэффициентов а^п из (3.13). При з — 1,2 запишем Р\ форме (3.14) и 
для проверки условий (1) используем лемму 3.1 . При всех з проверка того , что 
функции В^ /гцьо) при -Ь^ < 1 интегрируемы в степени р по соответству
ющему множеству в Ж.""^, сводится к оценке интегргиюв от функций вида (3.22). 
Вес у? в интегралах возникает после интегрирования по переменной Х \

Для проверки того , ч т о ^\к{з) есть функция класса Вр~^^^ при \^'\ к = 
/ — 1 (см. (1 .9) ) , используем теорему 1. При ; ^ 3 считаем р = 1, сг = 1. 

Пусть /ггло) = • Проверка справедливости условий (1) , (2) части I 
' г . 

теоремы производится с помощью леммы 3.4 для з = 1, 2 и следует из (3.4)-(3.7) 
для 3 ^ 3. 

Выполнение условий (3) для функций ^(^1^]^ и / ( ; ) т при г, ^ ^ 3, г ^ з, сле
дует из результатов работы [15] непосредственно. При г = 1,2, з = 3 , . . . , п 
справедливость условий (3) части теоремы 2 также вытекает из результатов 
работы [15]. Покажем это . 

Рассмотрим отображение Л : и Е К " — х € Ж", 

XI = ^рх{и2) + щх{и2), Х2 = и2-и1х{и2)^\{и2), х^ = щ, ; = 3 , . . . , п, (4.1) 

где X = (1 Ч- [^1(^2)]^) ^^"^• Легко проверить, что отображение Л есть С'-
диффеоморфизм между областями А~^{0) и П. Поверхности Гх при отображе
нии Л соответствует часть гиперплоскости щ = 0. 

Рассмотрим функцию 

С(и) = Р{(р1{и2) Ч -ихЦиз ) , "2 - щх{и2)^р'1{и2),и"). 

Функция С принадлежит Ир(Л~^(Г))) , и 

(4.2) 

1(1=0 

д'^Р 

= 5 { 1 ) * ( 0 , г х 2 , . . . , и „ ) = щ 
оА{и') = /^х)к{М^2),и'). (4.3) 

Покажем, ч т о условия (3) выполнены для г — 1, 3 := п. Для г = 2, 3 = 
3, . . . , п — 1 рассуждения аналогичны. 

Поскольку отображение Л есть С'-диффеоморфизм, 

\Р\\1,р,п ~ 1|с^11(,р,л-ч:/>)-

Для д(1)к и д(п)^, где д^^): = ^ , из [15] следует 

и1=0' 

По эти равенства эквивалентны равенствам 

к + з ^1-2. 

Ш(1)к х„=0 к + 3 ^1-2. 
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Таким образом, ус;ювия (3) для функций Д выполняются. 
Оценка норм в (1.7) для функций (1-15) проводится в точности так же, как 

и в [15]. Рассмотрим функции (1 14). Используя отображение (4.1), приходим к 
оценке 15]: 

их + Пп 
^ С'||С'||/,р,л-1(1>)-

Возвращаясь к переменным хг,.. . , Х п (см. (4.1)) , отсюда получаем 

^ С\\1'Ъ,Р,п-

р,1Э 

При переходе к переменным ж,- мы учли, что из (1.3) вытекает < хх — 

^Р1(х2) < следовательно, их ~ Хх - У1(х2)-
Осталось оценить норму функций (1.13). Положим — /(,)^ — Р(^);, где 

. Т о г д а из (3.3), (3.14) и (1.12) следует (см. вывод (4.3) в [19]) 
Г ; 

Р{х) = Рх{х) + к{х) = 5 ] ; ш , ( x ^ С(1), С ( 2 ) ) ^ ^ ^ - - ^ ^ 7 ^ ^ ^ + ы^) + я{х). 
к = 0 

О т с ю д а вытекает 

1-1 

к = 0 

Дифференцируя это равенство г раз но хх, полагая затем Х] = 'Р2{х2) и после 
этого дифференцируя по Х 2 , . . . , Х п , получаем 

о^'Шг(х') = ^^'шг,(ж^С(1) ,С(2)) - о (4.4) 

при \^'\ г ^ I — I . Из (1.12) следует, что Шг линейно зависит о т С(1) и С(2)-
Из (1.2) и (4.4) следует (/?' = ( т , / ? з , . . •, ^9„)) 

9 Я г , ^ ' ( ж ' , / ( 1 ) , / ( 2 ) ) = Шг,р'{х',р(^х),Р(2)) 
т 1-1 

» = 0;=/-|^"|-г- ёх^-' [и-г)\\

Отсюда, из (1.12), леммы 3,4 и из того , что 

бх^-' [и-г)\\ 

при 3^1 — | / ? "| — г, рассуждая так же, как и при доказательстве теоремы 1 
из [17], получаем требуемую оценку. 

Таким образом, справедливость всех условий (1)~(4) части I теоремы 2 про
верена. 

Докажем часть I I теоремы 2. Пусть функции Д , А; = 0 , 1 , . . . , / - 1, опреде
лены на до, = Л!г^, 3 = 1, •. -, гг, и пусть для них выполнены условия ( 1 ) -
(4) теоремы 2. Построим функцию Г е \У1{0\, ДЛЯ которой выполняются ра
венства (1.19). 
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Продолжим / ( , )^ с Г; в О любым способом (например, тем, каким ниже 
строится продолжение с Г^) до функции Ф» из Шр{0), г = 1,2. Рассмотрим 
функцию (см. [15]) 

V ) 

функция 7 обладает следующими свойствами: Г)^7|г^ = О при |/?| ^ ' — 1, 
7|г2 = 1, 1)^7[г2 = О при 1 ^ |/?| ^ / - 1. Покажем, что функция 

Ф12 - 7^2 + (1 - 7)Ф1 

принадлежит \Ур{0). Для функции Ф12 выполняется 

12 

Из определения 7 вытекает 

Но тогда из равенства 

= / ь А: = 0 , 1 , 1 . (4.5) 
Г,иГ.2 

(7 

9? |Д1' 
(3 ^1. 

следует, что достаточно показать 

О^ЧФ-у - ФЛ 
(4.6) 

Так как Фг — Ф] с \УиО). т о (4.6) достаточно установить для |/̂ | ^ / — 1. 
Представим Ф1 и Ф2 в виде (3.14) {ъ — 1, 2) 

'"^ {Хх-^Р1{Х2)У 

г = 0 

Фг-(х) = ^ 1 ( 0 г ( ^ ' , С ( п ) -
Г! 

(4.7) 

где С(1)У = }{1)з - С{2)7 = / (2) ; " /'(2,2)^, />(1,1); = 

. Тогда из (1.12) и (4.7) следует 

/̂ (2,2),7 

121 

Г2 
(-1 

Ф2^^Шг{х\иф(2)У 
XI - '^2(Х2))' 

г! 

/ - 1 

(-1 
(Х1 - ^Х{Х2)У 

г = 0 

Из леммы 3.3 следует, ч т о 

<^ ' -1 '^1г»^ (Д(2 ) -Д(1 ) ) е^р (Д) . 

Обозначим 

г! 
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Очевидно, ч т о для любого мультииндекса р = {рг,..., Рп), |А*| ̂  ^ выполняется 

\0'дг\^ С^?'--!'^!, \р\ г, [О'^дг] ^ С, \р\ г. 

Учитывая это , имеем для |//| / — 1 

Г = 0 «=0 Г = Ц1 

+ Е ^ ^ Е И ' - ^ ' ' ^ " ! - ' 0 ' 2 ^ ' ^ " Я П . ] {^^-^—^^'Ъ^'дг}. 
^ = 0 г:={_|,̂ '/|_г 

Далее, используя (3.33), (3.34), лемму 3.4 и рассуждая, как при доказа
тельстве теоремы 2 из [19], приходим к (4.6). Таким образом, имеем функцию 
Ф12 € \Ур{0), для которой выполняются равенства (4.5). 

Пусть /(п)к — Л|г„> ^ — функция, введенная в начале § 3, и 

п - 1 

. ; Г ( 0 = . ^ ( ^ Ь . . . , * п - 1 ) - П ^ ( ^ ^ - ) -

Через Оп^1 ниже обозначается область 

1 ^ п , 2 - { х = ( ж 1 , . . . , ж „ ) : х е Д 0 < х „ < 2 9 ? ( Х 2 ) } . 

Считаем, что функции определены в области Г* 3 3 (см. теорему 4) и равны 
нулю при х ' = ( х 1 , . . . , Х п _ 1 , 0 ) ^ Г* 3 3 . Полагаем (см. , например, [25]) 

7-1 
т = / (п)о , ^^ - }{п)} - Е л ^ 

,-=0 

г)у(х) I " ' Л ^ ' + х г , * ' ) ' ^ ( ^ 0 

, 1 , 1 , 
х„ = 0 

Т о г д а 
/ -1 

Рп{х)^^ь^{х)еШ1{ОпЛ 
3=0 

дх{ 

(4.8) 

Хп = 0 

= / ( п ) ; , = 0 , 1 , . . . , / - 1 . 

Равенства (4.8) проверяются стандартным способом (см., например, [25]). 
Рассмотрим отображение (4.1). Положим ^12(1/) = Ф12 о А{и), Сп{и) = 

Рп о А{и). Имеем С и . С п е Ш1{А-ЦПп,2)), А(и') = Л(0, и з , . . . , и „ ) = 
( ^ 1 ( и 2 ) , и 2 , . ..,ип), 

5(1)к(и') 
1 2 = /(1)-ьоЛ(и ) , = — у -

« 1 = 0 С»" " 
= /(гг)^оА(^1. 0)-

Из условий (3) теоремы 2 следует, что 

" 1 + Пп 
< О О . 

Р ,л-Ч1?п ,2) 
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О т с ю д а (см. [15]) вытекает 

С\2п = уСп + (1 - 7)Сп2 е \У1(А-\Пп,2)), 

где 

7 = 
и: 

I 1-1 

Поэтому Фип = 012п о л ^ Е И'р(-0п ,2), причем 
«1 + и^У ^ 

V И п + "1 

2 п 

5 Я * 
= / ( Л ь ^ = 1,2,7г, ^ = 0 , 1 , . . . , / - ! . 

Пусть 7 Е Со°"(Ж), О ^ ?7 .< 1 и т]{т) = 1 при \т\ 1/2, ;?(г) = О при 
|г| > 1. Рассмотрим функцию Г]{Хп/<р{х2)) и положим Гпп = ??Ф12п + (1 - ^)Ф12-
Для функции 77 выполняется \0'^Г1\ С/(р^'''. Покажем, что 1<\2п € И^р(О). 
Достаточно проверить, что 

О^'ЫФип - Ф12)] е Ьр{0), \р\ I. (4.9) 
И меем 

0ЧЛ{^12П - Ф12)] = Е^«^^'?^' '"^(^12п - Ф12). 

Функции Ф12 и Ф12п имеют на Г1 и Г2 одинаковые следы нормальных произ
водных (при О < < 2<р{х2))- Рассмотрим интегральные представления (3.3) 
для Ф12 и Ф12П в Рп,2 

Ф12 — НхЛ- Щ1), Фпп — Н2 + Я(2)-
Полагая 

С(2)* — /(2)*; — 
•(2) д^Я(1 

г . ^ ^ ^ 1 Г1 
и представляя по (3.32), г = 1, 2, получаем 

г г ч(Д^1 ' » ^ 2 ( Х 2 ) ) ^ , ^ 
Ф12п = 2^ Ь(2)г(2; , С(2)) + Л(2) 

г = 0 
Г ! 

г = 0 

О т с ю д а с учетом (1.12), условия (4) части Г теоремы 2 и леммы 3.4 полу
чаем (4.9). 

Построив точно так же функцию Ф12П-1, «склеиваем» ее с функцией Ф12П 
с помощью функции 

I 1-1 

7 = 

слсудующим образом: 

Хг 
\Хп + Хп^1/ ^ 

Хп-1 \ 

1-0 
\Хп + Х „ _ 1 У 

Ф12П-1П = Ф12п(1 - Т ) +7Ф12П-1-

Проверка того , что Ф12п-1п € \^^р{В), проводится так же, как и в [15]. Продол-
жая далее для ^ = п — 2 , . . . , 3, получим в результате функцию Г Е Ш1{В), для 
которой выполняются равенства (1.19). Теорема 2 доказана. 
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§ 5. Доказательство теоремы 3 

Докажем часть I теоремы 3. Пусть Р € И^р(V )̂ и | ^ 
Г' 

3 
при г = 1, 2, при ^ ^ 3 — э т о поверхности (1.8). 

Существование следов нормальных производных функции Е на Г̂ -, ^ = 
1,2, . . . , п , и условие (1) теоремы 3 следуют из того , что все Г̂ - — гладкие 
поверхности класса С'"*"̂  — являются частями границы липшицевых областей, 
содержащихся в V = ^ \ (см., например, [2] или [16]). 

Условия (2) теоремы для г,3 3 {г ф з) следуют непосредственно из ре
зультатов работы [15]. Случай Г(- = Г,-, г = 1, 2, Г -̂, ^ = 3 , . . . , п, также следует 
из [15]. Для этого с помощью отображения (4.1) сведем рассмотрение к случаю 
двух ортогональных гиперплоскостей, как э т о было в § 4. 

Покажем, что выполняются условия (3) и (4) . Пусть 

01 = {х е Я\~0 : -Х2 < X I < <Р1{Х2), О < Х2 < 1 } , 

П2 = {хеЯ\0 : (Р2(Х2) < Х 1 < Х 2 , О < Х2 < 1 } . 

в силу условий (1.1)- (1.5) на (рх и (р2 области Ох и О2 имеют кусочно-гладкую 
липшицеву границу. Рассмотрим в ^ 1 и в ^ 2 интегральные представления (3.3) 
с вида (3.11) и К (3.7). Для О2 имеем ^ 1 ( 2 : 2 ) = (р2{х2), Ф2{х2) — ^ 2 , ^ ' ( ^ 2 ) = 

Х2 - '•р2{х2) ^ Х2. Для Ох в интегральном представлении берем •фх{х2) — - Х 2 , 
Ф2{х2) - ^Р1{х2)- Т о г д а ^ ( х г ) = ^рх{х2)+Х2 ~ Х2 при Х2 Е (о, 1). Чтобы носитель 
представления (3.3) для области С = 02 лежал в О2, мы берем ядро ^2 в виде 
(см. (3 .8) - (3 .10) ) 

0 2 ( х 2 , « 2 ) = -01, 
5 

( Г -

Ли-, 

(х2-<Р2(^2))/2 

Для области Ох с этой же целью поступаем следующим образом. Если (рх{х2) < 
О при Х2 € (О, 1), т о сначала делаем замену щ = —Хх, затем строим интеграль
ное представление для области 0[ — симметричной Ох относительно плоскости 
г*! = О затем делаем обратную замену хх ~ —их- При (рх{х2) > О можно непо
средственно использовать интегральное представление (3.3) для области Ох-

Из (3.32) имеем для области Д , г = 1, 2, 

П х ) = Е ь,у(х', с , , ) ( - ^ - ^ ; ( - 2 ) Г ^ ^ ^ ^ ^ ^ 

где 

(5.1) 
г = 0 

С{{)к = !{1)к - Р{1)к, Р{{)к = 
г.-

Отсюда, как и в § 4, получаем 

1-1 

Я х ) = : ^ Ш 1 , ( х ' , С ( 1 ) , С ( 2 ) ) - ' ' ' "^^^'^^^ +Н{х) + К2{х), х € Д , (5.2) 
г = 0 

г! 

где 

Е{х) = Н(х)+ Кх{х), хеОх, 

г г ( ^ ^ \ ^ Т (.'Г ч (^1 - ' ^ 1 ( ^ 2 ) ) - ' ' 
Я ( Х ) - 2 ^ Х ( 1 ) у ( х ,С(1)) . 

; = 0 •'• 

(5.3) 
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Положим 

Л' = {ж 6 М " : -Х2 < XI < Х2, О < < 1, = 2 , . . . , п } . 

Леммя 5.1. Имеют место включения ( 0 ^ ^ ^ / — 1) 

Ф ,С(1),С(2)) м е И ' р ( Х ) , 

>С(1)) -т^ е 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О , При доказательстве лемм 3.1 и 3.2 условия (1.3) не ис
пользовались. Поэтому эти леммы справедливы и для областей Ох и 1)2. Таким 
образом, справедливы оценки (3.33)-(3.34) при ф{х2) = Ж2 и С = Л' (см. также 
доказательство леммы 4 в [19]). Отсюда следуют утверждения леммы 5.1. 

Из леммы 5.1 следует, в частности, что Я Е 'РУДЛ'). 
Ниже обозначено 0}1г (х ' ) = 5Жг(ж', ( ( 1 ) , С(2))- Из (5.2) и (5.3) следует 

= Шг{х') + В\Е\^^ + В\К2\^^ е В\—'>^{Т2). (5.4) 

= В\Е\^^ + В\Кх\,.^ е В'-^-'/^{Гг). (5.5) 

(п — 2)-мерный куб ( ^ " • " 2 = {х1 = Ж2 — О, О < < 1, ^ = 3, . . . , п } является 
частью границы (п — 1)-мерных поверхностей Гх и Г2. Из (3.4) - (3 .7) и [ 1 , §6.4 
следует, ч т о 

В>''в[Щг^\^п-.=0, | / / ' К г ^ / - 2 , (5.6) 

где р' — ( / / 2 ; • • -, Мп)- Из того , ч т о Я € ЖДЛ"), вытекает 

Отсюда и из (5 .4) - (5 .6) следует 

В^'ШЛх'%,=^ = В^'ШАО, х") = О, + г ^ / - 2. (5.7) 

Для /9' (т ,/?") =: ( т , 5з, . . . , / ? „ ) из (1.12) и определения и С(2) имеем 

ЯЯг , /3'(х', /(1),/(2)) = 9Яг , /3 ' (г ' ,р(1 ) ,Р (2)) 
1-1 

.- = 0 ^ы-\р"\-г 
Лx'^'^ V и - г ) ! ] 

= Шг,р'{х',р^у),Р(2)) - Фг,/з'(^')- (5-8) 

Из леммы 3.4 {ф(х2) = ^2) следует, что 

ап.„5Чх',^(,),Р(2)) е я ; -^- |^' | -1 /Р(д -1) . 

Из (3.29) и определения следа [ 1 , §6.4] вытекает 

ПЯ,,д-(ж',р(Г),Р(2))и=о = о, + г ^ / - 2. (5.9) 

Из определения (1.11) функций ^(1)^ и из определения функций (^(1)^: следует 
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О т с ю д а и из того , что при 3^1— — г (см. (5.8)) 

лх^-' \и-г)\. 

следует 
(5.10) 

О т с ю д а , из (5.8) и (5.9) получаем условие (3) теоремы 3. 
Рассмотрим условие (4) теоремы 3. Оценка норм функций (1.14) и (1.15) в 

сумме (1.18) следует из результатов работы [15]. Оценка (последнее слагаемое 
в (1.18)) 

получается в точности по той же схеме, что и доказательство аналогичного 
условия в теореме 1 из [19] (условие (3) части I I ) . Только в нашем случае надо 
использовать 'теорему 1, доказанную в §2 . Этим завершается доказательство 
части I теоремы 3. 

Докажем часть I I теоремы 3. Пусть функции Д , А; = 0 , 1 , 1 , опреде
лены на дУ, /(̂ •)̂ ;̂ = Д|г'., и пусть выполнены условия (1 ) - (4 ) теоремы. Суще
с т в у ю т (см., например, [2]) функции Я(г) € И^р(Д), г = 1,2, такие, что 

(О = / ( 0 ь г= : 1,2, А; = 0 , 1 , . . . , / - 1. 
г. 

можно Покажем, что с помощью условий (1 ) - (4 ) и результатов работы [15 
« склеить» функции и Я(2) так, что получившаяся функция (обозначим ее 
Е12) будет из \У1{У) И для нее будут выполняться равенства (1.22) на Г1 и Г2. 

Рассмотрим отображение Р : и ^ Е " ^ ж Е М.", 

и2 - иг 

^1 = ТЕ—, 7 2 
Ж2 = 

Щ + «2 
^3 - 7 = 3 , . . . , п , (5.11) 

и рассмотрим функции Сг = о Р, С2 = Р(2) ° Я-
Пусть 

5 1 = {ж = (Ж1, . . Ж „ ) ; Ж1 = - Ж 2 , О < ж̂  < 1, 3 = 2,...,п}, 

82 = {х = ( ж 1 , . . . , Ж п ) : Ж1 = Ж2, о < жу < 1, 3 = 2,...,п}. 

Т о г д а С^ е \У},{Р-'{Пг)), г = 1,2, и 

где пг — { 1 / у ^ , 1/\/2, О , . . . , 0 } — единичный вектор внутренней нормали по 
отношению к Ог на 5*1, П 2 = {—1/\ /2 ,1 /\ /2 , О , . . . , 0 } — единичный вектор вну
тренней нормали по отношению к В2 на ^ 2 . 
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Из [15] следует, что необходимыми и достаточными условиями для суще
ствования функции С класса \Ур, онределенной в Р~^{^) \ и удовлетво
ряющей на гиперплоскостях {их = 0} и { « 2 = 0} тем же граничным условиям, 
что и и Сх соответственно, являются условия 

ди^2 
5'{2)У 

П! = 0 

их + иг 
< оо 

(5.12) 

(5.13) 

при \13"\ к+з = / - 1, = {и = ( и ь . . . , « п ) •• О < и̂ - < 1, > = 1 , . . . , г г } . 
Представим функцию Р(^2) в области Д в виде (5.2), а функцию Р(^х} в 

области Вх — в виде (5.3). Положим 

М г ( и 1 , и г ) = 
г! 

/ и г - и] 

V V2 
Н>2 

/ и г + и 2 ^ ^ ' • 

Легко видеть, что 

0'^В\Мг\^С[их^П2у-'^-^, т\к<т, 

В'^В\Мг\С,С, т + к-^г. 

Из (5.2) , (5.3) и определения С : и Сг следует 

1-1 

(5.14) 

С2 (и ) - Г"^^'"") Л / г ( и ь и 2 ) 
г=о V л/2 У 

- Ь / / о Р ( и ) + Л ( 2 ) о Р ( и ) , « е Р - Ч Д ) , (5.15) 

С Ц и ) =Но Р{и) + Й(Г) о Р ( и ) , и е Р-Ч^О- (Э-^С) 

Пусть А = Р - 1 ( Х ) = {и = ( и 1 , и 2 , г * " ) е 1 " : О < и1 < ч/2, О < иг < 
V2-иx, и" е Из (5.15) и (5.16) имеем 

0^x9(1)1.1^^, - В^х {О'Н о Р (и1 , О, и")) |^^^^ -Н />[' {В^ Щх) о Р ( и , , О, и")) 
и1 = 0' 

(5.17) 

^ « 2 ,Л 

г '=0 У 2 ' 
, и Р > { - ' М , ( 0 , и 2 ) 

\ 

^2 = 0 

« 2 = + Д ' (^^1 Я - ^ (0 , П2, « " ) ) |„,^о + ^ 2 (^^ Д( 2 ) О Р ( 0 , иг, и") ) (5-18) 

Из леммы (3.3) и [1 , §6.4] следует 

В^, {В',Е^х) о Р ( и ь О, и")) 1^^^ = В\ о Р ( 0 , иг, и") ) |^^^ ,̂ ^ + к ^ 1 ~ 2. 
(5.19) 

(5.20) 

Из Я о Р 6 У^'ЦР-^Х)) и [15] следует 

и2 = 0 " 

Пусть 
( -1 

г = 0 г = 0 

- | , и " ^ Д 1 - * М , ( 0 , и 2 ) . (5.21) 
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Запишем А^^к в следуюш:ем виде: 

к 3 1-1 

т = 0 г = 0 г = и 
А; 7 1-1-т — 2 

Е Е ^ - Е ОТ^'^г{^,и"]1УГО^,-"^Мг{а,щ) 
т = 0 1'=:0 г = 0 

; - 1 

+ ЕЕ'^-- Е ^^ '̂̂ ^ 
/ 42 Л 

г л , - 0 г = 0 г = Г — т — г - 1 \ У 2 У 

= 4 , + 4 , . (5.22) 

Из леммы 5.1 следует, что 

4 * е я ; - ^ - * ' - ^ ' ' ^ ( д " - ' ) , ^ + А : ^ / - 2 . 

Значит, определен след 4*: дг1-2- Так как (см. (5.14)) 

при г ^ г ' — »тг — г — 1 , ^ 4 - А ; ^ / — 2, т о 

4 . «2=0 = 0. (5.23) 

При г ^ / - г - т - 2, полагая /?' = (г + т , О, . . . , 0) е М " ~ \м (см. (5.8)) 

'^^г,Р' (^-^,"",/(1),Л2)1 - З Л г . ^ З ' ( - ^ , г / " , р ( 1 ) , р ( 2 ) ) - Ф г , ^ ' О Р | „ , ^ 0 -

\л/2 у \\/2 У 
Как и ранее (см. (5.9) и (5.10)) , отсюда и из условия (3) теоремы вытекает 

/;^+'"Ш1,(0, иГ С(1), С{2)) = 0, г + т + г ^ / - 2. (5.24) 

Таким образом, Л^ ^ _^ = 0. Отсюда и из (5.22) следует 

А^,к\и2^0 = О-

О т с ю д а и из (5.17)"(5.20) вытекают равенства (5.12). 
Далее, из лемм 3.3 и 3.4, из того , что Я о Р е ^УДР^^Х)) , и из (5.17), 

(5.18) следует: для проверки справедливости (5.13) достаточно показать, что 

У 1 ; , ] Ь , б " ( " 2 , И З , - - - , « п ) 

«1 + 142 
< оо (5.25) 

р,Я" 

при з+к + ^ / - 1, /3" = (/Зз, ...^п), где (см. (5.21)) А,,к,р" = О^"А,,к-
Запишем А^^к,13" = / — ̂  - ^ — 1) в следующем виде: 

к 3 р+к-т-х-1 

т = 0 1 = 0 V, г = 0 
,л/2 

+^^+^^р"ш^+к-т-^ ( .̂"") ^5 "̂̂ с^^-'л/,•+,_̂ _.•(о,и2) 
г - 1 

+ Е 
+к — т — г 

^^+^+^-^-к-1^(п2^^и 

N / 2 ' У 1 
и{+''-"'-'-^^П'^-*П'^-'"'Мг] \ (5.26) 
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Пусть прр1 г^]-\-к — т — 1-1 = 1 — т - 1 - — 2 

\ \ / 2 , 

Из формулы Тейлора имеем 

р-1 

г,(и,,и") = ^ - ^ 0 ^ 0 , и") + ^ - ту-'В^фУ) <1г., 

где р = I — т — г — |/?"| — г—\ з-\-к — т — г-г{р'^ 1). Из (5.24) следует 

« 2 

^ т / ( " 1 - г ) ' ' -^7 )Г '+ ' ' /^^"9?^г (;^'«") (5-27) 

Последняя сумма по г (г ^ ] -\-к — т—г) в фигурных скобках в (5.26) оценивается 
через (см. (5.14)) 

и 
т+г+г—] —к— 1 

Из (5.2б)--(5.28) вытекает, что 

Шг 

I 

и 
г+1 (5.28) 

А :и2,и") 
« 2 Ли' < ос . Ли ^ С 

Щ + « 2 
дп д „ _ , 

Следовательно, установлена оценка (5.25), а вместе с тем и (5.13). Следова
тельно, существует функция С12 Е ^р{Р~^{Я) \, совпадаю
щая с С12 в Р-\д)\Р-^{Х), с С?1 в Р-ЦОг) и с Г?2 в Р-Н'Д) , будет принад
лежать УУр{Р^^{У)) [26]. Обозначим ее С12. Тогда функция Р12 = С12 о Р"^ б 
1Фр((5 \) и для нее выполняются равенства (1.22) на Г1 и Г2. 

Пусть Рп Е \У'(У) - - такая функция, что 

д'Рп 
^1{п)к, ^ = 0.1 / - 1 . 

Распрямляя поверхность Гх с помощью отображения (4.1), мы сводим си
туацию (как э т о показано в § 4) к,случаю, когда соседние участки границы — 
взаимно ортогональные поверхности (гиперплоскости). После этого мы исполь
зуем результаты работы [15]. Получаем функцию Рхп Е VVр{^ \ удовлетво
ряющую (1.22) на и Г ь Аналогично получаем функцию Р2п Е VVр{^ \
удовлетворяющую (1.22) па Гг и Г „ . Затем мы «склеиваем» функции В\п и Р2п 
в функцию р12п е И'р(У), удовлетворяющую (1.22) на Г1 У Гг и Г^. Анало
гично получаем функции Р12 п - ь Р12 п - 2 , • • •, Япз- Функции и Ргг^ при 
г,3 ^ 3, г ф 7, «склеиваются» в точности, как в [15]. Следовательно, «под
клеивая» к функции Рх2п функцию Р12гг-Ь затем к получившейся — функ
цию Р'12п-2 И Т . Д . последовательно до функции Р123, мы в результате получаем 
функцию Р12...П = Р Е У/р{У), удовлетворяющую (1.22) на всех участках Гу, 
] = 1 , 2 , . . . , гг. Необходимая оценка (1.24) получается в процессе построения. 
Теорема 3 доказана. 
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