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ОСНОВЫ НЕЛИНЕЙНОЙ ТЕОРИИ ПОТЕНЦИАЛА 

СУБЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ*) 

С . к . Водопьянов, И. Г. Маркина 

Настоящая работа посвящена исследованию граничного поведения гармо
нических и супергармонических функций субэллиптического уравнения второго 
порядка 

- а 1 у * ^ ( х , У ^ и ) ^ О, (0.1) 
где У ^ и — (Х1и,... ,Хки) — субградиент, определяемый -векторными по
лями (Хх, ... , Хк), удовлетворяющими условию гипоэллиптичности Хёрманде-
ра [1]. 

Особенность излагаемого ниже подхода к теории потенциала состоит в том, 
ч т о изучается такое граничное поведение гармонических и супергармонических 
функций, которое контролируется внутренней геометрией области. 

Частным случаем уравнения (0.1) является р-лапласиан 

- а 1 у ( | У и | Р - 2 у « ) = О, 1 < р < о о , (0.2) 

который при р = 2 сводится к уравнению Лапласа Аи = 0. Его решения — 
гармонические функции — явились первоначальным объектом изучения в клас
сической теории потенциала. 

Теорема о представлении для гармонических функций позволяет опреде
лять супергармоническую функцию как функцию, значение которой в центре 
шара не меньше среднего значения по шару. Знаменитая теорема Ф. Рисса 
устанавливает связь между супергармоническими функциями, гармоническими 
функциями и потенциалами, а именно: всякая супергармоническая функция ло
кально представима в виде суммы потенциала и некоторой гармонической функ
ции. Таким образом, изучая поведение супергармонических и гармонических 
функций, мы получаем представление о свойствах потенциалов, и наоборот. 

Как решения уравнения (0.1), так и гармонические функции имеют не
сколько общих свойств, в силу которых становится возможным построение со
держательной теории в общем случае, так называемой нелинейной теории по
тенциала. Одно из основных свойств, на котором основывается обобщенная 
концепция, — это порядковое свойство: если и и у — два решения задачи Ди
рихле в ограниченной области С1 С Ж" такие, что м ^ V на границе области 
и, т о неравенство ме.жду функциями сохраняется и внутри области Г2. При от 
сутствии свойства линейности множества решений уравнения (0.1) порядковое 
свойство является основой нелинейной теории потенциала, естественно возни
кающей в связи с решением задач теории нелинейных уравнений с частными 
производными, теории функциональных пространств и других содержательных 
и сложных вопросов. 

При изучении свойств решений и суперрешений нелинейных уравнений 
с частными производными был развит некоторый аналитический аппарат, ба
зирующийся на таких положениях, как принцип сравнения для субрешений 
и суперрешений, неравенство Гарнака для гармонических функций, теоремы 
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сходимости монотонных последовательностей и ряд других. Позднее было уста
новлено, ч т о локально ограниченная сверху супергармоническая функция есть 
суперрешение соответствующего нелинейного уравнения. Такая связь позво
лила применить упомянутый выше аналитический аппарат теории дифферен
циальных уравнений к изучению свойств и поведения супергармонических функ
ций в нелинейной теории. 

Одновременно предпринимались попытки сформулировать и изучить при
менительно к нелинейной теории такие понятия классической теории потенци
ала, как выметание, барьер, решение Перрона, гармонические меры, полярные 
множества и др . 

Отметим монографию [2], где подробно и наиболее полно изложена весовая 
нелинейная теория потенциала, развитая для решений р-лапласиана (0.2) и его 
квазилинейных обобщений. 

В настоящей работе излагается теория потенциала, ассоциированная с ре
шениями субэллиптических уравнений. Уравнения этого типа определяются 
векторными полями, удовлетворяющими условию гипоэллиптичности Хёрман-
дера [1]. Напомним, что условие гипоэллиптичности Хёрмандера состоит в том, 
что в каждой точке области векторные поля вместе с коммутаторами конечной 
длины, одной и той же для всех точек рассматриваемой области, порождают 
касательное пространство. Модельным уравнением, обобщающим уравнение 
Лапласа, служит сумма квадратов векторных полей. 

Наш подход к исследованию граничного поведения гармонических функ
ций базируется на работах [3 -5] , в которых введено понятие несобственной 
границы как результата пополнения по Хаусдорфу метрического пространства 

= (Г ,̂ с/а) по внутренней метрике с/^, и методах, изложенных в моногра
фии [2] . Посредством понятия несобственной границы исследовано граничное 
поведение функций классов Соболева в областях с произвольной границей [3 
и доказан критерий Винера [4] регулярности решений в граничной точке. В 
статье [5] получены результаты по локальным свойствам решений и суперре
шений субэллиптических уравнений вида (0.1) , где функция ^^/{x,С) удовлетво
ряет определенным условиям. ^-Супергармоническая функция определяется 
посредством сравнения с непрерывным решением уравнения (0.1). Последние 
называются ^/-гармоническими функциями. При таком подходе мы вынуждены 
доказывать, ч т о .й^-супергармонические функции, определение которых не тре
бует какой-либо априорной регулярности, обладают на самом деле рядом до
полнительных свойств, которые позволяют при некоторых условиях рассматри
вать ^-супергармонические функции как суперрешения уравнения (0.1). Э т о т 
факт позволяет применить для изучения ^г/-супергармонических функций весь 
аналитический аппарат работы [5]. Кроме регулярности суперрешений урав
нения (0.1) в [5] исследована также зависимость свойств емкости в простран
стве Соболева от геометрии векторных полей. К обсуждаемой в работе тема
тике относится также и работа [6], в которой получены различные метрические 
и аналитические условия для устранения особенностей ограниченных реше
ний уравнения весьма общей природы, включающей, в частности, уравнения 
вида (0.1). 

Отметим, ч т о ^э^'^'-супергармонические функции, исследуемые в настоящей 
работе, сохраняют ряд основополагающих свойств теории эллиптических урав
нений: принцип сравнения, неравенство Гарнака для .0^-гармонических функ
ций, теоремы о сходимости монотонных последовательностей и другие. Это 
обстоятельство позволяет развить теорию, аналогичную эллиптическому слу
чаю. Особое внимание мы уделяем вопросам, специфически связанным с геоме
трией векторных полей. Принципиальные результаты, описывающие основные 
свойства геометрии, ассоциированной с векторными полями, получены в [7 . 

В § 1 работы определяются все необходимые понятия. В § 2-7 вводится 
определение ^'^-супергармонической функции, устанавливается связь ^^^-су-
пергармонических функций и суперрешений уравнения (0.1), изучаются 
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возможность устранения особенностей, свойства сингулярных решений урав
нения (0.1) и интегрируемость ^зг^'^-супергармоническиx функций. Результаты 
§ 2-7 служат основой для исследования классических вопросов теории потенци
ала; выметания ( §8 ) , решений Перрона (§ 9), .е/'^-регулярных граничных точек 
(§ 10), барьеров (§11 ) , ^/ '^-разрешимости (§12 ) , связи между решениями Пер
рона .^^''-потенциалами и ^ ' ' - п о л я р н ы м и множествами (§ 14), а также ^г/'^-гар
монических мер (§ 15) и ^У-тонких топологий (§ 16). 

Наш подход к заданию граничных значений функций основан на работах 
[3, 4] . Он отличается от классического тем, ч т о мы определяем граничные зна
чения не на евклидовой границе, а на идеальной границе, присоединяемой к 
области при ее пополнении по внутренней метрике. Такой подход позволяет, в 
частности, различать берега разреза, ч т о приводит к большей свободе в гра
ничном поведении изучаемых функций. 

§ 1. Весовые пространства Соболева 

Пусть X I , ^ 2 , . . . , Хк — семейство вещественных векторных полей класса 
С ° ° , определенных в некоторой окрестности I/ замыкания С ограниченной обла
сти С из Ж", п > 2. Под областью мы понимаем далее открытое связное множе
ство . Для мультииндекса а = (ч,г2, • • • , * т ) обозначим через Ха коммутатор 

2 1 
Хг^_.^,Х1, 

длины |о!| = т . В работе мы предполагаем, что семейство векторных полей 
удовлетворяет в области С условию гипоэллиптичности Хёрмандера. Э т о озна
чает существование целого положительного числа 5 такого, что коммутаторы 
векторных полей порядка |о;| = 5 образуют касательное пространство в каждой 
точке замыкания области С 

Введем множество векторных полей 

Х^'^ = {Х1,Х2,... ,Хк},Х^'^ = {[Х,,Х21... Л^к-и^!^]}, • • • 

таким образом, чтобы компоненты набора Х^р^ были коммутаторами длины р. 
Обозначим через 2^1, Е^г,- - некоторую нумерацию векторных полей, вхо
дящих в совокупность . . . ,Х'^'\и 2",- элемент Х^^^, т о будем 
говорить, ч т о ^1 имеет формальную степень </(^г) = ^ или короче = с?,- = ^. 

Определим, следуя [7], метрику, ассоциированную с семейством вектор
ных полей. Пусть С(8) обозначает класс абсолютно непрерывных отображений 
у?: [0; 1] —* О, почти всюду удовлетворяющих дифференциальному уравнению 

Тогда величина р{х,у) = 'т^{6 > О | существует такое отображение (р Е С{6), 
ч т о 93(0) = X, (р{1) = у} есть метрика на С. Метрический шар есть множество 
точек В{х, 6) = {у еС : р{х, у) <8]. 

Пусть Г2 С С —- такая область, что О. С С. Пусть и) — локально интегри
руемая неотрицательная функция на области Г2. Тогда мера Радона / 1 , канони
чески ассоциируемая с весом и), определяется как р,{Е) = /•и){х)6.х. Поэтому 

Е 
йц{х) — уо{х)в.х, где Лх — п-мерная мера Лебега. Будем говорить, ч т о весовая 
функция п) (или мера р) р-допустима, если выполнены следующие условия: 

Ж1. О < 10 < оо почти всюду в Г2, и мера /л удовлетворяет условию удвоения: 
р{2В) ^ С1р(В) для любого шара В = В{х,г) такого, ч т о 2В = В{х,2г) С^, с 
постоянной С 1 , не зависящей о т выбора шара. 
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Ж2. Если В - открытое подмножество О, (р1 6 С°°{0) — последователь
ность функций такая, что 

при % —> ОС, где V Е. Ьр{0', Ж ) , т о г; =: 0. 
ЖЗ. Существуют положительные числа х > I , го и с^ такие, что 

/ 1 
/ м йр ^ СзГ 

В 

Лр 
\ 1 / р 

ДЛЯ любой функции 93 6 Со"{В) и шара г) С С, ж Е 12, О < г < го. 
; ^ 4 . Существуют положительные числа го, С4 такие, ч т о верно неравенство 

в в 

для любой функции <р Е и произвольного шара В{х,г) С С, € П, 
О < г < Го. 

Здесь и далее - / ^ ( ^ ) " ^ / ^^/^^ а У^уз - (Х195, Х29?, . . . ,Ха:97) есть 
в 

субградиент функции 97. 
Постоянные С 1 , сз и С4 могут зависеть от области О, С С. Если = 1, 

т о условие доказано в [7], У^Ъ (неравенство Соболева) — в [8, 9] , а Ж 4 
(неравенство Пуанкаре) — в [10]. Если для любого шара В С С выполнено 
условие 

р - 1 

в в 
для некоторой постоянной , не зависящей о т выбора шара В, т о весовая функ
ция п) удовлетворяет у1^,-условию Макенхаупта в области С, [и) Е Ар{С)). Если 

Е Ар{С), т о условия ЖЗ и Ж А (весовые неравенства Соболева и Пуанкаре) 
установлены в 11 

Доказано, ч т о условия ^ 1 - Ж 4 не являются независимыми: в работе [12 
установлено, ч т о из неравенства Пуанкаре вытекает неравенство Соболева. 

Для функции 9? Е С°°{0), где область О может совпадать с Г2, полагаем 

(1р 
1/р 

Пространство Соболева У/р(0;1л) определяется как пополнение класса 
{^р Е С°°{0) ; ||9э I УУ'р ( I ) ; / / )|| < с о } относительно нормы \\^р \ р.)\
Другими словами, функция и лежит в классе Ц^р(0;р), если и только если 
и Е Ьр{0\р) и найдется вектор позначная функция г' Е Ьр{В\ такая, что 
для некоторой последовательности (р^ Е С°^{0) верно 

О, 

когда г —̂  оо. Функцию V называют субградиентом функции и в Т-УДГ); /^) и обо
значают г; =: V^и. Условие Ж'2 влечет корректность определения субградиента 
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о 
функции и. Пространство И^р{1);д) есть пополнение Со°(0) в Ясно, 

о 
что \\^р{0]р,) и ]Ур(0:р.) — банаховы пространства относительно нормы || • 
\Ур{0; р.)\\. Будем говорить, ч т о функция лежит в классе УУ^ ^^^{О; /л), если она 
лежит в классе Ц^р{К;1л) для каждой компактной области К (Ш О {т. е. К — 

ограниченная область и К С О). 
Определим внутреннюю метрику с1с1{х,у) на области Г2, х, у Е О, положив 

(1п{^^У) = ш{{8 > О I существует такое отображение (р Е С(8), что (р{1) Е 11 
для всех Ь Е [О, 1], <^(0) = х, у?(1) = у}. Рассмотрим метрическое пространство 
0 1 = (Г2;с/п) и тождественное отображение тг: ^ 1 —> 12, 7г(а;) = х, х Е О,- Если 
{ж?}, / Е М, — фундаментальная в 0,1 последовательность точек, то {7г(ж;)}, 
/ Е М, есть последовательность, фундаментальная в области $7. Следовательно, 
последовательность {7г(а;()}, / Е М, сходится либо к некоторой точке, лежащей 
внутри области 12, либо к точке, принадлежащей евклидовой границе дО, := 12\12 
области 12. В первом случае исходная последовательность сходится к некото
рой точке жо Е 121, а во втором — последовательность { х / } , / Е К, предела в 
12; не имеет. Пополним метрическое пространство 121 по теореме Хаусдорфа 
и обозначим пополнение символом В результате к области 12 присоеди
нятся несобственные элементы — это в точности пределы фундаментальных в 
121 последовательностей, соответствующих второму из рассмотренных случаев. 
Множество ^121 = 121 \1 называется в дальнейшем 1-границей области 12, и 
предполагается, ч т о 5121 является компактным множеством. Для множества 
V, лежащего строго внутри области 12, Л (е 12, имеет место совпадение его 
границы дП в метрическом пространстве {С,р{х,у)) (замыкания области О в 
метрическом пространстве {С, р{х, у))) с границей в метрическом пространстве 
121 (с замыканием в метрическом пространстве 121). 

Наряду с пространствами Соболева на области 12 рассмотрим пространства 
~ о ^ ^ 

Соболева \\'р{01;р) и УГр(121;//) на 121, определяемые как пополнение функций 

из С(121)пЖр1(12; /^) и С(121)пЙ^^(12; р) соответственно, по норме || • | ^^^(12; ^ ) | . 
(Здесь С(121) есть пространство непрерывных на пополнении 121 функций.) 
Норму в пространстве р) обозначим символом • | И^р^(121;/х)|. Оче-

~ о ^ 
видно, что ограничения функций пространства И^р^(121;/^) (Р '̂р (121;/^)) на 12 

о 

принадлежат классу Соболева УУр(П;р) (И' 'р(Г2;^)). Формально это вложение 
индуцируется тождественным отображением г: 12 121, «(а;) = ж, ж Е 12, по 
правилу г* = / о г . (Свойства пространств Соболева \Ур{С1;р) и VVр^(^21;/^) см. 
в [4, 5].) 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1 .1 . Емкостью компакта К С У^г в пространстве УУ^ {0,1; р) 
называется следующая величина: 

сар{К, УУ^(0,;р)) = Ы{ ||/ | 17^ {Пг; : 

/ Е С(121) П % 4 1 2 ; / / ) , / (ж ) ^ 1 для всех хеК}. 

Для произвольного множества Е С О1 его внутренняя емкость есть вели
чина 

сар(Е,Р^р1(121;^^)) = зпр{сатр{К, (П^р)) : К С Е, К компактно} , 

а его внешняя емкость — величина 

с^{Е,УУ^{Пйр)) = Ы{с^{У,УУ^{Пйр)) -.ЕсУсОи У о т к р ы т о } . 
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Скажем, что множество Е имеет емкость нуль, если 

сар{Е,\У^{Ог;р))=0. 

(Свойства емкости см. в [5, §6].) 
Пусть О С О, — некоторое открытое подмножество в полном метрическом 

пространстве 12], снабженном внутренней метрикой (1с1(х,у). Не исключается 
возможность совпадения замыкания О со всем пространством Здесь и далее 
замыкание О понимается в смысле замыкания относительно метрики 4п(х,у), 
а граница дП есть граница в метрическом пространстве 121. В статье одно
временно рассматриваются два случая расположения компактных множеств Ко 
и Кх в метрическом пространстве 17]. 

П е р в ы й случай. Фиксируем два компактных множества Л'о и Кх та 
ких, ч т о Ко П Кх = 0 , Ко С О, Кх С О, и имеющих положительные емкости 

о 
сар{Ко,^р(0; р)) и сар(^С1,14^(1);/:/)). Определим пространство ]Ур{0, Ко и 

о 
Кх',р) {Ьр(0,Ко и К1;1л)) как пополнение по весовой норме • | И^р^(^;/^) 
(II • I Ь1{0;р)\\) всех таких функций / е С(0)пЩ(0;р) ( / € С(0)П11{0; р)), 
ч т о / обращается в ноль в окрестности (относительно топологии в О) объедине
ния КоиКх- Далее, в основном, рассматривается ситуация, когда пересечение 
компактов Ко и Кх с границей дО множества О не пусто . 

В т о р о й случай. Если Кд = 0, т о роль компакта Кх всегда играет гра
ница до множества П. В этом случае полагаем 

Ц^ЦО, КоиКх;р)= ^ЦО;/х) {ЬЦО, КоиКх;р) = ЬЦО;р)). 

В первом случае все понятия, термины, классы, функции снабжаются знач
ком (Т, символизирующим сумму компактов Ко1) К\. Во втором случае значок 
сг опускается. 

§ 2. ^г/'^-Супергармонические функции 

Рассмотрим уравнение 

-а^V, ^ ( а ; , У ^ и ) = О, (2.1) 

где V = {Ххи, Х^и,.., , Х^и). Здесь .и?': 12 х Ж*̂  —• Е*̂  — отображение, удо
влетворяющее для некоторых чисел 1 < р < о о и 0 < а ^ / ? < о о следующим 
условиям: 

( .Е /1) отображение х —»• ̂ г/(х,^) измеримо для всех ^ Е Ж.*, а отображение 
^ ^^(x,^) непрерывно для почти всех ж Е 12, 

( ^ 2 ) ^ ( ж , 0 - е ^ с . Ц х ) | е | Р , 
( ^ 3 ) к ( ж , о к м ^ ) I е ^ ^ 
( ^ 4 ) (.с^{х,^х) - . 0 ^ ( ж , Ь ) ) ( 6 - 6 ) > о для всех 6 , 6 € 1 ^ 6 Ф 6 , 
( .5 /5) ^г/{х,Х^) - Л|А|Р-2^^(ж,6 для любых Л Е Ж, Л / 0. 

В условиях (.й/2), (^/3) неотрицательная функция и) есть некоторый р-до
пустимый вес на области Г2. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2 . 1 . Функция и Е УУр^^^^{В;р) называется [слабым) •реше
нием уравнения (2.1) на множестве Л С 12 относительно компактов Ко и Кх, 

о 
если для каждой функции уз Е УУр{В,Ко 1)Кх]р), непрерывной на множестве 
В и Кои Кх С Ох и обращающейся в нуль в окрестности объединения Кои Кх, 
имеет место соотнощение 

^ ^^{x,V^и)V^^рс^x^О. (2.2) 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2.2. Непрерывная функция и: О ^ Ж называется -гар
монической на множестве О С О относительно компактов Ко и К^ (и Е Ж" {О) 
или и € Ж'{В,Ко и К\)), если она является слабым решением уравнения (2.1) 
на множестве О С Ох относительно компактов Ко и Кх-

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2.3. Функция и: О 1 . и { + с ю } называется ^^/'^-супергар
монической в П С О относительно компактов Ко и Кх [и Е 8" [В] или и Е 
8{В,Ко и ^ 1 ) ) , если выполнены следующие условия: 

(1) функция и полунепрерывна снизу, 
(2) на каждой компоненте связности множества В функция и не равна т о 

ждественно бесконечности, 
(3) для каждого открытого множества V С В такого, что В\У — [7о и ^ / 1 , 

[/д П (/т = 0 , Ко С 11о, Кх С 6^1, и каждой .{/'^-гармонической в V относительно 
дУ П В, непрерывной в У О [дУ П В) функции Н из того , что неравенство /» ^ и 
выполняется на дУ П В, следует, ч т о оно выполняется на всем множестве У. 

Функция V называется л?/''-субгармонической {V Е —З'^(В) или V Е —3{В, 
Ко иКх)), если -V Е 8''{В). 

Во втором случае при Х{ = д/дх^ (стандартные векторные поля) приве
денные выше определения принимают обшепринятые формулировки, которые 
могут быть найдены в [2]. Если не возникает разночтений, мы опускаем слова 
«относительно компактов Ко и 7^1». 

Предложение 2.1. -гармоническая функция на множестве В относи
тельно компактов Ко С дВ и Кх С дВ является лг/-гармонической на множе
стве В. 

ДокА3.4ТЕЛЬСТВО. Действительно, допустим, что функция к ^ ' ' - г а р м о 
нична относительно компактных множеств Ко и Кх, принадлежащих границе 
дВ области В, а на оставшейся части границы, т. е. на дВ \ и Кх), гранич
ные данные «распределились свободным образом». Тогда для всяко11 финитной 

о 

в области В функции у? Е Ц^р{В;р,) выполняется соотношение (2.2). Предложе
ние доказано. 

Следующие свойства ^/ ' ' -супергармонических функций вытекают из опре
деления. 

Лемма 2.1. Если и — -супергармоническая функция, то для любых 
действительных чисел Л ц г, Л ̂  О, функция Хи + г также ^о/"-супергармони
ческая. 

Лемма 2.2. Если и и V — -супергармонические в В функции, то 
т1п(и , у) также есть ^г/'^-супергармоническая функция в В. 

Лемма 2.3. Пусть {"г}^^] —последовательность -супергармонических 
функций в В. Если последовательность функций {щ) либо возрастает, либо схо
дится равномерно на компактных подмножествах В, то в области В предельная 
функция и = Ига и,- является -супергармонической, за исключением случая, 

г—юо 
когда и = оо. 

Лемма 2.4. Предположим, что Е — семейство локально равномерно огра
ниченных снизу ^^'^-супергармонических функций в В относительно компактов 
Ко С дВ и Кх С дВ. Тогда полунепрерывная снизу регуляризация з функции 
Ы Е 

8(х) = И т ЬГ (шГ Е) 
' г-*ОВ(х,гУ 

является ^г/" -супергармонической функцией относительно тех же компактов Ко 
и Кх-
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Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Так как семейство 7^ = {и : и Е 3^{В)} локально рав
номерно ограничено снизу, то функция з иолуненрерывна снизу. Фиксируем 
открытое множество V С О так, чтобы Кои Кх С 0\У и любые окрестности 
компактов Ко и Кх не пересекались. Пусть Н — ^ ' ' - гармоническая функция 
в V относительно дУ П О, непрерывная в У вплоть до границы дУ ПО и такая, 
ч т о Н ^ 8 на дУ П П. Тогда /г ^ и в 1^ для любой функции и Е К, значит, вос
пользовавшись непрерывностью функции Л., имеем, что Д ^ « в 1 .̂ Лемма 2 .4 
доказана. 

Из леммы 2 . 4 так же, как и в [ 2 , теорема 7 . 5 ] , выводится 

Лемма 2.5. Пусть и: О {а,Ь), —оо^а< 6 : ^ о о , — ^^'^ -супергармони
ческая функция. Если функция /: {а,Ь) ж выпукла вверх и возрастает, то 
суперпозиция / о и — также -супергармоническая функция. 

Определим понятие регулярной граничной точки. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2 . 4 . Точка хо Е Ко и Кх С дО, внутренняя для одного из 

компактов Ко, Кх (относительно индуцированной на границе дП С В тополо
гии) , регулярна в смысле Соб^олева для ограниченного открытого множества I ) , 
если равенство 

И т }1{х) — 9{хо) 

выполнено для любой функции в Е \Ур{0\р), непрерывной на множестве О и 

КоиКх с Ох я такой функции к Е Ж" (О), что к-в Е УУ1{0, КоиКх; р). В даль
нейшем, говоря о регулярной точке компакта Ко или Кх, всегда предполагаем, 
ч т о рассматриваемая точка является внутренней для этого компакта. 

Теорема 2.1 (принцип сравнения). Предположим, что и —-супергар
моническая функция, а V — -субгармоническая функция в области О отно
сительно компактов Ко С дОх и Кх С дОх, имеюгцих положительные емкости 
сар[К1, Шр{0.х',р)), г = 0,1. Если для всех точек х Е Ко и Кх С дОх выполня
ется неравенство 

Иш ь{у) ^ И т и{у) 

и если обе части неравенства не обращаются в Ч-оо или —оо, т о у ^ и в Г2. 
Доказательству принципа сравнения предпошлем следующую лемму. 

Лемма 2.6. Пусть К С Ох — компакт. Тогда точки множества дУ П О, 
где У = {х Е О : (^а,^x, К) > а], регулярны. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Так как множество дУ П О относительно замкнуто, то 
для любой точки х Е дУ ПО существует такое число е, что шар В(х, е) целиком 
лежит в области О и не пересекает компакт К. Пусть точка 2 Е К — бли
жайшая к X, а у — это точка пересечения шара В{Х,Е) С кратчайшей кривой, 
соединяющей точки х а г. Имеют место оценки 

\В(х,е)\У\^ \В{х,е)ПВ{у,е)\ \В{у',€/3)\ УЪ\В{Х,Е)\, 

где у' — середина кратчайшей кривой, соединяющей точки ж и у. Здесь символ 
\А\т меру Лебега множества А. Таким образом, выполняется достаточ
ное условие критерия Винера [ 4 ] и поэтому точки множества дУПО регулярны. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О ПРИНЦИПА СРАВНЕНИЯ. Фиксируем г > 0 . Покроем 
каждый компакт Ко и Кх, принадлежащий границе дОх, совокупностью шаров 
относительно внутренней метрики В(х. г{х)), в каждом из которых выполняется 
неравенство V < и -\- е. Выбрав конечное число таких шаров, рассмотрим их 
объединение \У. 
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Пусть г = тт{(1п(Ко,0 \; ^^"(^1,12 \. Тогда согласно лемме 2.6 
точки множества дУПО, где У = {ж Е О : (1и{х, Ко) > г / 2 } П { ж Е 12 : (1а,(х, К-^) > 
г / 2 } , регулярны, причем в каждой точке г Е дУ П 12 выполняется неравенство 
V < и-{- е. _ 

Доопределим функцию V на дО^ ее верхним пределом, при этом полученная 
функция будет полунепрерывной сверху. Выберем строго убывающую после
довательность функций Е С ( 1 2 1 ) , сходящуюся к у на 121. Ввиду того , что 
множество дУ П 12 компактно, а функция и + е полунепрерывна снизу, то , на
чиная с ртекоторого номера г, на множестве дУ С\0, выполняется неравенство 
(̂ 1- ^ и + е. Пусть Н — .0^''-гармоническая функция в области V относительно 
дУ П 12, непрерывная в V вплоть до дУ П 12, и пусть /1 = уз̂  на дУ П 12. Т о 
гда на границе дУ П 12 имеем неравенства г> ^ и -|- е или у ^ Н ^ и + е, 
а значит, г; ^ Л, ^ и -|- е всюду в V. Ввиду произвольности е неравенство у ^ и 
выполняется всюду в У. 

Из принципа сравнения получаем следующее свойство. 

Лемма 2.7. Функция к является .^'^-гармонической тогда и только тогда, 
когда она одновременно .с/^-супергармоническая и .^'^-субгармоническая. 

Лемма 2.8 (первая лемма о склейке). Предположим, что О С 12 — о т 
крытое множество, замыхаяие которого содержит один из компактов А",- С 121, 
г 0 , 1 ( для определеяяостя положим г = 0). Пусть и — .с/^-супергармояичес-
кая функция в 12 относительно компактов Ко и К^, а функция у - ^г/^-супер
гармоническая в В относительно Ко и дВ П 12. Если функция 

т1п(и, у) в В, 
и в П\В 

полунепрерывна снизу, то она — -супергармоническая в 12 относительно Ко 
и Кх. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Определим множество 1-̂  = {ж Е 12 : ё^{х,Ко) > а } П 
{ж Е 12 : (}ц{х,К1) > а], где а — некоторое число, меньшее расстояния от 
дВ П 12 до компакта Ко- Пусть к .с/'^-гармоническая функция, определенная 
на V, непрерывная в У вплоть до части границы дУ П 12 и такая, что /г. .ч на 
дУ П 12. Т о г д а к ^ и в У, т. е. на множестве У \ неравенство /г ^ я получено. 
Покажем, ч т о оно верно и на множестве В (ЛУ. Так как 8 — полунепрерывная 
снизу функция, т о для всех х Е дВ П У справедливы неравенства 

И т к{у) ^ и{х) = 8{х) ^ И т ь(у). 

Т о г д а из принципа сравнения следует, что к з в В ПУ. Поэтому /г 5 в У. 
Лемма 2.8 доказана. 

Аналогично доказывается еще один вариант леммы о склейке. 

Лемма 2.9 (вторая лемма о склейке). Предположим, что В С О — такое 
открытое множество, что его дополнение О, \ содержит непересекающиеся 
окрестности компактов Ко и Кх- Пусть и — .я/'^-супергармопическая функция 
в 12 отяосятельно компактов Ко и Кх, а функция у — ^г/"-супергармоническая 
в В относительно дВ ПО. Если функция 

{
т ш ( и , у) в В, 
и в 0\В 

полунепрерывна снизу, то она ^г/"-супергармоническая в 12 относительно Ко 
и Кх. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЭТОЙ леммы аналогично предыдущей, однако выбор чи
сла о; осуществляется следующим образом; а < тт{(^с^(д^ П О,, Ко), с1а{дО П 
П,Кг)). ' 

ЗАМЕЧАНИЕ 2 . 1 . Предположим, ч т о О <в О или множество П С О распола
гается таким образом, что замыкание О содержит точки компакта Ко С дО.1, но 
не содержит точек из дОх \ Если функция V — .«/-супергармоническая в В, 
а функция и — ^г/' '-супергармоническая в области О относительно компактов 
Ко и Кх, т о при условии, ч т о функция 

{ т1п(и , у) в О, 
и в П\0 

полунепрерывна снизу, получаем, ч т о « — ^з?"'-супергармоническая в области 
Г2 относительно Ко 1л Кх. 

При доказательстве замечания 2.1 выберем множество V по схеме леммы 2.6 
и заметим, ч т о неравенство 

И т Н{у) ^ 8{х) ^ И т « (у) 

выполняется для всех точек х € д{0 П V), откуда получаем, ч т о к ^ з в О ПУ. 
Значит, неравенство /г ^ « верно на всем множестве V. 

Лемма 2.10. Если и — .в/'^-суиергармоническая функция в области О,, то 
множество {х Е О : и(х) < о о } плотно в О. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Предположим, ч т о существует шар В (а О. такой, что 
= оо в В. Выберем точку у Е О, и{у) < оо. Пусть г = тт((^с^{у, Кг), 

(1а(дВ,Кг)), г = 0 , 1 , и пусть О = {х Е П : с1а{х,Ко)_> т/2} П {х Е О ; 
с1а{х,Кх) > т/2}. Тогда V содержит точку у и шар В, а также согласно 
лемме 2.6 является регулярным множеством. Выберем функцию к, ^а^'^-гар-
моническую в 0\В, непрерывную вплоть до дО П Г2 и на границе дВ шара В, 
принимающую значения О на дЬ П Г2 и 1 на дВ. Если т — шГи, т о ш > —оо. 

_ о 
По принципу сравнения гк^и — твП\В для каждого целого г. Так как по 
принципу минимума к(у) > О, т о имеем И т гк(у) = оо, а э то противоречит 

г—>оо 
неравенству гк{у) ^ и{у) — т < оо. Лемма доказана. 

Следствие 2.1. Если и Е 3(0, Ко^ Кх), тоиЕ 8{0, {Ко П Л ) У {Кх П Ъ)) 
для любого открытого множества О С О такого, что 

сар{^пК^,\Vр'{^•,р))>0, г - 0 , 1 . 
Теорема 2.2 ( строгий принцип минимума) . Непостоянная .о/'^-супергар-

мояическая функция и не может достигать своей нижней грани в области О.. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Предположим, что функция и достигает нижней грани 

в точке X. Пусть и{х) = т = 1пГп«, и пусть и{у) > т. Тогда неравенство 
и > гп выполняется на некоторой открытой области О. Введем обозначение 
у^ = г(и - ш ) . Так как у, (х) = О, то функция г; = И т к,- — ^У-супергармони-

ческая в Г2. С другой стороны, У = оо в В, что противоречит лемме 2.10. 
Введем понятие модификации Пуассона. Предположим, что функция и — 

й^^-супергармоническая в области П относительно компактов Ко и Кх и В^ С 
О — открытое множество такое, ч т о точки х Е дВ П О регулярны и 0 \ = 
1/0^1/1, 1/оГ\11х = 0, Ко С 1/о, Кх С Ш. Положим 

ив = М\у : V Е 3{В,дВПП), И т у{у) ^ и{х) 

для любой точки X Е дВ П Г2|. 
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Р^'Ы, О) = Р(и, О,дОП0) = I 
I у-! 

Назовем модификацией Пуассона Р'^{и, О) = Р{и, П, дПС\С1) функции и в обла
сти О следующую функцию: 

в П\0, 
ив в П. 

Лемма 2.11. Модификация Пуассона Р(и, О, дП П О) — -супергармо
ническая функция в области 12 относительно компактов Ко и К^ и ^"-гармо
ническая в О относительно дО П 12. Кроме того, справедливо неравенство 

Р{и,П,дВПП) в 12. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Очевидно, что Р{и,0,дВ ПО.) и в 12. Доопределим 

функцию и на 5121 ее нижним пределом. Далее в ь 1 б е р е м возрастающую после
довательность € С°°(121), сходящуюся к и в 1 2 ] . Пусть .(У^-гармонические 
функции /г,; таковы, что они непрерывны в О вплоть до дО П 12 и кг = у?̂  
на дП П Г2. По принципу сравнения последовательность {к^} возрастает и, 
следовательно, по теореме Гарнака о сходимости ( с м . [ 4 ] ) предельная функция 
к = И т к( является .^'^-гармонической в О. Заметим, что к ^ и, поэтому 

г—'ОО 

функция к прршимает конечные значения (лемма 2 . 1 0 ) . Для точек у 6 дО П 12 
выполняется неравенство 

И т к{х) ^ И т ^{(у) = и(у). 

Следовательно, к ^ Р{и, П, дО ПО) в О. С другой стороны, из принципа срав
нения вытекает, что к^ Р{и, О, дП П 12) в Д для всех г и поэтому сужение 
Р{и, О, дОП0)\г) = к — ^г/^-гармоническая функция в О относительно дО П 12. 
Э т о утверждение показывает также, что функция Р{и, О.дО П 12) полунепре
рывна снизу, значит, .е/'^-супергармоническая по лемме 2 . 9 . 

На основании леммы 2 . 1 1 можно дать другое определение модификации 
Пуассона: в области О функция Р{и, О, дО П 12) есть предел некоторой воз
растающей последовательности лг/"-гармонических функций Л,- яа множестве 
О относительно дП П 12, непрерывных в О вплоть до дО П 12 и таких, что гра
ничные значения функций к( возрастают к значениям и на дО П 12. 

Если в качестве множества О рассмотреть щар В{х,г) (Н 12, т о модифи
кацией Пуассона Р{и, В) функции и в шаре В{х, г) называется предел некото
рой возрастающей последовательности функций к{ Е С{В) П Ж [В) таких, что 
граничные значения функций возрастают к значениям и на границе шара 
В{х,г). В этом случае Р{и,В) ^ и в 12 и модификация Пуассона Р{и, В) есть 
.^/-гармоническая функция в шаре В{х,г) (см. [ 2 , лемма 7 . 1 4 ] ) . 

§ 3. Связь суперрешений и ^г/*^-супергармонических функций 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3 . 1 . Функция и Е т^^^{0; р.) называется суперрешением 

уравнения ( 2 . 1 ) в области О относительно множеств Ко и Кх, если 

^ .5/(ж, У^и)У^9?с^ж ^ О 

о 
для каждой неотрицательной функции у? Е И''р(1), Ко^) Кх; р), непрерывной на 
множестве О и Ко 1) Кх и равной нулю в окрестности объединения компактов 
Ко С Кх. 

Заметим, ч т о если суперрешение и Е Ьр{0;р), т о интегральное соотно
шение в вышеприведенном определении справедливо для любой функции Е 

о 
Шр{0, Ко и Кх;р) (см. аналогичное рассуждение в [ 5 , лемма 2 . 1 ] ) . 

Скажем, ч т о функция V Е VVр^^^{^•, р) — субрешение уравнения ( 2 . 1 ) в 
области О относительно множеств Ко и Кх, если { — У) есть суперрешение урав
нения ( 2 . 1 ) в области О относительно множеств Ко и К\. 
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Леммн 3.1. Пусть К — компакт положительной емкости 

са^(КЖр{Пг:р)). 

о 
Если У^^э = О почти всюду в Г2 и уз е УУр{й\, К\р), то = О почти всюду 
в области О. 

о ^ 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Ввиду того , что у? 6 1Ур / С ; / / ) , существует после

довательность непрерывных функций уз^, равных нулю в окрестности компакта 
К, и такая, что 

II ^ „ - у р | И ' ; ' ( ^ 1 ; / ^ ) | | - о . 
Из условий леммы 3.1 следует, что ^ц^п —* О, а функция у? — соп81 почти 

всюду в Г2. Покажем, что эта постоянная равна нулю. Предпо^южим, что у? = 
а > О и рассмотрим последовательность функций — (а — (рп)/а. Функции фп 
непрерывны и равны 1 в окрестности компакта/Г , таким образом, они являются 
допустимыми функциями для измерения емкости компакта К. Имеем 

с а р ( Х Р ^ ; 1 ( П ь м ) ) -1пГ{ II ф,,\УУ^{Пг;р) \\']^0, 

ч т о противоречит предположению теоремы. 

Теорема 3.1. Пусть множество К1 С дО.\ положительную емкость 
сар [К(, ( о 1; ) , г — 1,2. Пусть даны суперрешение и € И̂ р {О; р) и субреше-
ние V е ^'р{0; ц) уравнения (2.1) в области О относительно множеств Ко и Кх. 

о „ . 
Если т1п(и — У, 0) Е И^р{р,\ Ко и Кх]р,), то и ^ V почти всюду в О. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Функция г} = т1п(и — У, 0) принадлежит пространству 

й'^ {Пх, Ко и Кх; р), поэтому 

п п 

= I (^/(ж, V ^ и ) - ^ / (ж, V ^ у ) ) • ( V ^ « -^^у)д.х. 

С другой стороны, по условию (,Е/4) последний интеграл неотрицателен. По 
о ~ 

ЭТОЙ причине У^г^ = О почти всюду в О.. Так как 77 Е '̂̂ р̂ (121, Ко и Л '1; /^) , то по 
лемме 3.1 равенство 77 — О выполняется почти всюду в 12. 

Для функции и, определенной в I? , полагаем 

е88 И т и(у) = Итезб 1п:Г и. 

Т о г д а для полунепрерывной снизу функции верно 

и{х) ^ И т и{у) ^ еве И т и{у). 
р ( г , 1 / ) - » 0 р ( г : , у ) —О 

Поэтому если функция и: О ~^Ш.и {сю} удовлетворяет равенству 

« (ж) 688 И т и{у) 

ДЛЯ всех точек х Е О, т о функция и полунепрерывна снизу в О. 
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Теорема 3.2. Пусть функция и — суперрешение уравнения ( 2 . 1 ) в области 
О. относительно множеств Ко и Ку и для каждой точки х Е О выполняется 
свойство 

и{х) — 688 И т и{\)). ( 3 . 1 ) 

Тогда и - -супергармоническая функция в О относительно множеств Ко 
и Кг. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Во-первых, функция и локально ограничена снизу, зна
чит, и > —оо. Во-вторых, из свойства ( 3 . 1 ) следует, что функция и полунепре
рывна снизу. Далее, и Е 1ос(^''А*)' значит, и ^ оо в области П. 

Пусть V сО. — открытое множество такое, что 1 2 \  =  [ / о и Ц у ,  [/оПГЛ = 0 , 
Ко С Но, Кх С Ъ\ точки множества дУ ПО, регулярны (см. лемму 2 . 6 ) . 
Пусть Н — .с/'^-гармоническая функция, непрерывная в У вплоть до границы 
дУ П О такая, ч т о Н ^ и на дУ ПО. Фиксируем е > О и рассмотрим множество 
V = {х Е У : (^а.{^, дУ ПО) > а ) . По лемме 2 . 6 точки множества ди П У регу
лярны и в У \11 выполняется неравенство и-\- е > Н. Функция т1п(и -|- г — Л, 0 ) 

о 

принадлежит \Ур{11,д11 ПУ;р). Тогда по теореме Ъ.\ -\- е > Н почти всюду 
в [ I , следовательно, почти всюду в V'. По свойству ( 3 . 1 ) последнее неравен
ство выполняется в каждой точке У. Так как е произвольно, то и > к в У. 
Доказательство закончено. 

Следствие 3.1. Если и — с/яеррешеяяе уравнения 2 . 1 в области О от
носительно Ко и Кх, то существует -супергармоническая функция V в О 
относительно Кд и Кх такая, что и = V почти всюду в области О. 

Сформулируем задачу с препятствие.^. Пусть ф — произвольная функ
ция, принимающая значения на расширенной вешествешюй прямой [—оо;-(-оо], 
и пусть 9 Е УУр{0,р). Пусть Ко и Кх — некоторые компакты, принадлежащие 
границе области В. Полагаем 

К^д = Кф^в{й, Ко и Кх) = |у Е VУ^{^•,р) -.ь^ф почти всюду в О, 

у-9еУ^'1{В,КоиКх;р)У 

Если ф — 9, то пишехМ Кф^ф{В, Ко и Кх) — Кф(В, Ко иКх). Задача заключается 
в отыскании функции и из К^р^в{В, Ко^ Кх) такой, что 

^{x,V<^и)V^^{V-и)аx^^, ( 3 . 2 ) 

п 

где г; Е Кф^${В, Ко С Кх). Функция ф называется препятствием. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3 . 2 . Функция и из Кф^в{В, Ко иКх), удовлетворяющая не

равенству ( 3 . 2 ) для всех функций ь Е Кфв{В, Ко О Кх), называется решением 
задачи с препятствием ф и граничным значением на Ко и Кх, равным 9, или 
решением задачи с препятствием в Кф^е{Е1 Ко и Кх) относительно компак
тов Ко и Кх. 

Теорема 3.3. Предположим, что и — .о/'^-супергармоническая функция 
в О относительно компактов Ко и Кх, а V С О — открытое множество такое, 
что Ко и Кх С Г2 \. Тогда существует возрастающая последовательность 
суперрешений щ Е И^р (̂К; р) относительно дУ П О, непрерывных в У вплоть до 
дУ ПО и таких, что и = И т щ вУ. Кроме того, щ — л/'^-супергармояические 

г—«со 

функции в у относительно дУ П О. 
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Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть а > О и множество 

V ^ {хеП: (1а{х, Ко) > а} П {х е П : с1ф, К^) > а] 

не пусто . Согласно лемме 2.6 точки множества дУПО регулярны. Доопределим 
функцию 14 ее нижним пределом и выберем возрастающую последовательность 
функций у?г € С^Ог), сходящуюся к и в Ох. Пусть — рещение задачи с пре
пятствием в К^.(У,дУ ПО). Тогда щ е [Ур(У;(1) непрерывны в У вплоть до 
дУ ПО и щ = (р{ на дУ П О (см. [5]). Покажем, что щ — требуемая последова
тельность. 

Заметим, что последовательность {и,-} — возрастающая. Кроме того , ввиду 
непрерывности щ и теоремы 3.2 щ — ^г/'^-супергармонические функции в У 
относительно дУ П О и л/*^-гармопические на открытом множестве 1!{ — {х Е 
У, и1{х) > (р1(х)} [5]. Так как для всех точек у Е дП^ П О верны соотношения 

И т и{х) ^ и{у) ^ ^,-(у) = И т щ{х), 

ТО по принципу сравнения и ^ щ в а значит, и и{ в У. Тогда из нера
венств и ~ И т у?1- И т щ ^ и, которые выполнены в области У, следует, что 

г—>ос1 1—юо 

функции и, сходятся к и в У. Доказательство закончено. 
Согласно [5, теорема 5.1] предел локально ограниченной и возрастающей 

последовательности суперрешений есть вновь суперрешение. По этой причине 
имеем 

Следствие 3.2. Если и — -супергармоиическая функция в О относи
тельно компактов Ко и Кх и локально ограниченная сверху, то и принадлежит 
^р,1ос(^>А^) ^ есть сулеррегпение уравнения (2.1) в области О относительно 
тех же множеств. 

Применяя следствие 3.2 к ^с/^-супергармоническим функциям тт{и,1], г = 
1 , 2 , . . . , получаем 

Следствие 3.3. Если ^г/"-супергармоническая функция принадлежит про
странству \Ур ^^^^ХО; р), то она является суперрешением уравнения (2.1) в обла
сти Г2. 

Для полноты картины отметим, что справед^шва 

Лемма 3.2. Предположим, что функция и —^г/" -супергармоническая в об
ласти О и и — О почти всюду в О. Тогда и{х) = О для каждой точки х ЕО. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Так как функция и полунепрерывна снизу, то она не
положительна. Достаточно показать, что « := О на произвольном шаре В О. 
Обозначим через V модификацию Пуассона Р{и, В) функции и на шаре В. Так 

о 

как разность и ~ V Е \Ур{0;р) положительна и функция V суперрешение 
в с^бласти 12, то справедливы неравенства 

а у"^V^г^|^^^/^^ ^ .е/(ж, У ^ у ) У ^ г ; (̂ ж ^ у"л/(ж, У^у )У^1 / с^ж = 0. 

Значит, V •= О почти всюду в 12 и, следовательно, почти всюду в В. Ввиду 
того , что функция V непрерывна в шаре В, ь{х) — О для всех точек ж Е В. Из 
соотношений О = г;(ж) ^ и{х) ^ О заключаем, что и(ж) ~ О для любой точки 
ХЕВ. 

Теорема 3.4. Если и — -супергармоническая функция в области О, то 

и{х) — 688 И т и{у) 

для каждой точки ж Е 12. 
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Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Зафиксируем точку х из О. Если ввести обозначение 
Л = е88 И т и{у), т о ввиду полунепрерывности снизу функции и имеем Л ^ 

р(х,у)-^0 
Ит и{у) ^ и{х). Для доказательства обратного неравенства выберем про-

извольное число 7 < А. Тогда существует радиус г > О такой, ч т о щар 
В = В ( х , г) (§ О и и ^ 7 почти всюду в В. По лемме 3.2 ^'^-супергармоническая 
функция V — т ш ( и , 7 ) — 7 тождественно равна нулю в шаре В. В частности, 
и{х) ^ 7, откуда ввиду произвольности числа 7 < Л выполняется неравенство 
и{х) ^ А. Теорема доказана. 

Следствие 3.3. Предположим, что и и У — две -супергармонические 
функции в о. Если и — V почти всюду в области О, то и = у в каждой точке О . 

Основные результаты этого раздела сформулированы в следующей теореме. 

Теорема 3.5. (1) Функция и € \ос(^'> 1^) является ^г/"-супергармоничес
кой тогда и только тогда, когда и есть суперрешение уравнения (2.1) , облада
ющее свойством (3.1) для каждой точки ж Е О. 

(2) Если и е 3'^(0) и локально ограничена, то и е \Vр^^^^(^,•,/л). 
(3) Если и 6 3'^{0), то свойство (3.1) выполняется всюду в Г2. 
(4) Если и — суперрешение уравнения (2.1), т о свойство (3.1) выполняется 

почти всюду в О и существует ^^^^-супергармоническая функция у в области 12 
такая, что и — У почти всюду. 

Определение -супергармонической функции не носит локальный харак
тер, так как оно требует сравнения с гармоническими функциями для всех от 
к р ы т ы х множеств V С 12 таких, что 0, \ = По и (/х, Ыо П Ех = 0, Ко С По, 
Кх С 1/х- Однако теорема 3.5 открывает локальную природу д^^^-супергармо-
нических функций, ч т о было бы трудно увидеть непосредственно. 

Теорема 3.6. Если в области 12 для функции и ее сужение и]^) на любую 
область Е> С 12 такую, что сар{0 П К^,\Ур {йх;р)) Ф О, является ^Р^"-супер
гармонической функцией относительно V Г\ г = О, 1, то и сама функция и 
является ^г/"-супергармонической относительно компактов Ко и Кх. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Покроем область 12 множествами Оп такими, чтобы 
емкость саруОп П/С, - , РУр (121;/^)), * — 0 , 1 , п — 1 , 2 , . . . , не равнялась нулю. 
Подчиним этому покрытию разбиение единицы т/'п такое, чтобы фп С С^{Оп), 

00 

^ = 1 и носитель функций фп содержался бы в Оп-

о ~ 
Пусть (р принадлежит И-̂ р (121, Л'о и Л'1; р ) , непрерывна в области 12 и обра

щается в нуль в окрестности объединения компактов Ко и Кх- Т о г д а любая 
о 

функция фп>^, п Е И , принадлежит И ' ' р ( 0 „ , ( 1 ) „ П Ко) У {Оп П Кх)]р), непре
рывна в и равна нулю в окрестности объединения компактов ВпПК{, г О, 1. 
Так как «|/)„ есть ^'^-супергармоническая функция в Оп относительно ОпГ\Ко 
и Еп П Кх, т о и\р^ — суперрешение, откуда имеем соотношения 

^ ^^{x,V^и)V^^р(I•x = ^ У .о/{х,^^и)'7^{фп<р) (1х ^ 0. 

Таким образом, функция и есть суперрешение в области 12 относительно ком
пактов Ко и Кх- Так как в каждой точке гг Е 12 выполняется соотношение 3.1, 
т о функция и является ^с/'^-супергармонической в 12 относительно Ко и Кх- До
казательство закончено. 
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Следствие ЗА. Предположим, что множество О С О такое, что его замы
кание О содержит компакты Ко и Кх, причем емкость с а р [ О П К;, \Ур {Ох,р)), 
г = 0 , 1 , положительна. Пусть функция и — .о/"-супергармоническая в области 
Г2 относительно компактов Ко и Кх, а функция V — -супергармоническая 
в О относительно Ко С) О и Кх П О. Тогда если функция 

{
т т ( и , ь) в О, 
и в П\0 

полунепрерывна снизу, то она л/'^-супергармоническая в области О, относи
тельно Ко и Кх. 

О т м е т и м следующее полезное свойство ^г/'^-супергармонических функций. 

Теорема 3.7. Пусть функция и — -супергармоническая в О относи
тельно компактов Ко и Кх. Тогда любое ее сужение и\в на область О С 
0,\{Ко и Кх) является ^-супергармонической функцией в области О. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Так как ш1п(и, ^ ) — ^г/°^-супергармоническая функция 
и локально ограниченная, то она является суперрешением в области О относи-

тельно компактов Ко и Кх • Выберем неотрицательную функцию ур € Шр{В; /х )П 
С{В) и продолжим ее нулем на \ Т о г д а ее продолжение ^ принадлежит 

о ~ 

классу Шр{р.х, Ко^!Кх', р), непрерывно в Г2 и равно нулю в окрестности объеди
нения компактов Ко и Кх. Значит, верны следующие соотношения: 

У .й/(ж, У ^ т 1 п ( и , ^))У^?9Э(/х = ^ ^г/(x,V^ т'т{и,к))'Ч^<р с^х{). 
в П\(КаОК1) 

Таким образом, функция т1п(и, к) есть суперрешение на множестве О. Так как, 
являясь .й/'^-супергармонической функцией, функция и обладает свойством 

и{х) = е88 11т и{у) 

В каждой точке з: Е 17, то по теореме 3.5 т ш ( и , ^ ) — .с/'^-супергармоническая 
функция в О. Теперь, переходя к пределу при к сю, получаем вывод теоремы. 

§ 4 . Продолжение ^г / -супергармонических функций 

Пусть К — компактное подмножество О,. Положим 

\У{К, П)= {ие С^(П); и^1яаК}. 

Определим (р, /х)-емкость компакта К следующим образом; 

Распространим ее обычным способом на произвольные множества: для множе
ства Е С О его внутренняя емкость есть величина 

сар^ ^Е, 12) - 8ир{сарр^^(Л', О) : К С Е, К компактно} , 

а его внешняя емкость — величина 

-Щ^р^{Е, П) = 1пГ{саРр ^{У, О) : Е С V С О, V о т к р ы т о } . 

Множество называется измеримым в смысле Шоке, если его внешняя и внутрен
няя емкости совпадают. Свойства емкости изложены в [5, §6] , где, в частности, 
доказано, ч т о все борелевские множества измеримы относительно емкости. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4 . 1 . Множество Е называется (р, р,)-плотным в точке хо, 
если выполняется равенство 

' ( сарр ^{Е П В{хо, I ) , В{хо, 21))^ '^^^-'^ (Ц 
ст — — о0 

V сарр^В(хо,г),В{хо,21)) ) I 
о 

Лемма 4.1. Пусть Е (Ш О — компактное множество такое, что 0\Е связно 
и Е (р, р,)-плотно в каждой точке Е. Тогда существует функция 

V е С{а)п8{0) г]Ж{п\Е) 
такая, что V = О в Е и V < О в 0 \

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть а^ < р^ЕудОг), г = 0 , 1 , 2 , . . . , — некоторая 
строго убывающая последовательность чисел, стремящаяся к нулю. Тогда мно
жества 0{ = {х е О : р{х,дй1) > ос^} обладают следующими свойствами: 
Е{ (Е А + Ь и А ' = 12, Д- регулярны по лемме 2.6 и содержат множество Е. 

Пусть есть ^?/-гармоническая функция в открытом множестве Д \
непрерывная вплоть до границы и такая, что и^ = О на дЕ, и»- 1 на 5 Д . Такие 
функции щ могут быть найдены, так как ^^ \ — регулярное множество [4 . 

Определим функцию V^ = —щ1щ{у1), где у,- е дЕ>о такова, что и,(г /г) = 
1П1П и,. Т о г д а < О — ,б / -гармоническая функция в ^^ \ Ьг(уг) — —1 

и У; ^ — 1 на границе Д . 
Из неравенства Гарнака следует, что последовательность и,- локально огра

ничена и равностепенно непрерывна. По теореме Асколи и теореме о сходи
мости [4, 5] подпоследовательность у^ сходится локально равномерно к неполо
жительной .^/-гармонической функции и в 12 \ и ^ —1 на ( 9 Д . Значит, 
по принципу максимума у < 0. 

Далее, покажем, ч т о существует константа с > О такая, что с^о ^ У < О 
в Оо \ Согласно неравенству Гарнака ^ —с на множестве дОо, где с не 
зависит о т к. Тогда из принципа сравнения следует, что ^ сьо в Д \
поэтому сг-'о ^ < 0. Следовательно, сУо ^ V < О, откуда вытекает, что 

И т •у(ж) = О, где у Е дЕ. В заключение доопределим функцию ь нулем на 
р(х,у)->0 
Е и, применяя лемму 2.8, получаем, что г; — .Е/-супергармоническая функция 
в 12. 

Теорема 4.1. Пусть Е ^ 12 — компактное множество такое, что О \
связно и [р, р)-плотно в каждой точке Е. Если и — ^-супергармоническая 
функция в связной окрестности V множества Е, то существует ^2/-супергармо
ническая функция .5 в 12 такая, что 8 — и на Е. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть V — .й/-супергармоническая функция, удовле
творяющая условиям леммы 4 .1 , и пусть По — множество, построенное в лем
ме 4 . 1 . Так как функция у = О на Е, а на дОо функция г; ^ — 1 , то ввиду непре
рывности и ,й/-гармоничности функции V можно указать такое число с < О, что 
для множества V или некоторого его сужения, содержащего Е, верно V ~ {х : 
у{х) > с } (н 12. _ 

Можно предполагать, ч т о и ^ О на V . Выберем число О < г < р{Е,дУ). 
Тогда множество [/ = {ж Е У,р{х,д\'') > т} <&У яЕ \ регулярно. Далее, 
выберем открытое множество У/ такое, что 

Е СУ/ <ёЕ <&У. 

Обозначим разность V — с символом Н. Тогда существует константа А > О 
такая, ч т о Хк ^ Р{и, V \ на дУУ. Из леммы 2.8 вытекает, что функция 

_ \ в V '\, 
Р{и,и\Е) в Ш 
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^г/-супергармоническая в V. Кроме того , так как т1п(Л/г, 8) = 8вУ\УУп для 
всех точек у Е дУ выполняется равенство 

И т 8(х) = \\т ХН{х) = О, 

ТО из второй леммы о склейке имеем, что функция 

_ Г А/1 в О \, 
^ ~ [ 5 в У 

^г/-супергармоническая в О. Ввиду того , что 5 = и яа Е, 8 есть требуемое 
продолжение функции и. 

§ 5. Затираемые множества 

Лемма 5.1. Если множество Е имеет емкость нуль в 12, то оно имеет ем
кость нуль относительно любого открытого множества ш, содержащего множе
ство Е. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Покроем множество Е шарами В{{х,г), г — 1 , 2 , . . . , 
радиусы которых удовлетворяют условиям теоремы 6.10 из [5]. Обозначим через 
Е{ пересечение Е П В^{x, г ) . На основании теоремы 6.10 [5] имеем 

(1 + СгР) -Чар(Д;РУрН^;А^)) ^ с а р ( Д ; 1 1 ( В ( ж о , 2 г ) ; / х ) ) 

^ с(1 + г - " ) с а р ( Д ; У/^{П-р)) ^ с(1 + г " " ) с а р { Е ; ^ / ( О ; / / ) ) . 

О т с ю д а заключаем, что емкость каждого множества Е^ в пространстве У/^ {ш\р) 
равна нулю. Значит, емкость всего множества Е в пространстве \Ур{и}\ равна 
нулю. 

В дальнейшем выражение свойство А выполняется квазивсюду на мно
жестве О означает, ч т о свойство А выполняется всюду на О за исключением 
множества, имеющего емкость нуль. 

В следующей серии результатов мы обсуждаем ситуацию более простую 
сравнительно с работой [6]. 

Лемма 5.2. Пусть Е — относительно замкнутое множество в 12 нулевой 
емкости. Если и — суперрешение уравнения ( 2 . 1 ) в 1 2 \ Ь ' относительно мно
жеств Ко и Кх, и Е 1^^(12,/^), то и — суперрешение в 12 относительно тех же 
множеств. В частности, если и Е ^'^р\ос(^1 Р') — класс -гармонических функ
ций в 12\ относительно множеств Ко и Кх, то класс и содержит непрерывный 
представитель, который -гармоничен в 12 относительно тех же множеств. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Так как условие леммы 5.2 носит локальный характер, 
о 

можно считать , что функция и принадлежит \Ур(0,;р). Пусть ^р Е \Ур{0,Ко У 
Кх; р) — неотрицательная функция, непрерывная в области 12 и равная нулю в 
окрестности объединения компактов Ко к Кх. Так как Е имеет емкость нуль. 

о 
то , рассуждая так же, как и в [5, теорема 6.11], имеем И^р(12,Л'о О Кх;р) -

о о 

1'Р̂ р(12 \Е, Ко^ Кх; р). Поэтому функция принадлежит И'р(12 \ Кои Кх; р), 
непрерывна в области 12 и равна нулю в окрестности объединения компактов 
Ко и К^. Кроме того , \Е\ 0. Следовательно, верны соотношения 

0 ^ ^ .0^{х,Ч <^и)^^(р(1х = I .^^{х,^^и)^^(рв.х. 

а.\Е п 

Лемма доказана. 
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Лемма 5.3. Пусть Е — относительно замкнутое множество в О, нулевой 
емкости, и пусть и — суперрешение в 0,\Е относительно множеств Ко и Ку. 
Если каждая точка х Е Е ПО, имеет окрестность V С О такую, что функция и 
ограничена в V \ то и — суперрешение в О относительно тех же множеств. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ЕСЛИ МЫ покажем, что и Е УУр1^^0;р,), то ссылка на 
предыдущую лемму закончит доказательство. Пусть В такой шар, что 2В СЁ О 
и функция и ограничена в 2В. Достаточно показать, что и Е 1Ур{В;р,). Можно 
предполагать, ч т о ?/ ^ О в шаре 2В. Выберем последовательность функций ^р^ Е 
С^(0) таких, что О ^ ^ I , — I в окрестности ЕП2В и \\ср^ \(12;р)| 0. 
Пусть теперь г] Е Со° (2В) - неотрицательная функция такая, ч т о »7 = 1 в ша
ре В. Применяя оценки Каччиопполи [5], имеем 

/ !У1^иГ|г / (1-9^0Г^/^^с. 8 и р \и\Р I\V^^^^|{1-^^))\'(^р. 
^ 2В\Е ^ 

•2В\Е 2В 

Ввиду того , что функция 7/(1 — (̂ г) сходится К функции Г] в \Ур(0;р), получаем 

/ 
В\Е 

Значит, функция и принадV^ежит УУр{В \ С другой стороны, так как Е 
имеет емкость нуль, т о \Ур{В \Е;р.) — 1Ур{В;р.) [5]. Лемма доказана. 

Теорема 5.1. Пусть Е — относительно замкнутое множество О нулевой 
емкости. Если и — ^</'^-супергармояическая функция в О \ относительно 
множеств Ко и К-\, обладающая свойством И т и{у) > —ос для всех х Е ЕПО, 

ТО 
и{х) — е88 И т и{у), х ЕО, 

р ( г , 2 / ) - . 0 

есть .{^"^-супергармоническая функция в О относительно тех же множеств. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть = 1Т1ш(и,^) , к — 1 , 2 , . . . , тогда по лемме 5.3 

и следствию 3.2 функции и̂ к — это суперрешения уравнения 2.1 в 12 относи
тельно множеств Ко и К\. Если функцию доопределить по правилу 

Пк[х) - е88 И т и;ь(у), 
р(х,1/)-*0 

то по теореме 3.2 является ^'^-супергармонической функцией в О. Устремив 
А; к оо, получаем доказательство теоремы. 

Следующая теорема есть следствие предыдущей. 
Теорема 5.2. Пусть Е — относительно замкнутое множество в О нулевой 

емкости. Тогда каждая ограниченная .(з^^ -гармоническая функция Н в О \
относительно множеств Ко и К\ быть продолжена на О -Рак, что продол
жение есть -гармоническая функция относительно тех же множеств. 

Лемма 5.4. Пусть множество Е С Ко и К\ дО^ имеет нулевую емкость 

сар{Е,\У;{Ог;р))-

Пусть и Е ^(Г^, Ко У К^) и V Е —3(0, Ко У К^) — ограниченные функции такие, 
что для всех точек х Е {Ко У /С^) \? С дОх выполняется неравенство 

и{у). И т 
2/еп 

И т у{у) ^ 

уеп 

Тогда в случае, если одна из функций и или ь принадлежат Ьр{0;р,), в области 
О выполняется неравенство ь ^ и. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как для каждого е > О множество 

\х е Ко иКх СдПх: И т и{у) + е> у(у)} 

о т к р ы т о на Кои Кх, т о можно предполагать, что Е — компактное множество. 
Можно также считать, что функция и принадлежит 1Ур{0;р). 

Выберем теперь убывающую последовательность функций (рг е 0(0,1) П 
1Ур ( О ь / х ) такую, что 

О ^ '̂г ^ — З̂ Р̂ 1̂1 + 8Пр |1г|, (р1 — М яа Е, 

и удовлетворяющую условию ^р^ \1Ур р) —* 0. Действительно, сначала 
можно выбрать последовательность функций (р'^ Е С(Ох) Г]\Ур /^) таких, что 
^р^ — М на Е и (р'^ ^ о в {Ох; р). Затем полагаем срх — тт{М,(р\), и пусть 
для г ^ 1 1р1+х — т1п(<^г-, 9?^), где индекс ^ выбирается настолько большим, 
чтобы 

Э т о возможно, так как т1п(93г-, (р'^) О в пространстве (Ох;р) [5 . 
Обозначим через ф( сумму и + (р(, и пусть щ есть .с/'^-супергармоническое 

решение задачи с препятствием в Кф^{0, Кои Кх). По теореме 3.4 имеем, что 
щ фг в О. Следовательно, выполнено неравенство 

Ит 11т ь{у) ^ 

для всех X Е Кои Кх С дОх и для каждого г € N . Тогда по принципу сравнения 
и, ^ V в области О. Ввиду [5, теорема 5.4] последовательность щ сходится 
к функции и почти всюду. Поэтому, используя вновь теорему 3.4, получаем, 
что и > V в О. Лемма 5.4 доказана. 

§ 6. Сингулярные решения 

В этом параграфе остановимся на поведении ^г/'^-гармонических функций 
в окрестности изолированных особенностей. 

Теорема 6.1. Предположим, что точка хо Е О и К{ С дОх, г = О, 1. Если 
сар(го , У7р (Ох] ^^')) = О, то существует^ функция и Е 8{0,Ко и Кх) П ._?̂ (17 \ 
(жо), Ко и Кх) такая, что 

И т и{х) = оо = и{хо), 

и в каждой регулярной граничной точке у Е Кои Кх С дОх выполняется равен
ство 

И т и{х) = 0. 

Кроме того, и ^ 1ог(^5 Р) ^ поэтому она не является суперрешением уравне
ния (2.1) в области О относительно множеств Ко и Кх-
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Д о к А З А Т Е Л Ь С Т Б О . Предположим, сначала, ч т о и е ^(Г^, Ко1)К1)ПЖ{0\ 
{хо},Ко и Кх) и И т и(х) = оо. Если бы и 6 И̂ ^ ,^^(0; р), т о по теореме 5.2 

функцию и можно было бы продолжить до ^"^-гармонической во всей области О. 
Это , однако, невозможно, так как и пе ограничена в окрестности точки хо. 

Теперь сконструируем требуемую функцию и. Зафиксируем шар В = 
В(хо,г) (Е 12, и пусть Вг = г~^В, г = 1 , 2 , . . . , — стягиваюшаяся последова
тельность шаров. Выберем функцию (р Е Сд°(12) такую, что у? = 1 на В{хо, г), 

о 

и пусть кг —- ^г/'^-гармоническая функция такая, что Л-̂  —уз € И-̂ р (Г2\В{, КоиК^и 
В1;ц). Полагая/г,- = 1 на Ж,-, имеем/1^- Е 8{0, КоиК1)ПЖ{{Т\В1, КоиКг). Опре
делим функцию щ =^ к{/{тахк1). Тогда щ Е 8{0, Ко1>Кх)С]Ж(0 \В{, Кои Кх) 

дВ 
И, как следует из неравенства Гарнака, последовательность щ локально ограни
чена в 12 \ Следовательно, функции щ, г ^ ^, равностепенно непрерывны 
в 0\ Теперь мы легко найдем подпоследовательность, которая сходится 
локально равномерно в О \ к функции и Е Ж{0 \},Ко и Кг). Кроме 
того , по теореме 5.1 о затирании и Е 8{0, Ко и Кх). 

Из теоремы 3.1 следует, ч т о в 12 \ выполняется неравенство О и, ^ «1 , 
откуда следует, что соотношение О ^ « ^ «г верно в 12 \ и И т и{х) = О 
для любой регулярной точки у Е Ко и Кх С дОх • 

Для того чтобы закончить доказательство, покажем, что 

И т и(х) = оо. 
р(х,хо}^й 

Для начала заметим, ч т о предел И т и{х) существует [4]. Предположим, 
р{х,хо)-*0 

что э т о т предел конечен, т . е. функция и ограничена в окрестности точки жо-
Т о г д а из теоремы 5.1 следует, что и — .0^''-гармоническая в 12 и, следова
тельно, выполняется неравенство и ^ 1*1 в Г2. Покажем, что это приводит 
к противоречию. Пусть а,- — последовательность чисел, стремящаяся к нулю. 
Т о г д а множества ^^ = (ж € 12; с?г2(х, Л'о) > а^} П {х Е 12; (1о,{х,Кх) > а^] 
регулярны, исчерпывают 12 и по лемме 2.6 точки у Е дО] П 12 регулярны. 
Пусть функция у̂  есть модификация Пуассона V^ — Р{их, П],дП^ П 12). Т о -
гда Е И^р(121,Л'о и К];р) и м ^ У^ ^ « 1 в 12. Кро.ме того , последова
тельность у^ убывает к ^2/'^-гармонической функции у в 12. Так как разность 

о 

их - У^ Е И^р(121,Хо и Кх;р,) не отрицательна, то из свойства [5, неравенство 
2.51 следуют соотношения 

I |V ?̂ЪV|Р с1р^с ^\Ч^^их\''(1р < оо. 

о ~ о „ 

Из слабой полноты Шр{Ох, КоиКх;р) имеем у Е И^р(121, КоиКх;р) и г» = О в 12. 
Ввиду того , что О ^ и ^ 1), получаем тождество и = О в 12. Э т о противоречит 
неравенству и ^ с > О на дВ, вытекающему из неравенства Гарнака. Таким 
образом, окончательно получаем И т и{х) = оо. 

р ( г , Х о ) —о 

§ 7. Интегрируемость ^/ '^-супергармонических функций 

Пусть Го — действительное число такое, что для всех шаров В{х,г) С 12, 
г < Го, выполняется весовое неравенство Соболева ^ 3 с некоторой константой 
х > 1. 
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Лемма 7.1. Пусть В(х, г) С 0,г < го, и пусть и —неотрицательная почти 
всюду конечная функция в шаре В. Предположим, что для всех к = 1 , 2 , . . . 

и 
IIV^тт{и,к)\Р (1р ^ Мк, {7.1) 

где константа М не зависит от к. 
{1) Если О < ^ < хр/{х(р - 1) + 1), т о 

^ \\/^^тт(и, к)\''^Р-^ир ^ с, 

в 

где с = с{р,С1„д,М,ц{В),го). 
(и) Если О < 8 < х ( р — 1), т о 

I и" в.ц < оо. 

в 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Получим первое утверждение. Из весового неравенства 
Соболева 3^3 и условия (7.1) леммы следует цепочка неравенств 

к'^РрЦк ^и< 2к}) ^ I тт[и, 2ку^ (1р 
{к^и<2к] 

^ I тт{иЛкуР 6р^с(^1 \Ч^тт{и,2к)\^ ^с{Мку. 

в в 

Используя неравенство Гсльдера, выводим 

У | У ^ т т ( « , 2 / ^ ) | ' ( Р - ^ ) 

{к^и<2к} 

^ / Х ( { А ; : $ И < 2 / Ь } ) ^ - ^ ( Р - 1 > / Р Г ^ \Ч^шт{и,2к) ' (1р, ^ск''\ 

{к^и<2к) 

где с = С(Р, д, М, р{В),го) > О и 

Следовательно, для к < 2' с учетом полученной оценки имеем 

I\V^тт{и,к)\'^^^-^ир,^ у" т т ( и , 1)|'^Р-^) с̂ /̂  

в 

У ^ т ш ( и , 2 ^ ) | ' ^ ^ с1р ^ М + 0 ^ 2 ^ ^ ^ < с. 
; = 1 

где с = с(р, С^, д, М, р{В), го) > 0. Первое утверждение леммы 7.1 доказано. 
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Для доказательства второго утверждения леммы 7.1 поступим аналогично. 
Используя неравенство Гёльдера и весовое неравенство Соболева ЖЗ, с учетом 
оценки р{{к ^ и < 2к}) ^ ск''^^''''^ получаем соотношения 

^ и' ф . ^ р{{к ^и^ 2к]у-'1''Р I тт{и, 2кУ^ с//х̂  ' ^ 

в 

Так как р2 = и{р— \ — р<{р— 1) -Ь*'/р = « — х ( р — 1) — отрицательная величина, 
окончательно имеем 

/

оо - оо 

иЫр^р(В) + ^ / и'Лр ^ р{В) + с^2Р^^ < оо, 

что заканчивает доказательство леммы 7.1. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7 . 1 . Предположим, что функция и в области О такая, что 

т ш ( « , к) Е Р^р^!ос(^! А*) Д-^^ всех неотрицательных целых А;. ОпредеV^им слабый 
градиент функции и следующим образом: 

Ос^и— И т У ^т1п(« , А:). 

Для к ^ ] имеем У ^ т т ( « , А ; ) — V ^тт{и, ]) почти всюду на множестве 
{и ^ Значит, слабый градиент В^и есть функция, принимаюшая почти 
всюду конечные значения. Кроме того , он определен для всех ^/"^-супергар
монических функций (следствие 3.2). Если и 6 |ос(^'А*)' ™ ^.^ '^ = В^и. 
Наша цель — показать, что для ^/'^-супергармонической функции и ее слабый 
градиент В^и принадлежит ^\И;р) для некоторого д > 1. 

Теорема 7.1. Пусть и — неотрицательная .я/-супергармоническая функ-
0 

ция в открытом шаре В{х,г), г < го, такая, что т1п(«,А;) Е \'Ур(В;р), к = 
1,2,3 . . . Тогда В^и Е Ь'^^^~^ЦВ;р) для числа д, удовлетворяющего неравен
ствам О < д < >ср/{>с{р — 1) -|- 1). Кроме того, если О < 8 < >с{р — 1), то 
иеЬ'{В;р). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Покажем, ччю функция и удовлетворяет предположе
ниям леммы 7.1. Пусть 

{к-1^и^к} 

Т о г д а 

/
\7_^ т1п(и, А;)|^ ар ^ —. 

а 
{к-1^и^к} 

Оценка (7.1) вытекает из неравенства 

/ IV^тт(и, к)\Р (1р ^ к—, 

в 
для справедливости которого достаточно показать, что последовательность йк 
не возрастает. 
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о 

Построим функцию г!̂ ;̂ = (1 — \и — Тогда Е У^р{В:р) — неотри
цательная функция, и так как тт(и,к+ 1) — суперрешение, принадлежащее 

о 
У[^р{В;р,), получаем соотношения 

0 ^ У^^(а ;^V^ т1п(и, А;-|-1))У^11/(; с1х 
Б 

Значит, а)ь+1 ^ а*;. Теорема 7.1 доказана. 

Теорема 7.2. Если и — .(з/'^-супергармоническая функция в области П от
носительно компактов Ко и Кх, то и Е Ь'^^{0; р,) и О^^и Е Ь\^^1''^\и:р) для 
любых О < 8 < >с{р - 1) и О < 9 < >ср/{х{р ~ 1) + 1). 

Д о К А З А Т Е Л Р ^ с т в о . Пусть в — шар достаточно малого радиуса такой, что 
2В Г2 и на нем выполняется весовое неравенство Соболева у^''3. Доста
точно показать, что и \0_^и\'^^'^~^^ р-интегрируемы в шаре В. Так как 
т —- 1пГи > —оо, то вместо функции и можно рассматривать функцию и — т-{-1 

'2 Б 
И предполагать, что и ^ 1 на 2В. Модификация Пуассона Р(и, 2В\В) является 
.«/-гармонической функцией в кольце 2В\В. Значит, существует ^г/-гармони-
ческая функция Н в 2 Б \ з / 2 В , непрерывная вплоть до границы, Н Е 1Ур^(2Б\з/2В), 
Л = О на 52В, к = Р{и, 2В\В) на д^/2В. Из принципа сравнения и [2, лемма 7.9 
следует, что функция 

_ I Р{и,2В\В) в З Д В , 
V — 

К в 2В\Б 

^с/-супергармоническая в шаре 2В. Кроме того, так как V — и в В и срезка 
о 

11ь1п(|;, к) принадлежит \Ур{2В; р,), утверждение доказываемой теоремы следует 
из теоремы 7.1. 

§ 8. В ы м е т а н и е 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8.1. Полунепрерывной снизу регуляризацией й некоторой 
функции и: Е [—оо;-Ьоо] называется функция 

й{х) = 1ш1 1п1" и. 
г-*0 ЕпВ(х,г) 

Из определения имеем, что й ^ и на Е. Если функция и локально ограничена 
снизу, то й полунепрерывна снизу. Действительно, й — наибольшая полуне
прерывная снизу миноранта функции и. 

Если функция и определена на открытом множестве О, а х Е 5^1, то 
шары В{х,г) следует рассматривать в смысле внутренней метрики <^п{x,у). 
Такое определение полунепрерывно!! снизу регуляризации позволяет доопреде
лить функцию и на замыкании О, и таким образом доопределенная функция 
является полунепрерывной снизу. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8.2. Пусть ф: О,^ ^ {-оо;-|-оо] — локально ограниченная 
снизу функция,и пусть 
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класс функций, удовлетворяющих следующим условиям: 

(2) и{х) ^ Ф{х) для всех точек х € О, 
(3) И т 1пГ и(х) > ф(у) для всех точек у ^ Кои Кг С д^х. 

г-*0 В(у,г) 

Тогда полунепрерывная снизу регуляризация функции 

Е^' = IV*' ( ^ 1 , ЛГо и ЛГО = й^(01 ,Ко1)Кх; = 1пГ Ф"̂  

называется выметанием функции ф в 0,1 и обозначается 

= к'^{01,КоиК1) = К'^^ОиКоиКил^). 
Если Ф"̂  пусто, то Я'^ = оо. Однако будем предполагать в дальнейшем, 

что Ф'̂  — не пустое семейство. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8.3. Если и — неотрицательная функция на множестве Е с 

0.\, пишем 
Ф ^ ^ Ф ' ^ , и Я1 = к^, 

где 
ф = 

Ох \Е. 

Функция называется выметанием функции и относительно множества Е. 
Если функция и сК/'^-супергармоническая в области О, а множество Е распола
гается на несобственной границе дОх, то под выметанием функции и от
носительно множества Е следует понимать следующую конструкцию: сначала 
доопределяем функцию и на дОх ее нижним пределом, а затем рассматриваем 
выметание полученной функции в Ох относительно множества Е. Далее, если 
и = с — постоянная функция, пишем = К^. Специально выделим функцию 
Д^, которую назовем -потенциалом множества Е ъО\. 

Выметание обладает рядом полезных свойств. 

Лемма 8.1. Сужение выметания на область О есть -супергармони
ческая функция в О. 

По существу, лемма 8.1 — это другая формулировка леммы 2.4. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8.4. Семейство ф у н к ц и й н а з ы в а е т с я направленным вниз, 

если для любых функций иаь, принадлежащих семейству , существует функ
ция я О. такая, что 5 ^ т 1п (и , у). 

Лемма 8.2. Выметание К% на множестве 0\Е является ^^'^-гармоничес
кой функцией относительно Е Г\0 и К\ \ и совпадает с К'^ на 0\
Если, кроме того, и Е 3''{0), то К\ и во внутренности множества Е. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Заметим сначала, что если функции ьх и У2 принадле
жат Ф|;, то тт{Vx,V2) Е Фя;. Значит, семейство Ф^ является убывающим вниз. 
Используя лемму Шоке [13], заключаем, что существует убывающая последова
тельность функций 11̂  Е Ф^;, имеющая своим пределом функцию V такую, что 
1}[х) — В^{х) для всех точек х Е 

Пусть V = {х ^ 0 \  :  ^п(х, Ко) > о^] С\ е 0\'Ё : (1и{х, Кх)> а], где 
Ко = Е (ЛО, а Кх (Ё дОх\Е. В том случае, если Е ^0,в качестве компакта Кх 
рассматривается вся несобственная граница дОх- Полагаем я, — Р{У{, V, дУПО). 
Тогда функции ^/'^-гармонические в У относительно дУ П О, 5,- Е Ф ;̂ и 8»+1 ^ 
8{ ^ у,-. Значит, 

^ 8 = И т 5,- ^ И т VI — V, 
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откуда вытекает ^ з = V, т . е. в V справедливо равенство = ё. Функ
ция .5 = 5 - .с/'^-гармоническая в V по теореме о сходимости Гарнака, что 
доказывает первое утверждение леммы 8.2. Ввиду того, что функция и полуне
прерывна снизу и и 6 Ф^, доказано второе утверждение леммы 8.2. 

Лемма 8.3. Предположим, что К\ компактное подмножество Ох и и — 
Щ(^{0\) — ^'^-ло'хендиал компакта К\ 0.x. Пусть функция 6 С(Ох) такова, 
что (р = 1 на Кх, (р - О на Ко, где Ко С дОх \ Ко Г\ = 0 . Тогда 

— елинствеяяая ^^'^ -гармоническая функция вО\Кх такая, что и — ^р Е 

\У1{Ох,КоиКх;р). 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть {а^} и {гг} —последовательности чисел, строго 

монотонно стремящиеся к нулю . Образуем множества 
- {х еО : с1п{х, Кх) > а^} и и1 = {х еО: (1ц{х, Ко) > п], 

обладающие следующими свойствами; Ох С С ... С Ох \ ^^^x С ^2 С 
.. . С Ох \ Ох Пшх ф 0. Тогда согласно лемме 2.6 точки множеств дО^ ПО 
и дш{ П О регулярны. Предположим, что функция (р — 1 на {О \ И Кх 
я (р = О на {0\ У Ко- Пусть /г,-̂  — ^^'^-гармонические функции в П О^ 

о 
такие, что Н^^ - (р Е \^^р{с^{ П В^, {дО^ и дш{) С\0;р). Продолжим }̂ ^̂ ^ на всю 
область О с сохранением свойства непрерывности, полагая функцию кг^^ — 1 
на {О \ и Кх и — О в {0\и^^)\^ Ко- Согласно первой лемме о склейке 

является л^'^-супергармонической функцией в <а}{. По принципу сравнения 
Д,^ ^ Ыл-\,} ^ 1, а из теоремы Гарнака о сходимости следует, что функция 
к^ — И т Л..-̂  является ^^-гармонической в О^. Кроме того, функция к^, как 

г—>оо 

предел возрастающей последовательности ^г/''-супергармонических в 12 функ
ций, является .«г?''^-супергармонической функцией в Г2. Более того, Л_, = 1 на 
(О \ К] и, следовательно, 

к, •^К\^{Ох)^и. 
Н силу [5, неравенство (2.5)] справедливо неравенство 

о 
Поэтому последовательность кг^ — 93 ограничена в И•^р(^^, {дО^ ПО) 'О Ко;р). 

о 
Значит, предельная функция к^ — 1р принадлежит [О^, {дО, П 12) У Л'о; /^) [5. • 
Далее, так как функции к^ — ^г/°'-гармонические, то последовательность {Л^} 
убывает к ^с/'^-гармонической функции квО\Кх такой, что к — ^ Е \^}р {Ох, Ко У 
Кх; р). Для того чтобы закончить доказательство, покажем, что к = и в 0\К1. 
Пз того, что к^ ^ и в О^, следует, что к ^ и в 0 \ Докажем обратное 
неравенство. Для этого выберем функцию V Е и зафиксируем е > 0. Тогда 
на дО^ П 12 для некоторого ; выполняется неравенство (1 + б)у ^ 1 Значит, на 
соответствующих множествах выполнены н е р а в с н с 1 в а 

{I -\- е)ь ^ к^^ на и>{ П О^, 
(\+е)V^к^ на ОПО^, 

{1 + е)ь^к на 0\Кх. 
В силу произвольности е заключаем, что V ^ к в О \ поэтому К]^^ ^ к 
в 12 \ь Согласно лемме 8.2 г* = Я](^ в 12 \, к. Откуда 
окончательно получаем, что и = к. Лемма доказана. 
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Лемма 8.4. Предположим, что К — компактное подмножество множества 
0,1, а функция и = В]( — ^г^''-потенциал К в Ох. Тогда 

сар{К,Ш^(Пйр)) ^ I\^^и\Ыр + I \и\Р(1р. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть функция <̂  € Сфх) такова, что <р — 1яа К тр = 

о на некотором множестве Ко С дй1\К. Так как и—<р Е И р̂ (Ох, Ко^К; р), то по 
лемме 8.3 функция и может быть аппроксимирована в УУр(01;р) допустимыми 
для конденсатора (К, Ко) функциями, откуда следует требуемое неравенство. 
Доказательство закончено. 

В случае, когда <с/(а;,^) = и ; ( х ) | ^ | Р ~ ^ ^ , функцию К]^(й1) будем называть 
(р, р)-потенциалом. 

Лемма 8.5. Пусть К — компактное подмножество 0,1. Тогда равенство 
Е]^{01) = 1 верно квазивсюду на К. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть V = {х е О : (1^^{х,К) > а}. Тогда по лемме 2.6 
точки множества дУ П О регулярны. Фиксируем у Е (0,1). Тогда множество 

К^={хеК:В],^7} 

компактно и на множестве Ку справедливы неравенства 

Так как точки множества дУ П 17 регулярны, то для всех точек х Е дУ Г) О 
выполняется 

И т Уу/у — 0. 
р(х,г/)-н.о 

Заметим, что Уу1у — .с/'^-гармоническая функция в {0\У)\Ку относительно 
о ^ 

Ку и дУ Г\0. Кроме того, ^ — 1!-у Е У/}р{01,К-^ У У\р) для некоторой гладкой 
функции (р такой, что = 1 на /С-̂  и = О на У (лемма 8.3). Кроме того, 
^т /т ^ 1- Значит, из принципа сравнения следует, что ^'7/7 ^ 5 в Г2 для любой 
функции 5 Е Фк-^- Следовательно, 1''у/7 ^ и-у, что возможно лишь в случае, 
когда у-у = 0. Тогда из леммы 8.4 следует, что 

. сар{К-,,У^1(0х;р))^^. 

Окончательно в силу счетной субаддитивности емкости получаем, что 

сар{{хЕК •.В}^{x)<\],VV^{^x\^^))=^. 

Лемма доказана. 

Следствие 8.1. Пусть К С дОх — к о м п а к т и В{х,г) — некоторый шар 
во внутренней метрике такой, что его пересечение с компактом К не пусто. 
Тогда 

Иш % ^ „ ( 2 В ) ( х ) = 0 

для всех точек у Е д2В П О. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О этого следствия вытекает из теоремы 8.3, если принять 

следующие обозначения: Кх = ВПК, Ко = д2ВП0. Функцию (р выбираем 
следующим образом: уз = 1 на и ^ = О на Хо. 
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Лемма 8.6. Пусть К — относительно замкнутое подмножество Ох, имею
щее положительную емкость сар(Х, (Ог; / / ) ) . Пусть В — шар, содержащий 
множество К, и и — неотрицательная -супергармоническая функция в шаре 
В относительно К и дВ Г)0. Тогда 

И т Я ^ ( 5 ) ( х ) = 0 
р(х,у)-.0 

ДЛЯ всех точек у Е дВ П Г2. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть V е Ф%{В), и пусть Во ^ В — открытый шар 

в смысле внутреппей метрики, содержащий множество К. Обозначим через В 
множество В\ Можно считать, что на дВо П 12 функция г; ограничена, т. е. 
V < М < оо. Если это не так, то в окрестности дВо функцию V можно заменить 
ее модификацией Пуассона Р{У, О, {дВо ПО) и {дВ ПО)). 

Пусть Н — л/''-гармоническая функция в О с граничным значением О на 
дВ П Г2 и М на дВо П О. Тогда .й/'^-супергармопическая функция 

^ _ Г г; в 5о, 
( тш( 1 ' , к) в В 

по лемме 2.8 принадлежит классу Ф ^ ( 5 ) . Значит, О ^ В^ ^ в в В, и, переходя 
к пределу, получаем требуемое равенство. 

Теорема 8.1. Предположим, что Хо -— внутренняя точка компактов Ко 
или Кх, принадлежащих несобственной границе дОх. Если для любого шара В 
с рациональными центром и радиусом выполняется равенство 

% п а а . ( 2 5 ) ( г о ) = 1, хо € 5, 

то 7'очка Хо регулярна в смысле Соболева. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть функция в € VУр(12г;/^) непрерывна в О вплоть 
о 

до компактов Ко Кх, а к Е <^{0, КоиКх) такова, что к—9 е И^р(12, КоиКх;р). 
Без ограничения общности можно считать, что ^(хо) = О и т а х | ^ | ^ 1 в О1. 
Зафиксируем е > 0. Выберем шар В(х, г) с рациональными центром и радиусом 
так, чат)бы хо Е В(х,г), а также чтобы |^| < е па шаре В{х,2г). Определим 
функцию и равенством 

I 1 + е в ^ \. 

Па основании следствия 8.1 и первой леммы о склейке заключаем, что и — 
^й/^-супергармоническая функция в О относительно Ъ П дОх и Ко С дОх \

о 
И и ^ в В О. Из того, что к - в е И''р(1^, Ко О Кх',(л), можно сделать вывод, что 
функция 

т т ( Д — 9,и - в) = тт(к, и) - О 
о 

принадлежит пространству \У'^{0,Ко О Кх;р). Так как и — суперрешение, 
то по принципу сравнения и к почти всюду в 12, а так как функции инк 
непрерывны, то это неравенство выполняется всюду в 12. Отсюда делаем вывод, 
что 

И т к{х) ^ И т и(х) = е. 
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Аналогичные рассуждения приводят нас к тому, что —и ̂  Л в а значит, 

И т Н{х) ̂  — Ит и(х) = —е. 

Ввиду произвольности е имеем равенство Ит Н(х) = О = 0(хо), что и тре-

с1п{з:,хо)^0 

бовалось доказать. 

Лемма 8.7. Множество иррегулярных внутренних точек компактов Ко 
и Кх, Ко и К] с дйх, где дйх — несобственная граница ограниченного от
крытого множества Г2, имеет емкость нуль. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть Е (в Ко и Кх С дС1х — множество всех не регу
лярных граничных точек. На основании теоремы 8.1 можно выбрать счетное 
множество шаров 5^ таких, что каждая точка х из ?̂ принадлежит некоторому 
шару В{ и выполняется неравенство 

К к п . п . Р ' В . - ) ( ^ ) < 1 . 

Тогда Е есть подмножество счетного объединения 

и { х € 5 , П Ш , : Д 1 - ^ ^ ~ ( 2 5 0 И < 1 } 
г 

множеств, имеющих емкость нуль (лемма 8.5), а значит, имеет емкость нуль. 

Лемма 8.8. Предположим, что функция и неотрицательная и -су
пергармоническая в О и К С Ох — компакт. Тогда множество 

3={хе'Пх : Д^(х) < Д^(х)} 

имеет емкость нуль. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Покажем, что каждая точка х Е 3 содержится в шаре 

В — В{х, г) с рациональными центром и радиусом и при этом выполняется 
неравенство 

% ^ ^ ( 2 В ) ( х ) < 1. 

Так как на Г̂ УУ̂ ' выполняется равенство В^ — Я^, то множество 5 содержится 
в К. 

Зафиксируем точку х Е 5' и выберем число Л так, чтобы 

Так как функция и полунепрерывна снизу, то точка х содержится в шаре В, где 
В — пгар относительно внутренней метрики с рациональными центром и ра
диусом такой, что в 2В С 12 выполняется неравенство и ^ X. Это означает, 
что 

То есть щ-^^{2В){х) < 1, что и требовалось получить. 

Теорема 8.2. Пусть Е — произвольное подмножество Ох, и пусть и -
неотрицательная -супергармоническая функция. Тогда Щ = Я% квазивсю
ду па множестве Е. 
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Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Введем обозначения = и в = Щ,. Покажем, что 
5 = 5 квазивсюду. Семейство является направленным вниз, поэтому, при
меняя топологическую лемму Шоке [13], можно считать, что Ф̂ ^ содержит убы
вающую последовательность функций 5, Е Ф^;, имеющую предел 5 = И т 5^. 
Так как емкость обладает свойством субаддитивности, достаточно доказать, 
что множество 

{х Е 12 : ь{х) + 1/з < 8{х)} 
имеет емкость пуль для каждого положительного целого ] . 

Зафиксируем Пусть К С 3^ — компакт. Так как 3^ — борелевское 
множество, значит, оно измеримо по емкости [5] и достаточно показать, что 

сар(Я,Н^;(Г21;р)) = 0 . 

Пусть V С О, — открытая окрестность компакта К. Заметим, что ка
ждая функция 51 принадлежит Ф'}(^^''(У), следовательно, в V верно равенство 
Я'!^^^''{V) = 5. Отсюда имеем следующие соотношения: 

я'^^^^''{V) = 8<з+^/^ = Я^^^'{V) на К. 

Из леммы 8.8 вытекает, что компакт К имеет емкость сар(Х, (Г2-;; р)), рав
ную нулю. Доказательство закончено. 

Следствие 8.2. Предположим, что Е — произвольное подмножество Ох. 
Тогда Я\,{0,х) — 1 квазивсюду на Е. 

Лемма 8.9. Предположим, что существует л/"-субгармоническая функция 
V на открытом множестве О С О относительно дО П Г2 такая, что ^ ^ г; ^ 
Я^{0,х) в В. Тогда выметание Я^{Ох) есть .сг/'^-гармоническая функция на 
множестве О относительно дО П О и совпадает на нем с Я^{Ох). 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть V = {х е О : (1^{х,дВ Г\ > а } . Тогда 
V С О — открытое множество и по лемме 2.6 точки у Е дУ П В регулярны. 
Выберем убывающую последовательность функций щ Е Ф^{Ох), которые схо
дятся к функции и таким образом, чтобы й = Я^{0\). Это возможно в силу 
топологической леммы Шоке [13 . 

Так как в области У выполняется неравенство ф ^ V ̂  Р{и^,У), то модифи
кации Пуассона Р{и^,У) принадленсат семейству Ф^(Г21) и убывают к ''-гар
монической функции к в области У. Кроме того, в У верны неравенства й ^ 
Л. ^ и. Ввиду непрерывности функции к получаем равенство к — й. Лемма 
доказана. 

Лемма 8.10. Если функция ф непрерывна в Ох, то Я'^ непрерывна на О 
и Ю' ф в Ох. Более того, Я^ — .с^/^-гармоническая функция па открытом 
множестве {Я^ > Ф]. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Очевидно, что Я^ ^фвОх- Докажем непрерывность, 
для этого зафиксируем точку Хо ^ О я число е > 0. Так как Я^^{хо) ^ ф{хо), то 
можно выбрать шар В = В(хо, го) ^ О такой, что Я'^ + е ^ Ф{хо) -\- е/2 ^ ф на 
замыкании шара В. Пусть г; - Р{Я^ +е, В). Так как функция V ^г/-гармоничес-
кая в шаре В, то из принципа минимума следуют неравенства V ^ ф{хо)-\-е/2 ^ 
ф. С другой стороны, так как ^ ф в О, получаем, что у ф в О, значит, 
V Е Ф'^. Тогда V ^ Я'^ в 12, откуда следуют неравенства 

11^ ^'^(г) ^ И т у{х) = ь{хо) <^ Я'^{хо) + €. 
хеП хЕП 
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Так как е произвольно, а выметание К'^ полунепрерывно снизу, то В^ непре
рывно в точке Хо-

Если Е^{хо) > ф{хо), то существует А Е Ж такое, что В^ > X > ф в окрест
ности точки Хо- Тогда по лемме 8.9 — ,с/'^-гармоническая в этой окрестно
сти. Доказательство закончено. 

Лемма 8Л1. Предположим, что и — -супергармоническая функция 
в области Г2 относительно компактов Ко и К\. Тогда существует возрастаю
щая последовательность непрерывных -супергармонических функций щ в Г2 
относительно тех же компактов такая, что и — И т щ. Более того, каждая 

г—»оо 

функция щ есть суперрешение уравнения (2.1) относительно Ко и Кх. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Доопределим функцию и на дО\е нижним пределом. 

Пусть — возрастающая к и последовательность непрерывных на 0.1 функ
ций. Тогда согласно лемме 8.10 и следствию 3.2 и,- = К^'{0.1)\^ есть требуемая 
последовательность непрерывных -супергармонических функций. 

§ 9. Решение Перрона 

Метод Перрона — это метод решения задачи Дирихле на данном открытом 
множестве с произвольными граничными данными. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9.1. Пусть дана функция / : дОх —+ [—оо;-Ьоо]. Верхний 
класс Щ функции / состоит из всех функций и таких, что выполнены следую
щие условия: 

(1) функция и — лг^''-супергармоническая в 12 относительно компактов Ко 
и Кх, 

(2) функция и ограничена снизу, 
(3) И т и{х) ^ / (у) для всех точек у Е КоК) Кх С дОх-

<^п(г ,у ) - .0 

Нижний класс определяется аналогично предыдущему. Функция V принад
лежит , если 

(1) 17 — .{/'^-субгармоническая функция в 12 относительно компактов Ко 

(2) функция V ограничена сверху, 
(3) И т г;(а;) ^ / (у) для всех точек у Е Ко и Кх С дОх-

Очевидно, что функция V принадлежит тогда и только тогда, когда -V 
принадлежит . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9.2. Функция 

= н^{^,Ко^Кx) = ^пЦи•.иеЩ] 

называется верхним решением Перрона в области 12 относительно компактов 
Ко и Кх функции / , а функция 

К/ = Я;(12, Ко и Кх) = 8ир{и : и Е .^/}— 

нижним решением Перрона в 12 относительно компактов Ко и Кх функции /, 
определенной на 5121. Если '^у = 0 (или = 0 ) , то мы естественно полагаем 
Н^ = оо (и = —оо). 

Приведем некоторые свойства решений Перрона: 
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Из принципа сравнения следует, что Яу ^ Яу. Если / ^ й', значит, Яу ^ Я ^ . 
Для А € Ж выполняются следующие равенства: 

Я д _ А - Я д , Н^_^^=Н^+X и К/+Х = Щ + 
Если А > О или если А ^ О, а / принимает конечные значения, то 

Н^^ = хну, Яду = АЯ^ и я!^ду = - А Я у . 
Следующий результат является фундаментальным фактом в теории потен

циала. 

Лемма 9.1, Для функции (я соответственно Щ) существуют лишь 
следующие возможности: 

(1) Яу (Я^) — -гармоническая функция в О, относительно компактов 
_Хо я Х ь 

(2 ) Яу ( Я р = оо вП; 
(3) Яу (Щ) = - о с в ^ . 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Очевидно, что если множество Щ не пусто, то функ

ции тш(и,ь) и Р(и, О) принадлежат верхнему классу где В С О — от
крытое множество такое, что 12 \) содержит непересекающиеся окрестности 
По к VI компактов Ко и К] и точки у Е дВПО. регулярны. Тогда на основании 
топологической леммы Шоке [13] можно считать, что существует убывающая 
последовательность функций «у € , сходящаяся к ф у н к 1 щ и и и такая, что 
полунепрерывная снизу регуляризация функции и совпадает с Яу в П. Рассмо
трим, модификации Пуассона Я(иу, О), которые принадлежат верхнему классу 
"^у. По теореме о сходимости Гарнака предельная функция И т Р{и^,^) есть 

либо .с/'^-гармоническая функция в П относительно дО П 12, либо тождественно 
равна —оо в В, откуда следует вывод теоремы. 

Теорема 9.1. Предположим, что Р — убывающее вниз семейство полу
непрерывных сверху на Ко О К у функций /: дОх —*• [—оо;оо). Если д = [п^Р, 
тоН] -^Ы{Н] : /еР}. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Введем обозначение: к = т^р Яу. Так как неравенство 
д ^ / верно для любой функции / из Р, имеем, что Я ^ ^ Л в 12. Для того чтобы 
установить обратное неравенство, зафиксируем е > О и выберем произвольную 
функцию и из верхнего класса ^д. Так как функции из Р полунепрерывны 
сверху на Ко^ Кх, то множества 

{уеК1СдПх,{ = 0,1: И т и(х)е >/{у)\, } Е Р, 

образуют открытые покрытия компактов Ко а Кх - Ввиду того, что семейство Р 
является убывающим вниз, го найдется функция / Е Р такая, что неравенство 

И т г1{х) + е > / (у) будет верно для всех у Е К{, г — О, I . Таким образом, 

гегг 

функция и + е принадлежит верхнему классу и, следовательно, и-Ье ^ Яу ^ 
к, откуда вытекает неравенство Яд-Ье ^ к. В силу произвольности е > О имеем 
Нд ^ к, ЧТО и требовалось доказать. 

Следствие 9.1. Пусть /у : дО,х —> [-оо; оо) — убывающая последователь
ность полунепрерывных сверху на компактах К{ С дОх, г = 0,1, функций 
я / = И т /у. Тогда Я^ = И т Н 

у—«00 ^ ]~>оо •'^ 
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§ 10. ^<г/'^-Регулярные граничные точки 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10.1. Внутренняя точка хо, принадлежащая множеству ХоУ 
К) С дО,-1, где дОх — несобственная граница открытого множества П, называ
ется хг/'^-регулярной, если 

Ит Щ{х) = /(хо) 

для каждой непрерывной на компактах Ко и Кх функции / : —* Ж. В даль
нейшем, говоря об ^г/''-регулярных точках, мы всегда предполагаем, что они 
суть внутренние для рассматриваемых компактов. Точка хо ^^'^-иррегулярна, 
если и только если она не ^ ' ' -регулярна. 

Так как Н^ - —Н_-/, мы вправе в определении 10.1 верхнее решение Пер
рона /зГ̂  заменить на нижнее решение Перрона Яу. 

Теорема 10.1. Внутренняя точка хо компактов К{ Е дИх, г = 0,1, ^^^'^-ре
гулярна тогда и только тогда, когда 

Ит Я ; ( х ) = /(хо) 

для каждой ограниченной на К(, г — 0,1, функции / : 5^1 Ж, непрерывной 
в точке Хо. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Достаточность следует из определения. Докажем не
обходимость. Пусть, например, хо Е Хо С 512] — ^г/'^-регулярная точка. 
Зафиксируем г > 0. Пусть V — открытая окрестность точки хо такая, что 
/ — / ( ^о ) | <еваУГ\Ко. Выберем непрерывную на компактах Хо и X] функ

цию д: дОх [/(з^о) + ^, зчр | / | -(- е] такую, чтобы ^(хо) = /(з^о) + е и 

д — 8 и р 1/1 -Ь г на Хо \ и на Х 1 . Тогда из неравенства 5 ^ / на Хо У Х1 
следует, что 

. ^.^Л^)^.^^^^, я (х) = ^(хо) = / ( х о ) + е. 

Аналогично можно показать, что 

Ит Яу(х) ^ / ( х о ) - е, 

откуда приходим к заключению, что 

И т Я ; ( х ) = / (хо) . 

Теорема доказана. 

§ 11. Барьеры 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 11,1. Функция и называется барьером (относительно Г2) 
во внутренней для компактов Кг Е дОх, » = 0,1, точке хо, если выполнены 
следующие условия: 

(1) функция и ^г/'^-супергармоническая в Г2 относительно Хо и Х 1 ; 
(2) И т и ( х ) > 0 д л я в с е х у Е ( Х о У Х 1 ) \ { х о } ; 

хЕП 
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(3) И т и{х) = 0. 

Согласно принципу минимума барьер всегда неотрицателен, более того, 
если и — строго положительный барьер относительно О в точке хо и V — 
открытое подмножество О такое, что Хо Е дОх П V, то функция и — барьер 
относительно V. 

Теорема 11.1. Пусть точка хо принадлежит Ко и Кх С дОг. Если в точке 
Хо существует барьер относительно Г2, то точка хо ^"-регулярна. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть функция и есть барьер в точке хо. Тогда по 
принципу минимума и > О в О. Пусть / : дИх —* Ж — непрерывная на компак
тах Ко и К] функция, и без ограничения общности можно предположить, что 
в точке Хо 6 Ко выполняется равенство / (хо) — 0. Зафиксируем г > О и выбе
рем открытую окрестность V точки хо такую, чтобы \/\ е в V П Ко- Пусть 
Л > т а х 1/1. Введем функцию 

Г Л в 0 \ 7 , 
V — \ 

[ ^ п И п ( и , т ) в V, 
где т = тп!" {и{х) : х Е дУ ПО} > 0. Тогда согласно первой лемме о склейке г; — 
.^/'^-супергармоническая функция в О относительно множеств Ко и К^. Более 
того, V -\- е принадлежит Щ, следовательно, 

И т Я^(х) ^ И т У{Х) + е = е. 

Аналогично показывается, что —(г; + е) Е ^ / , и мы получаем 

И т Я^(х) ^ И т Я^(х) ^ Ит {-У{Х) - е) = -е. 
а^{х,Хо]-*0 йпСх.хо^-^О (1с1(х,хо')—0 

х^а. хеп гео 
Ввиду того, что е произвольно, имеем 

И т Я^(х) = 0 = /(хо) , 

что и требовалось получить. 
По ходу доказательства теоремы 11.1 мы фактически доказали следующее 
Предложение 11.1. Пусть II С О — открытое множество, и пусть точка 

Хо Е II ПдОх такова, что равенство УПП = У ПО верно для некоторой открытой 
окрестности У точки хо. Барьер в точке Хо относительно О существует тогда 
и только тогда, когда существует барьер в точке Хо относительно V. 

Для л^етрического прос I рансгва Г2] существует счетное всюду плотное мтю-
жество ы. В следующей геореме шары В — В{х, г) рассматриваются с центрами 
в точках X Е 

Теорема 11.2. Внутренняя точка Хо Е Ко^ Кх С дО} является -регу
лярной, если 

для любого шара В — В{х,т), х Ей), содержащего точку хо-
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О ЭТОЙ теоремы полностью воспроизводит доказательство 

теоремы 8.1 с той лишь разницей, что необходимо функцию в Е УУр{Ох',^^), не
прерывную в области Г2 вплоть до компактов Ко и Кх, заменить на функцию / , 
непрерывную на компактах К( С дОх, г = О, 1, а функцию к Е .^^(О) заменить 
на Яу и заметить, что построенная в доказательстве функция и принадлежит 
Щ, а -иЕ.^^. 
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Теорема 11.3. Множество -иррегулярных граничных точек, лежащих 
внутри компактов С дО.1, г = О, I, где дйх — несобственная граница откры
того множества О., имеет емкость нуль. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О ЭТОЙ теоремы следует схеме доказательства леммы 8.7. 

Теорема 11.4. Пересечение В{х,8) Г) дО.1, где В{х,6) — шар в метриче
ском пространстве {О, р{х, у)), содержит точку хо Е дОг, -регулярную отно
сительно Г2. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О теоремы 11.4 вытекает из теоремы 11.3, а также из пред
ложения 6.10 и леммы 6.9 [5]. 

Прежде чем перейти к доказательству следующей теоремы, докажем лемму 
о продолжении .с/'^-супергармонических функций. 

Лемма 11.1. Предположим, что функция и — .с/-сулергармояическая в ок
рестности II замкнутого шара В С Ох. Тогда существует -супергармоничес
кая функция и' в области О относительно Ко = дОх П В и некоторого компакта 
Кх С дО,х\и, содержащего хотя бы одну регулярную точку, такая, что и' — и 
в шаре В и функция и' ограничена снизу. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть Во — шар во внутренней метрике, содержащий 
исходный шар В такой, что дОх \ ф 0, и пусть функция и — ^г/-супергармо-
ническая в нем. Можно предполагать, что « > О в Во, поэтому вместо функции 
и рассмотрим ее выметание V = Д^(Во). Тогда V — и в В и Ит у{х) = О 

для всех точек у 6 дВо П О (см. лемму 8.6). Пусть т = тшп V, тогда множество 
в 

К = {хеВо: у{х) ^ т} 

компактно и содержит В. Построим функцию 

Яу в П\К, 
т в К, 

где / = т в К, / = О па дОх\К и Н ̂  — решение Перрона в О \ относительно 
К и Кх- Для того чтобы показать, что И т 8{х) = т для всех точек у Е 

к, выберем представитель 5 Е '^у. Тогда 5 ^ О в Г2 и согласно принципу 
сравнения я ^ V в Во\К. Кроме того, V — .й/'^-гармоническая функция в Во\В. 
Тогда для всех точек у Е дК П О выполняется неравенство И т 8{х) ^ т, и, 

следовательно, И т 8{х) — т для всех точек у Е К. По лемме 2.8 функция 
<1п{х,у)-*0 

8 сС/'^-гармоническая в Г2 \ относительно К и Кх а ^г/''-супергармоническая в 
О относительно Ко тл Кх- На Кх существует л/'^-регулярная точка. Значит, из 
принципа максимума следует, что О < 5 < т на дВо-

Если через М обозначить т а х 5 , то величина 6 = т/{т — М) положительна 

и ДЛЯ всех точек г Е дВо П О выполнены соотношения 5(5 — т ) ^ —га = V — т. 
Так как для всех точек х Е К 8 = т и У{Х) ^ т, то по принципу сравнения 
получаем, что неравенство 6{з—гп) ^ у—т выполнено всюду в Во\К. Используя 
лемму 2.8, замечаем, что функция 

и' = I ^ в ^ . 
" [ 6{8 - т) + т в О \С 
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есть требуемое .с/'^-супергармоническое расширение функции и. 
Заметим, что если Ко = 0, т. е. 5 (= О, то роль компакта К^ играет несоб

ственная граница дОх и доказательство в этом случае есть очевидное обобщение 
доказательства из [2, лемма 9.14 . 

Теорема 11.5. Если граничная точка хо Е Ко и К] С дОх открытого 
множества О ^г/" -регулярна, то существует барьер в точке хо относительно 
области О. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Предположим, что точка хо ^а^^-регулярна и Яу = 
Пхо) = 0. 

Выберем шар достаточно малого радиуса В(7г(хо), го), тг: О] —> О, такой, 
что О и 2Я С С, уде замыкание рассматривается в метрическом пространстве 
{С,р{х,у)). Определим функцию / равенством 

''о 

и введем обозначение V = Ш{2В). Тогда по лемме 8.10 функция V непрерывна, 
О ̂  г; ^ 1, и на границе шара 2ЯПГ2 принимает пулевые значения [2, лемма 8.8 . 
Более того, так как V — ^:/-гармоническая функция на множестве { / < г;}, 
из принципа максимума следует, что т,' = 1 только в точке хо-

Используя замечание к лемме 11.1 и лемму 2.8, покажем, что существует 
ограниченная ^г/-супергармоническая функция 1/ в О и2В такая, что У' = V в 
шаре В и у' ^ \ е < \ (12 и 2Я) \ для некоторого е > 0. 

Доопределим функцию у' по правилу 

у'{у) - И т у'{х), 

где у Е (9121 \ Поэтому функция и = 1 — Н^, — .^/-гармоническая в 12 и 

И т ш{х) = О 

по теореме 10.1 для случая, когда Ко — 0- Кроме того, так как У' Е "^Ь', имеем 
ш ^ 1 — у'. Следовательно, 

Ип1 и{х) > О 

хеп 

для всех точек у 6 «9121 \ значит, функция и!{х) есть барьер в точке хо 
относительно 12. 

ЗАМЕЧАНИЕ 11.1, Ввиду того, что р(х,у) <: (1а{х,у), построенный в тео
реме 11.5 барьер является также и барьером в смысле определения 11.1. 

Теорема 11.5 и предложение 11.1 показывают, что свойство ^<г/°'-регуляр-
носги — это локальное свойство. Сформулируем два следствия. 

Следствие 11.1. Пусть II и Н — открытые подмножества 12 и хо 6 дН П 
811. Если существует открытая окрестность V точки хо такая, что V П Н = 
V П II, то точка хо -регулярна относительно И, если и только если она 
^^"^ -регулярна относительно П. 

Следствие 11.2. Предположим, что Л С 12 — открытое подмножество 
и точка хо принадлежит пересечению 80,1 П 80. Если точка хо ^1/"-регулярна 
относительно О, то точка ж о .с/'^ -регулярна относительно П. 
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Теорема 11.6. Пусть точка хо 6 Ко и Кх С дОх такова, что сар{жо} = 0. 
Тогда следующие утверждения эквивалентны. 

(1) Точка хо — -регулярная. 
(2) Существует барьер в точке хо относительно множества О. 
(3) Пусть и (§ V —открытые окрестности граничной точки хо Е КоОКх С 

дО,х- Тогда 

для любой неотрицательной ^г/''-супергармонической функции и. 
(4) Для всех шаров В{х, г), содержащих точку Хо, выполняется 

Я 1 ^ ^ 3 _ ( 2 й ) ( . „ ) = 1 . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Эквивалентность утверждений (1) и (2) есть следствие 
теорем 11.1 и 11.5 и замечания 11.1. Докажем, что из утверждения (1) следует 
утверждение (3). Доопределим функцию и на ее нижним пределом, и пусть 
/у — возрастающая последовательность функций, непрерывных на множестве 
Ох и таких, что Ит/у — и в (I и = О па дУ ПО.. Зафиксируем ^ и определим 
функции 

Н}^(у\(ипдОх),(ипдОх)и{дУпо)) в у\{впдОх), 
9^ — ^ _ ~ 

/^ в ипдОх. 

Согласно следствию 11.1 

/,(хо) = И т д^{x) ^ Ит ~ {У){х) = ~ {У){хо), 

И т и{хо) = И т /Дхо) ^ К1^^~{У){хо). 
<1п(х,хп)^0 

Обратное неравенство тривиально. Импликация (3) —+ (4) очевидна. Тот факт, 
что из утверждения (4) следует утверждение (1), доказан в теореме 11.2. 

Теорема 11.7. Точка хо, внутренняя для компактов Л",- С дОх, г = 0,1, 
.^^'^ -регулярна тогда и только тогда, когда она регулярна в смысле Соболева. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Согласно теореме 11.6 достаточно показать, что точка 
Хо Е К( С дОх, I — О, 1, регулярна в смысле Соболева тогда и только тогда, 
когда выполняется равенство ~ (25)(хо) = 1 для любого шара В, содержа-
шего точку хо- Тот факт, что из этого условия следует регулярность в смысле 
Соболева, доказан в теореме 8.1. Пусть теперь точка хо регулярна в смысле 
Соболева. По лемме 8.3 имеем 

в}- ~ (2В)(хо) = Ит В}- ~ (2В)(х) = 1. 

Теорема доказана. 
§ 12. ^'^-Разрешимость 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 12.1. Функция / : ^ [-оо;+оо] называется л^"-разре
шимой относительно компактов Ко и Кх, если верхнее и нижнее решения Пер
рона Яу и Яу совпадают и хотя бы одно из них есть ^г/'^-гармоническая функция 
в О относительно компактов Ко и Кх • 
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.й/'^-Разрешимость функции / не означает, что 

И т Я у ( х ) = / ( у ) 

для у Е Ко и Кх С дОх Однако можно утверждать, что если существует огра
ниченная ^'^-гармоническая функция к в области О относительно компактов 
Ко и Кх такая, что равенство 

И т к{х) = Пу) 

в ь ш о х 1 н я е т с я для всех точек у Е Ко и Кх С дОх, то из принципа сравнения 
следует, что функция / является ^/''-разрешимой. В частности, если все точки 
у Е Ко и Кх С д0.х регулярны, то непрерывные на Ко и Кх С дОх функции 
являются .с/'^-разрешимыми. Если имеются нерегулярные точки, то .с/'^-разре-
шимость непрерывных на компактах Х,- С дйх, г = 0 ,1 , функций не очевидна. 

Теорема 12.1. Пусть Ко и Кх — некоторые фиксированные компактные 
множества из дйх, и пусть функция / непрерывна в О, вплоть до Ко и Кх- Тогда 
функция и = (Ох) непрерывна в О, и ^ / и 

И т и{х) = / ( х о ) 

для любой регулярной граничной точки хо Е Кои Кх- Если, кроме того, / € 

{Пх;[^),тоие\У^{а;р),и~/е У^'ЦО, КоиКх;р)и 

^^(х,^^и)^^<р ёх ^ О / 
о 

ДЛЯ любой функции ср € \Ур(0,Ко О Кх;р), непрерывной в области Г2 вплоть 
до компактов Ко и Кх и такой, что неравенство (р ̂  / — и выполняется почти 
всюду. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Так как функция / непрерывна и ограничена, то по 
лемме 8 .10 функция и также непрерывна и ограничена. 

Докажем предельное соотношение на границе. Пусть функция з — барьер 
в точке Х о . Фиксируем е > О, и пусть V — окрестность точки хо такая, что 
/ (х ) —/(хо)| < е для всех точек х ЕУ. Ввиду того, что т{ {«(ж) : х Е дУпО} > 

О, существует число Л > О такое, что функция 

Г т т ( Л 5 ( х ) +е + / (хо) , вир | / | ) , ХЕУ, 
"̂ "̂ ^ " 1 зпр 1/1, хЕП\У 

полунепрерывна снизу и, следовательно, по первой лемме о склейке ^ ' ' -супер-
гармоиическая в Г2 относительно компактов Ко ч Кх. Кроме того, она удовле
творяет неравенству и ^ / в Г2. Значит, 

И т и ( х ) И т и(х) ^ / ( ^ о ) + е. 
<^п(а;,Xо)—о йп(2; ,Го)-»0 . 

С другой стороны, м ̂  / , значит, имеем равенство 
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что и требовалось получить. 
Далее предположим, что функция / принадлежит \Ур [Ох; р), и пусть Ох С 

^2 С . . . С О] — регулярные открытые множества такие, что Д- = {ж 6 О : 
(^с^(x, Ко) > а ) П {х 6 О : ёс1{х,К1) > а } , У Д = 0 (лемма 2.6). Далее, пусть 

щ — .^''-супергармоническое решение задачи с препятствием в 0{ с препят
ствием и граничным значением, равным / . Так как и € \^^р^^^(0;р) и и ^ / , 
то согласно [5, лемма 2.3] имеем неравенства г«1 ^ ^ .. - ^ и. Тогда пре
дел V = И т и; — ^''-супергармоническая функция в О относительно Ко и Кг 

г—уос 
И, кроме того, и ^ V ^ 

С другой стороны, из определения выметания следует, что ы ^ г;, поэтому 
о 

получаем равенство и = V. Полагая щ = / на О \м щ — } Е И^р(0, А'о У 
Кг;р)- Согласно [5, неравенство (2.5)] справедливы неравенства 

У ар^с I | У ^ / | Р Лр^с I Лр < ос.. 

Значит, можно сделать вывод о том, что V — У ^ / сходится слабо к V -
о 

\ 7 ^ / в Ьр{0;1л,) и поэтому и - / Е Ьр{0.,Ко и Кг; р) [5, теорема 1.6]. Кроме 
того, 1/р (О;/^)-нормы функций и^ — / равномерно ограничены, значит, и — / Е 
\У1{0,КоиКг;р). 

о 
Зафиксируем функцию (р Е Шр{0,Ко У Кг;р), непрерывную в области О 

вплоть до компактов Ко и Кг и такую, что (р ^ / - и почти всюду в О. Если 
(р^ — последовательность функций, равных нулю на Кои Кг, сходящаяся к (р 

о 

в Шр(0,;р), то функции — таx{^р^, ̂ ^ — и) принадлежат \У}^{0,Ко и Кг;р) 
и непрерывны в О вплоть до К^, г = 0 , 1 . Более того, туу в \Ур{0,;р) [5, 
лемма 1.4]. Зафиксируем ] и выберем индекс гу так, чтобы носитель функции 
г/у принадлежал множеству Д-^.. Так как функция и есть решение задачи с пре
пятствием в К^_и{^г^,дО^• П О ) [5, теорема 5.5], имеем 

У .с/[х, Ч^и)Ч_^г]^ ёх ~ У =й/(а;, V^«)У^г?;/у (1х ^ 0. 

Ввиду того, что и Е \Ур{0; р) и ^^^ ср в (О; р), получаем 

I .с/{x,V^и)\/^:^^р(^x= Ит У .«/(ж, У^и)\7^77^ г̂ж ^ О, 

что и требовалось. 

Теор&ма 12.2. Если / принадлежит \Ур (О1; р) и непрерывна в О вплоть до 
Кои Кг С 501, то функция / ^г/'^ -разрешимая относительно Ко и Кг и - / Е 

14^р(0, Хо и ^ 1 ; /^). В частности, верхнее решение Перрона Н^ ~ единственная 
-гармоническая функция с граничными значениями, равными / на множе

ствах Ко и Кг. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть и = КЦОг), и пусть Д — элементы исчерпания 

О открытыми регулярными множествами такими, что Кои Кг С 0\О я точки 
у Е 5 Д П О регулярны (см. лемму 2.6). Обозначим через щ модификацию 
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Пуассона Р{и,01,дОг П О,) функции и в Тогда и ^ их ^ из ̂  . . . ̂  
и, следовательно, предельная функция /г* = Ити,- ^/^-гармоническая в О от
носительно Ко и Кх и такая, что /1* ^ Яу. Согласно [5, неравенство (2.5) 
и теореме 12.1 имеем 

I | У ^ « г р йр^с I | У ^ и | Р (1р^с I \Ч^и\^ Лр < оо. 

Значит, У^и,- сходятся слабо к У^Л* в 1р(0;р), следовательно, / — Л* 6 
о 
Ьр(0,Л'о и Кх,р)- Так как нормы функций и,- — / равномерно ограничены 

о 

В Ьр{0; р), то / — к* Е И р̂ (О, Хо У Хх; / / ) . Та же самая конструкция, применен
ная к ^/''-субгармонической функции г; = —К~^, приводит нас к тому, что для 
^/''-гармонической функции Д* в области П выполняется цепочка неравенств 

г; ^ /г^ ^ Я ^ ̂  Я } ^ /I"* 

о о 
и / /г* € Н^^(0,Хо и Кх\р). Так как к* - к^ Е Щ{0,Ко У Кх]р), имеем 

^{^{х, У^^/г*) - ^ ( х , У^/1*)) • (^^/1* - У^/г*) = 0. 
а 

Из строгой монотонности оператора л / следует, что к* = к^ + с, где с — неко
торая константа. 

Для того чтобы закончить доказательство, необходимо показать, что с = 
0. Существует регулярная граничная точка (теорема 11.4) Жо, принадлежащая 
одному из компактов X, , г = О, 1, следовательно, по теореме 12.1 имеем оценки 

Ит Д*(х) ^ И т Д*(х) ^ Ит и{х) =/(хо) 
с1а(х,хо)—>0 с1п(х,хи)—*0 с1^{х,хо)—'0 

х е а х е а х е а 

= И т у(х) ^ И т к*{х) ^ И т к*{х). 
^ п ( х , г о ) - 0 сгп(х,хо)-0 < / „ ( х ,Го) -0 

х б а х е а 

Это показывает, что константа с = 0. Доказательство закончено. 
Заметим, что можно привести альтернативное доказательство. Пус '1ь к — 

некоторая .«/"-гармоническая функция в области Г2 относительно компактов Хо 
о 

и Хх такая, что к — / Е И^р(0,Хо У Кх]р)- Согласно лемме 8.7 равенство 
И т к{х) = / (у) выполняется для квазивсех внутренних точек множества 

е1п{х,,у)^0 
х е а 

Хо У Хх. Поэтому лемма 5.4 гарантирует, что для любой функции и из верхнего 
класса неравенство /1 ̂  и выполняется во всей области О. Аналогичные 
рассуждения приводят к тому, что для любой функции ь из нижнего класса 
в области О верно неравенство к^ V. Это означает, что к ̂  Яу = Яу ̂  к. 

Лемма 12.1. Есчи ; дОх —* [ - о о ; + о о ] —̂  действительнозначные ^/^-раз
решимые функции относительно Хо и Хх, Хо У Хх С дО-х, такие, что значения 
/1 сходятся к функции / равномерно на Ко и Кх, то функция / также ^"-раз
решима относительно компактов К{, г = 0,1, и И т = Я* для всех точек 

г—юо •'* ^ 
Г 6 Хо У Хх. 
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Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . ДЛЯ данного положительного е имеем, что для всех 
внутренних точек х Е Ко и К\ для достаточно больших номеров г выпол
няется неравенство | /г — / | < ёг, следовательно. 

^Н^-е^ Яу. = Яу. ^ + г ^ Я} + е. 

Отсюда получаем, что И т В— Я ^ = Я , , и так как функция В^ конечная, то 
г—»сх> • ' ' •' •' 

она также и .е/'^-гармоническая относительно компактов Ко К\, тем самым 
доказательство закончено. 

Теорема. 12.3. Каждая непрерывная на Ко У К\ /: дОх —» Е 
является ^г/'^ -разрешимой относительно Ко и К\. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Известно, что в метрическом пространстве функцию, 
непрерывную на компакте, можно продолжить на все пространство таким обра
зом, ^1тобы продолжение было непрерывно. Поэтому можно считать, что функ
ция / : дОх —>• Ж непрерывна на дОх- Аппроксимируем функцию / липшице-
выми функциями. ДЛЯ ЭТОГО разобьем множество значений функции / на п 
частей и положим 

с,- = тт /(ж) Н— о5̂ с / (х ) , 

где озс/{х) есть колебание функции / на несобственной границе дС1х- Рассмо-

трим множества 

Л- = {хе дПх : /(ж) ^ а}, В^ = {х е дПх : П.х) ^ с^+x}. 

Тогда 5^1 \, и В^) есть открытое множество. Определим на дОх \- У Яг) 
функцию 

(рг — тт {с^+x - й ) Ли{А^,В^У У 
п - 1 

Сумма = ^ 9?,- 4- Со обладает следующими свойствами: 

4>п = 
Со на 

на 
Ао, 
Вп-1, 

п-2 
И С,- ^ (рп{х) ^ с^+x при X е дОх \ У В^). Ввиду того, что Ао У Вп-х У дОх \ 

{Л{ и В() — дОх, имеем — / | ^ 2/п на ЬОх- Функции липшицевы на дО,х 
и согласно [3] продолжаются до функций класса И̂ ^̂  (Ог; р). Значит, по тео
реме 12.2 функции ур„ являются ^/' '-разрешимыми, следовательно, по лемме 12.1 
функция / также ^/' '-разрешимая. 

Предложение 12,1, Пусть точки множества КоИ Кх С 5^1 ^^"^ -регуляр
ны. Если функция / ограничена и полунепрерывна снизу на Ко^ Кх С дО,х, то 
она ^^'^-разрешима в О относительно Ко и Кх-

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Достаточно показать, что Щ ^ Я ^ , так как в обрат
ную сторону неравенство очевидно. Пусть /у — возрастающая последователь
ность непрерывных на Ко^Кх функций, сходящаяся к / на ХоОХ] С дОх Так 
как точки у Е Кои Кх С дОх ^"-регулярны, то для них верны соотношения 

Ит Щ{х)^ И т Я ; Д х ) = /у(у) , 
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а так как /у —>• / , то неравенство 

И т Щ{х) ^ / 

верно для всех точек у Е Ко^) Кх С дОх, т . е. Щ Е Щ. Значит, ^ Я^ , что 
и требовалось доказать. 

§ 13. Решение Перрона и ^' ' -потенциалы 

Теорема 13.1. Предположим, что Е — относительно замкнутое подмно
жество О. такое, что его дополнение О1 \ содержит хотя бы один из компактов 
Кг, I = 0,1, а функция и неотрицательная и -супергармоническая в О, отно
сительно Ко и Кх • Пусть / — функция такая, что 

(и на дЕП П, 
^ ~ [о на дПх\Е. 

Тогда Е%{Пх) = Я у ( 0 \ Ко У Кх У {дЕ ПП)) вП\Е. Если, кроме того, / 
принадлежит Шр{0; р) и непрерывна в П вплоть до Ко, Кх и дЕ ПО, то Я^ - / 

принадлежит \У1{0 \1) КХ1) (дЕ П О); р). 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . И З определения сразу следует, что Яу ^ в 0\Е. 
Чтобы доказать обратное неравенство, выберем ь Е Щ ш определим функцию 

( тт(и, у) па 0 \
и на Е. 

Согласно леммам 2.8 и 2.9 функция з ^"-супергармоническая в области О отно
сительно компактов Ко и Кх. Значит, « ^ Я ^ и, следовательно, у ^ в 0\Е, 
откуда получаем неравенство Я ^ ^ Щ. 

Второе утверждение следует из теоремы 12.1. 

Теорема 13.2. Предположим, что и—неотрицательная и -супергармо 
ническая функция в О относительно компактов Ко С и Кх С дОх, и пусть 
множество Е С О такое, что ею дополнение Ох \ содержит хотя бы один 
из компактов К{, г = О, I . Тогда 

И т кКх) = О 

для любой регулярной граничной точки Хо € К{ С 501, где К{ПЕ — 0, г = 0,1. 
В частности, 

Ит Я|;(х) = о 
ХЕС1 

квазивсюду на К{ С 501, где К{ПЕ — 0,1 = 0,\. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть а < с1а(К{,Е), где X , — компакт, который не 

пересекается с Е. Если же Ё не пересекается с обоими компактами, то возьмем 
о: < тт((1п(Ко, Е), (1с1{Кх, Е)). Пусть О С О — открытое множество такое, что 
О = {х Е_0 : (1а{х,Ко) > а] П {х Е О : (1п{х,Кх) > а}, если ЁП(КоиКх) = 0. 
Если же ^ П (Ко и Кх) Ф 0, то В = {х Е О : (1а,(х, Кг) > а], где К^ тот из ком
пактов, который не пересекается с Е. Тогда Е содержится в множестве В. Если 
функция и не ограничена, то устроим модификацию Пуассона в окрестности дВ 
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и найдем функцию V Е Ф|;(Г2) такую, чтобы V была ограничена на дО. Тогда 
О ^ Я^ ^ В^, чем доказано утверждение теоремы, так как из теоремы 13.1 
следует, что 

И т = О 
хегг 

для любой регулярной точки у Е С \П, а из теоремы 11.3 следует, что 
квазивсе точки компакта Х,- С дОу, г = О, 1, регулярны. 

§ 14. л/'^-Полярные множества 

В предыдущих параграфах было показано, что множества нулевой емкости 
часто играют роль исключительных множеств. Такие множества затираемы 
для ^/' '-гармонических и ^/''-супергармонических функций. Множество ирре
гулярных внутренних точек компактов К{ С дОг, г = 0 , 1 , имеет емкость нуль. 

о о 

Кроме того, И^р(0;/х) = И^р(0 \ когда Е есть относительно замкнутое 
подмножество О, имеющее емкость нуль [5 . 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е 1 4 . 1 . Множество Е, либо компактно вложенное в объедине
ние К^иКх С дОх, либо относительно замкнутое в О, называется .(^''-полярным, 
если существует ^г/"-супергармоническая функция и в О. относительно компак
тов Ко и Кх такая, что И т т Г и{х) = -(-оо для всех точек у Е Е. 

г - о в ( г / , г ) 
Если Е (в О, то необходимо рассматривать ^/''-супергармоническую функ

цию и в области П. Как следует из леммы 2,9, л/^-полярное множество Е, име
ющее непустое пересечение с областью О, не может иметь внутренних точек. 
Более того, основной результат этого параграфа состоит в том, что множество 
.Е/^-полярно тогда и только тогда, когда оно имеет емкость нуль. В частности, 
^/' '-полярность зависит только от р и р. В дальнейшем предполагается, что 
если ЕПО = 0,тоЕ^КоиКхС дПх 

Теорема 14.1. Пусть Е — множество в Ох- Тогда следующие утвержде
ния эквивалентны: 

( 1 ) множество Е — лг^'^ -полярное; 
( 2 ) если и — неотрицательная и лг/'^-супергармоническая функция в О от

носительно Ко и Кх, то выметание Щ;(Ох) = 0; 
( 3 ) множество Е имеет емкость сар{Е, \Ур (Ох; р)), равную нулю; 
(4) существует неотрицательная полунепрерывная снизу функция / такая, 

что / е \Ур{Ох;^) и / = оо на Е. 
Доказательство теоремы 14.1 содержится в следующих леммах. 
Лемма 14.1. Предположим, что и — неотрицательная и лг/"-супергармо

ническая функция в О и Е С О. 
(1) Если множество Е л/'^ -полярно, то существует открытая окрестность 

V множества Е в смысле внутренней метрики В С О такая, что Я)^{В) 
принимает значение, равное нулю на каждой компоненте связности 
множества II. ^ _ 

(2 ) Если Я^{Ох){х) = О для некоторой точки х Е О, то Я^{Ох) = О в об
ласти О. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Так как О ̂  К^{Ох) ^ В%{Ох), то из принципа мини
мума следует второе утверждение леммы 14 .1 . Для того чтобы доказать первое 
утверждение, предположим, что V — ^/''-супергармоническая функция в О от
носительно Ко и Кх такая, что для всех точек у Е Е выполняется равенство 
И т 1пГ г;(а;) = 4-оо. В качестве II выберем открытое множество \х Е О : 
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ь{х) > 0}. Функция Хь принадлежит классу Ф^(<7), поэтому Хь ^ К%(У) для 
любого положительного Л. Ввиду того, что функция V не равна тождественно 
бесконечности на каждой компоненте множества {/ (лемма 2.10), получаем пер
вое утверждение леммы 14.1. 

Лемма 14.2. Предположим, что и — положительная л/" -супергармони
ческая функция в О и Е С Если выметание Щ^{0,1) = О, то 

сар{Е,[У^{Ог;р))=0. 

Утверждение этой леммы сразу следует из теоремы 8.2. 

Лемма 14.3. Если Е С Ох имеет равную нулю емкость 

сар{Е,\^^{Ох;р)), 

то существует неотрицательная полунепрерывная снизу функция / в И-̂  {0\; р) 
такая, что / = оо яа множестве Е. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Так как множество Е С Ох имеет нулевую емкость 
сар(Е', И-'р̂  (О1; /2)), то существует открытая окрестность множества Е такая, 
что сар{11п,\Ур {Ох,р)) ^ 1/2". Кроме того, существук^т функции (рп, равные 
квазивсюду единице на открытом множестве [/„ и такие, что \\(рп\ь ^ 
1/2". Можно считать, что (р^ = 1 всюду на [5, предложение 6.1], а ^„ — 

полунепрерывные снизу функции. Тогда функция / = фп неотрицательна, 

полунепрерывна снизу, | | / | (Ох] / ^ ) | | < оо и / оо на Е'. Требуемая функция 
построена. 

Мы доказали цепочку импликаций (1)=4* (2) =Ф> (3) = ^ (4). Для того 
чтобы закончить доказательство теоремы 14.1, понадобится следующая 

Лемма 14.4. Предположим, что и 6 \Ур{0;р) —л/'^-супергармоническая 
функция относительно компактов Ко и Кх - Пусть М Е Ш-, Е С Ох и 

V = Ы{8 е И̂ р (О; р) П <5(0, КоиК1):8^и в 0\Е, 

И т шГ з(х) > М для всех точек у Е. Е]. 

Если существует неотрицательная полунепрерывная снизу функция / , принад
лежащая пространству [Ох; р), такая, что / со на Е, то полунепрерывная 
снизу регуляризация V функции ь совпадает сив области О. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Ясно, что и ^ г) в О. Доопределим функцию и на дОх ее 
нижним пределом. Обозначим через сумму и-\-]~^ /, ^ = 1, 2, . . . , и пусть — 
.й/'^-супергармоническое рещение задачи с препятствием в Ох относительно Ко 
и Кх с препятствием и граничным значением, равным ф^. Тогда из полунепре
рывности снизу функции ф^ и свойства (3.1) .й^^-супергармонических функций 
следует, что ^. ф^ в О \ В частности, И т 1п1' = оо для всех точек 

г-^О В(у,г) 
у Е Е, поэтому у^ V в области О и на множестве Е. 

Из [5, теорема 5.4] вытекает, что г;о = И т г;,- совпадает почти всюду с и 
7—ос 

И Ит 1п1" Уо = -Ьоо для точек х Е Е, следовательно, для каждой точки х Е О 
выполняются соотношения 

и(х) -- 688 И т п(у) = 688 И т УО{У) ^ Ит у{у) ^ У{Х). 
р(х,у)-*0 р(х,у)~^0 р(х,у)~*0 

Таким образом, г; = и. Лемма доказана. 



144 С. К. Водопьянов, и. г. Маркина 

Лемма 14.5. Предположим, что существует неотрицательная полунепре
рывная снизу функция / такая, что / 6 (О]; р) и / = ос на Е, и пусть точка 
Хо принадлежит 0 \ Тогда существует лг/'^-супергармоническая относительно 
компактов Ко и Кг функция и вО такая, что И т 1пГ и(х) = оо для всех точек 

у Е Е И и(хо) < ос в точке хо Е 0 \
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Проведем построение требуемой ^/''-супергармоничес-

кой функции. Для этого выберем шар В — В{хо,г), и пусть В^ =^ В(хо,г). 
Тогда Е^ = X \ ̂  = 1,2,..., и Е = [] Е^. Построим по индукции последова-

тельность ^с/''-супергармонических функций . Пусть щ =0, а 

Ь2 ='ш[{8 е^р(П;р)Г]5(П,Кои Кг)-.щ ^ 8 ^2 в П, 

И т шГ з(х) = 2 для всех точек у Е Е2] • 

Тогда по предыдущей лемме Ь2 = иг в О. Более того, так как иг — .«/-гармо
ническая функция в До, то функция ^2 = ^2 такжб .«/-гармоническая в шаре Вз 
(лемма 8.2). Теперь можно выбрать л/'^-супергармоническую относительно Хо 
и Кг в О, функцию «2 такую, чтобы г/1 ^ ^2 ^ 2 в О, И т шГ 1*2 = 2 для всех 

г - 0 В ( 2 / , г ) 
точек у е Хг и и2(а;о) < 1/4. Кроме того, заменяя «2 на модификацию Пуассона 
Р{и2, Вз), можно выбрать функцию «2 таким образом, чтобы она была .«^-гармо
нической в Вз. Используя там, где это необходимо, срезку, можно предполагать, 
что функция «2 ^ 2 и .(/"-супергармоническая во всей области О. Значит, 
"2 € Ир^досС^; (следствие 3.2). 

Предположим теперь, что функции 1/1,1*2,1*3, . . . ,«у-1, з ^ 3, уже постро
ены. Положим 

=Ы{зеШ^{П;р)Г\8{П,КоиКг):и^^г^8^3 в П, 

И т 1пГ 8(х) = 3 для всех точек у Е Е^ . 

Так как г)у = иу_1 и функция и^_г — ^/-гармоническая в шаре В^, найдем 
функцию Ну такую, чтобы и̂  была .«/"-супергармонической в области О отно
сительно Хо и X ] , иу_1 ^ иу ^ ^ в области О, И т 1п1' и^(x) = у для всех точек 

г - » 0 В{у,г) 

У Е Е^ и иу(хо) ^ иу_1(хо) + 2~^. Вновь заменяя иу ее модификацией Пуассона 
в Ву+1, можно считать, что «у — ^-гармоническая в шаре -0у+1 и .(/''-супер-
гармоническая в области О. Кроме того, можно предполагать, что му ^ у и 
поэтому иу Е У^^^^^Щ р). 

Для Т010 чтобы закончить доказательство, заметим, что гху+А; ̂  иу+^+х в О, 
Аг = 1, 2, .. ., следовательно, предельная функция и = И т щ — ,с/'^-супергармо-

У —оо 
ническая в О. Более того, И т п̂Г и(х) = оо для всех точек у Е Е и 

г - > О В ( у , г ) 

оо 

и(хо) ^ ^^^З-'' < ̂ • 

Лемма 14.5 и теорема 14.1 доказаны. 

Теорема 14.2. Если множество Е -полярно и хо Е 0\Е — фиксирован
ная точка, то существует неотрицательная л/"-сунергармоническая функция и 
в области О такая, что И т 1пГ г1(х) оо для всех точек у Е Е и и(хо) < оо. 

Теорема 14.2 есть следствие теоремы 14.1 и леммы 14.5. 
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Следствие 14.1. л/" -полярность множества Е зависит только от р и р 
и не зависит от отображения л/. 

Следствие 14.2. Счетное объединение л/"-полярных множеств есть снова 
ла/^ -полярное множество. 

Теорема 14.3. Если и — л^''-супергармоническая функция в области О 
относительно компактов Ко и К ] , то она квазинепрерывна. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Во-первых, заметим, что по теореме 14.1 функция и 
квазивсюду конечна. Можно предполагать, что функция и неотрицательна, То
гда, заменяя и на агс!^ и, можно считать функцию и ограниченной (лемма 2.5), 
а поэтому принадлежащей х^^^^'^ ^^)• Выберем возрастающую последователь
ность непрерывных ^г/'^-супергармонических функций Му в О, которые сходятся 
к и (лемма 8 .10). Пусть О = {х е О : (^п{x, Ко) > а } П {ж е О : а^1{х,Ку) > а}, 
а > 0. Ввиду того, что функции являются ограниченными суперрегаени-
ями, из оценок Каччиополли [5, лемма 2.5] следует, что последовательность щ 
ограничена в ^^^^{О^р). Следовательно, она сходится к и слабо в Ж^(^;/^). 
Применяя лемму Мазура (см., например, [5, лемма 1.6]), найдем для каждого 
к последовательность выпуклых комбинаций ь^^^ функций иу , у ^ к, такую, 
что функции у^^/с сходятся к и в 14^(0;//) при ^ —> оо. Для фиксированного 
к можно выбрать функцию 6 С{0) П \^'р(0;р) такую, что И/ь ^ '/'/Ь ^ и 
и \фк — и\\Ур{П; р)\\ 1/к. Так как функции фк непрерывны, то из 5, тео
рема 6.3 и следствие 6.8] следует, что функция и квазинепрерывна. 

§15. ^2/''-Гармонические меры 
Гармонические меры — это важный инструмент в приложениях классиче

ской теории потенциала . В этом параграфе изучается похожая конструкция, 
называемая ^/'^-гармонической мерой, ^г/''-гармонические меры могут быть ис 
пользованы для оценки ^/''-супергармонических функций. 

Начнем с определения. Пусть Е — множество, принадлежащее объедине
нию компактов Ко^ Кх, где Ко и Кх С дС1х, и пусть ХЕ — характеристическая 
функция множества Е. Верхним классом множества Е назовем верхний 
класс '^<^^ХЕ характеристической функции ХЕ, который состоит из всех функций 
и таких, что 

(1) функция и ^/''-супергармоническая в 12 относительно Ко и Кх. 
(2 ) и^О, 
(3) 11т и{х) ^ ХЕ{У) для всех точек у Е Ко и Кх С «9121. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1 5 . 1 . Функция 

^ = ш{Е, П; . с / ) = = Ы^Е 

называется .с/-гармонической мерой множества Е в области 12. 
Из того, что 1 е и и ^ О, а также учитывая, что верхнее решение 

Перрона есть ^/' '-гармоническая функция (лемма 9.1), заключаем, что функция 
О! — .й^"-гармоническая в 12 относительно компактов Ко и Кх, кроме того, О ^ 
о; ^ 1. 

Введем следующие обозначения. Если Е С Ох я Е П 17 относительно за
мкнутое подмножество области 12, то пишем 

и{Е, О] х^) = ш{дЕ ПП,П\Е; л/). 

Если все точки х е Ко и Кх С 5121 регулярны, а Е С Ко 1) Кх С дОх — 
замкнутое множество, то можно дать другую характеристику .«/"-гармоничес
кой меры и>(Е, 12; ^ / ) . 
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Пусть Ж'^{Е, Г2) обозначает класс всех неотрицательных функций и, не
прерывных в О вплоть до компактов Ко 1^ Кх и таких, что 

(1) функции и .Е/"-гармонические в О относительно Ко и Кх, 
(2) 1на Е С КоиКх С дПх• 
Пусть 8'^{Е,0) — класс функций, в котором вместо ^/"-гармонических 

функций рассматриваются .Е/"-супергармонические функции в О относительно 
компактов Ко п Кх-

Теорема 15.1. Предположим, что все точки компактов К( С дОх, * = 
0 , 1 , регулярны. Если Е — замкнутое подмножество компактов Ко и Кх С 
дОх, то .(3^'^-гармоническая мера ш = ш(Е,0; ^) может быть охарактеризована 
следующими тремя эквивалентными способами: 

(1) ш{Е, О; = тЦи : и е ^ ^ " ( X , О)}, 
(2) ш{Е, О; = тЦи^и е 8''{Е, О)}, 
(3) иАЕ,0;л^) = И т я ! . , 

где сходимость равномерная на компактных подмножествах области О, а /,• — 
некоторая убывающая последовательность непрерывных функций, сходящихся 
поточечно к ХЕ яа дС1х • 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть ьх = М{Ж"'{Е,П)), Уз = Ы(8''{Е,0)) и Уз = 
Иш Я / . . Сначала заметим, что 

I — • о о • " 

^^''{Е,п) С ЗЦЕ,^) С^Е 
и поэтому Ш ^ У2 Ьх. 

Далее, так как точки множества Ко и Кх С дОх регулярны, то каждая 
функция Яу. непрерывна в Г2 вплоть до Ко^Кх С дОх и Н ^. ^ \ Е. Поэтому 
а; ^ «2 ^ 1̂ ^ Уз-

Согласно следствию 9.1 ш = кз и последовательность сходится локально 
равномерно в Г2 потому, что последовательность Яу. убывает и предельная 
функция и непрерывна. Доказательство закончено. 

Установим основные свойства .«/"-гармонических мер. 

Теорема 15.2. (1) Если Ех С Е2 С Кои Кх С дПх, то 

ш(Ех,П;^) ^ и ; (Я2,0 ;^ / ) . 

(2) Если Е С Ко и Кх С дО П дОх и О С О., то в области О выполняется 
соотношение 

ы{Е,0;л^) ^ ы ( К , а ; ^ / ) . 

(3) Если Сх Э С2 '2) ... замкнутые подмножества КоиКх С дОх ^ С = {^С{, 
то 

И т и;(С.-,0;^/) = и;(С,0;.^) 
г—*оо 

равномерно на компактных подмножествах О,. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Свойство (1) немедленно вытекает из определения. 

Свойство (3) следует из теоремы 15.1. 
Для доказательства второго пункта теоремы предположим, что функция 

и принадлежит верхнему классу '^Е{^) относительно О. Тогда сужение и\в 
принадлежит верхнему классу '^Е(В>) относительно О, значит, для любой точки 
X Е О верны соотношения 

и{Е, О; ^){х) ^ т 1 { и ( ж ) : и € '^Е{0)} = ш(Е, П; 

Тем самым неравенство доказано. 
^/"-Гармоническая мера не обязательно субаддитивна, однако она хорошо 

ведет себя относительно дополнений. 
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Теорема 15.3. Если Е С Кои Кх С дОх, то 

и;{Е,П;л^) ^ 1 - шЦКо и Кх)\

Более того, 
и{Е, О; ^ ) = 1 - ш{{Ко иКх)\Е, О; 

тогда и только тогда, когда характеристическая функция множества Е л/"-раз
решима в О относительно Ко и Кх-

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть / = ХЕ — характеристическая функция множе
ства Е. Тогда 

и{{Кои Кх)\Е,0;л^) = Н1_, = \  Н ) ^ \ - Н ]  =  1  -  а;(Е, О; .с/) 

и равенство возможно, если только Н^ = Щ. 

Следствие 15.1. Если точки х Е КоиКх С дОх регулярны и е С КоиКх С 
дОх — компакт, то со(е, О; л/) = I ~ ш{{Ко и Кх)\е, О; л/). 

Часто ^/-гармонические меры ш(Е, О; л/) описывают как ^/-гармонические 
функции с граничным значением, равным 1 на Е и О на дО,х \ Это не совсем 
верно. Верна следующая 

Теорема 15.4. Пусть г о регулярная граничная точка, принадлежащая 
Кои Кх с дО\. Если точка хо имеет окрестность V такую, что УПКоиКх С Е, 
то 

И т ш{Е,П;л^){х) = I . 

Если же точка хо имеет окрестность V такую, что V П [Ко и Кх) П Е = 0, то 

И т ш{Е,0;л/){х) = 0. 

Действительно, в описанных в теореме случаях характеристическая функ
ция ХЕ непрерывна в точке хо, следовательно, выполнено равенство 

. .^хв = ХЕ{ХО). 
хЕП 

Исследуем взаимосвязь между ^"-гармоническими мерами и ^/"-потен-
циалами. Предположим, что Е — относительно замкнутое подмножество О, 
и обозначим 

и; = ш{Е, О; ^ / ) = ш{дЕ П О, О \ е/). 
Положим и)(ж) = 1 для х Е Е, и пусть О — полунепрерывная снизу регуляри
зация функции и! в Ох- Зафиксируем компакт Кх <ё О \ а роль Ко будет 
играть множество Е. Если функция ?/ принадлежит верхнему классу множе
ства Е в 0.\ то после доопределения функции и единицей на Е из первой 
леммы о склейке следует, что т 1 п ( г г , 1) есть .«/"-супергармоническая функция 
в О относительно Ко и Кх- Из теоремы 13.1 получаем следующий результат. 

Теорема 15.5. Функциям эквивалентна л^^''-потенциалу множества Е 
в О. В частности, и> = Н\ 0\Е. 

.й/"-Гармоническая мера — наименьщая неотрицательная .с/"-гармоничес
кая функция с «граничным значением», равным 1 яа Е. Это экстремальное 
свойство полезно в оценках других ^/"-гармонических и ^/"-субгармонических 
функций. 
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Теорема 15.6. Предположим, что Е С Ко и С дО^, и пусть '^^ = 
ш{Е,0; л/). Если V — л/'^-субгармоническая функция в О относительно Ко 
и Кх, обладающая свойством 

( М, если уеЕ, 
с^п(х,2/)-о [ т, если у е (Хо У Кх) \

где М < т, то ь{х) ^ (М — т)и1(х) + т для любой точки ж Е О. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . ЕСЛИ М = Ш, ТО неравенство у ^ М следует сразу из 

принципа сравнения. 
Если М > т , то функция у^ = (у — т){М - т)~^ -субгармоническая 

в Г2 относительно Хо и Х1 и обладает свойством 

И т г; {х\ I ^' ^ ^ ^ ' 
^ 1 0 , если у е (Хо и X I ) \

хеа 

Поэтому если и — некоторая функция из верхнего класса то для каждой 
точки у Е Хо и Хх С дОх выполняется неравенство 

И т ^х{х) ^ 1ш1 и(х). 

;г;еа 

Тогда по принципу сравнения Ух ̂  и в О для всех функций и из ' ^ Е • Тем самым 
получаем требуемое неравенство ^1 ^ 

Из георемы 15.6 вытекает 

Следствие 15.2. Предположим, что у — -субгармоническая функция 
в О относительно Ко и Кх, ограниченная сверху в О. Если и>{Е, О; ̂ $/) = О и 

1ш1 у{х) ^ ш 

для всех у Е Ко и Кх С , то г; ^ т в О. 
Перейдем к рассмотрению множеств, имеющих .«/"-гармоническую меру 

нуль. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 15.2. Множество Ее Ко и Кх С дОх имеет аг/"-гармони-
ческую меру нуль в области О, если 

и =и{Е,П;л/) = 0. 

Теорема 15.7. Множество Е С Ко и Кх С дОх имеет Л2^"-гармоническую 
меру нуль тогда и только тогда, когда оно л^'' -полярно. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть множество Е ^/'"-полярио в области О. Зафик
сируем точку жо Е О. По теореме 14.2 существует неотрицательная ^/"-супер-
гармоническая функция и в области О такая, что И т и(х) = оо для точек 

хеп 
у Е Е и и{хо) < ОС. Тогда функция Ли принадлежит верхнему классу Для 
любого числа А > 0. Следовательно, О ̂  и)(х) ^ Аи(ж). Ввиду произвольности 
числа А получаем, что а;(жо) = 0. Далее, по принципу минимума получаем, что 
о; = О в области О. 

Обратно, если и{Е, О; .с/) ^ О, то по принципу максимума и из теоремы 15.6 
имеем ^ 

во всей области О. Следовательно, по теореме 14.1 можно сделать вывод, что 
множество Е .и^'"-полярно. 



Основы нелинейной теории потенциала 149 

Лемма 15.1. Предположим, что все точки множества КоиКх С дОх регу
лярны и е — компакт. Свойство ш = и}{е,0; л/) = О выполняется тогда и только 
тогда, когда 

8ир < 1. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О , Введем обозначение X = 8ира;(х). Так как точки мно-

жества Ко и Кх С дОх регулярны, а е — компакт, то из теоремы 15.4 имеем, 
что для всех точек у е Ко и Кх \ выполняется равенство Нт и1{х) = 0. 

Применим теорему 15.6, полагая при этом у = и),М = Хит = 0. Получаем, 
что ш ^ Лш. Если Л < 1, то это неравенство верно тогда и только тогда, когда 
ш = 0. Доказательство закончено. 

Теорема 15.8. Предположим, что все точки множества Ко и Кх С дОх 
регулярны и Ео и Ех — замкнутые подмножества Ко и Кх С дС1х лг/"-гармо
нической меры нуль. Тогда если Ео П Ех = 0 , то сумма Ео и Ех вновь имеет 
л/'^-гармоническую меру нуль. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Обозначим через ш меру суммы ЕоиЕх, т. е. и; = 
и1{Ео и Ех, О;л/) = О, и предположим, что и; > 0. 

Покажем, во-первых, что если множества Ео и Ех принадлежат одному 
компакту, скажем Ко, то невозможно, чтобы ЕоиЕх = Ко. Выберем точку хо € 
Ео. Так как множества бд и Ех не пересекаются, то существует окрестность II 
точки Хо такая, что II Г) Ко С Ео, и, как следует из теоремы 15.4, 

И т ш(Ео,0;л/) = 1, 

что противоречит предположению о том, что со{Ео, О; л/) = О, и поэтому Ео и 
Ех ф Ко. 

Для О < ^ < 1 рассмотрим открытое множество 

А< = {ж € О : ш > 

По лемме 15.1 имеем, что 8ир(х'(ж) = 1 и поэтому Ах ф 0 . Ввиду того, что для 

любой точки Хо Е (Ко и К\) \ и Ех) выполняется равенство Ит ш[х) = 

О, с учетом принципа максимума следует, что для I , достаточно близких к 1. 
существует представитель Л С А< такой, что либо А С ОиЕо, либо А а Ни Ех-
Предположим для определенности, что А С_Н.и Ео. Введем функцию 

_ Г ш{х) — I , если ж € А, 
~ I О, если г е О \. 

По первой лемме о склейке функция V — .с/"-субгармоническая в О относительно 
Ко и Х] и удовлетворяет следующим условиям: 

у-- , X / Г О, если уЕ{КоиКх)\Ео, 
И т у{х) ^ < , ^ 

сгп(х,</)->о 1, если у Е Ео. 

Применим теорему 15.6, полагая М = 1, т = 0. Имеем V ^ <^{Ех, О; .в/) = 0. Это 
значит, что А = 0. Получили противоречие. Следовательно, предположение, 
что ш{Ео и Ех,0; л/) > О, не верно. Теорема доказана. 

Предложим некоторое обобщение леммы 15.1. 
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Теорема 15.9. Предположим, что регулярные множества Ко и Кх при
надлежат дОх и е С Ко и Кх — компакт, л/"-Гармоническая мера множества е 
равна нулю тогда и только тогда, когда существует последовательность окрест
ностей В{ множества е и константа Л < 1 такие, что 

(1) П Д П О - 0 и 
г 

(2) ДЛЯ каждого номера г и точки г Е О П д17{ верно неравенство ^(х) ^ Л. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Так как доказательство необходимости этого условия 

очевидно, остановимся на доказательстве достаточности. По лемме 15.1 доста
точно показать, что и(х) ^ Л для каждой точки х Е О. Зафиксируем жо Е О 
и выберем такой индекс г, чтобы хо ^ {/,-. Если хо Е дВ^, то неравенство 
ш(хо) ^ л — это просто часть предположений теоремы 15.8, поэтому можно 
считать, что жо Е О \. Далее, пусть V' = 12 \- и ?/ Е дУ. Если у Е 12, то 
у Е ди{ и, следовательно, и){у) ^ А. Если г/ ̂  12, то у Е дОх \, и по теореме 15.4 
имеем, что 1 1 т и (г) = О для любой точки у Е Ко1} Кх\е. Следовательно, 

сгп(г,у) —о 
геа 

для каждой точки у Е Ко и Кх \ верно неравенство И т ^{г) ^ А. Зна-
'^п(2,г/)—о 

чит, из принципа сравнения вытекает, что а; ^ А в V. В частности, ш{х) ^ А. 
Теорема доказана. 

§ 16. .^/-Тонкие топологии 
В этом параграфе представлены результаты по ,с/-тонким топологиям 

в геометрии рассматриваемых в работе векторных полей. Отметим, что для 
случая стандартных векторных полей большинство приводимых ниже опреде
лений и теорем превращаются в известные в литературе (см. [2, 13]) опреде
ления и результаты. Доказательства, помещенные ниже, хотя и имеют свою 
специфику, являются почти очевидными обобщениями известных результатов и 
приводятся здесь для полного и независимого изложения. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 16.1. .^-Тонкой топологией в области 12 называется слабей
шая топология в 12, в которой все .«/-супергармонические ф у н к щ 1 И непрерывны 
в области 12. 

Так как .е/'-супергармонические функции полунепрерывны снизу и замкну
ты относительно срезок, то я^-тонкая топология — это самая слабая тополо
гия в области 12, в которой все локально ограниченные .с/-супергармонические 
функции непрерывны. Таким образом, можно сказать, что ^/-топкая тополо
гия — это слабейшая топология в области 12, в которой все суперрешения урав
нения (2.1) непрерывны. В этом случае разумно рассматривать представители 
суперрешений, обладающие свойством (3.1). 

Лемма 16.1. ^/-Тонкая топология тоньше евклидовой топологии. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Зафиксируем шар В = В(хо,г) <^ 12 достаточно малого 

радиуса. Покажем, что шар В содержит непустое .й/-тонко открытое множество 
и такое, что жо Е {/. Поскольку 1/2Я — {р, //)-плотное множество в каждой своей 
точке, то существует функция V Е 5(12) О <^(12 \ такая, что V = О на 
и у < О в дополнении к УгВ (лемма 4.1). Из принципа максимума следует, что 
^/-тонко открытая окрестность {х : ь[х) > т а х у} точки жо содержится в шаре 

В. 
Вообще говоря, .с/-тонкая топология строго тоньше евклидовой топологии. 

Если множество {ж^} сходится к ж и при этом множество (ж») С 12 имеет ем
кость, равную нулю, то согласно теореме 14.2 существует ^г/"-супергармоничес-
кая функция и в области 12 такая, что ^(ж,) = I для всех значений г, а и{х) = 0. 
Значит, в точке ж функция и терпит разрыв, откуда следует, что топология т^г 
строго тоньше евклидовой. 
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База топологии состоит из пересечений конечного числа множеств вида 
{и > Л} или {и < Л), где и — .(/-супергармоническая функция в области О, 
а Л — действительное число. Удобно также использовать базу окрестностей 
точки Жо € О, состоящую из множеств 

к 

Г]{хеВ •.щ(х)^Х}, (16.1) 
1 = 1 

где А; Е М, Л > О, Б — шар с центром в точке жо € О, а каждая функция щ ло
кально ограничена, ^г/-супергармонична в области О и такова, что и,(жо) = 0. 
Покажем, что множества вида (16.1) образуют базу окрестностей. Действи
тельно, множества 

{хеВ : щ{х) < А} = {щ <Х}ПВ 

^ -тонко открыты, поэтому формула (16.1) определяет .«/-тонкую окрестность 
точки Жо. Обратно, если I/ — это ^ -тонкая окрестность точки жо, то суще
ствуют локально ограниченные .Е/-супергармонические функции V^ и константы 
Ау > О, у — 1,2,... ,т.,т+ 1 , . . . , /, такие, что уДжо) = О и 

т ! 

^0 е Р | {у^ < Ау } Р Р | (у,- > Ау } С В. 

В связи С тем, что функции уу полунепрерывны снизу, можно выбрать шар 
_ ( 

В = В(хо,г) такой, что В С [] {У^ > Ау}. Теперь, полагая «у = Хт^ь^, 

имеем, что и^(хо) О и точка жо принадлежит множеству 
тп т I 

Р]{же В :п,(ж) ^ 1/2} С П{У; < А,-}П р {уу > А,} С 
У = 1 У = 1 ; = т + 1 

ЧТО И требовалось показать. 

Лемма 16.2. Предположим, что V С О — открытое множество. Тогда 
топология, индуцированная топологией яа У, является слабейшей тополо
гией в V', в которой все .с/-супергармонические функции на множестве V непре
рывны. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Достаточно показать, что для .с/-супергармонической 
функции и на множестве V множества {г* < А}, А Е Ж, являются ^-тонко 
открытыми. Зафиксируем точку ж Е { и < А } и выберем шар В Ш V с центром 
в точке ж. Согласно теореме 4.1 существует .{/-супергармопическая функция 
в области О, такая, что г; = и на шаре В. Поэтому верны включения ж Е {к < 
А} П В С {ы < А}. Лемма доказана. 

Исторически тонкие топологии использовались для характеристики регу
лярных граничных точек задачи Дирихле: точка ж Е дИ иррегулярна в класси
ческой теории потенциала тогда и только тогда, когда точка ж является изоли
рованной точкой для дополнения к области О в соответствующей гонкой топо
логии. 

Теорема 16.1. Пусть хо Е V С О, — регулярная граничная точка такая, 
что сарр ^^{жо) = 0. Если и — л/-супергармоническая функция в окрестности 
точки ж о, то 

И т и{х) = и[хо), 

где <СУ — дополнение к множеству V. 
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Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Предположим обратное: существует .Е/-супергармони-
ческая функция и в окрестности точки хо такая, что 

И т и{х) > и[х()). 
р(х,хо)-*0 

Добавляя постоянную и исиользуя операцию срезки, можно предполагать, что 
и 6 РРр (ЗБ; р) дня некоторого шара В с центром в точке х о , а также что и = 1 
на множестве СУ П В \ Выберем функцию / € С°°(0) такую, чтобы 
/ = 1 в шаре 5 и / ^ и на сфере д2В. Из обобщенного принципа сравнения 
следует, что Н/ ^ и в 2В \ ПВ), где Н/ — рещение Перрона на множестве 
2В \ Г] В). Поэтому имеем цепочку неравенств 

1 = И т Яу ^ И т и(х) = и(хо) < Ит « ( х ) = 1, 
р(х,хо)-^0 р ( х , г о ) - 0 р{х,хо)^0 

хЕУ г б С У 

где второе равенство следует из свойства (3.1). Получили противоречие, кото
рое и доказывает теорему. 

После доказательства теоремы 16.1 естественно дать следующее 
О П Р Е Д Е Л Е Н И Е 16.2. Множество Е ^/-разреженно в точке х о ^ Е, если 

существует .с/-супергармоническая функция и в окрестности точки х о такая, 
что 

И т и ( х ) > и ( х о ) . 
р{х,ха)^0 

Если Хо ^ Е, то нижний предел полагаем равным оо. Ввиду теоремы 4.1 
о продолжении можно считать, что и € ^(П). 

Теорема 16.2. Если множество Е является .е/-разреженным в точке хо ^ 
Е, то СЕ есть л^-тонкая окрестность точки х о . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Выберем функцию и € 5(0) такую, чтобы выполня
лись неравенства 

И т и{х) > 7 > и{хо). 
р ( х , х а ) —о 

хЕЕ 

Тогда существует шар В = Я(хо,г) такой, что и ( х ) ^ 7 для любой точки 
X Е Е Г) В. Отсюда можно сделать вывод, что ^</-тонкая окрестность {х Е В : 
и(х) < у} точки Хо содержится в дополнении к множеству Е. 

Теорема 16.3. Иррегулярная граничная точка множества У С О, есть 
л/-тонко изолированная точка СУ. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть х о € дУ — иррегулярная граничная точка. По 
теореме 11.2 найдется шар В такой, что х о Е Я и 

и = Я ^ ^ ^ ( 2 Я ) ( х о ) = 1 - < 5 < 1 . 

Более того, по теореме 8.2 множество Е = {х Е В \ : и(х) < 1} \} имеет 
емкость нуль. Тогда существует .«/-супергармоническая функция V в области 
О, положительная в шаре В такая, что ь(хо) < 6 и Ит г;(х) = оо (тео-

о 

рема 14.2). Отсюда следует, что множество { х Е Я : и{х) + у{х) < 1} есть 
^г/-тонкая окрестность точки х о , не пересекающая СУ \

Из доказательства ясно, что граничная точка положительной емкости мо
жет быть ^/-тонко изолированной на СУ, несмотря на то, что она регулярна. 

Критерий Винера позволяет с другой точки зрения взглянуть на понятие 
разреженности множества. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 16.3. Множество Е называется {р, р)-разреженным в точке 
Го, если 

Ж^р,^(Джо) = У" 
сарр^ДЕПВ(з;о,^),В(жо,2^)) 

сарр_ДВ(а:о,^),В(хо,20) 

1/Р-1 
— < оо. 

^ 

Введем понятие суммы Винера 

сарр,ДВ(хо,2- . ) ,В(хо,21- . ) ) ) 

которая наряду с интегралом Винера также является очень удобным инстру
ментом. Верна следующая 

Лемма 16.3, Существует константа с = с{п,р, с^) ^ 1 такая, что 

с - 1 Ж р , , ( Д х о ) ^ ^р^ДДхо) ^ с{а1^'-' + Жр,,{Е,хо)) 
для всех Е С О и Хо ^ Е, где 

_ сарр,ДЕПВ(хо,1) ,В(хо,2)) 
сарр^ДВ(хо,1),В(хо,2)) 

В частности, интеграл (м{Е, хо) конечен тогда и только тогда, когда сумма 
У^'^У' {Е,хо) конечна. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . ЕСЛИ * ^ Я ^ 2 ,̂ то по [5, леммы 6.7 и 6.6 имеем 
сарр Д Е- П 5(хо, В{хо, 21)) « сарр,ДЕ П В{хо,1), В{хоМ) 

и 
сарр,ДЕ П В{хо,г),В{хо, 21)) « сарр_^(Е Г) В{хо,8), В{хо,28)), 

где константы эквивалентности зависят лищь от п, р и с^. Тогда для 2~^~^ ^ 
^ ^ 2""-' выполняются соотношения 

сарр,^(Е'ПВ(хо,/),Я(хо,2^)) 
сарр_ДВ(хо,*),В(хо,24)) 

_сарр^ЕПВ(хо,2-^),В{хо,2'-^)) 
сарр,ДВ(хо,2-0 ,5(хо,21-^)) 

_сарр^^(ЕПБ(хо,20„В(хо,40) 

сарр,ДВ(хо,2<),В(жо,4/)) 

^ с 

Откуда следует 

Жр 
I 

,^{Е,хо)=^ 
( сарр ,ДЕ П В{хо,1), В(хо, 2Ь))\

сарр^В{хо,г),В(хо,21)) ) I 

= I /^'^аРр.Д^п в{хо,1), в{хо,2г))у^-'аг 
У V сарр^ДВ(хо,^),В(хо,2^)) ; г 

/сарр,ДЕПВ(хо,2--^) ,В(хо,2^->))^ 
" сарр_Д5(хо,2-^),В(хо,21--')) 

1/Р-1 
= сЖ^АЕ,хо). 

Аналогично 

У^,'',,{Е,хо)^с 
^ с а р р ^ Д Е п Б ( х о , 1 ) , В ( х о , 2 ) ) у / Р - ^ , 
I сарр.,(В(хо,1),В(хо,2)) ) ^^^^Л^^хо). 

Доказательство закончено. 



154 С. К. Водопьянов, И. Г. Маркина 

Ломма 16.4. Предположим, что Е С О и что хо ^ Е. 
(1) Если Е — (р, р)'разреженное в точке хо множество, то существует от

крытая окрестность II множества Е такая, что В — (р, р)-разреженное 
в точке Хо. 

(2) Если Е — борелевское множество, (р, р)-плотное в точке Хд, то су
ществует компактное множество К С Е и {хо} такое, что К есть 
(р, р)-плотное в точке хо. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . (1) Пусть Ву = В{хо, 2^""^). Так как объединение V I и 1̂2 
двух (р, /^)-разреженных в точке хо множеств Ух и есть множество (р, р)-раз-
реженное, то можно предполагать, что Е П дВ^ = 0. Пусть [/о = О, и для 
каждого ] — 1,2,... выбираем открытое множество В^ С В^ Г\^^-x такое, чтобы 
Е^ = Е п в^ С ^^ и 

\^^Vр,ц{в^,в^.x)^ \саРр,^(Ву,Ву-1), 

Затем, полагая В = [] (П^ \ имеем Е С В, В — открыто, и 

[сарр^^^,в^^x)\ 1 /Р-1 
^^р^ДЕ,хо) + 1 < о о . 

Значит, и есть требуемая окрестность множества Е. 
(2) Пусть вновь Ву = В{хо, 2̂  "• ') . Так как множество ЕПВ^ — борелевское, 

то 
саРр,,,(Е П Ву, В^_1) = 8 и р сарр^^(Л', Ву^х), 

где верхняя грань берется по всем компактам К С Е Г\ [5, теорема 6.2 . 
Для каждого ] выберем компакт С Е П Ву такой, что 

/ сарр ,ДЕ , ,в , _1 )у /^-^ ^ /сарр^к^,в^.x)V^'-' 

\<-арр,^(Ву,Ву_1)у' \сарр_^(Ву,В^„1)У 

Тогда К = [^К^ и {хо} — требуемое компактное множество. 

Теорема 16.4. Предположим, что хо ^ Е. Если Е — л^-разреженное 
в точке Хо, то Е — (р, р)-разреженное в точке хо-

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Предположим, что хо Е Е. Так как Е есть .«/-разре
женное в точке Хо, то существует функция и Е 5(0) такая, что 

И т и{х) > 1 > •и(хо) > 0. 

хеЕ 

Пусть В = В(хо, г) — шар такой, что и > О в шаре В и и > 1 на Е П В. 
Если = {х Е В : и(х) > 1} — открытое множество, то для ^/-потенциала 

V ~ К^^^1^^^{В) имеем, что О < ^(хо) < 1 и у\1!р^112в — 1- Введем обозначение 

В^ = В, ] = 1,2,... Если — Д^пд^(Ву_1), то из оценок [4, лемма 5 имеем 
1/р-1 1 / 1/р-1\ 8^ ^ са^' ^ 1 — ехр(-со'^' ) (16.2) 

в шаре Ву, у = 1, 2 , . . . Здесь постоянная с зависит лишь от п, р, (З/а и условий 
на р-допустимый вес, 

_ сарр^ДС^ПВу,Ву-1) 
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Вводя обозначение Ух = 1 — у = 1 — 51, согласно (16.2) имеем, что Ух ^ 
ехр(—са^''^"^) в Вх- Для у = 2,3, . . . полагаем уу = ехр(са|{.^^~^)г;у_1, где с — 
постоянная из условия (16.2). Тогда 1 — У; € 5(Ву_1) неотрицательна в В^_1 

и 1 — V^ = I ъ В^ пи. Следовательно, 1 — уу ^ 5у ^ 1 — ехр(—са]''''"^) или г)у ^ 

ехр(—со:]''^"^) в шаре Ву. Из этого следует, что 1 —У = Ух ^ ехр(—с ^ 

В шаре Ву. Так как 1 — г;(хо) = ё > О, имеем ^ ^]/^~^ ^ —с~^ 1о§<5 < оо для 
к=1 

каждого у . Устремляя у оо, видим, что Я, а значит, и Е есть (р,/л)-разре-
женное множество в точке хо. Теорема доказана. 

Лемма 16.5. Предположим, что В = В{хо,г) — шар и что Е С '^/2В - -
открытое множество. Если и = В}^{В) есть лг/-потенциал множества Е в шаре 
В, то 

[ сарр^Е,В) у / ^ - ^ 
гпш и < с 7. / ^ ) 

дВ{хо,р) \сарр ,^(725 ,В)У 
для любого р Е {г/4; г /2) , где с = с(п,р, (З/а, с^) > 0. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Фиксируем р е (г/4; г/2) и полагаем 7 = т1п и. То-
дВ{хо,р) 

гда из принципа минимума и [4, лемма 4] следует, что 

сарр,ДВ(а;о,р),Б) < сарр_Д{гх ^ 7 } , В) ^ ( а / ^ ) ' ' + Ч ' ~ ^ сарр,^(Е,В). 

Ввиду того, что мера р удовлетворяет условию удвоения, 

сарр,,,(В(а;о, р),В)к сарр_^(УзВ, В), 

где постоянные эквивалентности зависят лишь от п, р и [5, леммы 6.6 и 6.7 . 
Доказательство леммы закончено. 

Теорема 16.5. Множество В есть ^/-тонкая окрестность точки хо тогда 
и только тогда, когда х е В и дополнение к множеству В (р, р)-разреженно 
в точке Жо. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Предположим, что В есть .е/-тонкая окрестность точки 
Жо. Существуют ^/-супергармонические функции ихуЩ,... ,щ Е 5(0) и шар 
В = В{хо, г) такие, что 

к 

Жо Е р|{ж Е В : му(ж) < 1} С В 

и Ку(жо) = 0. 

Множество си ПВ содержится в конечном объединении У {ж Е В : му(ж) ^ 

1} множеств, которые ^г/-разреженны в точке Жо- По теореме 16.4 каждое множе
ство {ж Е В : иу(ж) ^ 1} является (р,/^)-разреженным в точке жо, следовательно, 
их объединение также есть (р,//)-разреженное множество в точке жо и можно 
сделать вывод, что СВ есть (р,/[/)-разреженное множество в точке жо. Доказа
тельство первой части теоремы 16.5 закончено. 

Докажем обратное утверждение. Предположим, что Е = СВ есть (р, р)-раз-
реженное множество в точке Жо Е ?7. Можно предполагать, что Е С В(жо, 1/2). 
и по лемме 16.4 можно считать, что Е — открытое множество. Пусть 

оо 

П = У ( (ЕПВ(жо,2-^) ) \В(жо, 2/з2-^)) 
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= Ь, (16.3) 

и 
оо 

О' = []({ЕПВ(хо, ^^/112-^))\В(хо, 10/112-^)). 

По построению В и О' — открытые множества, которые (р, //)-разреженны 
в точке Хо, и Е С О и В'. Построим .0^-супергармоническую функцию Уо 
в окрестности Вх точки хо такую, что УО = I в В П Вх, и чтобы в точке хо 
выполнялось неравенство УО{ХО) < 1/2. Тогда из теоремы 16.2 следует, что 
СВ есть ^/-тонкая окрестность точки хо. Аналогичная конструкция показы
вает, что множество СВ' также есть ^ -тонкая окрестность точки Хо. Поэтому 
имеем СВ П СВ' С СЕ = В, что и доказывает теорему 16.7. 

Начнем построение. Введем обозначения В^ = В(хо,2~^), В^ = В П В^, 
и пусть иу = Я]^^{В^-^) — ^г/-потенциал множества В^ в В у - ь у = 1,2,... 
Если 5у — это сфера д'^/бВ^-^.х, то 8^ С Ву \+1 и 

АЫ{8^,В) ^ 1 ,̂ д 
с1181(5у, Хо) 7 

Значит, сферу б у можно покрыть N шарами В' такими, что 2В' лежит в В^\В 
и число N зависит лишь от размерности пространства. Ввиду того, что « у — 
^/-супергармоническая функция в Ву \ / ) , из неравенства Гарнака и леммы 16.5 
следует, что 

/ с а р р , Д Е П В у , В у _ 1 ) у / Р - 1 
Пу ?5 С ~ 

V сарр^^(Ву,Ву_1) ; 
на сфере 8^ с постоянной с, зависящей от п, р, /?/», и условий на р-допустимый 

оо 

вес. Выберем индекс уо достаточно большим так, чтобы ^ 6у < 1/2. Для 

простоты обозначений предположим, что уо = 1. Покажем, что Уо = щ = 
Я|)ДВо) — требуемая функция. Ввиду того, что множество В\ В Г) Вг 
открыто, г/1 = I в Вх, достаточно показать, что г/1(хо) < 1/2. Полагаем 
г;1 = (141 - *1)/(1 - Ьх) и 

_ Г т ш ( 1 ; 1 , « 2 ) в 7б^2, 
^ ' " 1 г ; 1 в Во\УеВ2. 

Согласно (16.3) Уг ^ О на сфере 5*1 и функция 1̂ полунепрерывна снизу, поэтому 
по замечанию 2.1 функция «1 является л/-супергармонической в шаре Во. Более 
того, г;1 есть минимальная ^/-супергармоническая в шаре Во функция, лежащая 
выше -фх = (^'0 — Ьх)/{1 — Ьх), где фо — характеристическая функция множества 
Вх- Поэтому 51 ^ г;1 в шаре Во. В частности, 1*2 ^ г»! в ^/бВ2 и, следовательно, 
Уо - Ьх = (1 — б1)г;1 ^ г*2 ^ 62 на сфере 82- Строим следующую функцию 
Ук = {Ук-1 — Ьк)/11 — Ьк), к = 1,2,... Тогда Ук есть минимальная ^/-супергар-
моническая в шаре Во функция, лежащая выше фк = {Фк-г — Ьк)/(1 — Ьк). Так 
как О на сфере Зк, то функция 

^ _ Г т̂ п(г̂ ^̂ ;,г̂ ^^+1) в ^/бВк+х, 
~ \ в Во \

.2/-супергармоиическая и 5*; > г;̂  в Во. Значит, Ук ^ Пк+х ^ Ьк+х на сфере 8к+х, 
следовательно, г;*:_1 — 6̂ . = (1 — Ьк)Ук ^ 6^+1 на сфере 8к+х- Из рекуррентных 

соотношений имеем г;о ^ ^ 6у на сфере 8к+х, а из полу непрерывности снизу 
7=1 

функции г1о вытекают неравенства 
к + 1 

Уо{хо) ^ Иш (тГ г;о) ^ У^Ьу < 1/2, 
^ ^ о о 5-= 
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что и требовалось показать. 
Определим (р, р)-тонкую топологию Тр^^ как объединение всех множеств II 

таких, что С11 суть (р,/^)-разреженные множества в каждой точке из V. Легко 
показать, что Гр^^ есть топология. 

Теорема 16.6. ^/-Тонкая топология совпадает с {р, р)-тонкой тополо
гией Тр^^. В частности, т^^ зависит лишь от структуры оператора л/. 

Следствие 16.1. Точка Хо — л/-тонкая точка сгущения множества Е то
гда и только тогда, когда Е \} есть (р, р)-плотное множество в точке х ^ . 

Следствие 16.2. л^-Полярное множество л/-тонко изолированно. 

Следствие 16.3. Предположим, что Е -Л2^-тонко компактное множество. 
Тогда только конечное число точек множества Е л/-полярно. 

Заметим, что следствие 16.2. можно получить из теоремы 10.2. 
Если предельная точка хо множества Е не полярна, можно доказать следу

ющие эквивалентные характеристики. 

Теорема 16.7. Лусть сарр ^^{хо) > О и Е С О такое множество, что хс ^ Е. 
Тогда следующие утверждения эквивалентны: 

(1) Е — лз^-разреженное множество в точке х о , 
(2) СЕ — л/-тонкая окрестность точки х о , 
(3) Е — (р, р)-разреженное множество в точке хо-
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Уже доказано, что из условия (1) следует (2), а из (2) 

следует (3) (теоремы 16.2 и 16.5 соответственно). Для того чтобы закончить 
доказательство, покажем, что из условия (3) следует (1). Можно предполагать, 
что Хо 6 Е. Выберем открытое множество (/ такое, чтобы Е С В ш чтобы В 
было (р,//)-разреженным в точке х о (лемма 16.4). Пусть и — ^/-потенциал и = 
Щ/пВк^.^^-^)' ~ В{хо,2~^) и к — фиксированное целое положительное 
число. Покажем, что 

1 = И т и(х) > « ( х о ) . 
р ( х , х о ) - » 0 

Если это соотнощение не выполняется, то и ( х о ) = 1, т. е. функция и непре
рывна в точке Хо. В частности, функция и может быть аппроксимирована 

о 
В У7р{Вк-1', р) функциями, которые допустимы для оценки {р, р)-емкостк кон
денсатора ( { х о } , Вк-1). Отсюда следуют соотношения 

сарр Д { х о } , В ^ ь _ 1 ) ^ ^ \^^и\Рс1р^(Р/аУсарр^^{ВПВк,Вк-1), 

где последнее неравенство вытекает из [2, теорема 9.38]. С другой стороны, так 
как В (р, р)-тонкое множество и так как { х о } — (р, р)-плотное в точке х о , то 
существует целое число к такое, что 

с а р р _ Д { х о } , Вк-г) > {^/аУ сарр^В П Вк,Вк-,). 

Это противоречит предыдущему неравенству, тем самым теорема доказана. 

Лемма 16.6. Предположим, что множество Е {р, р)-разреженно в точке 
Хо. Если В — шар, содержащий точку Хо, то 

И т сар_ .{Е П В{хо,г), В) = 0. 
г—»0 '̂ ''̂  
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Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Так как 

сарр^Е П В{хо,г), В) ^ сарр^В{xо, г), В) ^ сарр_^,({хо}, В) = О 

при г —> о [5, теорема 6.1], вывод очевиден, если сарр^{хо} = 0. 
Предположим, что сарр^{жо} > 0. Тогда с учетом [5, лемма 6.7] достаточно 

найти несколько шаров В таких, что 

с а р р _ Д Е П В ( х о , г ) , В ) ^ 0 . 

Воспользуемся схемой доказательства теоремы 16.5. Несколько упростим ситу
ацию, считая, что Е открыто, и для г > О введем обозначение 

ОС 

0(г) = и ( ( X П В(хо,г) П В(хо, 2->)) \, 2/з2-^)). 

Заметим, что 0{1/2) — это множество О, построенное при доказательстве гео
ремы 16.5. Аналогично определяются множества 0'(г), соответствующие мно
жествам П' из теоремы 16.5. Используя субаддитивность (р,//)-емкости, полу
чаем, что достаточно проверить равенство 1 1 т сарр ^{0(г), В) =: О для несколь
ких шаров, содержащих точку Хо. ^ 

Для того чтобы показать это, обозначим через В шар Бо, построенный при 
доказательстве теоремы 16.5, и будем считать, что иу = Л^^2->)(-^)-

Из доказательства теоремы 16.5 следует, что и^(хо) ^ 1/2 для всех у = 
1,2,... Более того, функции убывают к функции и, которая ^/-гармонична на 
множестве 5 \ { х о } . Ввиду того, что и^ ^ 1 / 2 равномерно в окрестности дВ (см. 
4, теорема 8] и лемму 8.5), из принципа максимума следует, что и ^ 1/2 в В. 

Так как сарр^{хо} > О, то из теоремы 8.2 получаем, что функция и ^/-супер-
гармоническая во всем шаре В, поэтому функции иу и и (р, р)-квазинепрерывны 
в шаре В по теореме 14.3. Фиксируем е > О и выбираем открытое множество 
С С В такое, что сар(С, \Ур(0.1; р)) < ей чтобы сужения на В\С функций и и и, 
были непрерывны. Пусть К — 1/2^ \ Тогда К — компактное подмножество 
множества В\С и непрерывные функции и^\к убывают к непрерывной функции 
и\к- Поэтому сходимость равномерна на компакте К. Так как «у — и ^ 1/2 на 
0{2'^), то 0(2"^) П К = 0 для достаточно больших у и поэтому 0{2~^) С С. 
Далее, из [5, теорема 6.10] вытекает, что 

с а р р , Д Д 2 - ^ ) , 5 ) ^ ссар(С?, \У}{П;р)) < се, 

где с > О не зависит от г и от е. Доказательство закончено. 

Лемма 16.7. Если множества Е^, 3 — 1,2,..., [р, р)-разреженны в точке 
Хо, то супхествует последовательность радиусов гу > О таких, что множество 

оо 

[ЛЕ^ПВ(ХО,Г,)) 

(р, р)-раэреженно в точке хо-
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Зафиксируем ; и выберем г таким, чтобы для множеств 

Е] = Е^ П В^ выполнялось неравенство '^^^{В^,хо) < 2~У где В̂ - = В(хо,2^~'), 
что возможно ввиду леммы 16.6. Из неравенства Гёльдера следует 
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сар 
1 / Р - 1 сх> 

^^2'^VрАЕ^пВк,Вк-,У^р-\ 
У=1 

если р ^ 2, и 

сар 
1/Р-1 

оо ^ оо 
Г-1 

2 - р 

4 = 1 

5^(усарр,ДЕ,ПБ,,В;ь-1)) 
;=1 

1/Р-1 

если 1 < р < 2. Последовательность гу = 2^ ' построена. Лемма доказана. 

Теорема 16.8. Предположим, что множество Е не (р, р)-разреженно в точ
ке Хо ^ Е и задана функция д : Е [—оо; +оо]. Тогда Тр ^-предел Ит д{х) 

равен А в том и только том случае, когда существует (р, р)-тонкая окрестность 
V точки Хо такая, что И т д[х) = А. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . ДЛЯ простоты предположим, что А Е Ж. Если Гр_,^-пре-
дел И т д{х) равен А, то множество Е^ = {х Е Е : \д{х) — А| ^ 1 / у } является 

р(г ,хо) -< '0 
л е в 

(р,//)-разреженным в точке хо для каждого ] — 1 ,2 , . . . По лемме 16.7 найдем 
оо 

последовательность радиусов гу таких, что Е^ю = У {Е^ПВ(хо, г ) ) — (р, р)-раз-
> = 1 

реженное множество в точке хо- Тогда V = СЕос есть требуемая (р,//)-тонкая 
окрестность. Для того чтобы доказать обратное, зафиксируем е > 0. Можно 
выбрать 6 > О таким, чтобы \д{х) — А| < е для любых х ^ Е ПУ П В{хо,8). 
Доказательство закончено, так как V П В{хо, 8) есть (р,/х)-тонкая окрестность 
точки Хо. 

Следствие 16.4. Функция у : Ж" [-оо;+оо] {р, р)-тонко непрерывна 
в точке Хо тогда и только тогда, когда существует множество Е , (р, р)-раз-
реженное в точке хо ^ Е и такое, что сужение д \ с Е непрерывно в точке хо. 
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