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П Р О Д О Л Ж Е Н И Е Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И Р У Е М Ы Х 

ФУНКЦИЙ ЗА ГРАНИЦУ О Б Л А С Т И 

НА Г Р У П П А Х КАРНО*) 

А. В. Грешнов 

Пусть Ж — некоторое топологическое пространство, & С Ж — произволь
ная область вХ, — нормированное функциональное пространство, элемен
тами которого являются функции, определенные на ^ . Для данного функцио
нального пространства задача о продолжении за границу области определения 
состоит в том, ч т о б ы установить существование непрерывного оператора 

0X1: Г{&) 

такого, ч т о для любой функции и € ^ ' ( ^ ) существует функция и = ех1и е ^^(Х), 
сужение которой на ^ совпадает с исходной функцией и. 

Для евклидова пространства Ж" отметим следующие результаты о про
должении функций пространств Соболева Ш^. В работах [ 1 , 2] было дока
зано утверждение о том, ч т о если плоская ограниченная односвязная область 
& является (е, ^) -областью, т о существует непрерывный оператор продолжения 
ех(;: \У2(^) И '̂зСЖ.̂ ); там же установлено, что геометрическое условие на 
область определения пространства является не только достаточным, но 
и необходимым. Позже в работе П. Джонса [3] была предложена универсальная 
конструкция построения оператора продолжения, единого для всей шкалы про
странств Соболева, реализация которой обеспечивалась следующим условием: 
если область ^ является (е, 6) -областью, т о существует непрерывный оператор 
продолжения ех1: Жр(М"'), / е М, р Е [1 ,оо] . Задача о продолжении 
пространств Соболева рассматривалась также другими авторами (см., напри
мер, [4, 5] ) . 

Данная работа посвящена распространению изложенных выше результатов 
на группы Карно. Стратифицированной однородной группой [б] или, в другой 
терминологии, группой Карно [7] называется связная односвязная иильпотент-
иая группа Ли (С, алгебра Ли V которой разлагается в прямую сумму вектор-
пых пространств 1-4 ф • • • ф Кп таких, ч т о [У\, У^] — \\^^\я 1 ^ ^ т — 1 

т 
И [VI, Ут\ { 0 } . Величина V — ^ гсИшК' называется Хаусдорфовой размерно-

1=1 
стью С В работе мы будем использовать следующее описание группы Карно, 
известное как группалгебра (см. [8]) . Элементы алгебры Ли V отождествим 
с элементами группы (Б посредством экспоненциального отображения, которое 
в конструкции группалгебры является тождественным. Введем следующие обо
значения: е^ — {е^1, . . . , е^гпЛ — базис подпространства У{ в единице группы 
(г = 1, . . . , т ) , е = 61 и • • С е̂ п — базис алгебры Ли У в единице группы. Пусть 
элементы базиса е стандартным образом связаны между собой в единице группы 

'-̂  Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных 
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операцией умножения, т . е. 

г = 1 

где С^^ — структурные константы. Любая точка ж Е С записывается как 
X = (х1,...,Хт) = (ЖЦ, . . ...,Хт1,---, ХтгПт}- ДеЙСТВИб ГруППЫ раСТЯ-
жений 6г определяется следующим образом: 6^x = (^*x^^)^^^^^п,^^^^т^^ Опреде
лив умножение базисных векторов в единице группы, мы тем самым однозначно 
задаем (при помощи формулы Кэмпбелла — Хаусдорфа) операцию умножения 
х • у для любых двух элементов х,у Е С Далее, используя линейную (относи
тельно точки X, например) часть формулы Кэмпбелла — Хаусдорфа (см. [8]) 

(1) 
где [у, з:]п = [у . . . [у, ж ] . . . ] — п раз взятый коммутатор, суммирование в ^ 
происходит по всем наборам таких целых чисел дг, ^2, дт ̂  91 + 92 + - • •+'1т — 
п, а в — таких целых чисел д-ь 92, • • •, 9 т - ь 'что ^1 ^ 1, дг ^ 1, • --^Чт-х ^ 1 
и д\ 92 + • • • + 9т-\ п — 1, определим левоинвариантный горизонтальный 
базис (базис пространства 14) в каждой точке группы С Для этого полагаем 

В формуле (1) у = X] !С ^^^^^^ и х = ец;, А; = 1,..., т^, и тогда получаем явное 

выражение левоинвариантных горизонтальных базисных векторных полей 
в любой точке у группы С: 

тп 

Ххк = ^С1[у,еп]1, 
1=1 

где С/ — некоторый набор констант, зависящий только от констант из фор
мулы (1) . 

Абсолютно непрерывная кривая 17(5) = ( 0 - 1 1 ( 5 ) , . . . , 0 - 1 ^ 1 ( 5 ) , . . . , 0-^1(5)) • • • > 
" " т т ^ С * ) ) называется горизонтальной, если ее производная &{8) почти в ка
ждой точке принадлежит пространству V I , т . е. найдутся такие непрерывные 

коэффициенты « ^ ( я ) , что почти всюду будет верно &{8) = ^ а1Л;(5)Хц;((т(«)). 
к = 1 

Используя то'1 :^акт, что Ххк — + мы находим, ч т о а1/ь(в) — (Т1Л;(&")-
Напомним следующую важную теорему. 

Теорема Рашевского — Чоу [9]. Любые две точки на 1руяяе Ка.рно 
можно соединить кусочно-гладкой горизонтальной кривой конечной длины {от
носительно стандартного риманова тензора длины (5,^) группы Карно). 

Имея в виду данный факт, определим на группе Карно внутреннюю в смы
сле А. Д . Александрова (см. [10]) метрику (I, основанную на горизонтальных 
кривых, — метрику Карно — Каратеодорп. Стандартной процедурой показы
вается, что любые два элемента х, у группы Карно соединяются (относительно 
метрики Карно — Каратеодорп) абсолютно непрерывной горизонтальной кри
вой, имеющей наименьшую длину среди длин всех горизонтальных кривых, со
единяющих г и у, называемой в дальнейшем кратчайшей (см., например, [И] ) . 

После того , как нами определены метрика (I и соответствующая топология 
на (Б, введем понятия пространств Соболева на группах Карно. Пусть ^ С — 
открытое связное множество. Функция / имеет обобщенные производные пер
вого порядка вдоль горизонтальных левоинвариантных векторных полей Хгк, 
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к — 1 , . . . , Ш!, н а ^ , е сли с у щ е с т в у ю т л о к а л ь н о и н т е г р и р у е м ы е ф у н к ц и и ( о б о 
з н а ч а е м ы е Ххк/, к = 1, . . . , Ш ! ) т а к и е , ч т о 

3> 3> 

для всех С°°-функций (р, имеющих компактный носитель в интегрирова
ние здесь производится по биинвариантной мере Хаара, совпадающей в случае 
групп Карно с мерой Лебега. Пространство Соболева состоит из функ
ций, имеющих горизонтальные обобщенные производные первого порядка вдоль 
векторных полей Хц^, ^ = 1, . . ., , на ^ и конечную норму 

1711 

1 = 1 

Однородное пространство Соболева состоит из локально суммируемых 
функций, имеюпщх горизонтальные обобщенные производные первого порядка 
вдоль векторных полей Хц, г = 1 , . . . , Ш] , на & и конечную полунорму 

ГШ 

в данной работе рассматривается задача о продолжении для пространств 
и ^5?̂ (̂@), определенных на некоторой области ^ С <С- Так же, как и в ев

клидовом случае, результаты о продолжении связаны с понятием (г, {5)-обласги. 
Для произвольного метрического пространства Ж с внутренней по А . Д . Алек
сандрову метрикой б? область ^ С X называется {е,6)-областъю, если для лю
бых х,у Е & таких, что (1{х, у) < 6, найдется кривая у С & конечной длины 
(/(7) < оо) с концевыми точкам ж и у такая, ч т о выполняются следующие соот
ношения ((е, й)-условия): 

К7) < 
(}(Х1,Х2) 

ев,{х,г)<1{г,у) 
(1{х, у) 2 6 7-

Если 6 = ОС', го область называется равномерной. Области, называемые здесь 
равномерными, интенсивно исследовались в связи с различными вопросами ана
лиза (см. , например, [12-14]) . 

Результаты данной работы естественно разделяются на две части. В § 1, 2 
нами доказывается следующая 

Те;орема 1. Пусть & есть (е, б)-обла.сть на группе Карно. Тогда суще
ствует непрерывный оператор продолжения 

ехЬ: \У^{9) И/р^(С), 1 ^ р ^ оо, 

норма которого зависит только от е, 8, р, и. 
Так же, как и в классическом случае (см. [3]), конструкция оператора про

должения основана на методе Уитни продолжения и свойствах квазигиперболи
ческой внутренней метрики области определения продолжаемого пространства. 
Напомним, что для произвольного метрического пространства X с внутренней 
по А. Д . Александрову метрикой ё для области ^ С X величина к^{х,у) — 

1 

^^^/ 'й{-у<%.ь<31) называется кваэигиперболическим расстоянием между точками 

хну, где инфимум берется по всем кривым конечной длины, принадлежащим 
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области & и соединяющим г и г / . Отметим, ч т о если мы зафиксируем е, 6, р , V 
и устремим ( 1 ] а т ^ к нулю, норма оператора продолжения (конструкция кото
рого описывается ниже) также устремится к нулю (см. оценки леммы 12 насто
ящей раб о ты) . Поэтому здесь мы доказываем теорему 1 в предположении, что 
(1]ат ^ ^ 1 и < 1. Данные ограничения естественны и м о г у т быть преодолены 
тем же способом, что и в Ж" (см. [3]) . В §3 доказываются результаты, связан
ные с продолжением пространств .5^^{0>). Отметим, ч т о доказательства сфор
мулированных там теорем являются несложными модификациями доказатель
ства теоремы 1. В § 4 мы рассматриваем необходимые условия для существова
ния ограниченного оператора продолжения пространств Соболева, обобщающие 
соответствующие классические результаты из [15-19]. Рассмотрение таковых 
условий важно, поскольку в Ж^, например, лишь при 1р = 2 (е, (^)-условие явля
ется не только достаточным, но и необходимым [20]; более того , при р 2 в Ж" 
существуют примеры областей, не удовлетворяющих (е, 6)-условию, для кото
рых построены операторы продолжения для конкретного набора параметров из 
шкалы пространств [20-22 . 

Второй круг рассматриваемых в работе задач связан с геометрией групп 
Карно. § 5-8 настоящей работы посвящены доказательству того , что на группах 
Карно существуют равномерные области. Наличие конкретных примеров рав
номерных областей важно в ряде вопросов анализа (см. , например, работу [23]). 
Нами будет доказана следующая 

Теорема 2. Шар в метрике Карно — Каратеодорп на группе Карно — 
равномерная область. 

Отметим, что метод доказательства теоремы 2 есть непосредственное при
менение общего приема, изложенного в работе [14], где, в частности, показано, 
ч т о задача о том , является ли шар в произвольном метрическом пространстве 
Ж с внутренней по А . Д . Александрову метрикой равномерной областью, мо
жет б ы т ь сведена к ответу на следующие вопросы: можно ли данную точку 
ж Е Ж соединить единственной кратчайшей с некоторой фиксированной точ
кой у, какие точки ж Е Ж соединяются более чем одной кратчайшей с некото
рой фиксированной точкой у и сколькими способами это можно сделать (будем 
говорить, что все такие точки образуют множество неединственности для 
точки у), ч т о представляет собой множество точек неединственности (в частно
сти, какова его топологическая коразмерность). На группах Карно кратчайшая 
может б ы т ь определена как кривая, на которой достигается минимум функ
ционала длины (или энергии) при наличии определенных дифференциальных 
связей, возникаюпщх из условий горизонтальности кривой, что упрощает (по 
сравнению с общим метрическим пространством) рассуждения при ответах на 
сформулированные выше вопросы. Ключевым результатом при доказательстве 
теоремы 10 является следующее предложение (см. результаты § 7) : топологиче
ская коразмерность множества точек неединственности для единицы группы 
больше 1, т. е. множество точек неединственности для единицы группы не 
разбивает никакой шар в метрике Карно — Каратеодори на несвязные между 
собой части. В доказательстве теоремы 2 существенную роль играют свойства 
экстремалей уравнений Эйлера — Лагранжа, связанных с вариационной задачей 
на условный минимум интеграла энергии. Мы особо выделяем двуступенчатые 
( ш = 2) группы Карно ( §5 , 6) . Э т о связано с тем, ч т о уравнения Эйлера 
Лагранжа в этом случае линейны, т . е. имеют вид ж = Ах, где А — число
вая матрица. Для групп этого типа получен следующий результат, который 
является обобщением теоремы 5 работы [14]. 

Теорема 3. Единица дву ступенчатой группы Карно и любая точка вида 
ж =: (а, 6), где а ф О — первые гпх координат точки х (гпх — топологичес
кая размерность порождающего группу Карно пространства Ух), соединяются 
единственной кратчайшей в метрике Карно — Каратеодори. 
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Из теоремы 3 и работы [14] вытекает результат теоремы 2 для дву ступен
чатых групп Карно (теорема 10 настоящей работы) . В §5 мы устанавливаем 
также некоторые общие свойства кратчайших на произвольных группах Карно 
(их принадлежность классу С°° и условие неналегания кратчайших). 

§ 1. Вспомогательные у т в е р ж д е н и я 

На протяжении первых трех параграфов символом С {С{а, /? , . . . ) ) обозна
чаем различные константы, зависящие о т е, 6, р, и ( о т б, 6, р, и,а, 0,...). Эти 
константы м о г у т различаться даже в одной цепочке оценок. 

Наши рассмотрения будут связаны с разбиением Уитни для области на 
группах Карно шарами в метрике Карно — Каратеодори. 

Теорема 4 [24]. Пусть (Ж, г̂ ) — метрическое пространство со следующим 
условием «однородности»: для каждого х Е Ж я каждого г > О существует не 
более чем N (абсолютная константа, не зависящая от х и г) точек {x^] мно
жества В(х,г) = {л Е Ж I д,(г,х) ^ г } таких, что в.(х1,х^) ^ г / 2 при г ф ] . 
Тогда каждое открытое множество С из Ж с непустой границей может быть 
представлено в виде 

С= У 5 ( х , , г , ) 
к = 1 

так, что каждая точка г Е С содержится не более чем в С(М) шарах В(хк, Гк) 
и для каждого к 

2гк^с1(В(хк,Гк),д^)^8гк. 

Известно, ч т о группы Карно удовлетворяют условию «однородности» . По
крытие для ^ , описанное в условии теоремы 1, называется разбиением У^итни, и 
далее символами и Е'^ будут соответственно обозначаться разбиения Уитни 
для области & и дополнительной области = С \. Без труда устанавлива
ется следующий факт. 

Лемма 1. Пусть Ву, Е Е^ такие шары, что Вх П В2 ф 0. Тогда 

4 ^ гаав., ^ 

Отметим некоторые свойства (е, (5)-областей. 

Лемма 2. Если & является (е, 6)-областью, то \д®\ 0. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть хо Е и у Е ^ , (^(xо,у) < 6 — некоторые 

точки. Обозначим через В шар с центром в хо и радиуса таЛВ = й(хо,у)/2. 
Выберем точку х Е 5 ,̂ для которой верно с/ (хо,х) ^ гас! 5 / 8 , и соединим точки 
X, у кривой 7, удовлетворяющей (г, 5)-условиям для точек х, у. Если 2 Е 7 — 
точка, для которой выполняется в,(г,х) =̂  гас! В / 8 , т о в,(г,д^) ^ С(е)таЛ В. 
Поэтому верно \ П В\ С{е) \В\, откуда вытекает, ч т о граница д& не имеет 
точек плотности 1. Следовательно, ее мера не может быть положительной. 

Обозначим через Ш следующую совокупность шаров из разбиения Уитни 
до11олнительной области 

\У = {В^ еЕ'^\гаАВ^ ^/?}, 

где /3 = 0(Е:, 6) — некоторая константа, выбор которой будет уточнен ниже. 
Пусть В^ Е — произвольный шар. Полагаем С1 = в,{В],д&). Выберем 
некоторую точку хо Е 0>, удовлетворяющую условию (1(В^,хо) = 2с1. Теперь 
пусть Уо Е ^ такая точка, ч т о для нее выполняется с((хо,уо) 40с1/е'^ < 6 
(выберем константу /3 таким образом, чтобы для произвольного шара В^ Е И' 
точки Хо и уо нашлись; это , очевидно, можно сделать). Соединим точки хо 
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и г/о кривой 7, для которой выполняются (г, <5)-условия. Пусть г Е 7 — точка, 
делящая 7 на две равные по длине части. Тогда имеем 

(1(хо,Уа) /(7(жо,уо)) 

^ 2 ^ 4 ^ 4 " 
и 

€ 
Используя свойства разбиения Уитни и неравенство треугольника, из приведен
ных выше рассуждений получаем следующую лемму. 

Лемма 3. Для любого шара Ву из У/ найдется шар В'^ Е Ез, такой, что 
1 ^ гаа В'^ I гаа Ву ^ 4 и <1{В'- ,В^)^С гаа . 

С каждым шаром В; из Ж ассоциируем некоторый шар В* Е Е^,, удовле
творяющий условиям леммы 3 для Ву, и чтобы при этом расстояние 6.{В^,В*) 
было наименьшим из возможных. В связи с этим приведем без доказательств 
(поскольку таковые являются простыми применениями неравенства треуголь
ника и свойств разбиения Уитни области) несколько лемм, показывающих, что 
если для данного Ву Е мы имеем несколько шаров, подходящих на роль В '̂, 
т о , вообще говоря, не имеет значения, какой из них выбирать. 

Лемма 4. Если В^ Е Ш и В^, В2 Е Е^ удовлетворяют условиям леммы 3, 
т о ^ В ь В з ) ^ С(ЛГ)гааВ^. 

Лемма 5. Если Во Е Е(^, то существует не более С(М) шаров В_,- Е 
таких, что Во — В^. 

Лемма 6. Если В,, В^ Е \У и В^ Г\Вкф0, то с1{В], В1) ^ С{М)таЛВ^. 

Пусть В:, В2 Е \У и Вх Г\ Ф 0. Предположим, что В* Г\ = 0 . 
Рассмотрим всевозможные наборы шаров {цепочки) {Вх = В\,...,Вк — В'^ 
В{ П В^^^x Ф 0} из Е^\о к назовем длиной цепочки. Выберем из всех 
возможных цепочек т у , которая имеет наименьшую длину. Обозначим ее че
рез Ех^к. Длина Ех^к эквивалентна квазигиперболической метрике кз{х,у), где 
X и у — центры шаров В* и В2 (см. работу [14]). Соединим х и у кривой 
7, для которой выполняются (е, (5)-условия (существование таковой обеспечива
ется выбором /3). Так как гаав^', гаа Вд ^ гаа Вт, т о , используя (г, 6)-условия, 
легко получить (1{г,д^) ^ С г а а В ! для любой точки г Е 7. По лемме 6 имеем 
с?(В*,В2) ^ С г а а В ! . Так как / (7) ^ С г а а В 1 , т о не более С шаров из Е^ 
пересекают 7. Таким образом, получена следующая 

Лемма 7. Если Вк, В^ Е \У и ВкПВ^ ф 0, то длина кратчайшей цепочки, 
соединяющей В'^ и В^., и отношение наибольшего и наименьшего радиусов ша
ров в этой цепочке ограничены константой С{М), не зависящей от выбора Вк, 
В:-

Лемма 8. Пусть В С С — шар и Е, Е С — два измеримых множества 
таких, что \Е\, \Е\ С\В\ некоторой константы С. Тогда \Е\ С~^\Е . 

Введем обозначение У ^ / = ( Х Ц / , . . . , Х ^ ^ / ) . 

Лемма 9 [25, 26] . Пусть В С С — некоторый шар и / Е С°°{^). Тогда 
существует константа с такая, что для 1 ^ р ^ оо верно 

/ - /в|кр(Б) ^ сгаа В||У^/||х,^(в), 

где / в = 1 / / с ^ ^ г . 
В 
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Следствие 1. Пусть В\ В2 — два шара из ^ таких, что Вг П В2 Ф 0, 

С1\В1\ \Вх П В2\ С2\Вг1 г = 1 , 2 , 

для некоторых констант сг, С2, и 

\/-/вМь^(в,) ^ Л, {=1,2, 

для некоторой константы А, где / Е С°°{^) — произвольная функция. Тогда 

I / - / в Л ь р ( В 1 и В 2 ) ^ сЛ, г = 1 , 2 , 

где с = с(с1, Сг) — некоторая константа. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . ИЗ соображешш симметрии достаточно рассмотреть 

случай г = 1. По неравенству Минковского имеем 

2 

|/в1 - /ВзПЬрСВхПВз) ^ I I / ~ Iв^\\^^,{В^пВ2) ^ 2Л. 

Следовательно, 
/ - /вЛЬр^ВаОВг) ^ I I / - / В Л ^ р С В , ) + ||/ " /ВзЦх-рСВг) 

[Вз! 

§ 2 . Оператор продолжения 

В этом параграфе будет доказана теорема 1. Построим непрерывный опе
ратор продолжения 

6 X 1 : ЩЧЗ>)-^Ш}{<&), 1 со . 

норма которого зависит только о т е, 6, р, V. 
Для этого рассмотрим некоторое разбиение единицы, подчиненное Ш, т . е. 

для каждого шара € У/ определим ограниченную функцию Е С ° ° ( С ) 
такую, ч т о &Щ)р^р^ С сВ^ {сВ^ — шар, концентричный В^, радиуса сгас1В^, 
с > 1 — некоторая константа) , О ^ ^ 1, = \ У Ву, и кроме 

в^Е^ в^еи^ 
того , 

\Х1кЧ^^\^ С(та<1В^Г\к=1,...,тг. 

Берем произвольную функцию / Е \'Ур(^). Для каждого шара В^ Е IV положим 
Рв^ = / в * • Оператор продолжения ех1 определяем как 

С Е Р в , . ^ ; на 

I / на ^ . 

Как видно из построения, оператор ех1 линейный, определен почти всюду на С 
Проверим его ограниченность. Обозначим через ^В, , А; Е шар, концентрич
ный В,-, радиуса в к раз больше исходного. 

Лемма 10. Пусть Г = { В 1 , . . . , В п г } — ограниченная по длине цепочка 
шаров из Ё@. Тогда 

\\Рвг - Рв^\^^(в,) ^ С(т ) г а а В 1||У^/|и^(и2В0-

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Рассмотрим шары, концентричные шарам из Р в два 
раза большего радиуса. Обозначим такой набор через 2Р . Из свойств разбиения 
Уитни следует, ч т о 2 Р С ^ . Понятно, что для любых двух шаров В,-, В 1 + 1 Е Р 
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мера множества 2Вг П 20,+1 будет сравнима с мерой шара 2В^ (или 2Д+1) . 
Тогда , используя следствие 1 леммы 9 и лемму 8, имеем 

т - 1 

Рв, - Рв^\\ь^(В1) ^ X/ 11^^- ~ РВг+1\\Ьг,(Вг) 
г=1 

т~1 т-1 

г=1 г=1 
+ С{т)\\/ - р2Вг.и-2Вг+1 + Р2Вги2Вг+1 - РВг.+А\Ьр(2Бг-и2В,.+1) 

т — 1 

г = 1 
+ С(т)||Р2В,и2В,+1 - ^Вг+11кр(В , .+1) 

т - 1 
^ С(т)||Рв^ - /|и^(в . ) + ^ ( т ) ! ! / - Р2В,и2В.+11ир(2В.и2В.+1; 

г = 1 
т - 1 

(2Вги2Вг+1) 

^ С(т)гааВ1||У^/1|ь^(и2В.)-

Для шаров Вк € И/ таких, что В, П Вк Ф 0 , обозначим через Р^^к 
некоторую возможную кратчайшую цепочку (см. лемму 7) и положим 

= и р,м. 

ВкЁН' 
В,г\В1,фт 

По лемме 7 имеем 

В^пВк;.?0 

(2) 

для любого Ву Е И-' (хл характеристическая функция множества А). Кроме 
того , 

в,е\у 
(3) 

Введем следующее обозначение. Пусть о: = ( г а , . . . , — последовательность 
чисел (мультииндекс) , каждое из которых равно О или 1, причем если какое-
т о 4 = 1, т о все остальные члены последовательности равны 0. Обозначим 

множество всех таких мультииидексов через I . Пусть 1{а) = ^ г_,- есть длина 

мультииндекса. Для мультииндекса о; = (гх, . . г;̂  = 1, полагаем О'^/ = 
У]А;/- Если =: О, то полагаем 0°^ ̂ ' = /. 

Лемма 11. Если Во С И'', т о 

\\0'' ех1 Ги^в.) ^ С-ЦД" /|и^(в„.) + С(гаа Во)^-'^°^|!У^/|и,(и2/^а„)-

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Имеем оценку 

^"ех1 /||, .дВо) - ||^°Е^5. - ^ у Ц г (Во) ^ И^^'РвМлВо) 

+ \\0''^^{Рв,-Рво)<Р^ Ьр(Во) = /1+/2-
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Оценим отдельно величины /х и /2. Очевидно, что слагаемое 1^ достаточно 
оценить только при 1(а) = 0. Используя леммы 8 и 9, получаем 

+ Сгаа Во\\Ч^/\\ь^(в*)-

По свойствам разбиения Уитни не более С шаров из Ж пересекают Во 
и при этом выполняется 1/4 ^ гаа Ву/гаа Во ^ 4. Следовательно, \^°'^р^\
С(та.6 Во)~'^°'^ для любого горизонтального левоинвариантного базисного век
торного поля, если (р^ / О на Во- Используя лемму 10, для каждого такого ^ 
получаем 

\\{Рв, - РВЖ<РА\ЬАВО) С'(гааВо)-'(^'!|Рв, - В в о | и , ( В о ) 

^ С(гааВо)-^^'^^||Вв, - Р В М А В ^ ^ С(гаа Во)-^^"^(гаа В*)||У^/|иди2Р.,„) 

^ С(гааВ^)^-'(")||У^/|и^^^,2П.)- (4) 

Суммируя по ^ и учитывая (2) , (3) , приходим к опенке 

7 2^С(гаа В о ) ^ - ' ( " ) | | У ^ / | и , ( и 2 Г е , ) -

Лемма 11 доказана. 

Л е м м а 12. Если Во е [Е'^ \ то 

||Р>" ех1 / | и ^ ( В о ) ^ | | V ^ / | и^(^2^^^^ + !|У^/|и^(в ; ) + \Шв,(в*). 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Если некоторая функция (р^ не равна О на Во, то , следо
вательно, существует шар Вк 6 ^7 такой, что ВкС\Во ф 0 тл гаа Вк ^ гаа Во/4 
С {в). Зафиксируем шар Вк- Т о г д а на Во имеем 

О'^ (^x^ / К С 

В,пВо'/0 

+ С ^ П''^^{Рв,-Рв,) 
в^е\У 

В^^У/ 
ВуПВог^0 

Так как Вк Г) Во ф 0, т о , используя леммы 8 и 9, получаем 

||^в^|^р(Во) ^ С||РвЛь (̂в;) ^ С\\Дь^(в1) + С||/ - РвЛьАв:) 

^ || /1к , ( в : ) + с(^)||у^/1|у.^(в:)-
Оценка для второго слагаемого получается тем же способом, ч т о и оценка (4) 
в лемме 11: 

Е т-Рк\иАВо)<.с Е цр^-^^ 

В , П В а # 0 

^ С(гааВк)\\V^Д^^^^и2Г,,,)• 

Суммируя по ^, устанавливаем справедливость леммы 12. 
Отметим, что 

Е Е 
В^еЕ^\\V Вк€'Л' 

В,ПВ^:^0 

Используя леммы И , 12 и неравенства (2) , (3 ) , (5 ) , получаем следующее 



170 А. В. Грешнов 

Утверждение 1. 

ех1/||ш1(®<=) ^ 

Покажем, ч т о ех ! / имеет обобщенные производные первого порядка. Для 
этого достаточно показать, что ех ! / является локально липшицевой на С Пола
гаем, ч т о / есть некоторая функция класса удовлетворяющая условию 

1 Р " е х 1 / | | ь ^ ( ^ ) ^ М , ае1, 

для некоторой константы М (ниже мы поясним, используя аппроксимацию, по
чему возможно такое допущение). 

Лемма 13. Функция ех1 / является локально липшицевой на С 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Введем следующее обозначение: 

/ = / Х ® + ех1 / х @ = . 

Поскольку р,{д^) = О, достаточно показать, ч т о функция / локально липшицева 
на С Используя леммы 11, 12 и свойства функции / , получаем 

ех1 /|и̂ (@ )̂ ̂  С М , а е /. 
Покажем, ч т о / является локально липшицевой в Для этого введем 

в рассмотрение класс Ы р ( ^ ) непрерывных в ^ функций д, имеющих конечную 
норму 

I , \9{х)-д{у)\ 
I д с ( ® ) + зир г,уез> а®(ж,у) 

где через (1д^ обозначена внутренняя относителыю области ^ метрика, которая 
определяется как 

с^о^{x,у) = •т^{^{у)\^ С9], 
7 

где 7 — горизонтальная кривая, соединяющая точки хи у, принадлежащие обла
сти Покажем, что Ыр{^) = \У^(^). Возьмем произвольную д из Ыр(5^). 
Любая точка х Е ® является центром некоторого шара в метрике Карно — 
Каратеодори В С ^, в котором д удовлетворяет условию Липшица. Отсюда 
следует, ч т о д имеет ограниченные обобщенные производные первого порядка. 
Таким образом, доказана ограниченность вложения 

Ы р ( ^ ) Р У ^ ( ^ ) . 

Теперь докажем непрерывность обратного вложения. Пусть д Е и 
|̂ ?||и̂ 1 (®) = 1- Для доказательства непрерывности вложения требуется уста

новить неравенство 
\д{х) - 9{у)\ Сс/®(х , у ) , 

где константа С не зависит о т выбора функции д. Соединим точки х , у ло
маной, состоящей из отрезков л интегральных линий векторных полей Хх^, 
^ = 1 , . . . , т , лежащей в & (полагаем, не уменьшая общности, что д абсолютно 
непрерывна на 7г-). Т о г д а имеем 

1 = 1 г = 1 

Минимизируя правую часть последнего неравенства, получаем требуемую оцен
ку (схема приведенного доказательства взята из [15]). Функция / принадлежит 
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пространству \У^{^), поэтому верно / Е Ы р ( ^ ) . Но поскольку область & удо
влетворяет (е, (?)-условиям, / будет липшицевой в Напомним, ч т о по предпо
ложению / непрерывна в ^ . Поэтому при помощи предельного перехода можно 
показать, ч т о существует константа Сх такая, ч т о Ц'(х) — ^ С1(1{х, у) для 
любых точек х,у, в,{х,у) ^ 8, принадлежащих 

Теперь покажем, что для любой точки г' границы области ^ найдется 
окрестность, в которой / липшицева. Для этого вначале установим непрерыв
ность / в окрестности д&. Достаточно доказать, ч т о 

\\ех\./ - /в*^\\ь^(в,) ^ О 

при условии гас! О (Ву Е И^)- Используя оценку (4) из леммы 11, получаем 

Т о г д а 

ех1 / - /в; ) = Е - Рв, 
\ь^{в,) 

^ С(гааВ,)||У^/|и^(и2 / 'в,) ^ с м г а а в , ^ О 

при гаа Ву —̂  0. Таким образом, непрерывность доказана. Проверим, что шар 
В{г',8/2) является окрестностью, в которой / липшицева. Для непосредствен
ной проверки условия Липшица рассмотрим возможные случаи расположения 
произвольной пары точек х, у, принадлежащих В^г', 8/2). Пусть х Е &,у Е 
Соединим X и у кратчайшей в метрике Карно — Каратеодори кривой 7. Пусть 
г — ближайшая к у точка, принадлежащая множеству 7 П дЗ^ (такая найдется, 
поскольку ^ замкнутое множество, а 01'^ — открытое ) . Из точек множества 
7 0 ^ * ^ выберем такую точку гх, что верно | ех1 / ( г ) — ех(; / ( -^1 ) ! ^ у) (тако
вая найдется в силу непрерывности ех1 / ) . Тогда 

I ех1 / ( х ) - ех1 / (у )| = |/(х) - ех^ / (у )| ^ |/(х) - !{г)\ 

+ |/(г) - ех1 !{гх)\ I ех1 /(2=1) - ех1 / (у ) ] ^ (71(^(х, г) 

+ <1{х, у) + СМфг,у) ^ {'^СМ + 1 ) 4 х , у). 

8 случае, когда х Е , у Е О''^, аналогично приведенному выше рассуждению 
доказывается существование константы С 2 , не зависящей от выбора точек х, у, 
т а к о й , ч т о верно |/(ж) - / (у )| ^ С2С?(г,у). Локальная липшицевость / в допол-
ните71ЬНОй области очевидна. Таким образом, лемма доказана. 

Аппроксимация С ° ° - г л а д к и м и функциями. Рассмотрим случай, ко
гда / Е Ц^р(&) и 1 ^ р < оо. Фиксируем достаточно малое число т/ > 0. 

' Построим функцию д Е С°^{€>) такую, что \\/ — 9\\]у^(&) ^ Сг] и д\ М, где 
а е I и М — некоторая константа. 

Введем вспомогательное понятие. Совокупность шаров В{ радиуса г назы
вается г-упаковкой на (С, если С = иВг, а шары, концентричные В^, радиуса 
г/К, где К > 4 — некоторая фиксированная константа, не пересекаются. Суще
ствование г-упаковок на группах Карно является частным случаем более общего 
результата, доказанного в работе [14 . 

Пусть г — некоторое достаточно малое положительное число. Из всех ш а 
ров, принадлежащих г-упаковке, которые содержатся в области выделим те 
шары В(ху , г) , для которых верно соотношение 
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для некоторой фиксированной константы сх > 1. Обозначим данную совокуп
ность через Мг. Пусть сг > Сх — некоторая константа, для которой верно 

и в(x^,с2^). 

Лемма 14. Константы сх и С2 могут быть определены таким образом, 
что для любых гпаров В а = Ва{ха,г) И Вь — Вь(хъ,г) € Мг таких, что 
Ва{ха, 100с2г) П Вь(хь, ЮОсзг) ф 0, найдется некоторая цепочка 

Сх,^ = {В, = В{ха,г),...,Вк = В{хь,г), В^пВ^+г ф 0 } 

гпаров из Мг такая, что ее длина к ограничена некоторой константой А'х = 
К1(Е,6), не зависящей от выбора В а и В(,. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Поскольку Ва Г\ ф 0, имеем (1{ха,хь) ^ 200с2Г. Вы
бираем Сх, С2 и г таким образом, чтобы 200с2Г ^ 6. Используя (е, (5)-условия для 
области стандартными рассуждениями получаем требуемый результат. 

Пусть Рг обозначает подходящую константу для / на В^ Е Мг-

Лемма 15. Если В; б Мг, то 

для 1 ^ р ^ оо. 

Лемма 15 является следствием применения неравенства треугольника, лемм 
8, 9. Также, используя лемму 14 и оценки леммы 11, устанавливаем справедли
вость следующего утверждения. 

Лемма 16. Пусть Вх = В 1 ( ж х , г ) , В2 = В2(х2,г) 6 М,. такие шары, что 
Вх(х1,Шс2г) П В2{х2,Шс2г) ф 0. Тогда 

|Л - Р2\\ьАВ1) ^ гС||У^/||х,р(и201_2)-

Пусть функции Е С°°((С), образуют следующее разбиение единицы для 
области У Б(жу, 100с2г): 

ЗЧрру^г- С В(x^, 100С2Г), о ^ ^ 1, Е ^ 
В^еМ^ 

на У В{х,,С2г), Е | ^ ^ > . - К С г - ' ( " ) , а 6 / . 
в^ем^ в,еМг В1еМг 

Положим 

в,ем^ 
Для некоторого числа 5 > О введем в рассмотрение следующее множество: 

= { х 6 ^ I (1{х,д^) ^ «}. 

Выберем 5 так , чтобы выполнялось неравенство ||/||1У1(®\2',/2) ^ 1- Пусть ф, 
^ 1 / * ^ < суть некоторые гладкие функции, удовлетворяющие условиям 

О ^ г/» ^ 1 , 1 ^ = 1 на ^,,ф = 0 на {;\9,/2, Ф\ Сз-\ I , 

бпрр^ С В ( 0 , 1 ) , 1^(1ц=\, ^^{х) = Г''С{6г-гх) для ^ > О, 
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Выберем ^ Е ( 0 , 5 / 2 ) так, чтобы выполнялось неравенство 

Рассмотрим функции дх = до{1 — ф) и д2 = * ^^)'Ф• Покажем, ч т о в качестве 
д мы можем взять д^ + д^- Действительно, по построению д\, д2 Е С°°((С), а по 
лемме 15 существует константа М такая, что д^\ М для а Е г = 1,2. 
Докажем оценку 

\\0'"и-91-92)\\ь,{я^)^Сг], ае1. 
Для этого достаточно показать, что выполняется 

1 Р " ( 7 - 9 1 - 92Ш,(^\&.^,) ^ Ст], 

поскольку 
||^°(/ - 9 1 - 92Ша^.) - \\0''и - 92)\\ьА&.) ^ Сг,. 

Рассмотрим случай 1{а) = 1. Имеем 
^^"{/ - 9 1 - 92) = Л^т/' • ( / - / * 6 ) + ФО"и - / * 6 ) 

+ Р>"(1 - ^ ) ( / - уо) + (1 - ^ ) ^ " ( / - 5о) = /1 + к + /з + и. 
Слагаемые Д , /г оцениваются элементарно: 

|л1ир(®\2?,) = 1К1|ир(®,/,\®,) ^ Сг/, \\12\\ьА2\&.) = \\12\ир(^,/2\з>.) < с^г^-
Полагаем далее, ч т о константа подбиралась таким образом, чтобы ЮОс^г ^ 
8/2. Отметим, ч т о если Во = В ( х о , г ) , В 1 = В{х1,г) такие шары из Мг, что 

Во П ( ^ \) / 0 , В1 П ( ^ \ ф 0, В (хо , ЮОсгг) П В ( х ь 100с2г) ф 0, 

т о найдется такое число к = к{Е,6) > 1, не зависимое о т выбора Во, В\, что 
цепочка шаров 2Со ,1 будет целиком содержаться в области & \ Тогда, 
используя леммы 15 и 16, имеем 

Е Ьр(В.-) 

в^п(@./,\®.)#0 
- 1 Е 

в .еМг 
В^п(®,/2\®.)^«^й^ 

^ С5 - 1 Е 

/ - 9о\\^Ав^) 

В^^\{Я>,/•2\3>,)ф0 

^ Сг.9 - 1 Е 
В^бМ. 

^ С ( А - ь 7 У ) г 5 - Л У ^ / | и ^ ( ® у @ „ ) . 
Аналогично оценивается /4: 

В^еМ^ 
В ,П (® , /2\®. )#0 

Е 
В^бЛГ. 

В<п(®,/2\^.)?^'г' 

- Л ) 1 к ( в . ) + ЦоЧТ.'Р^^Р^ ~ ^ О ) Ьр(В,) 

^С{К,,N)^\\V^/\\^^^з,V^,,у 

Выбирая « достаточно малым по отношению к г, получаем требуемую оценку 
в случае / ( а ) = 1. Оценки в случае 1{а) = О производятся аналогично разобран
ному случаю. Таким образом, нами доказано следующее 
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Утверждение 2. При ] ^ р < оо верно соотношение 

I/ - (/1 - 92\\УУ^(^) ^ С{К1, М)Г]. 

Для р = оо аппроксимация проводится традиционным способом. Таким 
образом, теорема 1 доказана. 

§ 3. О продолжении функций пространств Соболева 

Рассмотрим задачу о продолжении для пространства ^ ^ ( ^ ) . Нам пона
добится следующее разбиение единицы для 9'^: для каждого шара 5у Е Е'^ 
выбираем функцию (р^ Е С ° ° ( С ) такую, что зирр ^у С сВ^, где с > 1 — некото
рая константа, О ̂  г̂у ^ 1, ^ 'р^ = I яа \^ Б у, и, кроме того , 

Хиу?у| ^ М(гааБ_,-)~\ = 1,... ,т1, 

где М — некоторая константа. 
Определим оператор продолжения ех1: ^5^р (̂С) в предположении, 

ч т о наша область является ограниченной (г, <5)-областью, следующим образом. 
Берем произвольную функцию / Е ^р(9). Полагаем 

ех1 / = 

Г / 

Рв,- Е ^ : 

на 9, 

на и Ву, 

на и В,, 

где Рв^ подходящая константа для какого-то произвольного фиксированного 
шара Вк Е . 

Теперь пусть 9 есть неограниченная равномерная область. Для таких 
областей также существует оператор продолжения, который можно определить 
следующим образом: 

ех1 / = 
Г / 

Е Рв,-^^ 

па 9, 

на и В^. 
в,ев' 

Как видно из построений, оба оператора линейны, определены почти всюду 
на С Для проверки их ограниченности достаточно использовать ту же схему, 
ч т о и при доказательстве ограниченности оператора продолжения теоремы 1. 
Таким образом, справедливы следующие теоремы. 

Теорема 5. Пусть 9 есть ограниченная (г, 6)-область на группе Карно. 
Тогда существует непрерывный оператор продолжения 

ех\.:1^^{9)-^^Ч^Щ^ 1 ^ Р ^ с ^ , 

норма которого зависит только от е, 6, р, и, с11ат 9. 

Теорема 6. Пусть 9 есть неограниченная (е, оо)-область на группе Карно. 
Тогда существует непрерывный оператор продолжения 

ех1: 1 ^ р ^ о о , 

норма которого зависит только от с, 6, р, и. 
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§ 4. Необходимые условия продолжения п р о с т р а н с т в Соболева 

Так же, как и в лемме 13 из § 2 , с/® — внутренняя относительно области 
9 метрика. Если существует число к > О такое, ч т о для всех точек х,у Е 9 
выполняется 

(1&{х,у) ^ М{к)с1{х,у), 

как только д,{х,у) < к, т о будем говорить, ч т о внутренняя метрика й^{х,у) 
локально эквивалентна исходной метрике с?(ж, у) (здесь М{к) — наименьщая 
константа, не зависящая о т точек х,у Е 9, для которых выполняется приведен
ное неравенство). 

Введем величину 
Мз) = Ит М(к). «—»о 

Если в области 9 метрики I^®(x,у) и с^(х,у) локально эквивалентны, то вели
чина ограничена, и наоборот. 

Следующая теорема является частным случаем классического результата 
(см. [15]) . 

Теорема 7. Если существует ограниченный оператор продолжения 

ех1: 1 У ^ ( ^ ) ^ 1 У ^ ( С ) , 

то в области ® метрика й^, локально эквивалентна метрике Карно — Карате
одори. 

Докажем следующую теорему. 

Теорема 8. Пусть 9 — область на группе Карно. Если существует огра
ниченный оператор продолжения 

ех ! : \V^{9) ^ VV^{^), и < р < оо, 

то в области 9 метрика 4^ локально эквивалентна метрике Карно — Карате
одори. 

Для доказательства теоремы 8 нам понадобятся следующие леммы. 

Лемма 17. Для любых двух точек х,у Е 9 существует такая функция 
/ Е ^^т, что 

1) 0 ^ / ( и ) ^ 1 , « е ^ , / ( х ) = 1 , / ( у ) = 0; 
2) | / ( « ) - /{у)\ <1^{и, у), и,у Е 9] 
3) 8ирр / С В{х, у)) = В{х, К); 
4) | У ^ / К 1/с^^(х,у). 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Требуемая функция определяется формулой 

/(и) = с[<^{и,9^}/с1ф,у), иЕ9, 

где = {V Е 9 \ ^ с?®(х,у) } , а д.с^{и,9^,) — ш{{(^з,{и,V) \ Е 9х]. 
Свойства 1, 2 очевидны; свойство 4 следует из того факта, ч т о пространство 
\У^(9) совпадает с пространством липшицевых функций на 9. Проверим свой
ство 3. Если 14 не принадлежит В[х,(1д^{х,у)), т о с1^{х,у) ^ (1^{х,и), откуда 
и следует требуемое. 

Пространство гельдеровых функций Н^, /3 Е (О, 1), на группе Карно опре
деляется как пространство непрерывных функций / , имеющих конечную норму 

Лемма 18. Пусть 1<р<ооиа> и/р. Тогда С Я ^ ( С ) и ^ 
• где /3 = а-{и/р). 
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Лемма 18 является обобщением известной теоремы Соболева о вложении 
и доказана в работе [27, теорема 5.15 . 

Перейдем к непосредственному доказательству теоремы 8. Берем функцию 
/ из леммы 17. Очевидно, что / € У/^{9). Используя свойства упомянутой 
функции, получаем 

(^) ^ т ш { | ^ ! , |В(0, + Я ^ - ' / Р Ь ^ 

По условию теоремы оператор продолжения ех1 ограничен, поэтому 

/Ии'л©) ^ II ̂ '̂ ÎI • И/Ии'ч®)-
По лемме 18 имеем оценку 

С 
^ 11 / !к 'Ч®)-

Т о г д а получаем 

Докажем теперь, что 

У1та{(1^{х, у) I <1{х, у) < г, х,у е 9} = 0. 

(6) 

(7) 

Предположим противное. Т о г д а существуют последовательности точек {х^}, 
{ук} в области 9 такие, ч т о (1{хк, Ук) О при ^ оо и \1тв,о^{хк, Ук) > 0. Для 
каждой пары точек Хк, Ук возьмем функции Д , удовлетворяющие условиям 1-4 
леммы 17, и подставим их в (б ) . Переходя к пределу, получим противоречие, 

9 = оо вместо последователь-если только мера области 9 конечна. В случае 
ности функций /к следует рассмотреть последовательность дк{и) = Д • (рк{и), 
и Е 9, где <р,к(и) есть ограничение на 9 функции 1р(их'^^), (р 6 С ° ° ( С ) , (р{и) = О 
при и е В ( 0 , 2 ) . Для функции ук имеем дк(хк) = 1, дк{Ук) = О, и, кроме того, 
ввиду 8ирр </л; С В(хк,2) нормы \\дк\\ы в совокупности. Отсюда вме
сто (6) имеем неравенство 

Сс/(ж , , 1 / , ) ( ' ' /Р) -Ч||ех1||, 
приводящее к противоречию с предположением. Таким образом, (7) доказано. 
Умножив обе части (6) на (1^^^''^^\х,у) и перейдя к пределу при й{х,у) О, 
с учетом (7) получим СМ^" ' " ' '^ ' ' ^ ||ех11|, ч т о и доказывает теорему 8. 

Область & Е будем называть регулярной в точке х Е 9, если суще
с т в у ю т положительные константы Сх = С1{х) и С2 — С2{х) такие, ч т о для 
любого шара В{х,г). г ^С\, выполнено неравенство \В{х,г)Г\9\ С2\В{х,г) . 
Область 9 называется регулярной, если она регулярна во всех своих точках 
и константы С\ Сг не зависят о т выбора х. 

Таорама 9. Пусть 9 Е область на группе Карно, и пусть 

ех1: \УЦ9) -^Ш^{€,), и<р<оо, 

есть ограниченный оператор продолжения. Тогда область 9 регулярна. 
Доказательству теоремы предпошлем лемму. 

Лемма 19. Пусть 9 Е 0> — область на группе Карно и для любой функции 
/ Е \Ур{9), р > V, справедливо неравенство 

(8) 

где константа С не зависит от выбора функции /. Тогда область 9 регулярна. 
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Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Фиксируем произвольную гладкую функцию (р, равную 
1 в некоторой окрестности О, О ̂  ^^(а;) ^ 1 для всех точек х Е 9, носитель ко
торой содержится в шаре В{0, 1). Пусть х Е 9, у Е 9, г = й{х,у). Положим 
/ ( г ) =: (р{{х''^2)/г). Т о г д а функция / ( г ) равна 1 в окрестности точки х, / ( у ) = О 
и \'^^/\ а/г, где а — некоторая константа. Подставляя функцию / в соотно
шение (8) , получаем 

\В{х, г )|1 /Рг -1 = сс1{х, у)(^'/г>)-1 ^ сС||/||и.^1(^) ^ сС\В{х, г) П ^ р / Р ( 1 + аг "^ ) , 

откуда \В{х, г )| ^ (а + гУ\В{х, г ) П 9>\/{сСу, что и доказывает лемму 19. 
Перейдем к доказательству теоремы 7. Пусть / — функция из предыдущей 

леммы. Подставляя ее в неравенство ^ ||ех1|| • ||/||и^1(®) и используя 
лемму 18, получаем 

В(х,г)\^^Рг-^ ^ С\\ехЬ\\ | ! /|кд®) (1 + аг-^) ^ С\\ехЬ\\ \В{х, г) П , 

ч т о и доказывает теорему 9. 

§ 5. Равномерные области на д в у ступенчатых г р у п п а х Карно 

Напомтшм, что абсолютно непрерывная кривая 

а{з) = ( 0 - 1 ( 5 ) , . . . , 0 - ^ ( 5 ) ) , где аг(8) = {(тц{з),..., аггт{8)), г = 1 , . . . т , 

называется горизонтальной, если ее производная &(з) почти в каждой точке 

удовлетворяет соотношению &{8) — ^ &Ц:{8)Х1к{(г[8)). Расписывая эти соот-

ношения покоординатно, мы получим следующие условия «горизонтальности» 
кривой: 

0 - 2 ( 5 ) = Сг [ 0 - 1 ( 5 ) ; 6 - 1 ( 5 ) ] , 

Ы^) ~ Сз [о -1 (5) ; [ 0 - 1 ( 5 ) ; 0 - 1 ( 5 ) ] ] - | - С з [ « Т 2 ( « ) ; 6-1 ( 5 ) ] , 

6 -4(5) = С4[о -1(5) ; [ 0 - 1 ( 5 ) ; [ 0 - 1 ( 5 ) ; 6 -1 (5) ] ] ; 

+ С4[о-з(5); 6 -1 (5) ] С4[о -2(5) ; [ 0 - 2 ( 5 ) ; 6 -1 (5) ] ] + С4[о -2(5) ; [ 0 - 1 ( 5 ) ; 6 - 1 ( 5 ) ] ] , . . . 

^̂ '̂'̂) = Е С^[ак^(8)...[(Г|^,,{8)•,(^^{з)]...],... 

Таким образом, зная только 0-1, мы можем полностью (исходя из вышеприве
денных соотношений) « в о с с т а н о в и т ь » горизонтальную кривую а. Пусть а — 
кривая, компоненты которой удовлетворяют условиям «горизонтальности» и ко
торая параметризована длиной дуги. Ее длина по определению есть 

\2 7 /т14-- + 

о V = ! 

г т Н [-Шт. т^-\т 

У=1 

(18 

\2 

, ^5 , (9) 

где (^гу) — стандартный риманов тензор длины группы Карно. Очевидно, что 
если кривая 7 — кратчайшая, она же является сильным минимумом (в принятой 
терминологии, см., например, [28]) функционала длины (9) или функционала 
энергии 
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при наличии краевых условий 7 ( 0 ) = а, 7 1 ( 5 0 ) = 61 и определенных связях, 
вытекающих из условий «горизонтальности» , а именно 

72(«о) = ^ С2[•у^{8)•,^^(8)](^в = 63, 

О 
«о 

7з(8о) ; [ 7 1 (5 ) ; 7 1 ( 5 ) ] ] + С'з[72(5);71(я)])с^в = Ьз, 

74(«о) = У (С4[71(« ) ; [71(« ) ; [71(« ) ;7г(« ) ] ] ] + С ' 4 [7з ( « ) ;71 (5)] 
о 

+ С4[72 (5) ; [72(«); 7 1 ( 5 ) ] ] + С '4[72(«); [71(«); 0Г1(5)]])с^5 =: 64, . . . 

«о 
И Ы = Е С , [ 7 А : , ( 5 ) . . . [ 7 ; Ь 1 ( 5 ) ; 7 1 ( « ) ] - - - ] < ^ 5 = ^ й - - -

Будем предполагать, ч т о кратчайшая относительно метрики Карно — Ка
ратеодори на группе Карно принадлежит классу С'^ (в § 8 мы поясним это до
пущение). Т о г д а задача о нахождении кратчайшей 7 относительно метрики 
Карно — Каратеодори, соединяющей две произвольные точки а, Ь группы Кар
но, сводится к задаче о нахождении среди всех кривых класса , соединяю
щих а и 6 и удовлеаворяющих условиям «горизонтальности» , кривой, дающей 
сильный минимум (или же, ч т о безразлично в нашем случае, слабый минимум) 
функпионалу длины (или функционалу энергии) [29]. Б дальнейшем всюду 
для удобства мы будем считать (это , очевидно, не уменьшит общности) , что 
7 ( 0 ) = а = О, т . е. мы будем рассматривать кратчайшие, одним из концов 
которых является единица группы. Применяя правило множителей Лагранжа 
(см. [29]), мы можем утверждать , что найдутся некоторые наборы констант 
Лу = ( Д у 1 , . . Лут^) такие, ч т о кривая а будет экстремалью функционала 

о \*=1 

( 1 0 ) 

•̂ = 2 / 

где под (Ту ( 5 ) подразумеваются соответствующие выражения из условий « го 
ризонтальности» , а Лу(Ту(.9) обозначает соответствующее покомпонентное умно
жение. Выясним некоторые свойства экстремалей функционала ( 1 0 ) . Необ
ходимым условием того , чтобы данная кривая а была экстремалью функцио
нала ( 1 0 ) , является т о , что она удовлетворяет соответствующим уравнениям 
Эйлера — Лагранжа 

дЬ й дЬ _^ 

д(т^1 й8 дст^{ 

Поскольку для того , чтобы определить горизонтальную кривую, нам достаточно 
знать только (Тх (остальные компоненты достраиваются из условий «горизон
тальности» ) , в дальнейшем будем рассматривать только уравнения 

а дЬ дь 

д(тц 6,8 д&и 
= 0 . (И) 

Замечая, ч т о функция Ь является бесконечно гладкой по всем переменным, уста
навливаем следующее утверждение. 
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Лемма 20. Решения <г\ Эйлера — Лагранжа (11) являются бес
конечно гладкими. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Докажем, ч т о (Тх имеет непрерывную вторую производ
ную (см. [29]). Действительно, в силу уравнений (11) имеем йЬ^^/Лв = Гац, 
г = 1,. . . , Ш ! . Мы можем написать 

откуда следует, в силу существования и непрерывности Ььи^у ^<'з<^1ч > существо
вание и непрерывность '&ц. Из существования и непрерывности '&ц и условий 
«горизонтальности» следует, что существуют и непрерывны сгу,-. Дифференци
руя последнее равенство, получаем 

откуда следует, что а ц существуют и непрерывны и т . д., откуда, таким обра
зом, следует, что «Т] есть бесконечно гладкие. 

Следствие 2 [30]. Слабый минимум а функционала (10) есть аналитичес
кая кривая. 

Следствие 3. Для групп Карно верно условие неналегания кратчайших 
(в смысле А. Д. Александрова [10]). 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть 7 ( 5 ) , « Е [0,5о], — некоторая кратчайшая, со
единяющая единицу группы и произвольную точку X = 7 ( 5 0 ) . Пусть найдется 
число 8 Е (О, «о) такое, что единица группы и точка х = 7 ( 5 ) соединяются 
кратчайшей 7 1 (5) , отличной о т 7 ( 5 ) . Т о г д а кривая 

72 (5) = 
71(^), 
7(^), 

« Е [0,5] , 
« Е (5, 

будет кратчайшей, соединяющей единицу группы и точку х, отличной о т 7 ( 5 ) . 
Поскольку 7 ( 5 ) , 72(-5) — кратчайшие, они будут реализовывать сильный ми
нимум в,ариационной изопериметрической задачи и поэтому будут аналитиче
скими. Таким образом, мы имеем две аналитические кривые, совпадающие 
на интервале ( 5 , 8 0 ] , и поэтому из теоремы единственности для аналитических 
функций следует, ч т о 7 ( 5 ) = 72(5) на [О, «о̂  • 

Под дву ступенчатой группой Карно мы подразумеваем такую группу, ал
гебра Ли V которой разлагается в прямую сумму векторных подпространств 
V = Уг ф У2. В этом случае функционал (10) имеет вид 

п » = 1 

ГП1 ТП1 

и=1 1=1 

в, 8, (12) 

где под А подразумеваются множители Лагранжа ( Л 2 1 , • • • ,^27712) - Известны до
статочные условия (см. [29]), выполнение которых для о"! гарантирует то , что 
эта кривая будет реализовывать сильный минимум для функционала (12): 

1) (Тг есть решение соответствующих уравнений Эйлера — Лагранжа; 
2) матрица {Ьь^^ь^{х, у, г)) для любых конечных г и любых у, принадлежа

щих некоторой области, содержащей экстремаль (Т^, положительно определена; 
3) отрезок [О, «о] не содержит точек, сопряженных с 0. 
Напомним, ч т о точка 5о называется сопряженной с точкой О (см. [29]), 

если уравнения Эйлера — Лагранжа, соответствующие квадратичному функ
ционалу, представляющему собой вторую вариацию функционала (12), имеют 
решение, не равное нулю тождественно, обращающееся в нуль при 5 = О и при 
5 = 50-
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Зададим граничные условия (т(5о) = («о) , 0^2(50)) = {а,Ь), где 1X2(8) = 
г 

С/[(Т1(<); (Т1(^)]Л и С = ( С 2 1 , . . . , Сгшз) — некоторые константы из формулы 
о 

Кэмпбелла — Хаусдорфа, и найдем кривую, соединяющую единицу группы 
с точкой (а, 6), удовлетворяющую условиям 1-3. Для этого составим уравне
ния Эйлера — Лагранжа для функционала (12). Они имеют вид = А&х, 
где А — кососимметрическая матрица с нулевой диагональю, остальные эле
менты которой есть множители Лагранжа, взятые с соответствующим знаком. 
Сначала рассмотрим случай, когда а ф 0. Ищем рещение в виде 

^Л^)=(^Е8+^ + ^ + ...у',=А{Х,8)а1 

где 0-° есть касательный к кривой а вектор в единице группы. Известно, что 
когда Ь = О, тогда Л = О, т . е. множители Лагранжа в этом случае определяются 
единственным образом (они есть нули), и экстремаль есть однопараметрическая 
подгруппа (Г 1(3) = Еза'^, где = а/во- Непосредственное вычисление дает 

гл 

^^^{-^)(^/'о,0) = з^^ >0, 

и поэтому по теореме о неявной функции о"°(Л) = аЛ~'^(А ,8о) есть однозначное 
и аналитическое отображение в некоторой окрестности точки Л = 0. Найдем 
множители Лагранжа. Они определяются из соотнощений 

«о 

с ^[А{X,8)А-'^{X,8^)а]А(X,8)А-\X,8о)а](^8 = Ь. " 

о 
Проверим, ч т о ( Т ] ( 8 ) удовлетворяет условиям 2, 3. Условие 2 выполняется, 

так как {Гьиох^) — 2^ - Для того чтобы проверить условие 3, введем некоторые 
обозначения: Р = \(ГьиЬм) - ^ 1 

Рассмотрим квадратичный функционал, представляющий собой вторую ва
риацию функционала (12) , определенный на всех непрерывно дифференцируе
мых вектор-функциях к{8) таких, ч т о к(0) = /1(50) = 0: 

«о «о 

^{Рк,к)-{^н,Н)й8 = 1{ЕН,к)аз. 

Очевидно, ч т о данный квадратичный функционал положительно определен, по
этому отрезок [О, 8о] не содержит сопряженных точек. Таким образом, (Т\{8) реа
лизует слабый минимум функционала (12) . Следовательно, &еХ{дсг\{8)1 дсг^) ф О 
для любого 8 6 [О, «о] (имеется в виду после того , как мы каким-то образом 
определили множители Лагранжа); в частности, это гарантирует возможность 
локального продолжения <Т\{8) с сохранением перечисленных свойств (это вле
чет возможность локального продолжения кратчайшей). Из всего изложенного 
выше мы можем сделать вывод о том , что существуют некоторые области 
^ л , 9„о такие, что о-° : — е с т ь однозначное аналитическое отобра
жение, и при этом <г(о-°,Л,8о) устанавливает взаимно-однозначное непрерыв
ное соответствие между областью {9„о^,9х) и многообразием Ма = { {а ,^ ) | Ь 
— произвольное} . Таким образом, нами доказана теорема 3. 
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Теперь рассмотрим случай, когда а = 0. Если бы для таких точек нашлись 
множители Лагранжа такие, ч т о йеЬА{Х,8о) ф О, т о тогда мы бы получили 
сг^(Л) = аЛ~^(А,5о) = О, чего не может быть . Таким образом, для точек вида 
(О, 6) (обозначим их объединение через 1^°) множители Лагранжа должны удо
влетворять условию с1е^Л(Д,«о) = О, другими словами, й.е\.{д(Т\{з)1д(тХ) ~ 0> 
т . е. данные А находятся на границе области У Множество пред-

(а,-),о#0 
ставляет собой пространство сопряженных точек изопериметрической вариаци
онной задачи, определяемой функционалом (12) . Поэтому в общем случае мы 
не можем сказать, ч т о единица группы соединяется с точкой вида (0,6) един
ственной кратчайшей. 

Все изложенное выше позволяет нам доказать следующую теорему. 

Теорема 10. Шяр в метрике Карно — Каратеодори на двуступенчатой 
группе Карно — равномерная облясть. 

Здесь мы не будем приводить доказательство теоремы 10, отметим только, 
ч т о оно полностью идентично доказательству аналогичного утверждения на 
группе Гейзенберга (см. [14, теорема б]) . 

§ 6 . О б однозначности определения параметров, 
характеризующих экстремаль 

Напомним следующий факт, отмеченный в предыдущем разделе. Рассмо
трим точку вида (а, 0 ) . Т о г д а параметры сг". А, определяющие экстремаль для 
этой точки, задаются однозначно; они равны а/зо и О соответственно. Выяс
ним, равен якобиан / ( о - ° ,А ) = (1е1^^^^р^^ нулю в точке (а/зо,0) или нет. На 

группе Гейзенберга , например, 3{а1 зо, 0) Ф О (по поводу определения группы 
Гейзенберга см. [14, 31]) . Сделаем проверку: 

/ 1 
^ ( а / 5 о , 0 ) = АеЬ 

О 
О 1 
О О 

2X25^ 
- 2 X 1 8 ? 

\ 
•1^0 

-{х1 + х1)з1/ 
= -(х1 + х1)з1фо, 

где а1 = ( х1 ,Х2) = {ах/зо^а^/зо). Однако в общем случае из однозначности 
определения параметров не следует, ч т о ^{а/8^,^) не равен нулю. В качестве 
примера рассмотрим следующую двуступенчатую группу Карно Л'': пусть е,1 = 
{ 6 1 1 , 6 1 2 , 6 1 3 } , 62 = {621 ,622 ,623} со структурным умножением 621 - [е11;е12], 
б22 = [б12;б1з], 623 = [б11;е1з]. Уравнения Эйлера — Лагранжа в этом случае 
имеют вид 

/ 

— 
V 0-1,3/ V 

О 
-2А1 
-2Аз 

2А1 
О 

-2А2 

1Лг 

2А2 
О У 

\ 
^1,2 

/ \

Непосредственно вычисляя, приходим к следующему результату: 

/ ( о / 8 о , 0 ) = 

ае! 

/ 1 
О 
О 
о 
О 

\

о 
1 
О 
О 
О 
О 

О 
о 
1 
О 
о 
о 

а; 2 «о 
- Х 1 8 0 

о 
- ( х 2 -ь х1)з1 

ХхХз81 
-Х2Х381 

О 

XXX 

— (Х2 + ^3)^0 

-Х1Ж280 

ХЗВО 
О 

-ХхЗо^ 
-Х2Хз5о 
- Х 1 Х 2 8 0 

-{х1 + х1)з11 

= 0, 

где (т\ ( х 1 , Х 2 , хз) = {ах/за, 0 2 / 5 0 , аз/^о), и это связано с тем, ч т о йе! Лд^ = 0. 
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§ 7. Некоторые свойства множества сопряженных точек 

Результаты данного параграфа относятся к общим группам Карно. Рас
смотрим систему уравнений Эйлера — Лагранжа ( И ) , с оответствующую вари
ационному функционалу (10). Запишем эту систему в следующем виде: 

а,=А{(г,Х)&г, (13) 
где матрица А((г, А ) — кососимметрическая с нулевой диагональю, элементами 
которой являются полиномы о т компонент сг, А . Общее решение системы (13) 
зависит о т множителей Лагранжа А и о т вектора сг̂  = (сг^х,..., сгх^щ) — ^г{^) — 
б-(О) (см., например, [28, 32]) . Назовем точку (а1,Х), где 

^ 1 ~ {'^ПУ • • • > ^1т1)у А = ( А 2 1 , . . . , А з т г ! • • • ) ^ т Ь • • • , ^ т т ^ ) , 

допустимым набором параметров, если решения системы (13) с начальными 
данными <т° =: <Т1(0), 0-1(0) = 0> определяют экстремаль а для некоторой точки 

(а, Ь) — ( О Ц , . . . , а 1 „ ц , 6 2 1 , . . - , 6 2 ^ 2 , • • • , ^шЬ • • • , Ьтгпгг,) ~ 0"(5о). 
Множество сопряженных точек 5" системы (13) мы определяем как точки у Е 
такие, ч т о у = сг{зо, сг ,̂ А ) и 

/да1{8о,(Т°,Х)\(.5,о-?, А ) \ 
V ~Щ ) ^ ' да\^ 5 б [ 0 , 5 о ) , 

где {(г\,Х) — допустимые наборы параметров для у. Данное определение экви
валентно тому , которое использовалось в предыдущем параграфе (см. [28, 32]). 
Опишем некоторые свойства множества 5. Очевидно, множество точек НЕ 
группы Карно, соединяющихся с единицей группы кратчайшей неединствен
ным образом, принадлежит 5". Единица группы также принадлежит 5. 

Лемма 21. Множество 3 имеет пустую внутренность. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть найдется точка у, принадлежащая 5 вместе с не

которой своей окрестностью В. Соединим у и единицу группы кратчайшей 7. 
Т о г д а найдется точка 2Е'У,гфу, гфО такая, что г Е 5, но это противоречило 
бы тому, ч т о 7 — слабый минимум функционала (10) (см. [29]). 

ЗАМЕЧАНИЕ. Точно таким же способом, используя условие неналегания 
кратчайших, независимо о т доказанной леммы можно показать, ч т о МЕ — мно
жество с пустой внутренностью. 

Лемма 22. Точки вида, (а, 0) = ( а ц , . . . , 0 1 ^ ^ , О , . . . , 0) не являются сопря
женными. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . С учетом условия «горизонтальности» общее решение 
системы (13) имеет вид 0 - 1 ( 5 ) = (^^5 М- А ( сг1 , А, 5 ) )о -° , где Л(сг°, А, 5 ) — матрица, 
элементами которой являются полиномы, составленные из слагаемых типа 

АУ • • •А [ГК/) '^ ' - - -К.Г^^*. ( п у , . . . , г , ^ )7 ^ ( 0 , . . . , 0 ) , к>1. 

Опять используем т о т факт, ч т о для точки вида (а ,0) параметры а^, X опре
деляются однозначно; они равны а / 5 0 и О соответственно. Непосредственные 
вычисления д а ю т 

ЧТО и доказывает утверждение леммы. 
Введем некоторые обозначения. Пусть х = {а,Ь) Е €>, а ф О, Ь ф {) — 

некоторая точка и (т(5), 5 Е [0,5о], — кратчайшая, соединяющая ее с единицей 
группы. Для каждого 5 из указанного промежутка рассмотрим орбиту точки 
сг(5) , т . е. кривую 

бгф) = {а,(з)г, Ыз)1\..., 0 - ^ ( 5 ) ^ ' " ) , I Е [О, оо ) . 
В результате получим некоторую непрерывную поверхность Г ^ ( 8 , * ) . 
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Лемма 23. И т Г^(А-, I) = ехр(*(т(0)). 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Выберем некоторое число а > 0. Определим последо
вательности чисел и (1п) следующим образом: 

1) -̂ п О — монотонная последовательность; 
2) \Ы^пУп — а. 
Поскольку а параметризована длиной дуги, из условия 2 настоящей леммы 

следует, ч т о 1^ = а /Уо - (5„)|) Т о г д а для г = 2, . . . , т имеем 

5 „ 

при 8п —>• 0; это является следствием работы [7], а именно доказанной там опенки 
(Т{(8) = 0 ( 5 ' ) для г = 2, . . . , т для любой горизонтальной кривой а. Таким обра
зом, на орбитах, образующих поверхность Та{8,1), выбирается последователь
ность точек 

( ^ 1 ^ ^ и И О ) а , 0 0) 

при 8т —* 0. Предельная точка однозначно определяет собой орбиту, а именно 
ехр(о"(0)^); в частности, при I — а имеем ехр((т(0)^) = ((т(О)а, О , . . . , 0) . 

Лемма 24. Множество 3 инвариантно относительно ортогональных пре
образований горизонтального подпространства Ух, заданного в единице группы 
(У] |о), ^к действия группы растяжений. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть у ^ 5 и 7 у { 8 ) , 8 е [О, 8о], есть единственная крат
чайшая, соединяющая выделенную точку с единицей группы. Пусть найдется 
некоторое ортогональное преобразование (р пространства V'] |о такое, что для 
кривой (руу будет верно ^ 7 ^ , ( 5 0 ) € 5. Поскольку у ^ 3, продолжим кратчайшую 
7 ^ ( 5 ) на некоторый интервал («о, «о + г ] , где е достаточно мало. В резуль
тате получим некоторую кривую 7у ( « ) , « Е [О, зо + е], являющуюся кратчайшей, 
соединяющей точку 7 ^ ( 5 0 + е) с единицей группы. Рассмотрим кривую <руу. 
Поскольку (^7у(5о) 6 5", точка ^ 7 ^ ( 5 0 + Е/2) соединяется с единицей группы 
некоторой кратчайшей 7 ^ ( 5 ) , отличной от кривой (руу{8), з Е [О, 8о + е/2]. Рас
смотрим следующую кривую 7 ^ ( 5 ) , 5 Е [0,5о + е] , соединяющую единицу группы 
с точкой (рУу{8о -Ь е): 

7з/(«) 
« Е [ 0 , 5 о + е/2], 

5 Е («о + г/2, 80 + е]. 

Параметризуем уу длиной дуги и рассмотрим кривую ср уу. Поскольку орто
гональные преобразования пространства V I |о сохраняют длину горизонтальной 
кривой, кривая ^р~^Уу имеет длину, не большую длины кривой 7^, и те же кон
цевые точки, что и уу. Э т о противоречит тому, ч т о кратчайшая уу является 
единственной кратчайшей, соединяющей свои концевые точки. Таким образом, 
показана инвариантность множества 5 относительно ортогональных преобразо
ваний подпространства ( V I | о ) . Инвариантность множества 5 (а также множе
ства NЕ) относительно действия группы растяжений очеввдна. 

Далее, символ Ма обозначает множество точек вида 

(а, Ь) = {ах1,..., ахт. Ми • • •, Ьтт^, где а ^ О, 6 Е 1 - = + - + " ^ - . 

Л е м м а 25 . Множество точек 3 П Ма есть замкнутое множество с пустой 
внутренностью, а множество Ма \ есть открытое связное множество (в топо
логии многообразия Ма). 
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Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Рассмотрим точку ( а , 0 ) . Из леммы 22 следует, что 
(а, 0) ^ 3 ПМа- Поэтому окрестности 1/а/яо и По точек а/зо и Л = О такие, 
ч т о между ними существует взаимно-однозначное аналитическое соответствие 
(т° = ''•^(Л). Поэтому а гомеоморфно (в силу неналегания кратчайших) ото 
бражает множество (/(а/йо.о) — { (о '1,А) I <т°(Л) € 11а1еоЛ € (7о} на некоторую 
окрестность II С Ма точки (а, 0) . Теперь пусть у = {а,Ь) ^ 3 Г\ Ь ф О — 
произвольная точка, и пусть ( (Т^ , А) есть единственный допустимый набор пара
метров для этой точки. Т о г д а так же, как и для точки (а, 0) , укажем некоторую 
окрестность йу С Ма такую, ч т о найдется некоторая окрестность С/̂ ^̂ о д) точки 
((Т°, А), ч т о <т взаимно-однозначно и непрерывно отображает ^/(^0 д) на Пу. По
кажем, ч т о можно соединить точки (а ,0 ) и у некоторой кривой -уу С Ма такой, 
ч т о 7у П (5" П Ма) = 0. Для этого соединим единицу группы и у кратчай
шей Уу, затем соединим единицу группы и каждую точку 7у(« ) , где « Е [0,5о], 
с оответствующей орбитой. После этого «растянем» в г > 1 раз координаты 
точки Уу{8), 8 Е [0,50), вдоль орбиты таким образом, чтобы ||^а7у(»)|| = 
(где а^у(з) обозначает первые Шх координат точки 7 у ( 8 ) ) , а затем ортогональ
ным преобразованием добьемся того , чтобы точка <5т7у(*) перешла в некоторую 
точку многообразия Ма- Из лемм 23, 24 следует, ч т о в результате мы получим 
требуемую кривую уу С М^. Таким образом, множество точек многообразия 
Ма, не принадлежащих множеству 5 П Ма, представляет собой область, о т 
куда следует замкнутость множества 5 П Ма- Теперь пусть некоторая точка 
2 Е 3 П Ма принадлежит множеству сопряженных точек многообразия Ма с 
некоторой (в соответствующей топологии) своей окрестностью. Тогда , соеди
няя, как и выше, точку г с точкой (а, 0) кривой у^, мы получили бы в силу 
леммы 24 противоречие с условием неналегания кратчайших. Таким образом, 
лемма доказана. 

Следствие 4. Множество (ЗГ\(1) М д ] ] и \ У Ма)^ — з а м к н у т о . 

Лемма 26. Топологическая коразмерность множества 3 больше чем 1. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Напомним, что множество 5 есть объединение орбит, 

которое задается аналитическими условиями у = сг{зо, (Т ,̂ А) и 

, /С^<Т1(5о, сг?, А)\ , /(9(71 (5, (Т?, А) \ , 
^'Ч да'/ ) ^ ° ' ^е1( при 5 Е [ 0 , 5 О ) , 

где (сг^,А) — допустимые наборы параметров для у. Пусть найдется некото
рый шар В{х,г) достаточно малого радиуса г с центром в точке х такой, что 
множество 5 делит его на две несвязные между собой части. В силу анали
тичности задания множества 5" можно считать , что В{х, г) О 3 есть некоторая 
1'ицер110верхность, которая (см. [32]) неограниченно продолжается до некоторой 
гиперповерхности Г в С \; единица группы будет особой точкой для Г. Тогда 
Г и О будет делить группу Карно на несвязные между собой части, и поэтому 
найдется многообразие Ма, которое гиперповерхность Г У О делит на несвязные 
между собой части. Э т о противоречит результатам предыдущей леммы, т . е. 
наше изначальное допущение неверно. Лемма доказана. 

Лемма 26 позволяет доказать теорему 2. Так же, как и в §5 , мы не бу
дем приводить доказательство сформулированной теоремы, поскольку с учетом 
леммы 26 оно дословно повторяет доказательство аналогичного утверждения из 
работы [14]. 

§ 8. О г л а д к о с т и к р а т ч а й ш и х на г р у п п а х К а р н о 

Лемма 27. Кратчайшая в метрике Карно — Каратеодори, соединяющая 
произвольную точку Хо ^ 3 с единицей группы Карно, принадлежит классу С^. 
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Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть хо ф 5 такая точка, что кратчайшая у^о, соеди
няющая Хо с единицей группы, есть абсолютно непрерывная кривая, не принад
лежащая классу . Т о г д а (см. [ 3 3 ] ) есть рещение условной экстремальной 
задачи Лагранжа в понтрягинскои форме и 71:0 есть измеримая ограниченная 
вектор-функция. Пусть 7270,1 — первые компонент ух^. Аппроксимируем 
1x0,1 непрерывными ограниченными в совокупности вектор-функциями х^ так, 
ч т о б ы Х!с сходились К 7x0,1 ПОЧТИ всюду на [о, «о]- Т о г д а 

2/1 

1 а 

,к{8) = I Хк^8-^ у 7го ,1 = 7x0 ,1 ( « ) 

равномерно на [О, во]. Достроим у\,к, используя условия горизонтальности, до 
горизонтальной кривой ук (см. § 5 ) . Таким образом, получаем последователь
ность {ук) горизонтальных кривых класса , с началом в единице группы, 
сходящихся к поточечно и по длине. Поэтому мы всегда можем выбрать ук 
таким образом, чтобы точка у*(«о) была достаточно близка к жо и длина 1{ук) 
была достаточно близка к / ( 7 г о ) -

Пусть для произвольной точки г' ^ 8 кривая сг^' является слабым мини
мумом функционала ( 1 0 ) для некоторых множителей Лагранжа (см. § б, 7). 
Предположим, что для некоторого ^ ^ О верно / ( 7 x 0 ) + <5 = 1{(Тхо). Рассмо
т р и м случай, когда 5 > 0. Поскольку хо ^ 5 , найдется такая окрестность 
IIЕ С С \" точки Хо, ч т о для любой точки г & 11^ будет верно неравенство 
К^хо) ~ К'^г)\ ^- Аппроксимируем 7го ,1 функциями Хк таким образом, чтобы 
' ( 7 г о ) -^ (у* ; )1 ^ ^ 1 0 0 - Тогда/(УА;) ^ 8/100+1(ухо)- С другой стороны, поскольку 

Ук 6 С^, т о 1(ук) ^ / ( О ' Г О ) — г- Полагая е = (5 /200, получаем противоречие. Если 
же 6 = О, т о , рассуждая анало! ично разобранному случаю, нетрудно получить, 
ч т о Хо Е 5 , что также является противоречием. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Из результатов работы [34] (см. гл. 3, § 2 5 , гл. 4, § 3 1 ) вы
текает, ч т о гладкость кратчайшей в метрике Карно -— Каратеодори обеспе
чивается гладкостью условий горизонтальности кривой и положительной опре
деленностью матрицы (Л .г^(у,-г)) для любых конечных г и у, где /{у, г) — 
подглнтегральная функция (^функционала энергии ^ ( 7 ) (см. § 5 ) . 
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