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HOMOGENEISATION ET PERTURBATIONS SINGULIERES

par A.Bensoussan et J.L.Lions (Paris)

En Hommage au Professeur S.L.SOBOLEV

INTORDUCTION

Par "homogénéisation", on désigne la technique - souvent utilisée
en Mécanique et en Physique - consistant 3 remplacer un opérateur elliptique

3 coefficients trés rapidement oscillants par un opérateur "plus simple" dit

homogénéisé (cela intervient, par exemple, dans les milieux composites de la

Mécanique).
On considére ici des opérateurs d'évolution de la forme :
) € T+ A
ol A® est un opérateur elliptique du 2&me ordre (pour fixer les id&es) en
les variables d'espace, 3 coefficients trés oscilladts ~ la "période" d'oscil-

lation étant de 1'ordre de € et oﬁe-éa; fait apparaitre un phénoméne de

perturbation singuliére.

On va montrer ici que l'opérateur (1) se comporte "2 peu prés" comme
1'opérateur ¢ homogénéisé de A® .

Une &tude systématique de questions de ce genre sera donnée dans le
livre BENSOUSSAN-LIONS-PAPANICOLAOU [4] .
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1. POSITION DU PROBLEME, ENONCE DU RESULTAT PRINCIPAL

Le plan est le suivant :

Position du probléme. Enoncé du ré&sultat principal.

1.1. Notations.
1.2. Le probléme asymptotique.
1.3. Opérateur homogénéisé.

1.4. Premier résultat asymptotique.

Démonstration du Théoréme 1.1.

2.1. Estimations a priori.
2.2, Fonction adjointe.
2.3. Passage 3 la limite.

2.4, Remarques.

Correcteurs.

3.1. Position du probléme.

3.2. Correcteur spatial.

Bibliographie.

1.1, Notations,

on se donne dansR" un pavé Y = jn ]o.y;[

R® - R telles que :

(1.1)

oo, N
aijfLo:R)o

a

iJ

)
L a;(y) g8,

P.p. dans Rn

we

l) on adopte la convention que l'on somme par rapport & un indice

apparaissant deux fois,

1
8 ;(n)EE, T Bagg 5 a>0,

et des fonctions aij de

)

est Y - périodique (i,e, de période yg en yj) ,
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n
(1,2) 8 € L( K}, Y-périodique. ao(nr) 2o, »0r.P. dans IR,

Pour chaque ¢ > 0, on considére 1'opérateur A% doané par @
£ _ 3 X\0 x

s n
ot la forme bilinésire associée sur wn ouvert @ borné de IR

{1.4) as(u.v) =f (x) bu ‘2_‘; dx +fg aouv dx

Bii'e x

1)

¥ u,v € 01(Q) )

1.2, le problime asymptotique,

On considére :

. Hl(ﬂ) = sous espace des fonctions de g’ (@) nulles sur le bord I'
de Q :

. un espacs de Hilbert ¥V awee :

(1.5) Hl(ﬂ) cven'l(e) :

pour fixer les idées,
(1.6) V={v|v€H'(Q).1:=OsurI‘1Cl"};

8i T, =@ (resp, r, = T) on a donc V = ' (@) (resp. v = n;(g)).

On désigne par u_. la solution de 1'équation d'éveolution suivante

2
u € 15(0,7 5 V) ) .
(1.7)
ou 3)
e, .2 .
5t L (0,1 ; vv) .

) Espace de Sobolev fi1) constvruit sur 1.2(0} dtordre 1,

dans V,

Llespace V!

Espace des (classes des) fonctions de carré sommable sur [0,7] & veleurs

est le dusl de ¥ lorsgue L2(Q) est identifié A son dual.



ou
(1.8) el +a%(uiw) = (8,7) yvev

(1.9) ue(o) =0,
ou
(1.10) £ ¢ 1%(0,7 5 V') .

Pour l'existence et l'unicité de ue solution de (1 .7)(1.8)(1 .9)
sous 1'hypothése (1,1) (1'hypothbse (1.2) est pour 1l'instant inutile, i.e.
pour chaque € > O fixé), cf, par exemple LIONS [8]. .

Remarque 1.1.

L'équation (1.8) s'interpréte comme suit (si £ € 12(0,T ; 15(Q)) ) %

ou
(1.11) 33§+f%:f dans Q =@ x Jo,7[ ,

bue 2)
5, - 0 sur (r/r,)x Jo,[ »
(1.12) A
u = 0 surT, x Jo,1[. .

Le probléme que l'on étudie est celui du comportement de ue lorsque

e -0,

Clest un probldme asymptotigue qui comporte deug aspects
(i) e comportement de A° lorsque e — 0 ; c'est la question de 1! énéisatic
(ii) la perturbation singulidre ocorrespondant au terme ¢ FOE . .

Remarque 1,2,

si f ¢ LZ(O.T; V') est donné par :

(1.13) (£,v) =‘I; £,V ax +-I;/r gvar,

1) (, ) = produit scalaire dans 1°(g).

2) 33—11€= dérivée conormale de u; par rapport a 25,
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S,

ou
(1.18) £, €170 o g €170, 5 1P(r)))

alors (1.11)(1.12) deviennent

o
€ €
(1.15) Eb?"'t‘ueefo dans Q,
s (/e )% Jout(
- =g sur \I'/T, )X |0,T|.
(1.16) Ve L
u = 0 su T, X Jo,7[. .

1.3. Opérateur homogénéisé,

On introduit

(1.17) W(Y) = espace des fonctions ¢ € 2(y), "périodiques", i.e,
prenant des valeurs égales sur les faces opposées de Y ,
* - * op o
ay(fp.da) = IY aij(y) 3-;3 ¥, dy

(1.,18)
*
aij(y) = aji(Y) )

et on définit xj dans W°(Y) =w(Y)R par

(1.19) a’;(xj- yj.¢) =0 ¥ ¢ €wy)

(oh yj désigne la fonction y -~ yj) .

Si |Y| = volume de Y, on pose alors

_ v x i J
9y = aY(x =Yio X -yj) ’

(1.20) 82

dg == qijo—xigi'g + mla)e s
ou
(1.21) may) = pip | 2, a.

L'opérateur ¢ est dit homogénéisé de A



on démontre (SPAGNOLO [19], de GIORGI-SPAGNOLO [7]) que si u_ (resp, u)
désigne le solution de

(1.22) a¥(uE,v) = (f,v) YvevV, TEV', ugtv,
(resp. de
(1.23) aluev) = (f,v) VYVvEV, uev,
ol
ou v

(1.24) d(u.v) = qu Sx— 3-;- dx +] ao uv dx)
Q J i Q

alors u, = u dans V faible lorsque & = 0.

Pour l'origine physique de ce probléme et de nombreuses remarques, cf,
E. SANCHEZ~PALENCIA {13 ; cf, égalewent BAKBALOV 6], BABUSKA [5], BENSOUSSAN-
LIONS-PAPANICOLAOU [1] et la bibliographie de ces travaux,

1.4, Premier résultat asymptotique,

On désigne par u la solution de

(1.25) u € 12(0,T s V) o
(1.26) aluw) =(f,v) v verv,

Remarque 1 .2.

Le temps t joue un rfle de paramétre dans (1.26) ; pour presque tout t,
u(t) € V est donnée par

(1.27) alu(t),v) = (£(t)yv) VY vev, .
on va démontrer au N° 2 ci-apres le :

Théoréme 1,1 On suppose que (1,1)(1.2) ont lieu, avec a°> 0 dans le cas ou
v =H1(a). on désigne par u_ (resp. u) la solution de (1.7)(1.8)(1.9
(resp. de (1,25)(1.26)) ob @ est 1'opérateur homogénéisé de A°. Alors,
lorsque € - 0

(1.28) u -~ u dans 12(0,7; V) faible.
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Remarque 1.4,

o o on cnm

La fonction u(t) n'est définie que p.p.en t , Ione u(o) n'est pas
définie. Si l'on suppose, par exemple, que f est continue de [O,T] - L2(Q).
alors u{o) est la solution de

(1.29) a(u(o),v) = (£f(0)v) vvev, u)ev,

et - sauf si f(o) =0 = 6u(o) n'est pas nul, donc u(o) # u_ (o). IL n*y 3
donc pas convergence de vers -g—t par exemple dans L (0.‘1‘ V'), C'est
le phénomdne bien connu des perturbations singulidres qui se présente déja
dans le cas = beaucoup plus simple des opérateurs.

(1.30) e;{; + A o, A indépendant de e,
cf., » par exemple LIONS [9]. ®

2. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.1

2.1, Estimations a priori,

Sous les hypothéses faites dans le Théoréme 1.1, on a :

(2.1) «(vev) 2 a1“7\\2 » @, >0, | || = norme dans v,

On pose

(2.2) | | = norme dans 1%(a).
Prenant v = u dans (1,8) et tenant compte de (1.9), on a

t
(2.3) glvﬂe(t)l2 + J ae(ue.ue)ds ‘f‘f'“e)ds
o]

(o}

d'ou 1l'on déduit, avec (2.1), que

(2.4) | 2o, <C,

(2.5) Ye lue(t)| £C p.p.en t,

oh € = constantes jndépendantes de ¢,
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On pose
€ _ € e . € -
(206) gl = aiJ-E; ’ ai:j(x) -aij(x/e) ]
et, d'aprés (2.4) ,
(2.7) iesH <c
L4 2 .
*15(Q)
On peut donc extraire une sous suite, encore notée ue. telle que
(2.8) w - 4 dans 1%(0,T ; V) faible,

(2.9) g~ g, dane 12(q) faible.

Il résulte de (1.11) (ou de (1,15), pourvu de remplacer f par fo). que

om

€ ) € X _
(2.10) €T - 'o'i: g+ ao(-é)ue = £ (ou fo)
d'ol a la limite

0 ~
(2.11) - 3?1- & +m(ao) u=f (ou fo) dans Q.

2,2, Fonction adjointe,

on utilise maintenant une technique introduite par L, TARTAR (13 dans

le cas des probldmes d'homogénéisation stationnaires, Soit
(2.12) P = P(y) = polynome homogine du tler degré en y ;

W la solution de
(2.13) A’{w =0 dans Y,

W-P€ w).
si P(y) = Ty o alors

(2.14) v=a(y- yj).

On posera
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(2.15) WaP=y
et on définit W, par
(2.16) v @ =ex@® ;

On vérifie - on a fait ce qu'il fallait pour cela = que

(2.17)

2.3, Passage & la limite,

Soit ¢ quelconque fonction C° dans Qet a support compact dans Q,
On considdre s et t fixés quelconques dams [0,T] et 1'on pose

(2.18) m = me(x) =]: ue(a)do.
on aéduit de (1.11) (ou de (1.15)) que
(2.19) e(u (t) - u_(s)) + Aeme =J: £(o)do = F.

on prend le produit scalaire de (2.19) (resp.(2.17)) avec ™ (resp. cpme)
et 1l'on retranche ; il vient :

1)
(2,20) Xe + &e(metwe) = ag(menwe) = (F, We) ’
ou
(2.21) x_ = elu(t) - u(s)s g ).
On note que
1) a;(u.v) =Jq a:j %;j gi dx sans le terme d'ordre O,



(2.22) LI dans LZ(Q) fort

et que, d'apres (2.5)

(2.23) Ixel < CVe .

Un calcul simple montre gue. si l'on pose

€ € 6me t ¢
(2.24) n = aij-;,;g = L g;(x40)do
alors

€ € _ f e

8 (me'ws) - e (q)me'we) -J,Q niﬁi e ax -
(2.25)

fae Web(p m d.x+f a® m pw_ dx
QlJBIiOIJ. € Q 0 € €

Mais d'aprés (2.9), on a :

ni - n; dans 1°() faible,
(2.26)

n - jt gi(x.o) do.
s
Donec, d'aprés (2.22), on a :
(2.27) fnigf wdx-»[ni%?de,
Q X ¢ at %%

Par ailleurs
ow
o =t = (a, .(3) J(p)
ij ox, ij LT ¢ X
i i y-?

doneo
€

€ o 2 .
aij -Ej: M(aiﬁ:) dans L (Q) faible

(ah, comme dans (1.21), on a posé

_ 1
e) = L jY e(¥)dy).
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Mais d'aprés (2.8)

T
(2.28) m_ =‘! ue(o)do - m ='}% t(g)de dans V faible
s s

et comme l'injection de H1(Q) - L2(Q) est ocompacte, on a :

me - ﬁ dans L2(Q) fort et donec

(2.29) f=°"=°“’ i e, 2 [ B da
-29 Q &% & " ma; 5 33. 52. .
i3 ive ™)

De ce résultat et de (2.27)(2.23)(2.22), on déduit, par passage & la limite
dans (2.20) que :

) ow dop » _
(2.30) fQ n, 2 Poax - mla; 55 ) jg m dx +7I((a°)f fy Pdx = (F.p P).
i i QI Q
Mais d'aprés (2,11) et (2.28) on a :

Oni .
(2.31) -5 +mla) n=F
i

donc

(PgP) = (ns 32 P +9 ) +7(a )(By9p)
i i *

et (2.30) donne :
v o . oP
7ll(ak‘j 83-’1:) fg vz x=(nos) Vo
3 i
done
P ow y o
J
Mais si 1'on prend P = y; alors, d'aprés (2.14)
) o iyy o
(2.33) = —'r»(ak'j 31—,;(}'1- X)) 8’?3 .

On vérifie que

(2.34) mag 3y = x)) = gy
Donc
(2.35) n =qij%ﬂ3; .
J
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On déduit de (2,19) que, YV €V,
e(ue(t) - ue(s).v) + ae(me.V) = (F,v)
€ ov cras
et comme a (me,v) =.l; nz 3;; dx + ’;az u_ v dx , onen dééuit, avee (2.26)
et (2,35) que
a(h,v) = (Esv) YV EV

i,e,

t it
d] i(c)do,vy = ff(o)do.v Yvev.
5 s

Comme 8 et t sont guelcongues, on en déduit que
afa(t),v) = (£(t),v) p.p.ent

donc O =u et (1,8) donne alors le¥sultat désiré, .

2.4, Remarques,

De nombreuses variantes sont possibles., Le résultat précédent a'adapte

facilement au cas ol les coefficients aij sont de la forme :

X
aij(x' 'e'o t) ’

uniformément continue en =x et ¢,

Ils s'adaptent aussi aux cas d'équations d'ordre > 2 en x et également
de la forme a, (x. = 2. cecees 'N) pour le cas stationnaire, nous renvo-
yons & BENSOUSSAN-LIONS—PAPANI comou [2]. .

Le résultat du Théordme 1,1 jeut s'obtenir, au moins de manidre formelle
par la méthode des échelles multiples, Nous renvoyons pour cela au livre de
BENSOUSSAN,LIONS, PAPANICOLAOU [4].

3.  CORRECTEURS

3.1, Position du probléme,

Le probléme général des correcteurs est de trouver, si possible, des

fonctions ee (1es correcteurs) tels que :

- - - "pl ite" -1
u -u ee 0 "plus vite" que u N
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ou dans une topologie plus fine que LZ(O.T;V) faible,

Il y a visiblement deux types de correcteurs & introduire, l'un "spatial"
2 .
(par exemple pour remplacer L°(0,T;V) faible par L2(O.T;v) fort ) et un autre,

"temporel" pour corriger la couche limite pour t = 0, Nous ~'avons obtenu qu'un

résultat trés partiel pour le correcteur spatial,

3,2, Correcteur spatial,

On définit :

(3.1) x(ost) == x)(3) § (248) o 1 6fint par (1.19)
et ’
(3.2) X, = x(xst) = x(x, 3, ).

On fera les hypothéses supplémentaires suivantes (probablement superflues) H
(3.3) v=£'(@ ,
(3.4) a®(u,v) = a(v,u) v u, v (aymétrie de 1°).

on fait des hypothises de régularité sur u :

ou 62u bzu ¢ LZ(Q)
* ’_Sxiit' ’ bxibxj y

(3.5)

Si la frontidre T de Q est assez réguliere, ces hypothdéses sont
satisfaites si

2
(5.6) £,35 € 1°(Q .
On supiosera aussi que
(3.7) x’ € (1.
On a le

~—— THEOREME 3.1, On se place dans les conditions du Théoréme 2,0, et
on suppose en outre que (3.3) ... (3.7) ont lieu, Alora xe étant
donné par (3.2)(3.1), on a, lorsque ¢ -0 :

(3.8) z2, =u-u-ex - O dans LZ(Q) fort,
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Démonciration,

Clest une variante de la méthode donnée dans BENSOUSSAN—LIONS-PAPANIOOLAOU

[3]). on @éiinit
bu T
€
(3.9) Xo = f -&-n )dt + jo a*(z) dt
ol lfon écrit
a%(9) = a%(¢949).
Comme  X_ = 3|u (m)|? + fr a%(z_)dt, tout revient a vérifier que X -0,
€ € 0 € €

or, grice & la symétrie (3.4) :

ou
X =er(-—- u\ dt+fae(u)dt-2fae(u u+ey )dt + Y
3 o\ot = ¢ o 3 o €& e e’

S,

ol
€
(3.10) T —J: a (u+ ex u+exe_) at,
Utilisant (1.8), on en déduit
. ou
(3.11) X = . (f.ue)dt - ZJJ:(f. u+exe)dt - ef(Ot ; utey )dt +Y_ .
T bu
Mais € | TF’ ut ex_ )at -e(u (P)su +ex, (M) - ef(u gt e_)dt ;
0
bxe J 62u
— == x"(y) S5t
% J

et, d'aprds les estimations a priori sur ue et (3.5) on a done

ou
(3.12) € (—E-. u + ey )dt - 0,
o \ ot €

Si 1l'on admet pour un instant que
T

(3.13) Y — f d(u,u)dt
€ 0

lorsque ¢ - 0, alors (3.11)(3.12){3.13) donnent



T
(3.14) X, - -]: (fou)at +f0 d(usu)dt =o0.

Tout revient donc & montrer (3.13). On calcule explicitement Ye par
(3,10), On a :

(3.15) 9 (u+ ex ) = Ou_b bu-e Xk du .
A A A
erice 2 (3.5)(3.7), on voit donc que
(3.16) Y, = 2z_+0(e),
ou
)4
= € fou Oy du du Oy~ du
(3.17) z, fQ 13(T 3_.m‘k) (3:':: w; 5;;) dx dt,

Mais en explicitant :

; ;
- € € oy € 0 e Oy bx du du
—fQ(aij'aikBy_-azj P S T yl)ax &, &

Par conséquent

J

J
O 0 ox* o ou Ou
(3.18) Z -bz—m( -8 X a,i+a .L-X_' — dx dt
%157 %k 5Yk £3 oy kb{ oy, anj 5xi
_ ou du
= h .6_ T dr dt,
Mais |Y|A f( 8 4 11; 8,5 -gg-l-) W +a (Oad) =

AR aY(xjoyi) - aylr ) +ayldn®) =

= GY(XJ - yjn -yi)

dtou (grice & la symétrie de aY) A

=40 00 qui, avec (3,16) et (3,18)
donne (3,13),

ij
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