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Par "hоюgёпбisаtiоп", оп dбsigпе 1а technique - 8оччепt чtiliвёе
еп Мёсапiqче et еп Physique - сопвistапt а rещlасеr un ор€rаtечr eltiptique
i coefficientg trёs rapideпent овсillапts раr чп орбrаtечr "pluB вiщ,lе" dit
hоrаоgёпёisё (сеlа intervient,
Мёсапiqче).

Оп сопвidёrе ici deB орбrаtечrв drбvolution de 1а fome ;

(l) ёе
"Бт*д

Оп va lюпtrеr ici que l'op€rateur (t) эе comporte "l peu рrёв" сошIе

liорёrаtечr f hошgбп€iвб de Де .

Uпе €tчdе вувt€паtiqче de qчеstiопs de се gcпrе Bera dопп€е drnB 1е

livre ВЕNSОUSSД|-LIОNS-РдРД|IСОЦОU [4] .

l0

ой Ае est чп орбrаtечr elliptique dч 2ёпе ordre (рочr fixer leB id€eB) еп

les variables dlespace, Э coefficientB trёв оsсillаЦts - 1а "pбriodel| d'ogcil-
Iаtiоп ёtапt de l'ordre de Е et о1- ё -U.* fait арраrаitrе чп рhбпопёпе de

реrtчrЬаtiоп вiпя,чliёrе.
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1. POSITIOI{ DU рROвLЕIЕ . ЕшOшсв Du RЕSULтАт PRI t{GIрлL

a lIotatlonB

3

пп
On ве dопдэ ,rarr. ПП un ратб

-П, tеllэв gцо :
' 

= jП ]оrч]t et dэв fопсtiоцв .,j d"

t

а.1J

е.1J

€ r-Фо) ,

эвt I _ рёriоёq,rэ (r.e. do рёriоdо у; еп
'э)

,
(t.t)

в аrr(r) EtEj =.*r{ч)в*вr') }cE*t ; с)0 l

р.р. danB ПП

l) Оп adopte 1а соптэпtiоп quo I'оп вошg раз rарроrt Ь un indioe
BpparalBBant dэч: f_o{B.
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ёч
е(о9rу1 * 

"е(о"rт) = (rrч) 1ч€V
t)(t.B)

oir

( t .to)

(l.g) ч
е
(о) =о,

f € t2(о,т ; v,) .

PorrT llеsiзtепсе et I|rлriсitё de ч_ sоlчtiоп ае (t.T)(l.B)(t.9)
BorrB lr\цюthёsв (t.t) (r'ЪуроthЬво (l.e) ."i porrr l|tпstадt lnutilel i.e.
рочr cbqua е ) О firq), d. раr о:епрlе IДОШS [S].

Rешалqчо 1.1.

Llбquation (1.8) Biinterprbte сопде Buit (si f € ъ2(оrт ; ъ2(О)) ) ',

(1.1t)
ёч

е

'тг
dадs Q=Qx]o.T[,

ёч 2)е

(t.tz)
Ыд" =Q "* 

(г/гl )х ]о,Т[ ,

Brrr г' х ]ОrТ[.

l

+дЕч :f
е

u=0 a
е

е -,0.
C|est ,Jд рrоЬIЬша авшрtоtiоче qui сопроrtо ДЕц_gýл99tg s

(t) 1е сопроrtепепt de Ае lоrвqче е t О ; clest 1а gueBtioд de I'ДдQЁдЁДgе!.Д

(ti) ra реrtчrЬаtiоп вiпдrliёrе oorreBpondent ач tегпэ Е
а
Е

Rепаrqче 1.2.

ýi f € L2(оrТ; V|) est dоппё рат :

a

(t.tз) gчdГ1

') ( , ) =prodult всеlаirе d..r L2(Q).

2) 
**"= dёriтёэ оопоrпеlэ d,e це раr rарроrt Ь де.

(t;ч) =/ '"" 
* */rrr,
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oil
(l.r+)

аlоrs ( t .tt )(1.1z) derierment

0u

fo € t2(d, g с L2(o,T ; t2(гД1))

(r.lя)

(t.lc)

1.r. Oфгаtечr hоmоgёпёisd.

0д introduit

(l.tT)

( t .lB)

et оп dёfiпit xJ

0uл

,Е,= g Br.lr (г/г, )х ]о,т[.

,. = О вrrг Г1 " ]ОrТ[.

е

"uT *Аеч Bf€о dадв Q,

a

W(Т) = еsрасо dBB fonctionB Ф € Еl(т), ',фrlоdigчевlil i.o.
рrопапt deB TalerrrB ёgеlав вrrr 1ев facaB орровёав do Т о

.}(т,о) =/, "ir'r) *$, Рr, u, ,

"ir(r) = ад(r) ,

(t.19)

( t .zo)

oir

(l.et)

(otr у

' d*" W'(t) =т(т)Д раr

"}(хj-уr,Ф)=о vФсг(т)
dёsigпе 1а fonction у * yj)

St !т] = чоlrrде de Ir оп рове аlоrв

Чj = Й .;'r*-yl, xj-yj) ,

_ d2,
ц! =_ с, ,].J ох. 0х .

+ 2(ео)9 ,

И(ао) = t'T / "о(r) ar.

j
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Orr dёпопtrе (*дсшою [tz], ае GIоRGI-SрАGшою [z]) que st о. (rэвр. u)

dёsigпе le sotution de

( l .ze) ""(*"rT)=(rrT) 
Тч€Vl f€V'l u6€V1

(rеsр. de

( l .z5)

oir

( t .z+)

d(чrт) = (frч) v т € v, ч € V r

(l.zz) а(ч(t),ч)=(r(t),ч) TT€v.
Оп та dёшопtтеr ач NО 2 сi-ерrёв 1е :

l

с)0
о

darrs 1е сав оь

ч = нl(о ). on aёsteдo раr (ý98.. ч) 1а solution de (l.z)(r.В)(r.g)ч
е

(rеsр. de (r .zя)(i .e6)) oil а eBt l|оЁrаt errr hошоsёп6lвё de д". Дщ,
lоrsоче Е ф 0_

(l.zB) u,е

ччdл)

аlоrЕ ц
Е - ч dадs V fаiЬlэlоrвоче etO.

PorrT l|origine physiquo de се рrоЬlёпв et de попЬrечsев rепаrqчев1 cf.
Е. SАNснЕZ-РАLЕIIшд [rэ] ; сr. бgаlешепt вдквАщч [о], вазчк.л [s], BBt{SoБsAl{.

IIОNS-РАРДЕСЮIДОU [t_1 et Ia bibliographle de сеs trачеtп.

1 .4. Рrепiет rбЕц].tаt aBtrщttotique .

0п dёвigпо раr ч Ia solution dэ

( r .z5) u € ь2(оrт ; V) ,

( t .zc) 4l(чrч)=(trч) чт€v.

Rешаrqче 1. з

Le tепр t joue rrn r8lе de ратепёtrе tbnB ( l ,е6) ; роцr рrеа(ре tout t,
,r(t) с V est dоппёе рат

d(ч,ч) =lo *, qй* -{т

ф ч зедg l2(о,т; ч)-{gijщ.

2l



Rешаrqчэ 'l .4.

Lа fonction u(t) цtеst dёfinie que

dёfirЁе. Si 1'on sчрроsе; раr ехецоIе1 que

р.р. 9D t , d,-.tс ч(о) n|est pas

f est continue de [оrт] - r2(о),
аlоrs u(o) est la Bolution de

(t.e9) 4(ч(о),ч) =(t(о),ч) чч€ ч, ч(о) с v.

( l .rо) "* 
+ А l А lпdёрепdапt de а.

шо}Б [9J.Cf . r Рал ехещllе

е

a

2.Щ1.,|

2.1 . Е!lч!igз:j-цIiо"l.

Sочв 1еВ ýроthёsеВ faiteB dапs 1е ТhбоrЬпО 1.1r ОЦ е З

(e.t) о'("r") > o'1loll2 l с, ) О l ll ll = поrпе dлrв v,

0n pose

(е.z) l l = поrпеdепý t2(o).

Рrепапt т = u а"д, (,t.8) et tenant оопрtв ае (t.9)1 оц а

(z.э)

droir Ilon dёdцit, ечвс (Z.t), que

( е.+)

Il".(t)'' - J: "e(ue,u")dB ={'rru")dB

ll""llr',o,r,n) *' '

(е.э) fе lu"(t ) l < С р.р. эп tr

otr с

22
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0п рове

(е.с)
ёчеЕ

8..-l.J оrjEi ; "!r(") = аrr(х/е) ,

et 1 d|ерrЬв (2 .4) ,

(е.т)

0п paut dопо extTeire чпе sочЕ suiter €псоrо поtёе u"r telle que

(е.В) о. - i dans ь2(оrт ; ч) fatme,

(z.g) Ei _ Е, dшв 12(ф rдъr".

I1 rбвчltе ае (l.tr) (оч Се (l.t5)r porrrnr do rепрlасеr f раг

(z.to) "i_* B!*"o(|)u"= f (оо rо)
1

d|ob Ь 1е liцitе

(z.lr) - ,t Е, +ft(ao) i = f (оч rо) darrs Q.

2.2. Fопсtlоп adjointe.

Оп utilise шдLпtепадt чде technlque introduito раr L. ТдRТдR Ез] aans

Ie саs deB рrоЬIЬпgs dlhошоgёпёiвеtiоп BtationrrairaE. Soit

(z.le) р = Р(у) = роlзmошэ hощgёпа dч 1еr dеgзё on у ;

Tf 1а solution

ý* =0 dшs

п-р€ т(т).

de

Yl

ЦВlllrzlо1 < С.

о
f ) t c[re

(z.tэ)

(z.t+)

0n ровэrа

st р(у) = у r еlоrв

х

J

U =- ( J -'l),
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(z .t я) U-Р=х

et оп dёfirЁt r реrе

(z.tT)

,"(-) = 
" 
r(i)(z.l6)

)
0

4

,

0п чёrifiо - оп в fait се qu|iI fellait pouT ge16 _ que

(lf,)*""=Odaщ,or

ё,
ё1

а
е., .1J й j

2 .Э . Раssаgе Ь 1а ltdte.

(z

Solt о qчеIсопоче fonctioд с- dапя о et Ь ElrDpoTL сопDаgt dапg о.
On conBid}re в et t fiхбв quelconqueB dапэ [ОrТ] ot llon рове

в =п(х)=Го(о)ао.е е JB Е

0п dёatчlt ае (l.,tt) (оч de (l.l5)) qua

oir
(z.zl) Х" = B(u"(t) - u"(B), vте).

0ч note que

.18)

(z.l9) e(u"(t) _ u"(B)) * А"r" =f rtоlаб = F.

Оп рrепd 1е рrоdчlt sсаlеirе ае (e.l9) (rевр.(2.17)) етео 9т" (гэвэ. gш")

et 1|оп rеtrапоhе ; iI чlепt :

(z.eo) tr" + еВ(п"rg'") = "i(pr"r*") = (r, *") , ')

tI";t",ii=Г{F-Ё dx вшв le tоrпо d|оrdrэ 0.



(z.zz)

(z.zэ)

(z.zц)

еlогs

(z.zэ)

(z.zB)

(z.zl)

YI ф Р dадs l'(о) fort

et que; d|арrфв (2.5)

х l < сЁ

Uп са]сч1 вlпрlэ попtrе quэ. si l'оп роsе

ёп

е

l'taiE dlарrёв (е.9), оп а :

Donc1 d|арrЬв (е.22)1 on а :

Раr аillечrg
ёу

tеЕll. =8..-,1 l'J ох.
J /* B!t,,o)uo

е

Etа\п
е lP Et r f е ёо- а \{Pm"rtl"' =Jo arЁ u dх-

е Е

-./..ir* *, ," & -{ ": ,. 9 ," &.

n9 _ ni ашs L2(o) faible,

li - /] вr'rlo) do.

t
Ее

е
ъ

ё9
Е.

1 l* ig, *,w dr
Е

lJ 0r. = (,*;(,l й,r)r+
dono йr

'irч - а("tfr)

(Ёir, со'rе danB ( t .et ), оп а роsё

Иs) =Й/rе(у)qу).

dans r2(о) rдьr"
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=J' u.(o)ao ф ; =/t o(o)do dапg ч faiblэ

et comrne I'injection de нl(а) - ь2(о) еst оопрасtе, on а :

." - ; dшв t2(а) fогt et dопс

(z.ц) l.i,*q,. &* n(.tjЙ, l3*,;*.
De се rёsчItШ et ае (2.Zт)(z.Zэ)(Z.22), on dёdчitl paI passage Ьlа linito

da-rrB (Z.ZO) que :

(z.эо) f,r, Ц r ох-2(аrrЙ'J#, iь *и(ао)/ ,,pdx = (г.рр).

}IaiE d'арrёв (Z.lt) et (Z.28) оп а :

(z.эt)
dп.,1

0х.
1

+2(ао) i = F

MaiB d|арrЬв (е.В)

(z.zв) ,"

donc

(г,9г) = (nr, 
}f.

1
Р *9

ГI.l
) * И("о)(П,рр)

ёр

et (z.59) dоппв :

9
ёfi
Б; dх=( It,9 Б;.

1

ёр ) vq

ёР l ёw,ёfin' Е, = И(aKj Б7п' Еэ ,

Маtg si 1|оп рrепd Р = yi аlоrв, Сtерrёв (e.l+)

(z.ээ) n, =и(1, Й'rr- 
"il 

ý$j

0п чёrifiе que

(z.x)

Donc

(z.ээ)

26
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и(ъj Й'r, - ,')) = чэ.

ёfrIi =ъjЧ.



On dбttrдit ае (е.lр) que, v ч € V l
e(u.(t) - ч"(в)rч) +.e(r",v) = (Гrч)

et сошде .Е(r,

et (z.r5) que

i .е.

,o'=l''i ЁЕ t е
dл+ а

о
Е ч ч dx , on en dёсчitr аv€с (Z.ZB)

6l(ft,v)=i6ov) vv€V

а

Соппе в et t Bont очеlсопочеЕl оп €п ёdrЁt que

a(O(t)rv) = (r(t),ч) р.р. еп t

dono 0 = ч et (t.B) donne аlоrs 1e#BrДtat dёвird. .
2.4. ý:-ч:gg:.

Ь поцЬгечgеg таriшtев sont роввiЬlез. I,e rёgrДtаt рrесеdепt B.edaptB

faci}emont au саа otr 1ев coefficientB "tj Bont de Ie fоrпе :

аrr(х, |, t) ,

rrпifоrdпопt сопtiпчэ еп х et t.
IlB srаdарtэпt ацsgi eux саа drёquationB dlоrdrе ) 2 en х et ёgеIешпt

de Ie fоrпо .tr(r, ir irt ooocot ftl , роr:r 1е саg Btationrrairer поll8 геDvо-

уопg Ь вЕшSOUSSд{-tIоNý-FАрАIIIсOцоU [2]. .
Le r{Bultet dч Тhёоrёпе 1.1 _rечt e|obtenirr ач поiш dе папiёrе fоrпеIlе

раr 1е шtЬоае dэg Щ. Мчs rеппоJюпs porrr сеlа ач liчrе de

вЕI{SоUSSдш,LIоNS, рдрАt[Iсоцоч [+].

,. ooRRЕсIвIIR.S

J.l. Position du рrоЬlЬпе.

Iэ рrоЬlёпе gбDеrа.I dеs .9Щ9. est de tгоччеr; si posBible1 doB

(1ев сотrэсtечrg) telB que :

/' t{о)uо,., J*r{o)Uo,.' Vч€V.

fonctlonB 0
е

ч
Е

_ч-0
Е

0 |tpluB ritell que ч
е -u,
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оч dans mle tороlоеЁе рlш fine que Ь2(оrТ;v) rа:.Ьrе.

I1 у а Tisiblenent derrx trп,еs de согrесtеrrrв Ь iпtrоdцlrе1 Irчп Пбрдf,ig}tt

(раr ехешпtв pour rеmрIасег Ь2(оrТ;V) faible раз b2(orT;v) fогt ) et чд eutre'
l'tenporel|| рош, соrrigеr 1а couche limite рочr t = 0. lIочs .|атош оЬtвпч qu|lлl

rdsчltаt tгЬs ралtiеI porrr 1е соrrесtечr Bpatia1.

Э.2 . соrrесtечr sраtiаI.

0n dёflпit :

(э.l )

et

(э.z)

(э.э)

(э.+ )

(э.с) f,
0п Bupi,oBBrB ausBi quB

(э.т) xj
0паlо
тцЕORЕ,lЕ ,.t .

(э.в)

ёч
тЕ ' ёх.dt ' 0х.Oх.1lJ

x(x,y,t) = - xj(y) ý.t",t) , xj dёfid рат (t.lg)
J

хе = x"(xlt) = х(r, Ё, ').

On fегв IeB h54lothbBeB вчррlёшепtаirеs Ецiчапtев (рrоЬаЬlецепt вчреrflчоs) :

ч = Е1(0) ,

аЕ(ч.т) = бе(тrч) т ч r ч (ФjдДе_ф,

Оц falt deB ýlюthёвэЕ do r€gulаr,ltё srrr u :

2 2

€ t2(Ф.

де).

(э.я) ё u

Si 1а fгопtiёrе Г de 0 eEt asBez rёgчliЫе; сев ýроthЬвев вопt

satisfaiteB Bi

ё ч

0f
Бт € t2(d

ф,,€ t (Y).

0п se р1асе dадв 1ев conditionB dч тhёоrёпе 2 .1. et
од s]rррове эд очtrе qoe (э.r) ... (Э.Z ) ont Iieu. Доlil
dопrrё раз (э.е)(э.l )r оп е1 Iогsqчо е - О :

z =ч-ч_е€
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*9з"tз!i91.
C'eBt rrдe тадiадtе da 1а шеthоdе dоцrrёе dадg ВЕNSоIБSд{-LIошS-рдрдЕсOIлOII

Lэ]. о" dёлlпit

(э.g) I" = " J] (+, о.) u, - l' ,е(".) at

otr lýon ёсrit

."(9) = ""(р.9).

Соппе

0r, grýсо Ь 1а вуmбtriе (Э.+) :

Х. =!lu.(T)]2 * / ""{о.)аtl 
tout rеrгiепt Ьтёrifiеr quo х" *0.

х =ее

,0ч
Е

0t
dt+J. \

е|( f ""(o")at -' {.'to",urt1")dt 
+ y, ,е

оtr

(э. t о)

(э.tz)

Ь.tэ)

," = { 
."(о* ех., urcxr) dt.

UtiliBant (l.B), оп еп dёalцit

(r.lr) ," ={ (г,u")at - , f,r, urt1.)ct - е {r+ 1Ц dt +Т*,J
д}taiB . Jo f , о* e1")at = e(u"(T).,u + ехе(т)' - . 

{'"

}=-,J(,)ф

0ч

Si 1|оп adnet ?ouT rцr iпstшt quэ

ёц
е'БТ

*.}1u, ,
ёt

et1 d!арrёв Iеs estiцations а рriогi BrrT ч et (Э.5) оп а donc
Е

пТ

т_ - | a(",o)at
"Jo

е _ Or аIоrв (э.tr)(э.е)t5,1э) aorrnontIorBque

29
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(5.tc) tr * -/tr,"l*-J: a(u,u)at=о.

Tout rечiепt dопс Ь шопtrеr (r.r5). Оп саlсцlе expliciteцBцt
(5.to). оп а з

т PaIе

(з.l5) а
ёх.

J

(u+ е1") axk

ч
ёч
01 -

Gг8сэ Ь (r.5)(r.7)r on Toit dопс gue

(з.l 6)

Wёч
ёх.

J

z" - z=и(err-ar- #. - .rfi - .r{ 
*' lЁ,t

= 1(rr,vr) - "r(xj,vi) - .r(rr,хi) * 1(xj,xi) =

2k
х

0 ll

Y
е

(э.t z)

Шаiв оп expJ.icitBnt :

lJ

Рал conBёquerrt

(5.1B)

d'oir (grýсе Ь Ia в5lйtriе de

dоппэ (э.tr) .

"" = I e"i,H - *;ф (q - g #) dx dt.

z * 0(е) ,е

oir

е
Ikа+

е

= 
^rэ /q

=/o,.i, - "ib i{ "i, f;
oxj oxi
Т*Ч
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