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СХОДИМОСТЬ КУБАТУРНЫХ ФОРМУЛ НА РАЗЛИЧНЫХ

КЛАССАХ ПЕРИОДРНЕСКИХ ФУНКЦИЙ

с.л.соболев

ý 1. Схошrмость кубатурных формул на фиксированных элеме"r"* f,r'^'

В кшrrе автора tl] даво точное эначение нормы фувкшlонала погрешности

оптимальныr( кубатурных фор1,1ул для периодлческих фнкшrй (см. бор** (ХУ1.

2.13)). Эгот фуккшrонал погреrлности имеет вид

lL-r-ao(l'lu"). t / (1)

(Для .дrсла rJ, , очевидrrо, пригодны только эначеяия "rд.l-i , так как на пери-

одах должио. ушадываться целое tшсло узлов форl,rулы. )

При кажлом/V фу"**оrал погрешности достигает своего максимального

эначения на олементе цt (r) еш{rп{чноfi феры n. Zr'-'
Е . t-!n

ц, (а) - N u, (с). (2)

С.цrтая объём фrrrо"r*f,r"пьной области периодов lQol - / , имеем для 9то-

го эначения:

(3)

Множество эксгремальных функчrrй, отвечаюllих всевоэмоr(ным 1,1 , н€ком -
пактно. Ьлее того, в 9том множестве нет ни одного предельного элемента.

В соответствrrи с 9гим прпL*0 в оценке

#t!э_,|(t,, 
ч1-1l, {ч|Ц'* l,|urd r:,l ,

V, рl,у61)|
т

i+[r, Фl<|lrltr''*|,|9lГr^) l tnl

строгое равенство недостцжимо. Мы сеfiчас покажем, чl,о на любом фиксирован-

ном элеN€нr" цеf,"@'.тремJtеЕие !{,[r,V)l к ЕуJIю оказывается более быстрым,

чем 9го слеryет иэ (4). ВырокешrJrL-'Цtl@),9tо)l для кФкдого такого10

булет стрешrться к rrулю, причём быстрота gтоfi сход{мости зависит от п
обоsначим

I
т
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Имеют Nrecтo следуюцrие две теоремы.

Теорема 1. Щr>z последовательность YrWJ, l-/,2,..,,
/,принадлежит . Более точно:

tyrl lrt - {F,

Теорема

tл4 < Х[ t,al рl i;^' | ,

tl,
3

99,
l
l (6)

2. Щ_t.r<п последовательность trШ принадлежит про-

.rр^""r"у lrro ,Щ
l|п/
9п2

Более точно; каково бы ни было,лtсло ? у , справед.lиво неравенство

l yol|{Jll r,! - t; з'о- w)У'/'' * lt w,g* )l рlГ,-' | , п l

"о" 
lt (п.а* ) не эависит от r,

Докажем TeopeNfy 1. Для простоты выкJIадок ограничимся случаем, когда

матрица Н 
"пrru""uя. 

Общность от этого не пострадает.

Раэлоlоlм функшrю Pta ь ряд фурье, который для удобства запишем в виде

!Е, СltЭ) 2tipto
Ptrl -Д tрlл е (8)

dlпt
Норма в !, фнкшrи р(с), прелставимоfi в виде (8), была вычислена в

главе Хп шиги Гt] . она выражается равенством

lg|Zr'^'|: Gпf lftcuafl/', (9)

Сходлмость ряда в правой чаеи (9), очевидно, равносильна принадлежностп рr (lп)
KLr,

Подсчитаем теперь величпrtу погрешЕости оптимальной кубатурной фор_

мулы на функшии р(х), ььlражаемоfi ряаом (8). Функчионм tt Lt) ьыражается
|у

l, Bl - | - Фо(/,lс)-/-N-О zt..-;), (1о)
т

гдеЭ- целочлсл€нныfi вектор{толбец: а -| (4r,..rZо) . Для интегриро-

вания проиэведения lr{rlPtal по кубу 0*ri. / вьrчислим сначала
ll

3.
N --il

пч-"i i r*'
i-,T0

(l, tal, rati,fx) - - r*о"А*,
r j -i|"" o

емý р,
е г"l

+
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Вкутренняя сумма равна tтулю, если

тивном сrryчае. Отсюда имеем;
fi не кратно t|l , Vi , и равна rУа в про_

(rr1

(rz)

(rз)

( 14)

Pl Мы

([, tx),,etrp*c1:{ 
;, ; 9,1ri!,

Или, эоэвраtцаясь к погрецrности от функшиu f (4,

[, о)
il

_ ý c[,Vp]

fr lpf

lcr сГNрJ / \

i, wr''-w|"/, ) hT)

рN". ( )с)

В условиях теоремы 1 при пl>п l применяя неравенqгво Коши, поJомrм

а

$гю- (
cLNpllu

х
\<

|р]^

П олагая
l

Xt.пl -2' р+0
|р|^ ,

булелl иметь, в сиrtу неравенства п>п lХtrtrп)- * п

,;lNl<ff,t^ltа#)
Введём обозначение Ъ-NР, после несложных выtсrtадок поrrучхм

Е rurtлJl'- tt, caZlc tа]l' 
a^,fu 

,

Усилим неравенство (14), проведя суммllрование по Ьсем ,целым

булем иметь

V,ui [,v]* tr,wl|l.Г^Jl'i ft- Хt,'{Фtеотf'"lgll,''|' ,

откуда сраэу сJIещrет (6). Теорема 1 доказана.

Докажем теперь Teoper"ry 2. Применяя нерав€негво Гёльлера дJtr произведе-

ния трех фушкчиfi . ' 
1-1t l 1t l l

уlитывая (r), uro",jT::]]*""" F,=t'F,=ZiF,,T в бормулс (lz),

!а-. n .ц
l9, tмl" (д lctvpJl, )* (Ё #*)- Н @t,
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3аl,rетим теперь, что

lL+ о е

lt

( 15)

( ro1

(rz)

( 18)l*

2 lc ГNр)l'. Qd'z'lgliч'^'|'
fl

Jt,1п,о) - I- р+0

I

wlфt
tl

Полояслм

*
I

^- t-a
При этом, как легко проверить,

tlll /r| __ 
- 

l\а 2 / ( *
)1 .lLg

l р п лпlV 
о 
- t' - i l у r wllУ'- Jt, t,, y, ) l g l Z,'^' 

" 

?: 
Е Д#

D_

/+?*

Сумr,оrруя (17) по всем эначеЕиям ll ,6улем иметь

вЕутреннее суммироЕание по всем целым эначениям

чего неравенство только усилится, поФrц|м,

Вводя, как и раньше, в}rесто /У перменrтую стмм{роваюlя Х, ч осJrществJtяя

Р; вместо бе2 
(l;) l от-

( 19)

откуда сраэу слеryет (7). Теорема 2 докаэана.

ý 2. Классы фнкшlli H1,1I,1,) " С(цl,л")

В шдrге Е 1] (см. гл. )0/Ш) были рассмотрены вопросы схопимости куба-

TypHbD( фрr,ryл ца кJIассах бесконечно лиффреншrруемых функшrй Ф rрrl1 r хд-

рактеризуемых скоростью роста проиэводньD( порядкас( , в зависимости отg

сеfiчас нам б дет полезно рассмотреть несколько др}rгие кпассы, блиэкие к

Ф ср,4)
Булем говорить, что функшrя Р(2), эаланная в областпQ п бесконечно

лиффренчируемая ьQ,- , принадлежит там KJraccy Н@t,7Ь)rаrO,еслп ее норма в

t,i' Ca'l удовлетворяет неравенству- 
l pll{' lлl-- Jt^^l^п* Y,п- 0 (2о)
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с некоторой постоянной.f,, зависящей от Р .

оtевидны вложения:

V а rо i H(e,l,fu-o) с Н е,l,fu),
Yfo,,7.r,e >0 z Н (е,,rl-ё,fu,) С ll1a,,il, 2ur), (21)

Y fu,,fur,4,,l, , е > 0 , Н (a-e,l,,7l,|) сН (е,l2,fuz) ,

Мы иногда булем пользоваться естествеtlнымtt обоэначениями

Н 1*,.{1 - U^ Н се,.sl, п) , (22l

Вместе с классами H(a,l,fu) естественно рассмотреть еще классы С @,,1,1t)

функчиfi, для которьж справедливы неравенства

t/з
(at

I Q |: rпоа
а

с можениями, подобными (21), и классы Сtе,l1 , определяемые равенством

С(е,l):UС(е,l,L). e4l
Неравенство (2З) позволяет получить очевидкую оценку каждой произвоД -

ной порядкап о,г9. Мы булем иметь для 9сС{е,.{,l1

,lTtд*vl * ff^'^l^*". (25)

Обратно, для любой функшли р(с), эапанноt вJ и удовлетворяощей (25),

полrшм элементарным Iryтем

z

|qlC'''la|'- (tп"^l'^^) Я_ t
вtsm

(g" р)' - tr'^l^ r^

'/з

m
|рlС (23)

нtsл d

lrл,,'l

1zo)

tп+ п-t l!
- " rп!(п-t)!

р(€), уловлетворяюцuiе (26), принадлеrкат С (е, А, fo+ + ).
Межлу классами С 

" 
Н имеют место соотноlцения вJtожения. Первое из них

очевидlо

С (a,l, х,) с Н (a,l, ъ), е7)
Обратное дается теоремоfi.

Т е о р е м а 3. Спрведливо вложение

Н 1*,,I,л") с C@,l,fo+ ke'1, (28)

.о" У -Ё]*'.
Преобразуя выражение нормы л"Р "L!),Докаэательство.

поrryчим после небольшой выкладtgl, которую мы эдесь не прrrводt{м:
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l 9t l{k) l а l' - Д _!, r*, t t i' ta l'
Иэ первоfi теоремы_влох(еyя 

"с" 
t<=|Дr] + t

longf . tt|o"91b!-' 1af * lo*9 iirt at'l

1zэ)

имеем, с лругоfi стороны,

, откуда

нl.п

Пользуясь этим, будем иNrеть при дсстаточно большом m для произвольной

функшlи пэ Н 1е,.I,Ъ)

!, {n*r)'u tLr*,! lg*9l|" la1"*lplL{'p|1

П,рlС'-'|Еl'-rпЕ,с J' tеQ Нrпt
(o*9f -- tr с^* kf"'*o)'n'c*n)'],. о,^!в!

Оцепим посJIеднее вырФкенше. Опrевидно, 1m+kl?L< ffл'^ . flалее,

, аlп+kl эlп+tlf1 . к ,*t-" _ aй+k) *e(l+g)@+k) -пL [r-;/ .J -(/z е ,

rде L сколь уrрдrrо мало прп боlrъшоrr rт7 . Отсрда можяо поrrytшть

|yt t'^'lal < !tп^,lП.'*'r ,

что и требовалось доказать. Иэ включенля (21 ) и доказанной теоремы 3 выте-

кает совшденrrе кJIассов HB,AI 
" 

tе,Д).

По caMorrry определению классыr9@rlrП) сохраняются при любы:1 ортого -
нальцых преобразованиях коордиrrат. Одttако при прогэвольноfi лпнейноfi замеЕе,
напрпrЕр, прlt иэменении масlлтаба, как нетр)rдно проверить, инвариантным ост8-

ётся только2, а числаtr пЪ меняются. В кшrгэГl]классь, ф(р,l) , близ-

кие к KJlacca'м Н 
" t , охарактериэованы полробно. 3десь мы приведем без до-

каэательств€l ряп своftств Н 
" 

Г цри ра3личньD( значениях параметров.

Важяым свойством KJtaccoв Нtаtl) является то, что множество

H@l- U H(e,1,2,), (з1)
l,^

совtrадающе. " СtО , при фкспрованном€ обрэует алгебру. Сумма двJtх эле-

lvEHToB 
"a 

Н{,е7, очевидно, снова есть элемент Н(ф. Спрreмuоа

Теорема 4. Проиэвеление любых двух эJtементов класса tql-Hte)
gвrtяется снова элемеятом оюго класса

Фркшвr KJlacco' Hlc,4,L1 ц Св,1,1) удовлетворЯют He*o'oporlry УСЛО -
вию пнваршантности при за!rене переменнъtх. Огметим, прежде всего, ЧТо з8М€-

м а-!lЦ - изlй9Н€НШ€ r"всIцтабао П€Р€ВОДДТ *n^." Clerl,?u) поl в класс

С lr,4,o,1r) no ! , 
"о" 

l,- tl , Имеют N€сто

lп



Теорема 5.Прир1/ аналитическая Blutoтb до граци!щ области за-
МеНа ПеРеМеНЬlХr-,/( у) переводит класс Ср,4,ц) " t{r,Щ,Lz).

Раэберем теперь подробнее свойства KJraccoв Н (?,,l , ", ' , отвечаюших

раэJшчным Р . Рассмотрим отдельно четыре сrryчая: L)e>/ ; Il) е=/ эШl0<
<е <t Lyl *- 0.

Т е о р е м а 6. Псч 2>/ функшлю р(с)е H(e,l, Л,) щ
lоlтъ с области € , ограшrченноfi аналитическrrм контуром, на любую областьз2,

финитшм обраэом так. чтобы она была в элементом 
""*оrоро* 

/ (Е,4,ц).
Эга теорема вырах(ает основное для нас свойство класса Н@) . Из атоfi те-

оремы вытекает как следствие, что значения Р(С)€Н@) в двух гладких бнаJIй-

тических непересекаюrrшхся областях .Q, ч l?, можно эадавать независимымt|,

поскольку задаваемые "{2, пЯaэначения можяо продоля<ить с сохранениём кJIоС-

са на сколь угодно маrтло окрестность каяtдой иэ этих областей.

Те о ре ма 7. щ H(|,I) представляетсобою классаналитическlrх

{,ункшlfi . Ряд Теfiлора для Р@)енt1I) будет сходиться при

Ilrl=; . (з2)

Т е о р е м а S. Прп 0al -"..n tе,l,Ъ) состоят иэ цельрс фуншпrfi.

О п р е д е л е н и е. Будем говорить, что целая фнкшrя9@)от4 пере-

NieHHbD( принадле}сит классу {(P,B,F) , есJIи с}пцествует такая постолrrаяК ,

что для всех комплексных 3

lрtаl| < IrF е""' , (зз)

&

,д. trc- Я lct'- lcl'.
ill

Величпны70 и О принято наэывать порядком и типом роста целоfi функшrи.

Справедлива

Т е о р е м а 9. Есrш целая функция 9(Ф) принадлежит кJIассу l/tv,а,УЪ

тпе р>0 ,6> 0 , то в rпобой конечцрL эlý.lастt!

р(dсС@,t{,ъ), (34)

где 2-1-+, le:Gpe)P,р'

'-fо-irЁ, (зs)

Справел.,rива теорема, в некотором смысле обратная теореме 9.
Т е О р е М а 1о. Если целаЯ функциЯ /(tr1 принадлrехолт Krraccy С@,l,Ц,

то она служит такх(е grtеLrентом Krtacca Y(pr1,ll) , ддL

* - ('- ;) , }рr)i: l, , riр+р;. (з6)
t28



каквидноrz пlt сьязань|сf цб той жеэависt{мостьюr чтоttв
3п+|

теорвме 9, а в показателе Л- теряется т.
Те оре ма 11. Всякая периодическаяфункщ,rяgс)с матрицеfi периодов

предстамяет собою три гонометрический многочлен

вида

P@)-z
lн-'d l<*

arball'baPJe (з7 )

ý 3. Сходrмость кубатурных форr,ryл на период|чесмх функшrях

пэ tlэ,l)

Рассмотрим поведение функшионала погрешности для классов функшиfi

НgZ,l, Ъ1 периодическлх с матрицеfi периолов/ при раэличньlх?rl ч L в

фунлаt;ентальной области ед{Еичного объёма. Этот функчrrонал может быть оце -
нен для калсдого /'? :

IV, фl < l gl Еr'' |, l l lZ;^'* | . t *"^tr* 
^^ 

({)' 1н''*|еп).

, т.е.

(з8)

(4о)

( 41)

lezy

При больчlихm для функшии €(Н'*|2п) Вул., Bep}rа оценка

|€ (H-'|?,ill< #, (з9)
Lпtл

где Nпла - крат.rайшее расстояние междr узJtами решетки н': "К-ЦU+О,
гrc ffo- число узлов, самых блиэtg{х к начаJrу коордднат. Полюуясь этим, будем

иметь tt \' Еп+t
,гr","" ) f'lЪ

|(аg,)|"t,чr;\'?)'".г'1*rц*рЕtsу)Ьъ-'1rr

l(t,фl* t

у

(

Оценкrr (4О) выполнены все одновре

ДОСТИГаеТСЯ МИНИltf}tч

обоэначим;ызj
2Еlпй

Неравенство (4О) переrшщется в виде

менно. Восполюуемся тоfi, у которой

lU, e\l о ffr'З''/" 
^^ - Jt ч, f'

-/а

rп
L

, - ,-|'
|/е

Полюуясь тем, что rпiв и достигается при {о-{
!.h
0

, вOtдим, что

l29



Прч t=|) оценки поrцп{дtо1., проще. Мы булем иметь из (4О)

lV,e)l" t(h)^ 7L
пa (43)

t 2Тlлц,
и, значит, прп ha т
при достаточно большом пz,

веJтиlина погрешности будет сколь угОднО МаЛа

Эго оэначает, что формула становится точной при

достаточ}tо малом l . К.* следует из теоремы 11, при тгом р(с)_ тригоном€т-

рический многочлен.

Приведснные оценки быстроты сходимости кубатурньIх форt"ryл дп" Ь""*о""" -
но лrrффренцлруемых функшй иэ классов С @,l, П) почти совпадают с теми,

которые приведены в кrrиге Г1].
Неуrцr,{шбgьrость оценки (42| для аналитических функчий была впервы€ пока-

зана С.Ю.Приrцеm|онком (не опубликовано). Покажем, что 9та оценка является

почти неуrтгIшаемой во всех слrrаях.

Покажем сначала, что в целом для всего класса He,rl неравенство это

не может быть уrrучшено. В самом деле, при каждом /z существует 9кстремаль

ная функltия 9Сr)е,Гr(-' , п"рпооическая с матричей периодов Н , для кото -
рой ilогрешность интегрирования по фунламентальной области в точности выража-

ется рав€нством

l(|,e)l = W lZr*'- l|,p tZd' l, G4)

Улерlоrм в раэложении ФурЕ функшли Р(С) конечное число сJчlгаемых, доста_

точно больtцое дJrя того, чтобь, l(/, Ps )l "' 
Пr, l Zr'^'1 , гле 10, - отрезок ряда

Фурье, при заданноrl 
"*on, угодно мало отличались от l(t,Ф| "lVlE)'' [ ,

отбросив остальные. Величина l(trфl an" такой функш.rи будет, очевидно, сколь

угодlо блиэка к оценке (44). Однако поскольку Р5 - тригонометрпчесмй поли -
ном, то tрп l* 0 именно на этоfi фнкшrи (1 g) , начиная с некоторого знач€-

rия, будет тождественным Еулем, и для неё 9та оценка будет сличrком груба.

Мы дадrм пример функшли Р|(с), у котороfi при любомr7 Hopral/. lI;''|
подrшнена неравенству

lрrlГr'^'|. ffп'^l^^^ (45)

и дJtя которой при любом l?! имеет место оценка

Г з(LY" гч. r-е-!+,пи(+",+)), (ао)Kl r, р*1|, trirп|; \r"ц" ) h 
J

отJIIчаюrцаяся от (42) лишь степенью /t . мr, покФ!(ем далее, что для проиэ -
вольной кубаryрной фрмулы с любыми коффпrrиентами при тех же узлах сред

функrшrfi ьпм fu (х+ tо) , гле 4 - переменrъlй параметр, мйдутся такие, дJtя

которых справедлива оцевка сниэу (46). Для простоты выкJrадок огранпчимся
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случаем кубической решётки и фундамента.пыtой области 4- едuнuчным кубом.

рассмотрим пока в общем виде функlшю.р(g) , задаваемую рядом

р@ :7 а [рl ,еttР*t . (47 l
zilр*е

' с l]aзll}!-Подсчитаем норму этой функшl,tи в

чньtмп f в смыс.пе скалярного произведения

р 0п)
L2 . В силу ортогона,lьности е

m! dцo* /аа(р,ф)- I,]'
получим для этой нормы "f,d"*"*"

Будем обоэначать

7

1/а
ll

lp

(с) - Е е-''Р'
t/2

2аiрСz
|р|

tl

р

(48)

(49)

(5о)

(эr)

(55)

, СВОД}tТСЯ К ВЫ -

( 56)

lзl

lрlГrtrl |: (ечf |?^*оtrrl'цrf"|'Ь ,

l-ýrcTb 4[ptr - е'!lР|

Pr
оu

Норма функшl,tи Р*(а) выражается форьrулой

tb

lрrtФlГr'^'7'- 12u)'^ Z^ i"'О' i,эfr*z' , {sз 1, 
Pfo

И ДЛЯ её ОЦеНКИ СВеРХУ lТУЖНО НаУЧИТЬСЯ ОЦеНИМТЬ СУММry lIО ЦеЛЫМ.ТОЧКОМ1 СТО-

ячryю спрам, т.е. cy'lvfy по целым точкам функчии 
''NtF'/e 

ror'l , где по.ло -
жено 

9- 2l i l:2lп + 2r , (5з)
найдем ещё выражение для погрешности приближенного выражения интеграла от

Р*(t), полученного с помоllью оптимальной кубаryрной форьrулы при данной ре-
шетке:

ltо,9*р), (54)

"о" !о@)- l-Ио(Nt)- /-/о tfl
Эry погрешность нам Еужно будет ошенить снизу. Считая для удобстм abJ- О,

пол)rчим, как мы уже видели ранее (см. (rr11,

Uo,p*) :-2 o1lpl--r'й r-'Н 
/'trt/',o,r 

,

Вычисление Ц[о,Рr), так же как и вычисп"""" lP* lГr'^'I
числению суммы по цеrrым точкам функш-rи

-.-.rle tlэ

/ (rcr) - e-N''' ic|i при 9 - эN 
''П 

, l =| ,



\iы оцсг:иr,t эт1, фунrtшrlю, сравнttвая е€, (] jlliтегралоN,

t/e

/о \
Е.,

0

где N
2

Этот llltтегра,,l с lIоNrощью лро(:тоii за\tены
tle l

9l,, - D

сводится к Эl:i.,lерову trнтег[)а.,lу l,rя Л-|,ункции. }1ы ло.,lучltу, пос.,lс соотвеi,ству-

ющllх вык,|адок,

/.
е lL 2Г (а о+п))

г (o/z) ,"(r+п)
(эz1

'/2

llо;lезнсl подlэобltее r|сследовать поведе!l}tе функш.rи а
же!tия д,.lя производrrой

. Из выра-

,yN
е Lndt,

#lnr,''" ou )- (о_ 4l o,1,, r-t"/"

х,
J

;
d'=1

2

п/2|-п

-|, l)

зак.:lючilеу, ч,го пр!li>4 подынтегра.qьн{lя фyнкшя ь Jo , как t|ункuия от Z , мо-

нотонно возрас,гает прп 0 <L4 LmоФ, где

at а
Lлос

?
(58)(

и NloHoToHHo убывает np, Lлаt < N < е,с . При этом

|е

)

2l/2v\: \т)
-9"k.

,' - '\;)"u (,*' \+r,'')u еср [-eu) ,

! (х^о.) - ло* (i9'

{,t+ 0 i!)" i" )

J
)

J
l, -е .N (5э)

псчс

Поlrеде.llлtе этои фуrrкшlrlt tilj.tllзtt \tilKcrt:rryNril сушесгвенIltl зашjсит от величиныZ

;l буает разlIы\, l.rr e>t " а. ! . llo:,,la;tv L=Lroa* 0 - ( )"*0,ц
9

-|"'i' у
Предстrlвим {lуrrкшикl Ф tъ): 0 l] виде

-YlJ 'iz

| (х)- е

ПJlи д1.1статс-1.1tlо бо.rьшrrх i мr:;кно r)аз.,ioжить функшии

|.

r |+ 0 

'*)- 

u 
,)О"_]_ 

|;)"' ,л[п0+0С*f 
u-")-zv(t+p *fu-")h

h Q+0 (*Гч,") 
"
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ния, поrryчим:

ф (t) : (5',"rL (*fЧ l'-"* 0 (u'-'"l

плп

(6о)

(оа )

{ k," о,+ 
0|р 1р,, ) u te)" :' r"1 о F"' t р r, * )i (,{'ф рй u "*l . ( 6 1 )

Функшrя Y*(rt€ il , как функцlля арryмента ,rt'' g , при неограниченном

возрастании r) стремится к плотности вероятности нормального эакона распреде-

ления. Если d -
же вид. ПриZ>

0:0, а гlрче<

I
; , то ета функIия, и как функш.rя о,0 , будет иметь тот
J-t кривая булет иметь все более острый максимум в точке
l-

; 
будет иметь пределом едлI}rицу. Поэтоr"lу и способ оценки

суммь! 9*(а) no целым точка!ч, булет различнь]м в обоих случаях. Вернемся к

9той оценке.

НаIи улобно рассматривать некоторые множестве целых точек в Z -Nrерных

пространствах.

МножествоJО ."a* цельж точек 4 -м,ерного пространстм раэобьем но под-

множества таких точек, у которых энакlt всех кооршIнат (,дlltlаковы.

То мвожество, ,в котором координаты с ноN|ерамл jr.jrrjз,,.., jn по-

ложуте.lьны? коордrлнаты с номера* lrr,,j*r,,.., i" отr}ицате?р:lr| j,rуiot-
дrнаты с номерами ir*r,jn ,,..,j, равны ''улю, 

наэовеМ В'',r ,r ' ,

где p'r' (k-/r2,3) - двоичнь:е п-значные числа (мантиссы двоичяых Л!-

значных аробей). ЧucпоРt') имеет едtll}tцы в разрядах с н()N,е[.,аtчrи i,ir, ,jn
и кул:л в остальньD( . Ч,лспоlСВi имеет единиtщ в разрядах in*, , ir*r, ,. , , jo

' l') 
g -т,

и нуллl в остальных, и, наконец,rо имеет ед{ницы в разрядах lz+trlz+z r ''.
,,.rio и нули в остальньD(. Очевидно,

.p"',J р"'u p"'-/l.,. l- |-2-п i р"'пrо"'-рQ'пр'3Lр"'пр"'- r. (oz1

Вернемся к оценке сумм Р* (с) по целым точкам. Обоэначим ""р". 
lo cyMl\r}t:

ln -r},* 2,п.0,0r''|lP"|"1o1J, (6з)

т.е, cylv{\ry эначеrшй 9(о no всем вr{утренним точкам первогО /Z -меРНОГО ОРТаН-

та.
Как домэано в добавленltи,

-gtpl'|" 
|plo_ 5 ,^lg

р

п!

цllп-к)! лr,

Оценив, далее, Л*, ,r, :rоIryчим оценку для вскомой суммы /F] ,о всем цеJIым

точкам. Раэобьем область интегрирования в интегр^п" Jo на кубики:

0о- |.: р, -< $\<pi 
+ /} .

lзз



}1ы будqи иметь

ь
-|N . -оо

flLfu (е 'ud. rZ
F'fiо

|/э

0рI,
ае

'\l" t N (65)

aоa7[О обозначаеТ множествО всех целыХ точек С неотрицатеJlьньiмИ КООРДИНаТа-

ми в 17-Мерном простРанстве. Посмотрим, в камх точках каждого wаuка 0о

достигается мltниNfум 9той подынтегральноЙ функчилr. Для этого проведем через

все целые 
"о"*,,р(О) 

,p^""u"r 0Io лучи

7.-F)'+t, t>o. (66)

Каждая целая точка "ff" буп., лежать на одном иэ rryчей (66). Вдоль каждого

тако:о лу-rа функчи " 
g-Lt'lert воэрастает до точки l7;l-Nпас и убывает при

inl> 7 naa Этот Iryч пересекает некоторую цепочку кубиков 4р l проходя че-

реэ две противоположные вершины каждого }lз них, и состоит из диагоналеfi

всех таких кубlrков. одна из 9тих диагоналеlt содерх<лт вrгутри себя плп ll8

верхнем конце точку lrl , апоr (см. рис. l )

Рис. 1

Назовем соответствуюший кубик экстремальным. На каждом луче, начинаюцемся

" "o"*.P''J lР'О'|aъло" (наэовем такие лучи внутренними), лежrrт длаго-

наль одного и To.,lbкo одного экстрема.,lьного кубика. На тех хе лучах, где

lP'o)| '- Lл* (их наэовем внешшлми), экстремальньrх кубиков не булет.

В кубиках 4, , лежащих в}fутри шара |rl: Zmс, , ми}lимальной точкой будет

Р _нижняя точка диагонали. она Jtежит ближе всего к началу координат. Во

внешних кубиках, лежачlих вне этого rлара (или иl,{еющих с ним одну обшдую точ-
ку), м.rниму}, достигается в верхней точке диагонали:,6*6, где Ei- 

' 
. Нако _

нец, в экстгJема.llьных кублlках положение минrl}rума может быть раэличным. Ес-

ли он достигается в двух точках такого к:lбика, условимся счлтать точкой мини-

tvfyмa нижнюю его верши}tу f-p .

Каждая точкар множества 1Го " *л^о"я ,очка pt|) ""о "p"nou", 
lff, ,
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lp'o'l < о^* l не прин€lдлежащая экстремальноl,ry кубику, сJryжат точками

минимума в одном и только в одном кубике !о , тле 7Э1>4. Множество точеф,
являюlцихся верюtей или шrжней вершинаt\

не с,rужащих точками минимума о"" r-о!ЧУ*: ;.};:;:#}"ff.;-
вQкс) . Пусть J- - множество точек, сJryжащих точками миниNryма л" e-|""'ru
какдая в каком-нибудь кубике. Мы имеем:

(а u,2'1о,0) U
f "',0i рв'+0
lPp'l <lпас

Воэвраlцаясь к форr,rуле (65), будем иметь

ocpu!o,p'D1. J,".",п,

}", Дп''''' 
| р|

(67 )

(68)

(7о)

l)

Отбрасьвая в правой части (68) все

добавляя к обеим частям суuьлу g-||
ясь (57),

осрQlо,рF') "'+ 0точкиtla Jr
со(rtlo J

n" 
"""л, 

.Д , ПОЛУlШМ, ПОЛЮУ_

,r\ -х e,'o"'rur_i. 
/-'о* 

, ,,Г@U+d) 
er -|рl1/:л,)ni3*.",0,0)0 - , г(дr) 9","-r, 

*?rвооrе ''' |Р|' , (69)

Число экстремаJIьных кубиков совпадает с чисJtом вЕутренЕих,rучей (66)

и равно 
"""rry 

No цельD( точек гракицы первого коорд{натяого угла, лежацих

внутри щара радлуса Lmоо . Заменяя в правой части (69) кФlqдое слагаемое

максимальным значени""/фJ и польэуясь тем, что *"nolVo выра]r€ется форму-
лой (см. добавление, ý 4)

N"-Ё #t** (z,o"),

полlцlду окончательно

An-fi,nr,1opl 0
-уF||' l еЪ4, гtлlэl<-аffiЁ#-,Ц*k*"lffi

2t

Теоое
,cN'lO

функlши В ' |L

м а 12. Число
,-

удовлетворяет

до - сумма по целым поло)lоlтельпым точкам

яеравенству

zl
.,cw)д (71)

п
9 'п+mаttt,-r) ffll

2,1 (?f'u*,,*,(b,,)
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Для докаэательства оценим каждое слагаемое форr,ryлы (7О) по отдельности.

В сипу форпrулы Стирлинга
2(л*п)

Г (а (п+п))< м )
еЕ п

' п+l)

,*l
( f(*!t,,"(:r,е iр(йп)_l

е/ ,(

Оценивая эатем с помощью (89) сумму во втором сJtагаемом (7О) и замечая,

что все члены эт<rй суммы прнебрежимо малы по сравненир с первыми, получим:

rt, *ffo_^(o*n)(H^= r(?;' ф'*" r"'(#\ 2(п-о
a

Воэврачrаясь к (7О), получим форr"ryлу (71) - основное утве|

С л е д с т в и е. функщляl2r(€) принадлежит классу 

''#:;; ;Жб
11-2(r*I) * ло, (i,-:).

Д о к а э а т е л ь с т в о. Согласно форьrулам (52) и (64) норма Фнк-
,лlп 

Р*(а) определяется из равенства

l g*l Г r'^' 
(- eof^ ýrz^ ffi Щ,

.о" /.;.|tyMa то целым положительным точкам t-МеРного пространства фнк-
циче'7'r' lPl np" |- 2!, ),2п +2р,

Подстамяя оценку (71) длпя./, n пр"r"брегая всеми членами, кроме глаь
ного, будем иметь лля l {r l tr''' | неравенство

l,p* |Zr,^,l" tC (*g-r')"*" 1r")' |е tr+p)g*^o'(|'-F) .

Из этого неравенства следует, подобно прежнеNfу, что

-l
, - ;(*)', p--:n f, * 

^," 
(;,,:),

|yrlZ!^'|. ![п'" |r, fffl^ 
"(!+р)+поо(-|-il 

,

(,lz1

(zз)

Следствие докаэано.

Вернемся т€п€рIl к оценке сниэу су

|l|'z е'r]Р|
tlz

прu 7- уfl'
При доста

вечаюцшх Р/,- /

l30

п 0-|'
точно большоr rV , этой сумме все сJIагаемые, кроме первы,х, от-

, Рr-0, lfi i j-1,2,,..rП, будут пренебршлмо малы-

ммыq,
IPl

,

plo



ми по сравневию с первыми, и clrмMa выразится фрмулой:

-,nt'|",p!" rH lplp н. ;r r-ff 
йr' l;'

-r
|iг,ъl!t,

-ё-i**h,il)
есреtр

0<а; 1/, с уэлами в точках рещетки

[в1 - t -.2^ l'c Г4J t (л- tfl ,
пFбJ0

"д. Z_СГ;tfl - l , по крайнеfi мере для одной из

sZl
р

,t (-f в-,гЬ), (l а1

(zs)

(zo)

тде В- (+Y ( Ом, в данном примере равно 1). Откуда

Vo,*n )

l|l, {-)|, ntеtр|; 
",,n7, 

Г lу-ir'h(b' Д),

Сравнивая с (42), мы вид{м, что в KJracc.HB/) оценка погрешпости является

4z- пь ф,t1неуrryчщаемоfi более чем на мно.кительf, степенного роста.

Покажем еще неуJIучщаемость в том же смысле оценок (+Z'1 * для камх

формул с эаданной рещеткой узлов и любыми коффиIиентами.

Т е о р е м а 13. Какова бы ни была кубатурная формула в кубеЯr,

ДО фцщд рр-9* 1o-1p)

погрещность при интегрироваlии будет по абсодютной величине больше, чем

пr-ё-t-"й 
(b,t)) 

,"p\_f а,гi) , (ll I

Д о к а э а т е л ь с т в о. Будем рассмаl,ривать функшrп рр@) как збдон-

ные па единичном торе и рассмотрим среднее арифметическое погрещностей куба_

турных фршryл для всех функшлfi

#7 tr,rrol-trZ (t p*prl, y-ta)-(h7,t ,с +pl), 9*tol)) ,

Поскольку },l P+pt)- /,lo-Z h'с ГN+ p)l1o-tу)
р P,l

и форr"ryла интегрирует постоянную точно, следователь"о, ? С ГуrР1 - /,l" , и; зн8-

ur, ir l (t o,prtol) - (lr{c), р to) , "о. lo- опrjочп"ный функшлонал.

Но если среднее арифметическое нескольких чilсел больше их абсолютной величи_
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НЫ, ТО пО крайней N.tepe одно из Hrtx бо.,lь lце этоli в€лtI чlr :; -.l , что и требова-

лось доказать.

ý 4. Добавление. Некоторые фоJ)мулы дJlя чисел целых точек внутри и }Ia

сторонах координатных }глов

В предылушrеN, параграфе нами бы.,tи введены уножеств"В'Р
,р"!р"')

и, в частности, (64). В качестве первого полеэного примера рассмотрим функчrrю

Займемся подсчетоNt чис-.lа точек в кпждом !rз Hrlx, лежацих внутI)и wараlР|ас,
Суммируя какую_нибуль функчию, зависяц.ryю только от lr,l , по це.qым точкам,

удобl,о вести подсчет отде.lьно по Ёаждому множеству } tр""р'2"р(")

Имеем

2_ е (, pD -,ё,1 
р,ГЕ, i7t,|1э 

о! ptlsf(,p,;] .

Внутренние сумli,rы, у которых размерностиР(J)оо,,rо*овы.,, с,.ов}lдают друг с дру _

гом. обоэначиr. сумму по !-мерно.у ,"оiооораэию ,t7('!7"!7"'l,dtnp9- п-r,
,r"о"" j ! \tpt) Принимая во внимание, что число u""* ,rio*" "|"j'rъ!it!р"\
при фиксиро""""оr7U)р^"rо 2t, и вводя обозначение

т

- l 
Fe 

jtрO"рll1rtll,Ф 
(|pt),

получим

f,v\lpr) - Z'^ #-ýYC,pt) (78)

а, (у) :
lyl<a,.

lyl>,t .0

I

( 79)

Пользуясь (78), r,rы сможем найти выреrженI{е дjlя чис,цii це,jlых внутренних точе,t

ортантов (координатных уг.пов) разн}пх размерностей, эак.тlс,енных вllутри tлара

lyl<o . Полагая 2аr:у1= It"tcl , будем шметь для {оrc)- числа целы.\

точек вкутри Z -ьlерного lлapa:

ап!
lo @l -Z 2' 

*! ,,r*r! ltr tФ. (sо)

Эги равенства можно рассмотривать как систеrчfу уравнеrий; относите.пьноff^{Л).

ПОЛаГаЯ 
in @) екfr^ р)

--z
п! п

l38
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I

преобразуем эту систему к вLtду:|

I

рl-

где ,r{ - треугольная матрица:

l

tY,

0

0

I

I@

0

t

I
т

t
,|

l!
!-
2!

0

0

0

I

( 81)

(Bz )

Нетрулно проверить, что уtчr:.ожение двух треугоJlь кьж матриц вtIда

L-

00
п00
rп | ,|l0

По

деет снова треугольrтую матрицу того же вида

0 0

0

0

к0

Ко

LM-K К| К0

ll-

0

0

!о

0
(о

ц[е

0

0

Ко

К,

к.

'0

п|

п2

[0

Привелем каждой ,чrрпч./ пД/ . 
"ооr"етствие 

производяlцую функlшю её коф-

фишrентов

чф.ф
/,d-j{r', Л|.о-А-jr/, ltо-А*r,"', (s4)

(83)

имеет место соотношение

х[ @l- L р)Л в), ( s5)
Проиэводящей функчией для матDиtьr,il 

""n"ar"" €О . Следовательно, для !Е-|

проиэводящая функшия булет равна е-С. Та*". обраэом, поJryчится

0 0

0

I

l
l
т.
t

т
,t'': I-т.
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и, значит, окончательно

Itr.el-#ii,#i,tcl, (s6)

Рассмотрим ещё множество точек эамк}тутого координатного огтанта 'ir0,Эго множество, очевидно, имеет вид

t - U ,{f""0,fB'),
отсюда следует, что множество граничных точек Т' tr
лезво и в дальнейшем, представимо в виде:

(87 )

, которое бупет нам по_

ixtC: 7, зU-2':0,il - U .вР""0,р"'),
!uц0

Нам кужяо будет оценить еще 
""anoilo(/,lцельос 

граничньt( точек, замкЕутого

координатного ортантаrr>0 , лежаЦМх вЕутри чвра С . Мы булем пметь

No{a) : 
,?ru-'''i!g ou)r(lPD ?* Дq", 0 ,lpl)t, 

(tPt,

' 
rрd|2о"7в'1 

данной размерности z-,(
п!РаВНО 

- 

, а СУММа ПО ЦеЛЫМ ТОЧКаМ:' к ! iп-к)!

,о3'ч о,рr) 
drOPr) : ffn* to),

Мы булем иметь

/,lTl ,? *, ffo_*{x). (8s)

Формула (86).позволя€г находить выражени. лп" JCo_*{O) через хороlло иэ}чен-

"уо .Е2, стр. at] функlдло.l^{х) Мы булем иметь с достаточной точностью

Напомним, что чис.,tо всех множеств

1.Соболев
2.Вальфичl

?to trl =
2О г (*+l)

( 89)
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