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зАдАчд дирихлЕ для нЕкоторых клАссов вt,рождАюшихся
ЭЛЛИПТI4IЕСКИХ УРАВНЕНИЙ НЕДИВЕРГЕНТНОГО ВИДА

А.И.К о ж а н о в (Новоспбирск)

В ограшrченной обласпг О , леllаlrlrей в поrryплоскости

ратор
tro , рассмотрим опе_

Lц- К {r,yll (l,у,ч,а",чr)ч""+ uyy* l (o,y,u,u",ur).

Препполох<им, что K(c,!leC2(Ю), К(ч!), О пса у>0 , КQ,о)=О; Ао,!,€,?,zr)

"tCr,y,g,7t,T) - достаточно гладкше фнкчши, пршчем дtz,у,9,(,,Z) 
-уоо 

-
метворяет условию 0< qо<А(z,!,€,h,?r)lП(l gt|, гле /(lýl) - огранпченная

прп ограЕиченных g фуtпсчпя.

Для опертора / рассмотрим задачу Дирихrrе: наfiти функшrю Цlс,!Ъ удовлеть
воряюtщrю в Z) уравнеrшю

lч=0 (1)

и условию

чlг-0 1г - dд), (2)

Для проиэвольного€> 4 рассмотрим оператор

Leu - Krtc,yl А (t,!,u,ц2,цr)цr"+ чtу*l (о,л,Ц,ца,uу ) ,

гле ("- 11+g . Как иэвестно Et] , при некоторых условиях глад(ости на фуrкrши

,l tr,"y,ý,Nlr|), t@,у,ý,g,,хао) , прц условии равномерной эллиптичности и неко -
торы.х условипх на фнкшлв.l бF.у,ý,уr,ц), которые буryт укаэаны ниrле, всегда

суцествует рещение заддчи Дирихrrе для уравнениа /rru-? прпё>0. Мы восполь

эуемся атим фктом и поJцrчим обобцrенпое реrление эадаtrп (1)-(2) как предел

в некотором пространстве гладких решений уравнешлй Lru-O лрпВ+Q.

обозна.чrм ,"п".Wr'r."мыкание функшлй ""tf {о)" по норме
2flиlli-\ (Keu'r"+ rui, * a;y)d.o + tцl; .

о
Л е м м а 1. Пусть выпоJrнены следrюrцtlе усЛовия:

'. 
! k,у,ý,0,0lsФпý < 0 при ,l| -ll , 1t,у)еZ i
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п, I l в, y,f , |,,|2ll ýl, ( lfl ) (l+t g, 1 +l 2rl) t lff Ь, у,r, 2,, [)l < p"(t 'lt),

lfrrtn, !,l.|,,хz)lsд, (lyl), 
#,r",о, 

r, I t, |2),- m, 0

при всех (э,у)еб. ýеR, ty,,.,r)e R2 iэreсь /ti(Ц|)- ограндчеюше при огра-

ниченных f tуккlцtи.
ш. 0 <ао < Д B,y,ý,l) < С (l+K t*,ylJ, Uýll)i v, (lgr)_ ограЕпtlеннаr при оrь-о-чо

раниченцых ý Фншшr.
rv. lK, F,уil< С K{a,yl ,lг..уrcб.
Ддлее, rrусrъ обlrасrъД ,rр"лua, * ou.y-? некоторым малым прямс,утэль-

ником Р со сторонамrtr параплеJrьными осям коорд|нат.

Если выполнены все выщепереЕfсленные усJIовия, то дrIя глад(пх решrений ол-

нородной задачи Длрихле дrrя уравнеrоrя Lrtl- С ЬrО)

"о Лrа . Рассмотрим шЕпвr?ал:

ilr,о,g, rц,сцr,tцц) ц,чfdс - l g,у,о.о,оl|ап

\Lru. 
u"Ып'\lrr' (с.у,u,ч.,о!) uo Ч"*Цu о" r

+ ! {r, 
у, 

u. u", ur) u.! d Р -|tr rA *, у, 
u, ul u, ) uоц 

"* 
u! 

у 
о. *

- \(!" Ч """-ч,!", r' аlчфч| 4' *

справедлхва оценка

|u| r,, * М,, (з)

где постояннаl Д/, не эависпт от Ц Le .

Д о к а э а т е л ь с т в о. Пусrъ функrвrя ц(е,у)е С2(а и обращается в

ЕуJъ Е прямоугоJIьни*е Р . Jl,пя TaKrrx фrrrкщft нерав€вство (3) повестrrо (см. Е1]).

Далее, rrустъ фнкшя U(c,Yl обрачается в EyJrb вне Р . Рассмо"рим ццтеIрал

(Lru, Krtt,")

\rru 
. К 

о u od Р - 
} {*r',l (с, pu,'", u, ) ui+ Kruo ц 

! у 
*

+ Коб {с, y,u, ца, ц! ) ur"ld е,

Из условшя 1 следrет оцэltка

trшiпалlцls lyl . (4)

flалее, испоlтьз}гя условие П, так же, как в работах Е2, 3J , можно докаэать

оцвнt(у

|n:":"* 
кчч'ч)ап.l\кi u!"dп* м Фlluli + м'rc) , (5)

+
Ф,

Испоllъ,зуя условпr ПrШ, опвlчсу (4), дптегрпЕrt, где !ýrroro, lto частяt{ ч приrrе-

няя неравэЕства Гёrrьдера rr IОrга. шэтруддо поrry\штъ оЕшýу

,,\u'"ап. t,)tK!u1.+ кей)ар+мtl,л+м'\ч|lп . (6)
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Осталось оцениlъ п"rеrг.п " сf . Рассматримя ьР интеграл (Lru,u)p и приме-

няя оценку (4) ш условия П, Ш, нетрудно докаэаlъ неравеЕство

\";оо-- 4 ! 
ц:dр+Ц\r!rLd,r +ц,S,,S,r, (7)

Соедrrняя неравенства (5)_(7) и подбирая ý,аr,D, lt достаточно маJшмш' поп}-

чаем неравенство

\tn! "
{ ," b"n"n,

е

аФ + Koulr)dP. С,, (8)

(9)

где посгояЕная

не эависит от 4

tчj+чj+ц2.)dР-Сr,

qтЦцЕ.

Далее, из неравенств (4), (6)_(8) следует оцецк€l

где tz

l

Наконец, иэ уравнения Lru-0 и неравенств (8), (9) слеryет оценка

\u|чlr = 
сr.

р,,
сумr"шруя поrцгqqшшЕ неравенства, имеем

\tК;чir-кrч'rt* uiy* 
"'"* 

оi+ц,)dр.l,|". (ro)
р

Раэбиешrем ед{ниl&t (как BE2J ) Mo)t(Ho из оценкJ.r (rO) и иэЕесп{ых реэульта_
тов (см. Е1] ) получить оценку (З). Лемма доказана.

Те о ре ма 1. Щ, Дlо,у,{,|,,gr), l{r,у,ý,t,,["),Кtц!птра-

Д о к а з а т е л ь с т в о. Длgё>0 обозrrачим через4С решеЕие одцород-

ноfi задачи Длриме дJIя уравненияLчu-2 . Иэ леммы сJIеryет, что посJIедоватеJтъ_

костъ фнючrйtZ'J п.оrолrерно ограfiи.r"* . }Vr'1 . Огсrода слеryет возможцость

предеJIьного переюда в уравненпц Lоце- 0 прп О*0.
АНаЛОrТ.дrыми методами докдзывается сущеgгвовяrr.rе рещеrrпя иэ IФостранеь

"^Wr'rtцt 
заддtrх

Lц-Ксуlцчr.* uуу*<Ц"-0, (11)

Цlг:{ tr,уl (rz1

YpaBHeшre.(tt) отлиqдется от уравненхя (1), во-первь[х, вырождеЕхем на реще_

ппll, вфвторцъ невыпоJIнением усJrовия Ш. От вырождешхя Еа р8rценЕш можцо пэ_

бавиrъся ограши!rенцем KJtacca граничны,х фнкшfi. Имеtпtо, справ€дIхЕа сJIедrющая

Л е м м а 2_ [Тчс.тъ выполяено чс.rrовце о<m<фtrцl<kl . Щд.а
суцествует rМкцrя чеС'(а) ! lвrtяющдясI рещеншем ]Dавrrеппя Lru,O дщ_Iщ
вши ( 12 ), пршчем справедrrива оценка rпс ц < И ,

l7

шrца области9 глад(оqги и 1-1У лем_

мы. Тогда всегда существует функцдя ll ,Щ-
воряющая уравнеЕхю (l) почтл всюду в/



Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим фншшлю а(цlе С'(R),

О(ц) -
ltll,ц-пt,
,С', t < а<п,
mz,

Для оператоса Lru-Kra
рещима в проqгранстве

ма} слеryет| чтоЦ>fп ь0 . Иэ вида ф,уrfкlдЕl a(tl) ч неравенства ц>пLслеNlето

что4 естъ рещение уравнения КеUц*r* uуу*<ц.- 0 . Лемма докаэана.

Сложяее обойтись беэ условия Ш. Имешно, справедлива следrючIая

Л е м м а 3. Предположrrм, что суrдествует функшля {'1с,у)еС'(а) о аь
ляоlцаяся продолжением фгнкщли Р@fl l щrz?ý'l!'<lvl . Млеч пустъr<-0 - щ
таточно больtцая постоянная п область0 примыкает к оси t -0 некоторым прямо-

уrэльЕиком Р со сторонами, параллельlrымlr осям KoopдrHaT. Тогда длtя гладшrх ре.

щешrй эадацr Длрихле дпя }.равнеrrия /rru-| при условии (12) справедлива оценка

\rr:":r* Kcu',yr u'H* uj* uj+ ц2 )do < MJ. ( 1з]
4

Д о к а з а т е л ь с т в о лемrч{ы 3 проводится по тоfi же схеме, что и

в лемме 1. Велr{rпrна постоЕlноfid, такой, что прис>6rо справедлива оценка (13),

эав{rсшт от r( ,lYl ,п u областч0 (оС, выrшсывается явно).

Теорема 2.

( 12 ) почти всюry.
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ццц+асU х эадача Дирихлrе с данными ( 12 ) раз,

с'(а t"r,i.'гrз ). Далее, из rФиншrпа максиlчfума (миrшмУ

l8

выполнении леммы 3

(у) , удовлетворяюtцая уравнению (rr) и условию


