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о грАнtFIном повЕJlЕнии потЕнциАлов дроЙного слоя

Иосеф Крал (Прага)

1. В в е д е н и е. 3афксируем раз навсегда борелевское мнох{ест"о С "
лr -мерном евкJшдовом пространстве Р' . Булем предполагать, что гранича.6

множества f, 
""r.у.r" 

и компактна. Есллg + М С R^, тоLiР{.||)обозначает класс

всех действительных функшй g на l"| , удовпетворяюцtих условию Лиrшlиlи

sцр|tiэ-!l-' ,lgrr,1-1(yti ,+У, tr,!€ М!. ".
МяgеLiР6) 

" 
zе{rВ можно сJtеryючtим обраэом определить ."".r.rrn" l{у {в)

потенциала двоfiногр слоя, распределённого наД с плотностьюя : сначала рас _

пространим, на финrrтrrуо липlцицеву функlию цeLip (r?') таким обраэом, чть
бы ft,обрашалась в Еуль в некотороfi окрестности точкл.? , а эатем полагаем

WgBl: t lr-u |' B-z).y,tлd,/leit (1)
с

Огметим, что фнкшrю yeLiPB) всегм можно продФлжять на липцIиtЕв)r флкшrю
на Есём Е-l"лr. гл. У1 в ГlЗ] );как известно, функI8rя УеLtр(R') почти всlф
лу шферешоryуема и её производные изпrеримы (см. теорему 11В вГ14] ).

Нетрулrrо обнаруrклтl,, что |r/91Z1 не з€lвисит от выбора фнитной фвкчшrr |e/rtp(Pj,
упоЁлЬтворf,оlц9й требоваlшям

9:r шВ, p(z)-0 (2)
(см. пемшrу 2 шrже). Еслч t/l обрашается в Еуль tla окресгно"- V ,оrr* z о то

лпффрншрованием под зшаком интеграла в ( 1) мо>r<яо убелиться в том, 
"то 

W9

гарrtюнlrчна,a V . Так как точка zеR^-В соЕершенно проиэвольна, то мц пф
,оцаем Talrим обраэом для каждой фнкшrи gеLiр(3)впопше определёнt{ую гармо_

Ехчесtqrю фнкrпrюWg наР\Дlсм. ý 2 в f7]; ср. тох(еЕ 1], ЕS] ). В свяэи с

приNrенением потеяшlала двоf,ного сJtоя к краевым эадачам теории гармоничесххх

фrнкшп еqIественно воэникает вопрос о том, при каких геометриtrесЕtх }rслови$'(

наД операторW ,еrrрерывно распространяется с LtpB)Ha более широкое простре

"r*F фнкшrf,, определёнlшх ваД таким обраэом, чтобы фiтпсшrи Wf , сооrъетст-

вц!оltие фунrошям faF , яепрерывно продолrclлись до границы8 по множества,
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['о, R^ -, Г Х) . Сллай, когла,V соСтоит иэ всех непр9рывных функшлй наВ ,

изуча.lся в Г7, ý 2] . 3десь мы эафиксируем ограниченную полунепрерывн}ю сни_

зУ функчlлюр>У и рассмотрим пространство3 
"u.* функшrfi Бэра на.Е l пр€дста_

вимых в виде Сопst+fо , гпе|/r|<ср для некоторой постояннойС. При есте-
СтвенноЙ Нормировке пространства 3 ,", сначала займёмся вопросом о непрерывr

ной продолlс.rмости опера.ора W , действующеrо 
"з 

В П LiP G) в пространство

всех гармоническJ{х фнкшлй "" 
R'х 8 , налелённое топологиеfi равномерноfi схо-

димости на компактахзатем иэучим необходлрrые и достаточные условия сущест_

вования конечных пределов

ltm Wl о lп,WrBl::l, f"*l-.a
для каждой функшли fet) , удоьлетворяощеfi в заданноfi точке leB условию

fty)-|dl - 0(ptp), !*l, уrВ,
Докажем сrtелчюttryю лемNry:

Л е м м а 2. ЕслпzеРП ц cleLipRT- Щ Рч|-
-0 для всýд 4 еВ u|ZJ , то_

}',- вl-' (а-z),уtлd р@)d,a - 0.

с
Д о к а э а т е л ь с т в о. Опрелелим для кФкдого наlтрального числа *

функшlю Щ "^,?'*"луо*rм образом:
- l -rt-I м^ t>k ,

0 tvt" ltl= k-',
t + k-' дпя t <-k''

l rtt) -
(ср. Et+, с.3ОО] ). Пусть / удовлетворяет предположениям нащеfi леммы. Обра-

эуя сложяые функrпrи Фr- lzr {Vl l мы получаем посrrедовательность финитных

фнкшлfi, удовпетворяюцЕrх "а 
Р'условию Лиmцица с одlой и той же постоfilноfi.

Отqодд видно, что все фпкшаи lg-dфr| почти всюry равностепенно ограничены.

Кроме тотр, почти всюry уаd,Уr-!шdф (l*"-) ч bcet/lr обраtltаются в нуль

вне фксированной офры. Следовательно,

tt"-zl-' 1о-z)gшdф@)d, - k^ l ,r- zl^@-z).lшd,!*(цdc. (4)

с к-*с
3афиксируем l и обоэначим череэsр/g,,ооrr.ль фнкшли Ф1 . Так,окФк обраща-

ется в нуль в окрестности множеств а BU{Z|, то Mo)lotc построить открытое мно-

жество.D , огравиченное гладкоfi гиперповерхяостью lD ,a*"u обраэом, чтобы

СпsрtрсD, D.40-1zJ.
Обозначая череэz вектор внешнеfi нормали KOD ч череэs поверхност}тую меру

на 0D , поrrучаем

il *", обозначаем соответственЕо череэ ИопП вЕуlреЕность и эамыкание
множестЕ9 ИсRТ

(з)

2о



с
чем вместе с (4) лемма докаэана

3 а м е ч а н и е. Мы пока определплч WgQ)для произвольной функшли

xcLp@ вслучае,когдаZСRа В zеспаzеВ иуВ)-0, то снова можно найти фи-

нитЕую функшлю ,1leLip(P') , удовдетворяюцryю условию (2), и мы опять опрФ

деляем V/уczl форr,тулой (1), которая оправдана предшествующей леммой.

3аметим, что для каждой фшlтноfi фупкшrи tlleLip(PП) , обращающейся в

нуль в точке!€Р', nMee, место равенство

\ l"-zl' (r- в).!шd.!@)dо-0.

Отсюда видно, "r":;" рассмотрении потенциалов двойного слоя в смысле выше-

указанного /- опреаеления всегда можяо предполагать, что основное множество

d oapa"nre"o.B противоположном сrryчае достаточно замеЕить множество t его

дополнением 0- R^rС (которое должно быть ограrиченным, так как соЕместная

грании8 компактна);9та эамена влияет только на энак соответствуюцrt{х потен-

lшалов. Полюуясь егим обстоятельством, мы в дальнейшем всегда предполагаем,

что множесraо С оaр"*r""о.
Обоэначая ""р." / постоянЕ)rю функшtю, равrгуtо едиЕице, мы поrцrчаем для

-lпzек \6

WIB.I -- 
Q ' еслu zе'R^ 'F' (5)

\ rо# lг (!^) , ".* ze|o.

Действительно, есrIи zeR^re , то существует финитная функlоля tPeLip(R^),

равная единице в окрестности множестьа С ч обращаючrаяся в Еуль в точке z .

Тогда lушdуl-О "л 
t n

WtBl- l t"-rl-'@-z).rady G)dc-r,

Еслиr€ Со, rомоrкно о.оU*lrоткрытую сферу(?с пентром в точкеz TaKrrM оЬ
разом, чтобы Е-СО, [IycTb теперь ,/l е Lip (R^) - фикитная функшля, равная

едлнице в окрестности множестъаf,..[) и обращающаяся в Еуль в точкеz . обоэ-
начая соотЕетственно через ý и а повержостrtуrо }rеру на границе 0о феры О
и внеrцнюю нормаль к 0t2, мы поrццаем теперь

\'r- zl^ @-z).зшd9tцddl - \ lrtylly- zl'o(y),(y-r)drq)- 0,

- t ly-rt-' tу-z).п ryldsty) -tо t^ 
l r (!r).

' \tl! Bl- (r!, - ) ) 
1х-z|-'1с-z,|.!шdР @ldc -

аа
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О б о з н а ч е н и е. ЕслпвеRПчр>0, то положим

Qr(z) - |rcP'i la-sl.rl.
СИМВОЛом 7lr обоЭначаем * -NаgрЕ},ю (внешнюю) меру Хауслофа, Ko1op}rto

считаем естественно нормиров€lнной (TaKr.rM обраэом, Xlr{X^)-t для эсtкого мно_

жества.7l , п"о".rрического с *-MgptTblM кубом <0,1>ki в частно(:ти rt. cobna-

дает с мероfi Лебе"ч 
" 
Р'1.

НаэовемуеJ существенноfi точкой пересечения границы8 с поrryпрямоfi

НsG)- lz*t0l tr0l,
выходящей иэ точки8 в направлении вектора 0 , если для ка}кдогое>4 имеют

место соотношения:

3l, (нzв)пQаU)пС)> 0, il,(нz(g) nQ(y), с), 0.

3афиксируем ограниченЕую поrrунепрерывltую снизу функшrюр>OнаВ . Обозначая

черэВ(O,Z) множество всех сущестЕ€нных точек пересечения границыJ с поrу-

прямой HzШ), полагаем

пР(g,ф - 2p$l , уеВ(O,il,
Раэумеется, пР(O,z)- i, ecли В(O,d - О i n пР(O,s)- *, еслчр[у)>0 для

неФlетного мяожестм точек уеВ(O,s) . Полоllсtм для краткости

г -lg е R' ; l0l- tl , А - ?tr_, (Г).
В этих обоsrrаченияr( справедливо слеryрцее

П р е л л о ж е н и е.3афиксируем teR'. Тогда9*.оР(g,") явпяется

функшrеfi Ьра на Г n, ecnn поJIо)fiить

г
(i

t
J
г

пР (0,z) dllп_l(0),р

то имеет место равенство

обрачrаются Е lIуль в точке 
' 

.

гР(z) - sцр |WyBl, gеLrр(В), lll-p} ,

прr.lем в сJтучае5€Д

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прололllслмр на всё пространqгвоР', полагл

р-sцрр(8) наР'.8; таким обраэомrрвl, полрrепрерывна сниэу и оrранПlrена на

,?Л. Прелполо)tо|м длi проqготы, чтоЕi4и положим пР(g)-пР(O,О) (0еГ),

Yрl-sчр{W у l0)| pelip(B'),|yl.p, f @)- 0 , 9 фrпrTrra}, Обоэначим ",рР
кJIасс всех ограничеrоlых поrтунепрерывныx cHrrэy фншплПр>0lr.r?' a"оrr, что со-

ответств.7юltrая функrия g t- пР(0) является функrиеfi Ьра на Г и имеет мес-

то равенство

Vtpl - loPtcldl"_|(8),
г

Пусть
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Ер - {се R^i p@){ll,
0- Класс всех бесконечно лиффренцируемых фнкшЙ р на R^ с компдктныМ НоСИ-

телем spl1o. Сначала эаметим, что

Vtpl - sцp{Wptol i f еЮ, spt9. Srt lol , l9l.p * lr}. (6)

Действительно, еслI4 ,1reLipR^) - проt!эвольная фиtштная фнкш.lя, удовлетворяtо-

щая требованиям

lф.l-'Р l 90) -0, (7)

то мы можем определить функшли /tr np" помоttЕ{ формулы (3) и ввести в рассмо-

трение сложные функшrи Фr-hrtrtrl . Полбираяl достаточно больtшим, мы можем

сделать WY^tOl"*on" y"ooio блиэким *\tlPtO). Так как Фr(О-O,есл"lУtсl|оk-', "
|Ф*ttll+ k-t< р(а) , если ||tcl|r,(-/, .о,,сглажимя функtплю /д l можно пол}-

чить так}rю функшлюr/е@, что|9| =р, sptPErr L?l "WgtOl 
как угодно близко к

WцtОl. Отсюда вытекает (6).

Докажем, 
"rо 

./ 
"*"prкrnT 

вообщq все ограниченные поJrунепрерывные снизу

функlмuр>o,^Р' . Пусть сначалар=7Х) есть характеристическая фучнrrя от _

крытого множества аСR'. Обоэначая череэDs производшую относительпо{tеремен-

ноюl и вводя сфриЧеские координаты, мы пэФrчаем для каждой фунttмпtРеО
с носителем в f,\ [OJ павенство

Wy(o) - \ (\ tOltg)Dtlttllаl)1ilл_l(а),
3аставляя р проО"""rr.. fr"**n пэО , лля KoTopbrx|10|g/ ,Sptyc f :{О} ,

мы поJоrчаем, по лемме 1.З изЕ g1 , что

0 t*,r 
) 

L.GODtrGO)dt

есть функlлля Ьра на Г п о-

sцрwр0l- 
) 

( ,f 
\I,еGg)DtуftO)dt)dНл_,{о). 

(s)
l

Учитывая, "rопР(il в сrrлgg2-Z, равняется чисJту всех существенных точ€к пе-

ресечения В сНо(9), содержащихся 
" 

4, оо, поФrчаем, по лемме 1.9 иэ Е,7J,
саравенство ,f 
lоr(t0,1Lrf 

(tildt - пР(0,

которое вместе с (8) дает рaР,
Оlевидrrо, 

"rо.Р"оо.р*rrт 
вместе с каждой функrDrейр и все функшли вида

сР, гдеС>0. Пусть теперьр)' - такая поrrунепрерывная сниэу функшr ""R^,
которая принимает лиlдь конечное tшсло эначений. Пусть Qa,...r(Cj - все поло-

*) ;";.""*, череэ Z, хЕлрактеристическуlо функчию множества ll'l СРП.

2s



,кительные значенrlя функшлир. Полоr<r{м ещесо-0 . Тогда множества

0i - [оrR^; pto, c;l i
открыты и лля фнкшrПрr- (C;-Ci)Xci имеем 

'-Е 
rr,

оР (0) - kоri ц0) , 0ег.

Из прелшествующей части доказательqгва сраэу вытекает, что пР aar" функlчля

Бэра на Л . Рассмотрим произвольrýlю фнитrrуо фrнкrдlю уе Lip (R') r удов_

летворяюцryр условиям (7). Срежем её на уровне { , обраэуя функtмю t/l, -
-пос(С,rmiп(С|, И) , зат€М аналогt{чнО делаеМ срезкУ функrши ф - {t, 

на уроъ
неС2- cl , и т.д.i таким обраэом полуtшм разложение

тде 9iеLiр(R^)

l
р -V ф,,i,t 9

_ Фtд{тные функшrи, удовлетворяtощие требованиям:

!;(0) - 0 ,

J
ldpto)- l.' Wy,rcl|

lgll < р; (i- |,..,,i),

* 
пД, 

no' (0) - |I 
Р (о), V tpl - гР(о),

(9)

отсюдд вытекает

Обратное неравенство устанавливается легко, так как мы уже энаем, 
"rо р;еР

(i-|,,..,j) . ДостаточНо заметить, что для произвопькьrх ф4нитшх функшlй

Фrе Ьrр[П'l , удовлетворяюцих условиям (9), функlдл " Ч-ft Чt удов-

летворяет усJIовию (7). Мы свова эакJuочаем, чтоРсl. Осrаеrся докаэатЬ, чТО

дrrя каltдой неубываючrеfi последовательности фушкrs{йрrе 3 qt"кlмяр-!r_ rr
тоже принадле}lgtт клаЕсу.Р . Оr".r*о,

nP (0) - |;п oPr (g)
L+B

есть фнкв я Бэра ,л Г ,

tlP(Ф - l,iп c'k(ol -Vi.p'l,
k-ц

Но есrrи 9еО, sptg с 
'р\ 

t0} , l9l. р ". ýр , то дJtя достаточно боrrь -
щrrх t имеем

|pl <р* , W gt\ < [ Pk ш) < r' (о).

Огстода, в оlлу (6), вытека.rYtР)<tРtL) , п доt(азательегво эакоrпено.

3 а м е ч а в и е. Иэ предшестъующего докаэательства вытекдет равенство

сР 1zl- ýuр{Wgrзl; 9еО, bpt9c.8rr [zJ , lplcpl. (1о)

Отсюда Btlдlo. что фпшчля 3t- cP(t) поrтунепрерывrrа 
""raу "" 

r?'.
О б о э н а ч е н и е. Гtусть3 - кJIбсс всех фrнкrпrfi Бэра f uB, для кФ

торых суцвствуlот деfiствительные чисJIа k>0 цС Tatgle, что HaJ иrиеет место не-

равеЕетво
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где нижняя грань берется по всемс,,( , удовлетворяюlJцiм неравенству (11).

Обоэначим 
",ле 

*"реэla подпространство всех/€l , удовrrетворяюццх оценке ви-

да (11) с постопIнойС-0 . Норма (tZ1 п*"оачIает 0о ъ npo"rpaнcтBo Банаха.

В случае |yeBl рЦ)-Оl + О постоянная с в неравенстве (11) определяется

одноэначно функшей fea . Ь противоположном сrцп{дg (когда.8С Sp ) g сводlтся

к пространству всех ограниченных функшrй Ьра на J , в котором ЭквивалентЕуtо

HcpNry можно поrтгIить, замешив функшrюр функшеt / .

О п р е д е л е н и е. Будем говорить, что векторdСГ направлен в множ€-

ствоЛ/сР'" ,оr*" с , если существует ,u*o. /r' | чтоQ+t?еll для почти всех

te 0,t)
ПоложИм SС(O,С)-/ , если векторdеЛнаправлен в множествоQ-ВП"! в

точкеэ и одновременно вектор9 Hanp"Bneн в множесr"о/, тсчкеr . Положим

"rцеsf(p,э)-- l , есJш se (0,d: / в смысле только что укаэанного опр€деления.

во всех остальных i,л!rчаях полагаем

s'(r, d - 0.
Огметим, что аеНr(0) необходrмо явпяется существенноfi точкоfi пересе-

чения J с Но G), еслл 5'(В, ,) + 0 ,

Т е о р е м а. Пусть ZёR'П rJ. Для тогэ, чтобы функшrоrrал

-фF*W9*Т 
(1з)

был ограничеfl на множестве

g.1,0 пLiрФ)1 lgX<t} ,

Дляfеб полоlсим

0 l*2
интегрируема на Г no лr.ре ff^_r.

lf - cll<kp.

tr/! - iп|' ltcl + /} ,

(rr)

(rz1

( 14)

( 15)
имеет смысJI сумма

( 16)
E"ЛLtp(0)

( 18)

25

необходlмо,и достаточно, чтобы

[РG)<оа.
ЩrеРаи шмеет место (rS), rc /е4

2r lO,z) - Z {,уrrС t0, Р, {еН|(g),

1 
(0,z)

Для коr<доfi фнк!Еrц fe
(предполагая, что|{zl- 0 прчzеВ ) имеет место равенство

\f 1zl - I ', 
(0,z)d.пп_t@), (rz1

гДоказател ьство. Еслифункrшонал (13) ограlичен па множе_

,тве (14), то имеет меqго (15) по предJtоIению ia qр.22.

Прелполошrм тэперь для проqготыl чтоZ-0 и кмеет место (15). Тогда шrя

lt _,-почтп .nxeeГ имеем
оР(g,ф-пР(0)<-,



3афксируем ."*оеdеЛ и введем мяll С,?1бо."ч"""п"

М, - |t,0l tOeMl.
Мы булем пользоваться обоэначениями, введенными на стр.22, и будем считать

функш,rюр расширенной на все пространство Р^.3афксируем qункtrllюt/lе/rtР{{),

удовлетЕоряюч.vю для некоторой постоянной *еr? 
/ 
ou."*. lЧl< kp, и, считая tflto)= о,

эаймемся вычисленчем интеграла

\ ,r r Gg)dt,
с0

Так как qункtuяр>0 поrryнепрерывна снизу, то множество F-[t>o; ptt/l- о!
эамкrryто и функшrя tt* |ltt?) на нем обрашиется в t{уль. отсюда видно, что

Drt|tt?l- О о," "*т ".rifr\;rследовательно,

( 19)
гпС,

Рассмотрим теперь произволь}тую компоненrу @,6) множества (0,*)rF . Иэ (18)

слеryе,f, что приО< t.6 каждая существенная точка пересечения В сНо@) ьuла

f9необходlлмо иэолирована. Еслч$0 ,trq - две соседпие существенные точки

пересечения В сНо(il пa-t,.tr< Е , то почти весь отреэокtt,t) содержится

либо в С, , лпбо ь 8, (Q=R-r4)" имеет место соотнощение

ý' {0,tr0) - - 8св,t|0), (2о)

отсюда вытекает

l ,, ф(tg)dt - Т "r'tQ 
t0)9(tg),

р,tiп С" " a,t<6
что вместе "'(19) о"",

е

\ Dr у ftO)dt ,Z^ у ftl) sc B,t в) . (21)

С0 
- t,0

(3аметим, что ряд на правой стороне мажориров€lн рядом }otpttl) , кото-

рый сходится в сиJry (18).) Испольэуя сфрические коорд{наты и Teopetvry Фуби_

ни, мы поrтучаем

W ф to) - l ( l D, чl ttФdt) ап,_ ,tоl .

отсюда п пэ (2r) 
""*|, "lj ***-" g l- Z rt|,o) интегрируема по ме-

p"Ir_, "лГ n мя{-Ф справедлива форrryла (rZ) (раэумеется, теперь z-0 ).

Обоэначим ".р../ класс всех фнкшлfi/е llo, лп" котqрых фнкшля (16) интеь

рируема наГ no *pXlr_,. Мы видели, что ЛоП Liр(Ы С ,{ . ВслчflеГ,

PJr- | ""В uSyptfrl<kp для Heкoтopofi постояннопkеRl,,о n"*"oior. -
мые r}ункшt"Zr.t?,Z) почти всюдýltл.., "^/ сходятся "270,d и мажориро_

ваны интегр"ру3моИ функшеfi kоР(O,z) . По теореме Лебега, получаем, "rofe?
26



" 
l 

Е1 (0,з ) dNl,_,(в) : 
!*|>{. 

( 0,s) dtl,_,(о), Q2)

Отсюда заключаем, ,ro7- ао.

на основе предлеств}rюшеfi теоремы мы вправе вЕести следующее

опре деление. Пусть zеR^,В, [P(z).., . Если h,еЛrЬс[+
+f ,f aOо, то мы полагаем, по определению,

WhBl: Aclr(z)+ l Zf(O,z)dlt _,(0.1 (2з)

г
3 а м е ч а н и е. Если8С $r, тоOо-Лп по.rо"rнаяf, в раэпоженппfчсt+

+f ffe0) не определяется одrозначно. Но форr,rула (23) все-такл определяет

эначениеWДбz)ол"*мчно, так как в 9том сJцrqдq

\ :, {а,r) dtл_,(g) - A/,c(z)

ппяzеR'rВ no фlрiоп"м (tZ) " (S).
Из докаэательства предшествующей теореьш пол)rtrается еtде следующее

Д о б а в л е н и е. Пустьz€РПr В rtГР(Х).- есллl.е,а-[*l /t, - /,l '1*оо l
на Б п sчРlhil<,о rTO

h,п Wh,lзl - lVЁlz). {24)i*- l
л ь с т в о. Опрлеrшм постояншIе Сr. и фнкш.tи fie 

0о

, причем в сrrуqбg/С ýrвоэьмем Cj- 0 . Тогда "rеё,
" Цm, {,,| ", В, rд. c[+f- h.

i*oo л

kP для некоторой постояпrоtlсеR. Иэ фрr,ryлы (22) сле_

cl. Выше мы видели, что условие (15) необхошrмо и достд-

значевrlе потепщлалаWf tz) . олределенное первоначально

функшrй, можно было расширить по непрерывности на все

fr0 , Может, однако, сrогчиться, что усJrовие (15) удовлетворяется в точке,в ,

а в других точках оно не соблюддется. В свяэи с этим полезна следующая

Т е о р е м а. Если точltrlZц...,В.е -пК находятся в общем положении (т.

е. они не содержатся в одrrоfi гиперплоскости) и

Доказате
так, что t; c;t + f;

liпс,- с
i+ф l

Кроме того,ýgРl{.l<

ryет (24). 0

3амечани
точно дrtя тоrэ, чтобы

лиlль дrlя липшицевыr(

lп

2 гР вР< о,о, (25)

то существует такая постоянная Се(0,*;,),Щ
|- |п

tгР(в)<с РЫ Q,Ы), z€R'.-Вl
.д"""dl,Stlz,В)- iпf |lC- Yl i ц е Вl обозначает расстояние точки g до мно_, t, с,

жества8 . В частности, при соблюдеlши условия (25) функдrяЛР6.; *о""rr" lrure.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Прелполояслм, что (поrrунепрерывная сниэу)

27



функrияaz>o определена на всем пространстве r?'" попо*тельна ""РД-8 . Рас-
смотрим прои3вольное ограниченное открытое множество 4 , "чr*r*aние 

которого

содержится , ýр= |OeR'i Р @)> 0\ , rУстьО(0)- кJIасс всех бесконечно

лиффреншлруемых функшй с носителем 
" 
d . Оооз*чая череэ d, пропэrолrгуrо по

направлению вектора QеГ, о*, утверждаем, что

,rr{) |rptclde1 уеа(0, lpl*l}.... (26)

Так как iпf р(Ф - а>0 , то кЕlждая функrпrя 9еЮ(G), удовлетворяющая нера -
BeHcTBy|r/t</ , удовлетворяет таклiе очечке|9l<С-lР и (26) вытекает из рась
суждений, paccмoтpeнHbIx в Е7, см. 2.1О] . Справедливость соотпоIления (26)

дJrя каждого 0еГ " мждого открытого множества 4 " *о"пч*тным эамыканием в

ýр *"."".., что множество 4 имеет локально конечный периметр .,lp no onp"-

делению 3.5 статьи Еl2J (см. также 3.7 в [l2] ).

Напомним теперь определение внешней нормали * f, " сr*r"ле Феперера. Ес-
муеВ пOеГ - такой вектор, что симметрическая разность,"о*."."/ n

|xeR'i (Ф-у)'0aОl имееТ ЕулевуЮЕ-меРrтУЮ плотностЬ в точке ! , то0
наэывается внешней нормалью к С в точке f и обоэначается череэl1 ({)iочевпь
но, этим требованием п(у)определяется одlоэначно. Если для точкпуеВ не суще-

ствует вектора 0еГ.цо"rrной Енешней нормаJIи в этом смысле, то мы обоэначим

череэл(у) яулевой ве:(тор 
"з 

R^. Тогда векторная функшlя yl- пlР иэмерима

по Ьрелю,"8 ("r. Е5] ), и из иэвестных результатов о множествах с локаль_

но конечным периметром (см. ГrZ] ,Е2) , ЕЗ], Г6], ср. такх(е El1l ) выте-

Kaeтr что для каждой финитной векторной функшли а-Га'r, ,. r[^J *rr"""" 4'
с носителем 

" 
ýр "r"., место форr"rула

\dtr alcldc: 
) 

,,, l,пtyldX{,_,tyl,

Рассмотрим теперь произвольЕую функшю ge@(ýrr [Z}) . Полагая оQ)- 0

QЕR'), чг(I)- |с- gl П.|@)(о- Z) для с€ ,?'- [;} , мы имеем

dи a@l = lo- Bl-* уъоd,9р),@-z),
откуда

WEtzl: t ,,у,. пч)dvlп_l (у)- \ pQlly-ti'ty-z),ntyld7lл_,(|).
Dв

Отсюда и }Iз соотношения (1О) поrгучается

,rР(g): t r,y, |у-о|-' |{у-zl,пtРldT!*_,tР, е7)
в

Так как точшZоl,..|zпL находgтсl в общем положении, то нетрудllо обнаруlоlть,

что имеется такая постояrная gе(Orе) , что для ьсехуеВ справедливо неравен-

ство п

Д' у - "i|- 
^ | ( у - z,), пtуl| > 9 lп Q)l,
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Отсюда, в сиrry (25), вытекает по формуле (27)

\ ,'у' lп tylldffr_, ({) < оо .
(2 р-.)

( 3tl)

-пПусть теперьzеfr"'rfr
д

Иэ (28), (27) получаем

rР (z)-. [d;rf 1r, д)] " , l рQ) lп q)ld ?lm_|(у).

в
мы видlrм, что для справедливости докаэываемой оценки достаточно вэять

с
0 - } pQ)lпtPldlt,-,tyl,

tЪ прелылущего домэа*пr.rr" вытекает еще следующее

До ба вл е н ие. ЕслиточкиВ,,ч..rgп находятся вобшем положении и

имеет место (25), то для каждой точкиzе,?'r.В и каждой бункlши/еl, спра-

ведлива форрrула

W/czl - \r tрlу-zi'(у-r),п(у)d.ilл_,tуl, (29)

Б
Доказа тел ьство. Мыустановили (29) шя{=9еЭ$rХ!Zl)

Отсюда при помоrци соотношения (28) фрмуllа (z9) ;l€гБ.J распространяется на

все функшrи {a3о .

3 а м е ч а н и е. Если оператор W, лействуюций из Lip(Ы П Л в простран-

ство гармонических функшй "aР't8 l над€ленно€ топологиеfl равномерной схо_

димости на компактах, непрерывен относитеп""о "opr"-,l,..l, то необхолимоД{z)<

бе !ля каждоfi точш{ 
'€ 

Р^-В (см. стр.22 ). Наоборот, есJIи это условие (15)

удовпетворяется для некоторого множества точек 8 , которое нелюя поместить

на единой гиперплоскости, то функшляrЛР6.; оaрa*чена на каждом множ€ств€1 }Ia-

юдяцемся на положительном расстоянии от мно}кества.8 (см. стр. 27 ) ll, следо_

вательно, оператор W непрерывен в указанпом смысле.

В дальнейшем мы всегда предполагаем, что выполняется усJrовие (25) для

некоторьц точекu, o...,tr14 в общем полоя(ении. Тогда для кая<дой Уункwчl,еttr
и каждой точкп 

'€ 
R'rВ естеgгвеншо определен потенщ{ал двойного слоgWlВ);

еслчlt-сt+f , rrc{е!trо, то мы им€ем интеграrtьное представление

Wl(rl - oAyc(z) + I r,y, ly-rl-' (y-z).пQ)dvt _,ty),

Отсюдд (ср. таш<е (2S)) *orj 
"rоWЁ 

есть гармоническая функlл{я ,^R^rB,
3аймемся теперь исследованием поведенияw/t вблизи 8. Дп" этого нам пф

надобятся некоторые вспомогатеJIьные результаты.

Л е м м а. Цщ.6. R@ /- характеристическая функ-

Е ПВ . Есм fe$o, то

lWДtzllсl, rеRП..В,
ция множества

Д о к а з а т е л ь с т Е о. Восполюуемся форьryлой

2s



Wд rzl - ) ', 
G,z)dxQ_,(0, tзl)

Для простоты предположим Z-0 ч зафксируем 0еГ так, чтобы о'(qОa "-,
Тогда можно сrштать множество всех существенныхточек пересечеrц{"В сНо0)-

-|t|ltrOl , прияадлеж"шцпхД , конечяым. ВслчtrOrtr? - две такие соседше

точки, то по форr,ryле (2О)

{ft,O)ýС(0, t,0)+f (trg) se (0,L0- о.

отсюдд видlо, что

lEJ (8,o)l<t,
Так как ато верЕо м" lt^_,-n'o""n "..*0еГ,

П р е л л о )tс е н и е. Еслtr/.СRП'-fl
то (31) даст оценку (3о).

- открытое мнох(ество с границей

0D ч SuP|cPtyli yeL?l - У, оо , 9
sцо|аР Bl; в eDJ< V+ А sчр р Ш),

Д о к а э а те л ь с т в о. (Ср. теорег,rу 2.13 вЕ7] .) Предположим, что

функlц{я р поJrунеrрерывна снизу на всем пространствер , SUP РtD ". Р't 8.
3афксируем произволь}rуrо точкуzеD и постояlкую а<с|il. УЪ (.21) эакrпочаем,

что. сryществуют Азаимно непересекаюIш|еся wВы К, С S, и постоЕrЕые 

'.V=tr..,,sl таме, что функшrя 
8

f - ]ei\,
удовлетворяет ошенкеlf|ср и иrrеет место неравенство

о

о. i f tуllу-rГп ч-s),пry)d/tп_|чl-Wftвl,
а_ý

Фуtпсция W; Йлrо,оп*".'1 fi'.(J П!!,К|Э Dt

,*з*,\,Ц 
,,r- о. (эа

Рассмотршм теперь произволь}r}гrо точ,ry уе fl! . Bct,, уеR^' ВПР.,Кr) , то

11, ,ЧЩtСl - W!,y,L tРry), ' i'l l

Есш!еВп!-Кi , то моr(яо с:{итать, чтоу€ К,. По прешlrествfюцIеfi лемме,

lc,Wir,1 .'i lb, l < Asup р (В) ,о ,?'t В = D. отметим, что функшя f :
- 
rrrril, 

обпашветсЯ в lтlrJ,ь в окреqгноС77l точкrlу . СледователыrоrЩ, непре-

ршЕна в точке у . Так r.aK lfrl- р, то

lrпsuр \#tcl < Asupp(B)+ lW/,(y)l€ Asupp(B)+ rРtу).
х*у

Во всяком сФrчае

{Msup Wl trl < V + А шр р(В) - u, уе ln.,
Е+ц

Эго вместе с (32)"лает\,f5л wЛ . В частности, a<Vlf1)6 ц , и так ttаK

а< tгР(sl }.6t вэяJtш соверщенно произЕоJIьно , то lГР 1z) е u, z е D .

30
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[iпsupWl в). *.s*d
BeD

(33)

(34)

(35)
то

. если

место оценка

лrOщ

suр I (3); zе j п a"d| < ф .
{

р

sup|rPtyl i уrаrФ п 0Лl ( о€ 
r (36)

то для ках(дой фнкrrии {'€.fl спр"r.дливо соотношение (34); более того, если IlBr

лое множество.p солерж"r.я в некотором иэ множеств СrQ-Р'./ пр>0
,u8-1lJ , тогда длtя каждой функчи/е.0, удовлетворяrощеЁ требовадrю (3З), су-
ществует конечный предел

l;п WI tal.,:j "' ''" (з7)

Д о к а э а т е л ь с т в о. Обоэначим "ерэff класс всех флкrпrfi |е3о,
для Ko'opbtx{6- О "fty1-0 (ptyl, y*l, усВ . Нетрулrrо обнаруlолть, что

ff есть эамкнутое подпространство банахова пространсrт* ,iо . Для каждоfi точкл

BeR'' В линейный функш.Iонал {r*Wf <zl ограничен tи простра;ст".I n

ýчр {W/ crli f "Хt,|f|-.р}- rРв).
Если для каждой Цнкшчfеt выполняется (34), то, по теоре}rе Банаха-lUтейя-

гауза, заключаем, что для проиэвольноft последовательности во€D , сюдяцейся

* d ' oon'o'o бЫТЬ 
sцр rР tzо) ., оо ,
п

Отсюдд вытекает, что для определенного r>0 справедливо соопlошение

Sup |tP (z) i веЛ п atr6)} =., ;

так как qункшяи{.) поrrупепрерывна снизу, то иr{еет место (35).

Иэ определения (23) мяfе$пzеР'rВ Еытекает, что

lW/trll" i/ i (А + ttP tll).
Итак, из (35) следует (34) для каждоfi fefi .

Препполояс.rм теперь, что целое MHolKecTBo-0 содержится в некотором из

множеств СrQ-R^'[ . Пусть, далее,

р> 0 "" .6- td}, (3s)

, Sцp|aPBli се! п Опtбtl- ц < ф. 
_

Еслчf еЛ удовJtетворяет требоваrrrrю (ЗЗ), то лllя y-f бl l существует конеч -
ньй прелел

зl



!!1wy tхl

и функtшля fo-f -, ,oo*Ji3o""T условию lоч)-0РQD, !-l,yrB.
Следовательно, для проиэвольног9е>О можцо rrайти разложешеfо-gо+ 9, , Где

!о,!,- функшли Ьра на.8 ташlе, чтоlУоl- аР , п|, обралпется в Еуль на

ВПQrtбl для Heкoтopo*grТ. В сшrту (З8) шr uмеемlFiо, t иэ предqгав_

ЛеНИЯ 
Wx,@l - \ y,rrll,,- t1-' (y-t).пQldtr!._,tyl

Б
з€lкJItочаем, что суцествует конечrщй предел

так KaKlWgrl< огР<ец 
!*i:;r';, 

a0>0rvrol*ro воgть сколь уr\одlо ма-

лым, то существует конечный предел

!:,wlo",
xeD

и, следовательно, TarOKe предел (37).

Ддя окончаппя докаэательства достаточно усганошть сJIедrclryю лемt"fу:

Л е м м а. Пусть.O.Р^rВ, lСDПВ "Йобоэ,о*.", "р"о,ry 
*,о*.-

cTbaD . Тогда иэ соотношеrшя

hпsцрц ,t
" ycOD

Цпsuрr*6'

г

CPtyl . -о

вытекает рс (х)<ю,

Д о к а э а т " n Ji', в о. Достаточяо рассмотреть сrцrчаfi, когда.D оr-

крыто. Пусть имеет месго (36). 3аФксшWем!tсO,g) и, обозначая через /,

характерхст*.rеосло функшrю множества Р^'фl , ry" р,- р7, . Тогда

, поrr}цепрерывна снизу и дrtя л€ (0,|,) в каждого ZeQ"tEl справ€длива оЦ9н-

ка

tгР' (z)< (9 - п.'\ rrtrlпlylld7lr-,tyl
(см. (27)). 3аФкоrруем еще Nce(%,g) , обоэначrм черезZrхарактерtrстпчесýrtо

функшю ,*rо*евчQr, (l) иполохqмрr-рIа.Есrrд lz-l1 -g rTo

nPz в) < Q- 9,r' 
" \ ,,rrl п qlldXt*,tyl.

Огсrодд и цз (96) вшдно, чтогР. о'*"*r"rr. tra гранхце множества DПQrdl;
но тогдд оЕа оrтдlrчеЕа TatOKe ваD'ПIJоG) (см. crp.8O). Мы !rсгановплш, что

обе фдшчп nP'1,1,1|P'(.) оrраrоrчеп ЬЛ Пt2"(h при достаточно маломлfo.

Tar rcKfrc h+ р,, то!lР< оР'+ trРz также оIтаншчена па D П O rttl,
Иэ доlкаэашrо! теореri,ш непосредс,rЕцшо вытекает спедrющдя

- Т.е о р е м а. Щрелполоlоrм, чтоJ явJtяется обцей rрашцеfi м"оrrt".r" С',

s2



4'-R'.. Г гtу"., leL ,рr0 HaB,{d] . Щц"r."*.
tiлsuо t|Р(ц) - *ц*6' о
о!.В

необходlмо и достаточно для того, чтобы для каждой функщли fr!) ,
,довлетворя-у

.l ющей условию (33), соответствующl.tй потенш.tалW/ обладал в точке / *o"""r",n",

пределами по множествам 4
о, 

ао'

3 а м е ч а н и е. При помощи функшлиЛР Mollcto таюке установить необходл-

Мые И ДОСТатОчные Условия для суrцествования угловых пр9д€лЬНых эначениЙ пь
тенrц/rалаW/ ("р. Г4] , E8J, Г15] , E r'O] мgр=/ ; полобные результаты для

потенrд{алов слоев, распределенных на плоских кривых, имеются в ГlО] ). На

9том вопросе }rы эдесь не останавJшваемся.
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