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О СИСТЕМАХ СОБОЛЕВА С ТРЕМЯ

ПРОСТРАНСТВЕ ННЫ М И ПЕРЕМЕННЫ М И

В.Н.М ас л е н ни к ов а, М.Е.Б о г о вс кп п (Москва)

в работе t 2] длlя Jrинеариэованноfi системы гидродrrнамикJ{ идеальной врашrа-

ющейся жидкости - систQr..lы С.Л.Соболева Е1]

т-V,t]+ ушl,Р,о, (1)

dirt - р

с начаJтьными данЕыми

tl -io(d. dirto-т pl
lt=o

в офtасти Ql|b,t)l*R3,trO! было излено асимптотическое поведение рещевдя

при f *- *'npon."onbнoм компакте,(с FJ , поrrу*.ны оценt<ll 
""д"ТФ,t)=0(l/il,

Ptatl- p(t/t) прпt>tо>4 , равномерные по сеК .

В работе Eзf для эадачи (1), (2) в области \-|@,tllсеРЭ, l>0l , т.е.

в сJrlrчае двух пространственных переменных, было поrцrqgнg асимптотическое раэ-
ложение рещеЕ{я на rпобом KoMIulKTe Кс R' прч ! - * .

Целью настояцей работы явJrяется иссJIедованtrе всех 9гих воIФосов D треь
мерном слуrае.

Рассматривается сиеrем€l :
л+

ff - V,йf+@,,чlt + gплd,Р-о, (з)
йлг t-0

с }цетом конвективных tшепов, гпеi-(аr,аr.0r) - постоянrьd вектор (шlrr эавцсь
цшп от f - no этоtчrу повоry см. эамечаяие з поqrе доrазательqгва теореr.ш 1),

[.r.l - векторцое пропэведевпе,(.r.) - скалтцое пропзведецие. Не оrраюrчrrвая

обlщrости, можяо сtttlтатъ, ,- il- (0,0,а) , гпе d-cotst>0
Ihя решешrя заддчп Коцл (3), (2) в настопдеfi рафте поIцrqgна асЕмптотr-
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ческая оценм по f при t *.n, равномерная во всем пространств" r?J npn y"no-
вии, что начаJlьньIе даннъrе to@).W| tК'lПСJ (К') . Эга оценка имеет тот же

вид, что и поIцценная в работе E2l асимптотическая оценка на компакте [ля реша-

ния задачи Коши (1), (2). Кроме того, эта оценка равномерна не только поСеR'

но Talся{e n поdеRl, поэтоlчfу, полагая ld|- 0 . мы будем иметь равномерную во

всем пространстве,?J асимптотическую оценку nol дп" решения эадачи Коши (1).
(2). Так же, как и в работе Г3] д.пя сIryчая двух пространственных переменных,

в настоящей работе для сlryчая трех пространственных переменных получено бсимп-

тотическое раэложение на произвольном компакте решения эадачи Коши (1), (2)

при/-- в предположении, что начальные данные (2) достаточно гладме и дос-

таточно быстро убывают при |о|+е.
Из вида асимптотическсго раэложенхя решения задачи (1), (2) вилен раэлич_

ьlй lирактер колебаний, описываемых системой (1), в двух случаях - когдап-2

и когда a-J .

В первом сrrучае (z_2) колебания по d прелстамяются бесселевыми функщ.rя_

ми (см t3-] ), а во втором, трехмерном сrrучаеr _ тригонометрическими фнкш.tями.

Нам кажется, что этот рееультат интересен с фэической точкJl зрения.

ý 1. Равномерные асимптотическrrе оценки

во всем пространсгве

В работе L2] методом преобраэованlrя Фурье было поlцгчgно явное представ-

ление решеция эадачи (1), (2) в виле сверток начальньD( данных с фнламеlrталь-

ными решениями, имеющими локально интегрируемые особенности.

Для речrешля эадачи (3), (2), с учетом коввективяых членов, также можно

применить метод преобраэования Фурье; поIцrqgццое при этом решешле будет

иметъ вид:

i@,tl - - ;!, {оr,r,-а ,- ,, j|:(+) -
(4)- ъоt 

{О сс-Ы-рt\ l,

ре,tь#\_tsИ*е н, #
tgld2ldy,

k-й-dlх,(+)-

3десь 
'-
_. .-H9,;\"qoи|dy,

l/pJ+п!, р:tГ"У oi , n Ьсюry в дальнейщем череэ 11 *, будем обоэна_

чать фнкщли Ьсселя вещественного порялка J .

имеет место

т е о р е м " 1. цI9э i'(а)еW,'tR\ПС'(RJ) . Тогда сущестЕует аб-
солютная постоянная
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paBHoN,"pHo по 
"aR' .щD€r?J, npn,r." nonor*r"n""o. *n"no /n произвольнq

З а м е ч а н и е 1. Поскольку т€орем€l 1 имеет место;" ";-ffi
мы можем положить lil:O , при этом сист€ма (3) перейдет в cшcTeNfy (1) и,

следовательноr утверждение теоремы 1 останется в силе дJIя решения задачt Ко-

ши (r). (z).
3 а м е ч а н и е 2. В теореме 1 порялок равномерно_ "r?J убывавия ре_

шения ,рпf*ооqglднется преrкним, ес4и требовать только to@)ew: W'| r но

для простоты дока(rат€льства теоремы 1 мы предполагаем дополнитепьно, что

ЁО(.l. С'R\.
Д о к а з а т е л ь с т в о достаточно провести тоJIько мgt(с,t). Поль

жим для краткости X-C-dt и рассмотрим свертки

d,@,t1 - ;\,At'(x-ylI l, ({)lr,
d,B,tl: +i*{*о-,,ч(iч,оt)ч, 

(5)

так что

i tBil-d,p,tl+Qell. (6)

Интегрируя по частям и польз)rясь ,ем, 
"ro7'(Or4| tП'l , мы можем переtщсать

dr!*,t'1 в виде

(7)

Поегому, переходя к полярным координатамl находим

lЁ'lцlаlr1 ; l,P@,t)l<llill w,, tRl)

*"\Оr\ хо @t s[п 0 ) s[п0 lt о (х, -

lл-(qrll=
со

ы

d,

d,et,--*\
- NцБ

tc,il - - ltп

#)rуd,e,d)- - #\,utt, (х- l# r, (

с

l
0

00
рsiп 0, Х r- osiop sИ0, Х r-rоs?) d0,
фес
l dl I

0

dq Хо {at stа 0) cos? sи 0wti0 (Х,,
о

(8)

- rсоsg siп?, Хr- lsi,ay вiп 0, Yr-l,cB? )d0,

Интегрируя по частям в свертке QB,tl относительно переменцоfi8 и вводя обоэ_

начения: Ft"""'*; 
(c,t) : - k\ *r\rrоrrТ 

', 
@t stье) siпваsв ff 3о U , -

- t оsp вiп.0, Хr- оsiп р stлL, Х, - ltоs 0 )d0,

й tn tl - - r*\' 
"\r, *r\ !, (t)t s iп 0 ) s и о о s 0 ff i О 

( Х, -
000
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- l,clspsiп0o Xrykqskz?, Xr-tus?)d0 ,

/,to,t) : *\rnr\r, lJ 
pt siп 0 ) sи'a fo to (х, -

- rсlsgslл/, Хr- оsiп9вiп0, Хr- oas 0 )d0 ,

(9)

булем имстъ

i, {ni)- 3 У, B,t). ( 1о)

Рассмотрим теперь cвepтlcy аrвil | эадацнуrо Е виде (8). Вводя обоэначение

t с", z,9,t )_ l r, 1аtsiп Ф siп ОliО ЦХ, -
0

- vсоsgsiпL, Хr-сsiлрsiп?, Хr-tоs|)d0 (tt)

и пользуясь иэвестным инт€гральным предсгавпением лля функшrи fuсселя Хо

поJr}чаем с помоlцью эаlч€н и перемены поряд(а шнтегриров{lния в (11)

1l
l-f 

}cos

- uiп9

totBldз\lt' (Х,-lоsg@, Х2-

Х.-tutliT)L,, l , |/t-P'

Т, (c,l,p.t

r|le,",g,S7-

'|-pE(t- t'),

Ивтегрируя по частям относитеJтьно переменноft 3 , поrrгrа€м

i, {r,а,,р,r, -#вiпdtдt0 (Х,- tus,p, Хr-tsiп,р,Хr)+

* us1i|n (r,7,P,t)+siпpl|tл,z,9,t1+|,B)1o,x,9,t), (tz)

где вЕедены обоэrцчеrшя:

даюдttм

52

- t,siп

i,|Ъ,r,Q.il - #,

С помопъlо эаNrеЕы g-P'hT

0lP
siп (ultz)dB\ (Х,- laly |-F '(rg'),

-| 0"l
lL'z фt

|Ф-tF ),Xlz1l{Й2)'lr@lry

l

\
0

р
t

l
0

2с

Eot

0aio

у2-

i-|,3 i
( l3)

х2-

-,l,siлР |-р '(t-B')

Нетрупно оценитъ первые два интеrраш вэ (13). Деfiствиlrэльно, мяН,2 имеем

,Х,-ор{i4)#_ф.#'

li't't*,t,o,t)l. #
l

l
0

аltr|ff'tх7,usр,|ffi, х,-

gio(atOdz l dc,

siл t-ye (t -в') , Хr- т l*i|ffцz,lрl,
д_,|ry.

ц последrющеf, перемеьl порядl<а интегрировация



lt,"| {r,r,p,tll" r,hsсрVry, Хr-r3tлр/В,
i- /,2.

lZzl

-l

tdt l-l
Ir-'

|Ро"tr,-
y)l# .,

Вычисляя вrтутренниfi интеграл и делая замену ý: COs?, поrтучаем мя i=/,8

ll,'i) {",o,y,tll = h\lfftr, - ъhs,р siпL, Хr- cSM уSьп0,

Хr- oCos ОIslп 0d0.

Оставщийся интеграл i!il P,rrц,t) MozKHo привести к виду

i'," l,,",r,t)--o#_i #\ s,л (ot/-,+lff"|r, _

- rhsprc, хr.rS,л9{7-JС, Ir-zУ)dg,

откуда слеryет неравенство

li,"' t*,t,у,,t)l. # !,l# (х,- to,p,/,j, х,-

- tSi,прГ-ýr, Хr- rý )laE.

(tc)

(ts )

(rz1

Делая эамену Е: Cosg

иэ (12), (r+1, 115) слеryет

{ о1Kl-,

В сиrry (8), (11) имеем

l ПОJrУrIбgN,l окоЕчатеJIьно
п

fr

I?,"',ant,r,til = #\| # (Х,- оаr,р Sй0, Хr-

- z SM у Si,п 0, х r- t,Cos 0)| sи 0аg.

2r,

li tr,z,9,t)l = *lltО(Х,-йsр,Iа- dStлр,[, )l t
с

\ l rI ti, (x,-,r,hsp Si,п0, Хr-ъ.,iлу Stл0, Хr-сhs0)lSшOd0. (tB)
0

t,

Иэ последнего раЕенегiва и неравенства (16) находлм, переходя от полярныr( кф
ордltнат к декартовым,

,t) zdo l
0

7, {*,z,9,t)d,p,

|t, rc,tll = * t. l о7' (х'- у' ,x,)Wy'+ 2*t *z,_,\ ,lа} от'(х-у)lау ,

гле yl- Чr,у) . Делая слlвиг по перемеЕной интегрирования, поrrучаем

l d, а. t l l - *r r\,| lt 
о (а', х )W t - fi 1,\,l 

лi lT' tal|d а .

--;\о(
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Воспоrъзуемся теперь теоремоfi вложения Ц'k1 - L|(R2) (см.Г5J ), из кото

роfi следует, что суtцествует абсоrчотная положит€льt{ая постоянная { , ,"*" 
"rо

} 
' 

, to tc', Х, ) |do, - C,l li'| 
w,, 1кз1 

.

Поэтоь,rу для всэх trtoro на осповании (17) имеем

li,. tr,tl|" ffl Aiol п.,,*l, ,

где Мо=* (t + tr) , и oKo'.taTeJIbHo поФваем оцеш(у

ld, B,til = 
Ц ltО| 

w,з вr), ( ls)

равномер}rур по ле R3 м" "".* iеR' .

Q В,il , здддняой в виде (9),

Нетрупяо поrтгrхтъ оценкrr лпяir{r,t) "irtall . В самом деле, инт€rь

рируя по частям отЕоситеJIьно переменноfi d " .*рr*" i, tr,t) , наход|м

Jo t,,lt s;пO)rr' #i' 
(Х, -

,l

,d,p! Io fult sп0) *, {rlff r tx, -

- tсоsy siпТ , Х, - пSiл уSёп0 , l'J- Шs7ld| . ( 19)

Интегрируя в первом интеграле правоfi_части (19) по частям ло f t поJтгIаем

li,t",.ti* *ootai "'а"\,аr\lл; 
wti, (х,-

, zФs,рSи0, Хr, сStлqStл?, /'J- LСоs?)|SiпOdО.

Перехоля от полярных коорд{нат к декартовым, будем иметь

li,tc,tll.- *а Ь 
lDiooti'U-pldy,

Переfiдем теперь к рассмотрению свертки

1ro).

еаа
y',{,,t,-- h\"dо\hrфр,

-tSьпцSiп7, \-Шs?)dО -- rазуSп0

qdl,-h\
,Х'
м

Iа,
0

откуд4, производя сдвиг по перемеrшоfi иЕтегрирования, находt{м

ti,lс,иl. *а !, 
lD:lltiidlrdo,

Т'е' Д'tЯ ВСеХ f 'to'0 
li,t",tll ="*lio l rr r^r,,
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равномерно по rE?J. Тоrrо так же наход|}.{, что для всех l >t0>0

l|rt,l,ill- hSO'' n;rrr, (21)

равномерно по reRJ.
Таклм образом, для того чтобы име,гь оценку *rdr(цil , остается, соглась

шо (1О), оrrе"п"ъУrВ,il
Пусть т

4 (r,|,9,t) -\ l, (чltsiпе) ýiп'g 
ИО'U,-

- l,Clsqskl , Хr- zSсп9Stл?, Xr-rCos?)d|, iu.2l

тогда из (9) сле.ryет, что
ф2с

lirtt,til* оa!, | 
} 

r; (c,z,r,tt d9|d,z.

Польэуясь иэвестным интегральным представJIеЕием лrrя фуншrrи Ьсселя .| r пф

'DЦаеiч'

(23)

,

(24l

t

\ z sM(otz
0

)d, HO'F,-Lи9 -p'(t-z') ,

Хr- t, siiпр |-F (t-r') ,хэ-т,/, r')#
-|

Инrегрируя по частям относительно переменной z и вводя обозначеrдrя

наюдим

i)" в, t,9.t), - h Costtlt'#o' U rzbp, Хr-diпy,Хr)+

, bs9i j') 1t,о,9,{)*ýtпрijq @.r,yi) + 3i|"@,N,v,d),

откуда следует, что
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2lft

ll r] tr, z,p,t)dgl,- i\|#,i' (Х,-rЬр,Х; týiп9,Х,)|d9+

r 2l\ il" |,,с,t,9,ild.р|. (25)

о,rевидrrо, что инт€грлIы i!'rc,zr9,t|,Ьt,Z,Зrоцениваtотся точно так же, как пнтег_

o"rr"r{"'tс, L,p,t), i-|,z,i . Поэтому *, ,о*:: сразу х(е заIIисать мя i-1,2,g

lt :=j'rr, z,9,1Jdp;= t ||''t., z,p,t)|dp-

" #\ r r\l P* ot, 
(i ;, а, у 

g п 0, х, -, s а,р s и g, \- {ý ф 
s k 0 d g . ( 2 6 )

Оставlциfiся хнтеграл i!" t"rl,p,tl можно привеgги к ш|ry

i!'l1n.",F,tl = fr6\rЦ to |Х,- 7Фзf sиO,Хч, оstпуýtл

- obru)|'t' HPu* a"ls*Bao.

0,Хr-

3qлt

0r, vo U,-

В интеrралеfr € Y'ьrt tr)
l-l-l {sи'е,в,

йс

|i;il @,z,,p,r,nr-h\| dz
}

ýtлOdе l
0

- LФ89sц0, Xu- thnp 8це,){r-r,Cos? )dp

проицтогрхпуем по чаqгам огносительно перемецноfi t0 l тогда поIцrtgrм
лat

l *(4,
|0t z (ry,9, ,]ryl. ff\lЩчr,7'(l(,- zSiпQ х2,х, - rCosl)|d,e +

! tr; ffi' |Х,- tпsgSt;пt, Xr-r$at,9 Stлt,

Хr- т,Фв il|sпOdО.

- #?+ ,\onO

Иэ посrrедrrею lrepaBeнclвa ш (25), (26) наюдим
еЕ аf

l\|rtцо,р,t)аll- fr\r"*rr: (Х,- ,eosp, Х; yýlпу,Хr)|а,р r

," *o#\lu*rr, U' (Х,- tsьпO,х,,х,-йs0)|ао *

+ 1ес + zl 4а, 
} 
+ } |D! Щчr, tО (Х,- t, hs у ýп 0, Х г т Sи р S и 0,

Хr- cCos S)|StлOd?.

Подставляя пocJtemee !еравенство в (23), поIцваем, переходя от полярrrых коор_

ддцат к декартовым,

ý0



li., tc,ti - *ti t q tО l,-, -- !,,хе- y,,x)ld,y,dy, *

f h\\#i' (Х,- !,,X,,Xi-y,)ldy,d!,*

+ #;,!,toi#'u-|ldy,
Проиэволя сдвиг по переменной интегрирования, н€lходлм

li,tc,tll" *[ l# ?(r,,+,Х, )l dс,dr,+

- k![l# т G,,x,,e,|1nrj",- #уа,},'r: uЦоi''ъlа,.
Воспольэуемся еце раз теоремой вrrоlкения W|'(R')-L,({), при 9том

ý t * i' (q,{,,Хэ)!а",а,, -',|Иi'l n,,,.r,,,

поотому ý lfi 
О,',r',: 

!,, ')|a",d", 
* С,lЩч"t'|п!tr\,

lirtr,t1= rylt'l r,ц,1
paвtloмepнo по .f€ R'. И, последнего неравевства ц (2О), (21) поlrгrаем соглас-,

но (6), (1О), что для всех t >to. а

li1",tll- | d,t ,t)l+ldr@,t)l = L li 'lr;,r,1 1zll

равномернс по зе,РJ, где введено обоэначе*r" Co-Cr*Z .3аметим, что постоЕIнаЕ

Со ъ (21) является абсоrпотноfi, поскоJIьtсу 4 о*uо"п""тся только из теоремы

влоr(ения W| tП'l*L,(R'), т.е. асимптотическая оценка (27) равномерна не

тоJIько поаеR' , но Tatq(e n no?e,?'. Чaо касается поло)ltитвrlьцого чисrrа l, ,

то оно моrкет бытъ выбрано проиэЕоJIьцо, так как в ходе доказатеrrьсгва теоремы

на него не было наложено .{икаrqх огрдшченrtfi, кроме tor 0 . Таrсшм обраэом,

теорема 1 доltаэана.

3амэчаЕIе 8. Теоремз 1лоrryскает обобщеЕие на сцчай, KoITo

d-iЁl - произволыlая непрерывцая фдtпсlпля l "" поrryq* 0,-|r,а lNrеrпrоз ре-
шеtg{е эаддtш (3), (2) в 9том сJг}ва€ дJIя всех t>tor0 Фдет удовлетъоряlъ т9м

же, что и B,reopeмe 1, rсравенстЕrм равномерно по аaР' дJtя всеI непрершвншх

на поJIуосш В,оо) фrrпuоаtd-d (lr. Эго непосI)едсгвеЕцо вытвкает иэ доказатеп,
qгва теоремы 1 и тогэ фкта, что Речrешrе эада9 (S), (2) Е cJrгtae, ко_лда

d-dtil _ вепрерцвнlц фЕtкlдtя te@,-), может быrъ запи9аЕо D вцде (4), гле

вместо 
'рошоэлеrияЕd 

сJIеryет }п(€ Toc'aвttтb иЕпеграл 
\attlat

в7



Рассмотрим эаддчу КоIлд (1), (2). Решеlше этой эадачtr поrryчается иэ (4)

приlal-0. Относитеrьно начаrьньt( дапньD( мы будем предполагать, что они удов_

летворяот слеryющеNfу усJlовию:

У с л о в :{ е А. fuiя некоторого натураJIьпого ,r-^ l начаrьные данные
2l+4*о(dеt 'в3)пW,'lR') 

и суrцествуют Еоложительные постоянпr. tо, rл-
кие, что для всех NQ,льтиицдексоь Р, е =|Р|<il+l выполнены неравенства

!_ t, * l"l)'''-'l л! i'plao а со,
frэ

имеет место

Теорема 2. ,

тогда rra любом компактеr(с,?Jасимптотическое разложеlше рещеlия заддчи (1),

(2) rrриl*-щ
0

ilс,t) - *,|7!'blbrot *tBlsiпutlQltl'r + ОГtоtГ'-'] ,

е

Р p,t ) - d Z [З |" Bl а, ot, 3!' @l Siп ult! @tГ* + Oftult Г'-' ),
х-]

причем Фнкtдли l!'trl, З!)Рl

В сrrучае, *оrла fr; _ 4 п сек , гле,( af - произвольныf, компакт, удается

более детально из)цить характер убывания решеЕия задачх (З), (2) прч t+фо

ý 2. Асимптотическое раэложение на компакте

непрерывны по хеК и вырахФргся только череэ

начальные данньIе (2).

Имеет место аIедrюtпяя вспомогательнЕlя

Т е о р е м а 3. Пустъ выпоJIнено усповие А, тогда мявсехt>

IeK

58

Сначала мы доt(аrкем две вспомогатеJтьные теоре}.rы, после чего в конre па_

рсграф будет проведено доказ€lтеJьстЕо yrke самой теореьш 2.

О.rевпдtо, что теореturу 2 достаточао докаэать ToJtbKo лля f,17,d7 . Полагая

в (5), (7) Ёl- @ и вводя обоеrrачеrпrя

i, (",r,-- *l,ru, ("-|{t,(Чrr,

4 B,t, -- # \,L'tto 
("- у) # ,, (#)r, , (2В)

эакJIючаем H{l основании (6), *rо^р"r"rоr.tЬril зада!ш (1), (2) можrrо заIшсать

В ВИДе 
i@,t) : 4 rn,t) + i"(r,t) . (29)

to-! "



с', {K,l1
(.) c!(K,ll

< Ъ).rslйj't "ll 
*

(2п+ t)2|+z п

равномерно по:rеК .

'@ Г?о, Uцo _ поJшномы Чебьrшева первого и второго родаl соответс,гвенно.

Д о к а э а т е л ь с т D о. Перехопя в (28) к пслярным коорд{натам и

вводя для краткости обоэначеrшя

Т, {",r, 0) - StлТ ! о7' (t,- tЬуSiпL, tr- r,Stл,р S,;п0, ar-zCos7)dp,
0п

t, { 

", 
r,, 0 ) -Sa, а ! zоttО |c,-,ohs g Su, 0, q -,t S i,пр Si,п|, rr- {в 0 ) d g,

0

булепл иметь

f, t*, r, il !о 1аtStл 0)d 0.

t r{ а,1,0 ) Jo @ t S i,п0) Cos 0 d 0.

о)la

t
l
0

odr,

dt

;т
0

dteпl
0

':rr,il 
- -

с

l

( зо)

(31)
л. t)с, -

Прололлслм О*--"!И t,0).no1! естоствевным образом " оrро"*"f4Гr] на оь
р""о* [0,ая] n ..,J.rnr, '* И @,z,e Y-i P,q,-0), т.е. функtпtи ) @,z,0)
яЕляются нечетflыми фрrкшяr,оr 'g . 

" 
(:илу услошя А функшли V;В,Z,0 можно

разrlожить в pr.T Фурье относитеJтьно 0 ", отреэке ГОr2П7. Учитывая при gгом,

.l* 
Т Ь3r0)- нечетные ф,fiсIваи 9 , norryr.."

Ti @,1,0) -5 lio*0 l+iV, Qz,о) si,пKOd0!, j= l,!. (зzl

Оlевиrшg, {то.дIя ьсех1,;r-{о>0 функшrя rttоФtSИil имеет "" *р..*"[4{
ограЕItченное измеrrение ,- 0 .

ИэвесттrО (см. Е,6] ), чФ ряд Ф}грr,е можнО почлеЕнО иЕтегрироваТЬ В ПРОИЭ_

воJIьЕых конечilй предепах посJtе умноrr:ения его на функшtю с ограничеЕым шэ-
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меневием. Следовательно, из (З1), (32) попучаем л

i, {",t ) : - +,\tryГо (с,це),," r 
:n !,(уry*ф',

4 (*,t)- %,t ;, t+,1u в,,, ol s и -ом)\\'#"в ý*каdфk,

А в сиrry тогс, что
й

\

а учитывая, что

наход|м

49 -,ЕSiп ! Jo
,

StL ( ),
dt
z(#),.,(

з
о lo(atsиa)

Ч)'-"-*

(Ч ) l-"_

0

имеем Eli

l,, { r, t ) - Л,|2, r,", r l (jý i, {", r,0 ) siпQ п+t) 0d 4! Оr.

i, l",tl - ;Т|? h" (п,t )t* 
[Ч 

@,t, 0 ) s оо zo о а 0)| ш,

где введеt:ы обозначеtия:

l,{n,tt --!(l)nxo*!|
/,,r{о,t)-- at i|1-'l^ 

t*,

0

/trC,r,tl =-*

Пользуясь тем, что

rде Рп - поJIиномы Лея<андра, лолуlrаем

! r" t,- 
е у,) ьs(оt ildr-Э, * t 

(Ч) r_"_rе),
0

tdtl
\т),

t (Ч)- н )*' J * t(+)x- ", t(

G

1аЕ t,lr"(r Фs,у)dр,
0
lI

I
0

)dý| гr"(cbs{,)dy.
0

g,п

(33)

( з+)

/о,{п,l) --
I

t r" t t -z ý')Cos (ot ý)dý,

i lo", t- е {') * ро_, Q-z г')lСоs (c,ltc)a{ ,

0

рп (|- 2l') :':"i ur" [rо ,y)d|,
0

l,tо,t)= {'\,&s (r,lCý

н 4+l

hrln,t'1- Фt llI

3десь, при поrDвении посJIеднсго равенства, tбr воспоrшоваJшсь тем (см. [4] ),

",о t|uroLt) - Ur,_r(r)J- 7rotl).

Докдясем теперь, что ряды в правоfi части (33) моrФIо интегрировать почпён-

но; одЕовремевно с этим докджем и оценю| из утверждения теоремы 3.

hs(оtý
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2f

\ Ч,r,r, 0 ) Si,п (z п+t) 0d0|=

рова}iия. находим

\ l х"*'
l l аO,о,

Интегрируя tl+а раза по частям, полlцаем

I

\r*F аO2р+2

2л

I
0

еhе
а

Аналогично, интегрируя t|+J раэа по ltес,гям, получаеNi

п
l ( V. |tl, 0 ) siп 2п 0d 0|- ;-*\,l # V, (", r, ol|a в .

0

Применяя к (30) фрr"rуlгу Леfiбнищ пля ли(ференtд.rрования tiроиэведения дЕух

(зо1

функшлй, эаключаем, что существуют положитеJтьilые постояrtлlмеррСtl п Jr(.l),
эависяцц{е только о, l " NfуJтьтииндек 9rn f , т+ме, что Ф 2l

'У # V, ь, r, в l| а а -'i,' с !i,, ?оо,_ р о 
( l l 

о\ 
tи оы 

фо!лt, ь, -

- rtоsрSi,п0, сr-ъSпрStло?, ц-оtоs0)|d,р +

-2, сi;:,Рпоrлrчо (lr"P' 
I l },j 

йо(х,-tь9sи0, t-rsiлрsаO,r.э-

- rhsl)(соrр)h бiоg\Р" Цsiпgft+Рz а,р|аа,

п4-гле Lо- биномиаrьrrые коэффиIиенты. ,В первом сJIагаемом правой части посJIё!-

него неравенства под знаком интеграла всегда присутствует множител, ýiП0 , л

под энаком интеграла во втором слагаемом 9тот мнсжлт€ль может отсутствоватъ,

когмfr*Р2-0 , Для того чтобы поJýгqх15 множитеJIь $1дý поп энаком иптегра-

ла во втором слагаемом правоЁ части последЕег\о неравенства, проинтегрируем

од,rн раэ по частям относитеJтьно iiepeмeнHoй Р , прu этом, меняя порядок сумми_

V, Lr,t,0) d0"2
2sлрзzl++

t

р; ( )L'P"'Ir* la!t'b,-
Е

gdgl!
0

-|ФзрSiпL, Ie-LSyqSп0, rr- t,hs|)Wr r

t > л $ el ort-e]1 1л! r b,-zsaL, tr, trr-|(лsd|ав, (sz)
tс|рlвzt+з " о

"o|*|tt1,1i tll выражаются череgFрttl ,цеl - Умноrкив ПОСЛеДН9€ НеРа-

венство на L п затем проинтегрировав его по z в пределах от t{уля до бесконеч_

НОСГИ' 

rЩ | # l, F,,, о |d а *,2, 

" 
о,,, 

F i,t,Y"'' y!s, u 
1Т 

u! r, о -

- йs p sa:, хr - t sй 9 s iпа,,r- rьri,ЪiiЙо'- z "!; 

Й h"' О"\' lо; i"k -

- tftпr, ?а ,tJ -zbse)lde *,rLn, ri,t,j r:r;|,tbl;B -'

бl



+z
lP1-2

- Itls.| Sи0, оа- Lsinp ýiп0, cr-EtB| )W,р +

ri ttl\, о'ао\ ýи0 d 0Т r r: to (r,- ъhs g siл 0, с, -

- аSiл9 ýi,п 0 , с, - оhs?)|dg.

Перехоля от полярпых коорд|нат к демртовым и применяя к интегралу во втором

слагаемом правой части посJIеднего неравенства TeopeNry моr(ени"W| tП'1*1, 1Р1
(см. [Sf ), поrryчпм, !лrдтывая уcrtовие А, неравенство

п еl+z

l qlo l а g2С+, i, {r,r,O|аg < zE'C| (к,0,

l, в*, -|h,lh,t)a!'@l, j-|,2,

lИ,t) имеtот вид (З4).

На ocHoBarпrrr (3S), 1391 и (36), (З9) заключаем, что дrtя всех натураJIъ_

а
1зв)

0 0

где постоЕl ,r, t'Ш,/) *rn"n, тоJIько о, l , компакта ( и постоян оr* t, иэ ус_
ловия А.

Далее, из неравенства (37) и условия А слелует, что первыfi ряд в правой

части (8З) можно интегрировать почлевно по 7, ь конечных пределаъ а тогда на

основании (38) заключаем, что 9тот ряд можяо интегрировать почленно по , в

пределах от rrуJIя до бесконечшоqги.

Применяя ацалоп{шrую процеýrру к интеграrгу из правой части (36), поrцrча_

ем, что
zl+э

поrтлдgь{

do {tl+l
i, tc,t,0) d,0 < ?qc' С', lK , ll , (з9)

п точно так же докаэываем, что Е второй ряд в правой части (3З) можно интегрш_

роЕать почл€вно по z в пределах от rтуля до бесконечяости.

Теперь, интегрируя почленно ряtш в (З3) и ввош обоэначешlя

d, |" rcl - *Ti q ,r, 1,0) ltл (za+t) 0dTd0,
(4о)

i|'{*l -

а
2с

I
0

т
0

00

#Т ii, tr,ъU) sи ппOdtdе,
00

"л. 
/ti

шrх а фрrквr"d!'t"l удовлетворяют нераЕенствам иэ утверIщешrя теореr,'ы 3

равномерво поС€( , гле К - прошзвоrrьrшЙ компакr 
" 

R3 .

Непрерrп1l9стъ функrшfi d,!'о посеК то{час же сJIеryет иэ их явною
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Fида (4О) и усJIовия А. Таким обраэом, теорема 3 докаэана.

Приступим теЕерь к изучению функшй li Q,l) . Имеет место

Т е о р е м а 4. Для проиэвольнэгэ Фксированного натураltьного числаrП

существуют постоянные p!'(nl , таме rl'o

l, (п,t l - F,(-,) 
^ 

*' 

|l!ii,r, ff, + д!'| tп) # ! * К, ( п,t ),

l, t п, t 1 - Р, r,l 
*' 

I р)|,' _ r, !*rл; 
- р:: ",'Рr, rl 

+ R, t п, t),

причем для всех4>, выполЕены веравенства

lp!' tnll-. o"*j-', i : t,e ъ i- l,. ..,2tп,

и существуют положитеJIьные постояяные

имеют место оценки

lR, tп,t2|t= л/_ (п) fultl.п-t o|ta+j-l , f -|.2,

где f-_ произвольное положительное число.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В,лрелставлеrши (34) для lrta,t) проинтеь

рируем 2п рлз по ttастям относительно переменноfi f , тогла

!-t)o'| '|

h,to,t) : ?Я r0"' l#\u)i--" tc"s{)(cosy)"'dф r
l

hsцлt 
\ u!i-' @sф(hs,1,)r'-'d,/|+ R, tп,dl,+@ц 
0

"* llr!! Ol= #, U2п0), и остаточный член имеет вид

Р, tп,t;:#i*rьrrФt\ u!i' в hsр)(ь,l|'^dф. (41)

Полагая
,*t li

p!"tnl:+ \ u!i'' @sfl(Соsр)''dф, i=l,...,?пl {а2)
0

поrl)цаем, что

l, tп,il -fi, ,,f" I пlu ,,ot #r* * р;:' ,, ffi! * R, to,t) .

Рассмотрим теперь firlп,il . В прлсташеr8{и (3+) для lr1,tl проинтегриру-

ем один раз по частям относитеJIьно перемеЕноП |, при 9том поrlгшм

lrto,tJ: +"','yrt\ Тr" (Фsф)сtф +

- #!sпuлtr )rf i 
г:: G hsф)соsфd,р,

0
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где Т:| 0l = 
{ Гr, ,*} . 3аметим, что Гч(оs Ф) - bs (zп Ф) , по9тоrчry

\ т^ \brp)dp: l &s (zпу)dp-о,

Следователь rо, /trr4,t) 'nonr". r"o
0

l, ( п,t)
(Dо+|

I

I
0

sia (ult il dE 
\ 
,: GCosp) hsldP.q

где введены обоэначения

и остаточньй член имеет вид

i

Интегрируя в правой части посJIеднего равенстьа2П раэ по частям относит€льно

переменноfi ý , ,.холrпм

lr{п,t) -Ё r-r"'lЖ p'o_,Ln) *#, ;iioI- R,(п,t),

p}"tol-#\ Т !il {аr!) (Соsр)i rlф , i-/r,..r 2п , (+з1

(+s)

m+а+l

рr{п,l)-#F (чlt rr|i-" tr Ь 
" 

ф'l Шr,tf*'d р . {44 )

Остается доказать оценки -" pll tпt пrt) . Попьзуясь тем, что (см.Е4])

(Jli-l' Qor,1,) - ei-' ( i-i ! С!"-r-, (Cosfl,

r)] tarp) - п2i 1i,ч) ! С!л_, (hs{),
пL

гre lrо - уrьтраферг.lэскде мноr\очлены Гегенбауэра, наюдлlм иэ (42), (43)

i

r)аr I
0

u Rlt

t

\r"
0

3аметим, что

ж.lс!tь,оil-с!ц,-ffi
(см. fa] ), следоватеJIьво, дJIя ьех п>i

l p|ttoll " #; < ;i-z+j, j _|,е,, i,l,..,,2^,

l

\|' !* rr* Uos ilW о, j=|,2 ; i=l,,.., ?п

llр n

l р! иll* Qil' -,2'-'{iч,l!
Е

Рассмотрим теперь q61616цrrъrй член Rrlп,t) , эадаЕшfi в вlrде (41). Интегрируя

одrв рсrз по чаgгям отЕоситеJIьно переменноfi f , ваюапм

t l
0

,lT (

I

d

t
0

U'!o" tФr,1,)

G hs,|i0os,t, l"*' l р tlуl .

t

l
0

е{

lf, 1n,dl |<

+ ,J:"*u



Для второго интеграла в правой части последlего веравенства имеем, Учитывая

(45),

\ t i +*' W b,,p)(a,ff'dp Wу - # Q,rl
z/z tоsф

1,оr|,lс:__l,п|аl,.

Меняя порядок интегриромния, поJrучаем

откуда с помоtцью замены Ъt|s1 наrюдим

гдеС >0 фксировано. Поэтоr,rу r-,

lс!шrоl|о sioodo:\t с! ш,фOý*Odl *

: 0 hz1-| 7 + (' (п"-| )|014 + 0 (aL-l)

т
0

' 

к Cos { ) @ s р)'*' d {|d, у . r^r' t ? п+ t ) ! \ l с Т! _,tD|ац bsl, d п,
24

lq,

\l\
00

1ltп+1)

Ul

ti,/z

i t i #" G cos у) (hs р)' 
^r' d,! |d у о а' ^* 

{е *l! 
\ 

t r::,0B o)le sи аа в.

Покажем, что l|pu п+ vJ

Т rrJ LhsillтsпOd.о - (l(o"-n ), (46)

0

где Z _ натуральное, aforТ_ произвоrьное вещественное число. .{|еЙствительrrо,

согласно f7J имеем

с:@е) - { i'tlUt,-') прч c/t,-t<0=*/,,

| оrоrr-'' np" 0-0- uz-t, И'l1

\
сп'l

,}:

lс!шrаlоsии0-

(' (п2L-| ) ,

эдесь мы учли, что,],>J . Справедrtивосгь (46) установпена. Тогда из (46) по_

'Drчаем, 
что при lL+ ес

ф

\ t ,!:!!л_, (cor0)|0siлOdr - 01п4^) ,
0

и, следоватеrrr"оr,

\ l \ ,l'-') G bsp )(соrр'*' d,1,,l/г- 0 hq') (4s)
00

прц||+gаt . Пользуясь (45), (47), нетрудно убедrться, что
?

l lU*' (cosillap - 0(п+") (49)
0

при/|+6а . На основаrдrи (48), (49) моясrо утЕ€ржддть, что суrцеегву€т поло}fiи-

тельная постоянная Nr{ml , такая что для ьФхп>m,пt.-tо выполнено неравенсть

"о lR,(n,tll< Иrtпl(t)t)-е^-' о'^ , прI|чем положительное число lo
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проиэвольно.

Точrо таким же обраэом доr<азывается оценка для остаточного 
"neнar?r{a,/}

эадднного в виде (44), что и эаверцrает доt(аэательство теоремы 4.

Теперь мы ух(е можем присryпить к докаэатеJьству т€оремы 2, сфрпrуrиро-

BatTHofi в начале этого параграф.

Прелпопоlкллм сначала, "rо [ 
_ ч€тно€ число, ,.". Ье^. Тогда, соглосно т€_

ореме 3, имеем

i, t",t) -Fo ,r, (o,t)d'| @, -#J, ( о,ild|О rc,1 *ýr,r,{п,t)d|" {cl,

при этом дJшr всех нат}ралыrъц П п zе К

|i(o'|t"ll-'P*,ro,,, . (5О)

А согласно теореме 4
ооýZl

пrm+t
m

h,lо,tld'i'txl - 5 r,f 'ffii ,, 
p',i,',-, tп)d!" 6) +

'-' #Я*, р!' t n) d{;' tal r^i, r, h,t) d!" tal, (st )

R, {п,t) - {чlО р!' tol

+ z (-,)
K-t

В силу (5О) и теоремы 4, все ряды в правой части (51) сходятся раввомерно по

rеК . Полагая в (+r)л= п, наr(одим

Sпч)t

(rril;,'*'
,

а тогда rrрп п> l

h,to,t)-2r-,r'*'1e|,иl!ru,*p!i'a,ffi|+ytl'pf, ,и,'#
Меняя порядок суммирования, поJrг{пм для всех t>to'g

2 r, h,t )d,'n't t л) - $, U, f-' ffi Я-, оr2! 1 
ой !' 

t 

t r) +

+ 2 ou"' #2 п!!wа)"tоl+0Гt,"tl-zП-t],
и вводя обозначение

iii_,t.l - t-i^" ý_,п!!_,told.|qc,l , к:/,2,..,1rп",

l!-' t"l L- ilО' Р_ е!'! hldj" {а) , te |,2, , , , , п ,

наюЕlм Irз (51) и (53), поьзуясь оц9Еками теорем 3,,4,

i, F i) - 5 ti!i_,ы ffi -ii",H!r tл|с, i "* 1 .

(52)

(sз)

(s+)
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Точно таким же обраэом преобраэуем св€ртку 4 B,t) . Прш атом, вводя обозна_

чеЕия
,(1'

I

п
(a), к-1,2,,..,fпt(п)

2tlфtl
+
д

Q

lcl - н)

r+,

2л-|

2а |О) - Hl Knl ,2, , . ,1 fп,

Пол}rч|м

sи ot
kllt)2,

Подставляя последнее соотноrление и (55) в (29), поJцгчбgц

il,t",ё)- ЁltL,@# *i!wl l*оkrtГ'*1

ф

z
,чв
ф
Е

п-х

(2tо| 2r-l
(rt

Р., (
(sе)

а

o1d,|'l @) ,

t Bi)-ýt[Ij''t.l&, ol *l'n @) !i,паt|(аt)'^+ ОftоtГ'^'').

А так как, по предпоrtожениюr(-2rа, то имеем
е

i@1)= .l I 
i!" wlhrat +i'j'plt*й!l,,lt)''+ rГUйГr'Jr (5z)

причем, в сиrry теорм 394, ф;нкrвr"i!'О ! заддЕные в вrrде (54) и (SО1 ,

непрерывны поО на компакте r( .

Сллqй нечетrrою t-Zп + / рассrсатриЕается аtttlпогrчно, но при отом }тЕержr

доЕце теореr"rы 4 шам понадобится в несколько иэменеЕЕоfi фрмуrurровке1 8 пм€н-

но, шмеет месIэ

Т е о р е м а 4t. Для проиэвоrьноrэ Фксrrрованного наýrраrьноrэ числаrz

l, tп,t) - fl ( i*' r!i]_, и, # Ё nr'rh:' а) # + R| и,t ),

lzra,d) - 
л_Ё, 

е,f'r!:_,и#,rfi {-o'r'p!nо) #+ K!@,t),

"о" р!СФ -
Б no"rorror" , илrеIOт место

оценки

lПi tп,til< tNi c^l(,,tli'*'o'*jn, j - 1,2 ,

Единственноо отлшчп9 докаэательства теоремы 4r от докаэательства

TeopelvGt 4 cocTorrT в том, что mt долх(ны прошнтегрltровать по tlастям в

представленшш (И) мя h; ftrtlвa одшЕ раэ больше, чем это мы сделали в

докаэателютве теоремы 4.

Из теорм з ч 4r наход|м, попьзуясь прехщшми обозначенпlr,шл (54), (56).

iшг,tl - fi |i !О tаfusаt +iX'pl Si,л оt! @ti^ I (9 Гt rltГ''*') .

в7



Д так как теперь, по предположенuю, tn !111 r то поJryчаем асимптотическое раэ,-

ложение вектора iiE,,il при f *оо в виде (57).

Точно так же теорема 2 докаэывается и л" Plr,tl , при 9том функrши

ЗУ_'t"1 булут иметь вид, аналогичrшй виry фнкшtй lll trl
таким обраэом, теорема 2 докаэана. Нами поrryчено асимптотическоФ разло-

жение решения заддчи Коши (1), (2) при / +ОО, равномерное на произвольном

компакте К С Rэ
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