
удк 5l7.946

о 3АдАЧЕ стЕФАнА, Во3НикАюЩЕй В одНой 
'чюдЕпиЭЛ ЕКТРИЧЕСКОЮ ВЗРЫВА ПРОВОДНИКОВ

В.В.П у х н а ч ё в (Новосибпрск)

l. Пост ановка эада чп. В работе рассматриваетсясл9ду-
ющая эадаtшl: найтп фrпсчпю a(il а ре]ценtrа Цаr1) уравн€нпя

ltr- о2ч""+ а-2 (r-r)

в области |-t<Q(t),0-t=to так, чтобы удовлетворшпсь усJrовия Еа лttншr ф_
эовогэ перехода

ц (а G),t) - 0, (t. z)

da, а

Г- u'un @ft),l) , (t. з)

УСЛОВХе СХММеТРИИ Еа ЛИЦИll l-@

цt U,t) - 0 (l. с)

и начаrlьные уоIовия

ч (2,0) - u0@) прч 0< tr4l , aU)- /. (t. s)

3десь Р - полоlкительныfi парсlм€тр, 4, - заданвая ЕеотршцательЕая фшкчшя.

прелпопоженпе Цо> 0 объясняется фшэпческой сущцостью задtrчн.

3адача (t. t)_(t.5) воэвикла Е одноfi модепц электриtрского взрыва про -
водЕцков Е l] . Уравненпе (l. l ) описывает распространение т€пла в расплав

леЕной металлическоil фльrэ, вдоль котоJюfi течет ток постоянЕоfi сшы, а Еа

поверхностц происходит выкипавt{э металла. Функшия U @,t) есть безраэм9р_

Еая т€мператуFа, отсчgтываемаа от т€мпературы кшпеЕlrя, а ?а(il - беэраз -
мервая толlцпЕа фльгв. Чtев а'Е , пропорцt{оЕаJrьаыfi квадрату плотцостш то-
ка, описывает нагреванше проводника за счет дх(оулева тепла.

Теплопроводltость и эпектропроводность паров, а такr(е магнитное поле к

динамиtЕскшо эфекты в проводЕllке считаются пронебрх(цмо малымI. Кроме

того, пр9дполагается, что фпьга обладает достаточноfi протях(енностьlо в ца_

правл9ндж, перпендшкулярЕых осв 3 . Это поэволяет пршблпжевно счttтать
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процесс распространения тепла одномерньlм.

Прелполагается, накоlЕц, что коэффчиент теплопроводностл металла Z ,

его теплоемкость С, , проводимость б и скрытая теплота кипения fu _ ве _

лпчины постоянные. В этих условиях единственным безраэмерным определяю -
щим параметром эадачи булет параметр e=@fuoljl h;C;|' , гае lo ^ 

2lo-
соответсгвенно плотность тока и толшшна фльги в момент /=0

Наэовем пару Фнкцпп ч (r,t) п аft) решением задачи (t. t )_(t.S) для

tefOrto ) , если: & - положительная непрерывЕо лиффренчиtуемая функ-

цшя при |st-to i Ц п4" непррывныпри 0<C<a(il ,0<t=to iЦt
о Цсz непрерtвны при О < Ф <a(il r O-t=to ; удовлетворяются соотношения

(t. t)-(t.5). Справедлива следующая

Теорема. Предполож им. что ц0@) _ непрерывно дифференцируе -
мая неотрицат9ц!цеl_д!д 0<Р< / бункчпя п выполЕеЕы усJrовия согласова -

рошенхе дJtя всех 0. t < t и не имеет решения дп" t > t* . Кроме того,

""" u; И) : uo|) - 0
- t*to)- 0 , цщд_а, оо

Тогда существует такое Со- 0 n ,"*о" l* :
эадача (t.t)_(1.5) имеет и притом единственное

*

0ф - строго убы вающая функцlля ц а*0, когдаf,*t*- 0

При любом f,,>o существуют такие t,-t,te)ro tr-t te), t, , что эа-
дача (l. l )-(1.5) имеет единстве нное речЕние для 0<t - tt и не имеет реше-

нпя для t,>t,-
Эта теорема доказана в курсовоfi работе студента НГУ С. В. Яричука. До_

казателютво проведено по схеме, иэложенной в книге Е2 , глава 8] Оно

основано на сведенпи эадачи к нелинейному интегральному уравнению типа

Вольтерра лля фнкшич Ц, (aft),l),
3адача (t. t)-(t.5) относится к týraccy задач стефновского типа. (Поа -

робныtr обэор работ по эадаtlам Стефна имеется в [3]. ) Характерной особен _

ностью рассматриваемой эадачи является конечность временп существования

решеншя. Момент /-l* соответствует полному выкипаншю металла.

цеrrью данноfi рботы является изуtЕние асимптотики решения эадачи

(t. t )-(t.5) при больtлих ll малых знаtвниях параметра J
2. А симп тотп ка ре шен ия п рч О+ео. Перейлемв

по формулам

d* (z.t)
ааь)

(l. t) к независимым переменным ýr 7 
t

ý- ft, , l- о'\
и обоэначrrм 0

t= е'2, ц (r,il - lt(q,,г).
Уравнение (t. t) преобразуется к виду

гt- Q{ - l + D{ tr€.аrl€-, ,
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где обоэнаr""о Лf 
lr=, 

: tГ, (t,t)
вие (t.3).

Прtt выволе (Z.Z) мы испольэовши усло

Решение уравнения (Z.Z) ишrется в прямоугольнике 0r: |ý,г: 0. _Е.1,

0- 0. Г| прrr следуюtцilх краевых п начаJlьных условиях;

lъ(O,t)- 0, г(|,t): 0,

г ({,0) - чOG),

Эти условия непосредственно вытекают из (t.Z), (t.+), (t.S) и (Z. t).
Следствием (t.З) и (Z.t) яыrяется соотноtчение

(z.з)

(э.с)

ldl о

ТБ: Ok!{-|,
когорому удовлетворяет функция lГgGiJ= ОU) . Интегрируя его с условием

t - | прп t:0 , находllм: 
т

! @ = ecp(i \ г, (l,r )d). (z. э i
0

Отсюда и иэ (2. l) получаем эависимость межry t ц t
t=t\rry(zf Iг,U,|dg)ds. (2.6)

00
В результате замены переменных (Z. t) мы приuпи к заIиче в фиксиро

ванной области для нелинейного уравнения (Z. Z). Огметим, tlтo ранее подоб _

ное преобраэованпе испольэоваJIось В. Г. Меламедом E4J для численного реше -
ния классическоfi одномерноfi эадаlш Стефна.

Для да.льнеfiшегэ нам потребуется одно вспомогательное утверждение.

Пусть фнкчltя r({,t) удовлетворяет в прямоугопьнпке 4, уравЕению

ц- tг{ý: | (э.z)

и условиям (Z.З), (z.+). 3десь lG,d _ эаданная функчия, прfiнадлежацая

пространству Гёльаер^ ilп,*/'1a-rjLsJ . Ниже предполагает€я, что функчия

uo(y,) пЗ условиЯ (Z. l) приНадяежит классУ gl "n |o,tJ и выполнены усrtовия

согласоваНи я Чl р)=ЦоU)- / . Решение эадаtш (z. z), (z. з), 2.4) лоrryскает

оценку ]rвудеровского типа

(2+ оС..

,,,;;,-: -= '(ffl;:+lцо|;,;'), 
(z,в)

"rc 
С завшсит ОТ ot,'l, п Г . (Опрелеление пространств Гёльаера с весом

,t:-'tt-/З 1dr) п норм ,,|;:,: в них ctvl. в ц6]). в дальнейrлем полагается

E-l *ц, и число ее (0,/) -'ЬЬтается 
фксшрованным.

Предположшм теперь, что / ,?С"'"/' (0) при лrобом Г>0 и нррý,tы

ry(;' огрлrпчены прпГ*оО. Из реэультатов В.С.Белоносова Е6] следу-

€т, что в 9том случае no..o""""" 4 в неравенстве (Z.8) может быть выбра-

на не эависящей от Т для всех 'Г > 0
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Булем шсЕать Fвцtепцo эадачд (Э.:)_(Z 4) при м-ы* t.0 (что соответ-

ствует больttцм 9 ) в вшле рша

[-5 l'г"), (z.о)
F0

Подстановка (2.О) в (Z. Z)-(Э.4)приволит к последовательности линеfiных кра-

евых эадач

(э. t01rlt- r!'r: t,

trlОt({,о)-Цо({), nl"')({,0- 0 пу K,0,1,,",

обоэвачltм l r|О' |Г' - 
|ff 

tn"'(|r|l, to- GС rо'' 1|*-' )''
f, - посто"нЕая пз неравеЕства (Z. В). Имеет место

n|*o - ni?o : r* "!'i-0 )
,n;;:, прч K-Orl,,,.,

гt" И,t)-о , [01l,t) - g пра K-Orfr,,,, (э. tt1

, где

Докаэательство.
э{lдачи (Z. t0), (Z.tl) имэет оцеЕку

tn,*"loo-i' - ас ilnu'l?::.' ltrtx-i',::::. (z. tэ)

Рассмотрпм наряду с (Z.0) степенной ряд с постояншыми коэффччшентамш

, -Э r.0,, (z. rз)

в котором зо-|r''l.}"', 8лrl- 2С (rоЕк+ z|z'_| *,,, цrr) npB кп0,/l,,,,
Рял (2. l8) схолится к рещэнrю z0l- HtC)''(t-|/i:I|Eo ) квааратшоtэ урав -
ненйя Z-Еоl zl|s2 , ecJtш lefu,lol . Вследствше (Э. tz) рял (а rS)
явrrяется мах(оравтоfi степ9нЕого ряда, которып получае!ся, еслх в правоп tис-
тш (z.9) эаr.rеншт" tгЦ| п,х цормамш " ?lY,t+n/z (dr) np* любоцГ>0.
Отсюда эакrtючаем, tпо прш 0<е- lo гяа (Э.9) сходвтся к решеЕllю задачr
(еZ)-(Э.l). Это п требуется доказать

Исходя из (Z.O), (Э.О) в (аО), нетрудво поrtуtцть асимптотиIу рlltЕIя
Цr@ задачп (t. t)-(t.5) np. а+а . Огранитrмся сJrучаем цо- 0 . уwты_

вая, что в атом crт}rlrae

Ес'п+ |/э)2

Ввилу (Z.В) решенпЕ Г(П", K-0,1,... l
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I п9рехоrlя I предепу в правой частп (2.0) прк Г+оо ,t*0 , ваходпм

пр9д€льЕое зЕаlрнrе Bpeмeнli окончания проц9сса

llл t* rы - !.
с+оО

Дпя тошцшrrы фльгш t!олуtrается асимптотиtвское пр9дставпенпе

оlil-{,4Г + 0rc'z),
спрдв9мшвое прпd ёе да любом t{Hтepвalre 0s fi- lf2

8. Построение аспмптотt{,кд рещенrrя
п р Е 0*0 . Нпже дrrя простоты предпопагается, что(l0- 0

Сдепаем в (t. t)-(t.S) эамеЕу переменЕых

{- #,r, , r\h , цr ({,g) - ц(z,t), (a,r)

Функцrя цr удовпетворяетуравценню

чr, - ё2 ttгr, - 6,'ý аg . trс 
lý_ , 

* l (s. z)

в прямоуr\ольвuке еr-l{,grr < f < 1,0-g= Нl , а такr(о краевым r начальЕым

усJlовЕям:

ллгr(0,!)-0, [(|,,l1-0, (s.g)

ltг({,o)- 0. (8.4)

Свяэьмеr(ý, t "0
t еор

2
ё tt, (t,dda)dc.(

{
0

а(

да9тся соотцошеншем
f

l
0

2 (з.s)

(r в)

(3.9)

Для фнхчп" 0Г|GЛ= t) , определяюrцед iЪлщшу фльгr. поJцrчается

РаВеВСТВО е

c(y)-tcpk'\rrk,ildg). (s.о)
is

Перэtпеrr в ураввецIr (В. Z) BrrecTo ý х цоriоl прострацственноfi пор€-

MeHEol f-e'|Q-r) . Дп" фвхrrип W (у,g)-о(ý,g) }.tы попуtцrd уравцепIе

WгWrr-k-еflWr,Wrр-о+ |. (s.z)

Решецце ураввЕriпя (З.Z) rшrем в впде фриальцоr^о ст9пенного рядд

},/-ý о* Wn),

Уравшешrя лпя W

t<l0

дмеют вцл
(0)

I

(r)

}v ,;; : w}',w)'|r_o* t

- ,;; - ri||,_o ,w;' -
. 

'rl1-- 
,- lw;".W|,r-o,

trw'-wi"

- W;'

78



Lw (з. l0)

при K-lr2,,,, , Решение каждого иэ уравненr{fi (3.S)-(3.1O) ищется в по -
луполосе Пr- 

I р, t, р rО, 0=|. HJ

((+r)
G- 

р пri ,;;_',*Яrr"' .r;;;=,

прп следующшх условиях:

В силу (3. S),

lc)
причем

ем
L0l

l0g) -
3адача (З. t+) имеет много обrлего с классической задачей Стефна.

отлиrдля состоят в том, что област.ь определения искомоfi функчии v 1z,2)
не огранпчена по Е , а уравненшо тепllопроводности для V ""п*rся не_

однородным. Кроме того, в отлttчие от обычrrой задачи Стефна, перел вы _

раженпем VrЪt2lry) в правоfi части второго иэ условпй на свободной гра _

нице в (З. t+) стоит энак плIФ. Именно это обстоятелютво служит препят-
ствием к докаэат€лютву раэреrшимости эадоtш (З. t+) "в целом".

Слеryя известной методике Г2] , мох<но свести эадаry (З. t+) к нелц-
неfiному пнтегральЕому уравневию для функчии

Ut2) - Vr(+(р,t,),

Это уравнение имеет вид:

ld ") оrр""пчены прд р* *
(к)

У o.p""u"eнo при Z+ч . Функчиш tr 
" 

}У

(3.1l)_(3.13) функчия V "-""r"я решением краевой эадачи:

Vu-Yrr-t при s-d(t), 1-0,
V 1l12l,[)-0, 

#:V" 
(ltgl,| , (з. 14)

V В,о) - 0 ,, &(D, 0l

Wn'(o,p-0,

(з.tt)

(з. tz)}t/ (ч,о),0

для всех K-Orfr.,,
Мы хотпм покаэать, что, во_первых, каждая иэ qу"*чпй ly' ''l одно

значцо определяется соотноlшниямш (З. В)-(З. l2); во_вторых, при ё -+ 0
справедливо асимптотическое пр9дстамение

а((,0' - 3ое',!у"' (# ,il.
Рассмотрим эадаw об опрепелении функчпп l/"l (3.S), (3.1l), (3.12).

Эта эадача сводltтся к более стандартной путем эамены переменных

W| to,E)d1 : z, у'o' (f,l, : V tB,2) (з. tз)
0

/* \
0

свяэаны соотношени_

t

I
0

W t fu,c) ds.

74

(з. l5)



dq
(з. t 0)U Е (!-cl ,

где вследствие (3. t+),

+([)

Л е м м а l. Суrлествует такое Н>0
нение (3. t6) имеет собственное речrенше /е Il"/, lо,Л прпtrем

I z-+E) -1

\сz,ф-ц-} [r,.,* Й4r.,

tg

(з. ta )

0
U (<) dq

Uty1.o щ !.0
Для докаэательства леммы достаточно применить к уравненшю (З. tO)

принцип сжатых отображениfi.

Если функrr оя lJ tL) иэвестна, тЬ решение VtZ,ф эа.lачl (З. rai вос -
станавливается по формуле Грина:

(r, t(€D dq
(з. tz1

4 (!,Е) Zl@,
В сипу леммы l и соотношениfi (З. tЗ) одtюэначно определено решенше

W")."o"rn (s.в), (з. r r), (з. rz) n W)'l to,Dett"/e YI,HJ , 0<4< /.

Испольэуя апрюрные оrЕнки решешrй линейных параболическшr( уравненпи [ 0],
эаключаем, 

"то ld'o'.- It?*'n'/' (Пr) . Кроме того, имеют место оценкш:

'i''r0 
прпр>0,0<2--Н, (з.rв1

w!\c,,ry({), lwiit. c,ecp(P (з.rэ)

nP"P>for 0<|= Н ( п - произвольное положительное число). 3десь п

далее С, , к- /,2,,. . , обоэначаtот положt{тельные постоянные, Ее завися

щие от f,, . Оцеюса (3. lS) _ следствие теоремы о максимJrме и мпнимуме

решений параболическпх ypaвHeHrrИ E5f , примененной к уравнению on^ W}'l .

Оценки (З. t0) вытекают rtэ (З. tT), (3. l3).
Л е м м а 2. Каждая из эадач (S.S)_(3.12) имеет и притом единст-

венное решеЕrrе Yc4e !l| 
*"*n/2 (Пr),

Д о ка э ат ел ьс т во леммы 2проводитсяиндукциейпо к

Отметим, что линейные уравненля (З.0), (З. tO) не ямяются апференчиаль

ными в обычном смысле слово. Тем не менее применение апрлорных оцецок

шаудеровского типа (см. ESJ ) поэволяет пооtередно речмть ках(дую шэ

краевых задач лля функuпИ W '') методом последовательных прпблпжениfi.

Проиэволные функчий I/"' no р (к-|,2r...) допускают оценкш, по-

добные (З. t0):

(з. zo)lwr'*' l < с, еzр (Т), tr;' l s с, еер (Т)
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прtt!>.Ро,Oс2<Н (Сэ оС+ моryт ".""::Ir7 
оr л ). Ниже нам потребу-

ется лпlл.ь, 
I..*T"" 

пз этЕк оценокi оценка Wpp "r*!а для получеЕкя оценкш

функчии lt/, . Докаэательство неравенств (3.20) проводштся послёдова_

тельно путем построенrдя стандартных барьеров для решенпй уравненпя, ко_

торым удовлетворяют функчпл W)'' "Wf| . Л,"" получеЕия оценок про!lэвод-

""r* ld"J пспольryют", ""р""""ст.а ('З. rO).

л е м м а 3. Существует такое 2*,Н<[*.* ,уЙWj'Ь,Р*
+ф П _r*l*- 0,

Доказательство. Утвержление леммы 3 оэначает непро -
интегрального уравненпя (З. 16) на всюдолжrеrость решения U t7) =V|r") to, g)

попуось |>0 в классе огранпченных функчшй. Мы предположим противное

х прлдем к противор9чию.

Введеr,r в рассмотренпе функчшю

ф (f ,il- t-W "' V,!,. (з. zr)

Согласно (3. S), (3. l2). Ф есть рецЕние краевой задачш

фч_ фrr- Utуlф|-О ПРП |r0, !r0' (з.zэ)
Фtо,Р-у псп!z0 ,Ф{rо,d:0 прп!>0.

3аметим, что вследствrrе (8. t7), (З. Zr) п (З. rЗ) фнкчия ф и ее

пропэводные экспоненциально убывают прпf +ч? дпя любого фшссированно-

го g>0 , Проинтегрпруем уравнение (9.22) по полуполосе 0. | - € ,

р-0 (l- про""вольное положителцrое число) и учтем начальное и крае-
вое условпя. В crory предыдущего эамечания возникающле несобственные ин-

тегралы будут равномерЕо сходитюя. результате мы придем к тождеству

l Ри 1)dy- /-[)U (Pd| , (з. zз)
00

Согласно прпнципу максимума булетфrО прп|20 , |>0 , что

влечет полоr(итеJIьность левой частrr (3.23) прп ьсех|>!) . Доказательст-
во от противного эаконttлтся, если мы Jrстановим отршцательность правоfi

части тождества (3.23) прш достаточно больчlпх f,

В свою очередь, докаэательство посJtеднего факта опирае.тся на

Обо _

|о'0 ,

в
f

lc

следующее свойство решения U t2) п"r"грального уравненпя (З. rO;.

зн!lчим Сr- щроИ (g) Тогла на любом интервале f ' |о , ГДе

фчtжuпя lJ Q) 'доrтускает оценЕу сЕхэу

Iltgl =- G ^r 
(i ,q,)
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правую

ность

(!-s

часть интегрального уравнения (3. l6), пспользу неотрицатепь

U ч А, . Мы получим

Utglч е.р

[-л

(d(|)-5.( dq
4 ul- rl с t2-s)

L

t-

1
,]

с! ds
,Ф) -- еЕ,,рr{l

2- Л,

npu |r?о . 3десь Х _ произвольное tисло иэ интервала b,2"/ei.
Вычисляя максимум правой части полученного неравенства по L на

иЕтервале fO, 2rfэJ , приходим к оценке (З. ZC). По сделанному пред_

положению, U -- Сs аля 0а 2 а 1 . Отсюда и иэ (З. 24) вытекает отрица-

тельность правой части тождества (З. ZЗ) при достаточно больших f
Требуемое противореlше получено.

4. обос нов ани е ас им птот ик и. Двлее rп пП.
обоэначают неотрицательные целые "n-u, 0, - прrмоугольвtж 0- ý= /,

0- t- Н ( lf - чпспо, фигурирующее в лемме l), Uo C, r) - фвкчию, оп_

ределенкую равенством

,o-\oe*W"'({,r), (+.r)

ФуrпсцииV/'оуоо"п"rворяют соотношениям (3. S)_(3. lZ). На осЕовании лемм l и

2 кахцая из этих функций определена одноэначно. В этом пункте доказыва-

ется

-El задаlц (3. 2)- (3. 4 ) имеет едиllственноо решен

Прп |,+0 справедлива оценка

la- аоl
(2+с7 п _ п-|-*
0",. = uбО

гле f (f , 2 )е 714{/а (ан) , ф(r) €

(+.z)

с постоянной сб

До ка эате л ьс тво. Опрелелимбанаховопространство t]
как пространство "ao[tP,Pl-| ,

,,il*/'Го,Нf , причем /со1: о

ся равенством

(,с)

а

Норма в простран"r* fl определяет-

tа/z)

Lо,н7
Хltlh- l?|a, + lpl
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о 2+4.|b./E
Черэ t|. . Шн) обоэначпм подпространство простраЕства

t:r"'''" (аr) , обраэованное функчпямп ttг(f ,g) r для которьц

а0,1), 0 пw lеГо,нi ча(ý,0)- 0 пщ ý eLo,t1
КраЕвую эадаry (З.Э)_(З.4) члобно рассматрпвать как операторное

ypaBtBHEe впда

Р, {r)- о, (с.з)

где операт оо 4- 1Р* , Й,r} опг"о"лен Еа фнкчшях ', i';**' 
T "/' (Иr)

эаданш9м своих компонент

9,,r(r)-,tr-е,чгrr- o'€trr'orrg-,- | np" (f, |)еаil, (+.а)

Pr,rcrrl)-r|!g_o "y .! 
е Г1,|J. (+.s)

оператор { деfiствует пз простра ""r", 3i |'-"r* /" (аr) в прост -
р"вство f

Для докаэательства сущеегвоваЕшя п едиЕствецностп решенпя задачи

(З.ZР(З.С) прп малых f, ш обоснования оценrR (С.2) применш теорему

Канторовпча о сходшмоспi метода Ньютона (см., вапример, E7J ). 3а на-

ttальвое прlблпженпе примем функчпю 4/, , гда пL достаточно велкко. От_

метцм, что рацее в сходЕой сштуациrt метод HbloToHa прt{меноIся в рабо_

те Е8] .

Обоэначпм ""р." Рr' 1аr) проиэвопную Фрешlе оператора Р, {о) в Totr-

ке Ол . Основшую роль в докаэатолютво предложеЕпя 2 дграет следующая

Лэмrrа 4. п любом е (0,17 определен обратшыfi к Рr'tал)
оператор |9о' lar))'', Л -* Z'*,*'" (аr) и пмеет место оценка

|ГРr' со^Л''i . Сrо'''* . (q.о)

Дока эате л ьство леммы4 довольно громоэдко и зд9сь

Ее прlrводится. Оно сводrrтся к рФсмотреЕдю след)rющей краевоfi эадачш:

trг %г 
( t, с р) 

(r 
r,r rr 

. [| t W r,l, о? 
!rо) 

- Р (t-ep, 
у) "pu 

! . у. €-l, 0. t. Н,

(4.7)

tI(0,2) - 0, tr[c'|, D - - ! tg) np" 0*|< //, lГ !7,d-о прч 0 *pse-l,

3десь

Ч,Ё е'W"'[р,ц),

^ У(С16.!СП'-/'Ф), yqle t"/' Lо, Hf - пропзвольны9 элемеЕты

укаэадЕых ФнкцпоЕоIьаых пространств. Докаэывается, что прц лlобомё>0
эадача (+. z) имеет единственное рэщен пе tг(rо,/е t:*'*/"(F",r)
( RH,e _ прямоугольнцк 0 <1l< e'l, 0=g- Н ) " справедлиЕа оценrа

(a+i.' (з) ulzl t
lot;;.:,:,, * С, (lpii,+ |у|;,:;; ), (+.в)
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гдg С7 не зависит от О прп 0<e-=l .

Еслп ч(р,g) _ решение (+.z), то функчкя ?ч(ý,r),r(с''(rф,у)
удовлетворяет ypaвHe""oSU!)L-/ , в KoTopouL-Ipr{J - про-

извольный элемеЕт пространст* Я . Поэтому иэ (+.8) получается неравен_

ство (+.0).

Вервемся к докаэательству прешrожения 2. Пусть аЛ " Й - любые

функчии шасса Й:**"uh (7) . иэ (+.с) и (+.5) слепует неравеЕство

l pi tаl- r! tа11.. 4 о2 lo- fr l';*:.
Из способа построения бу"*,."R W('' Л определе",o'i+.t)а^ вытекаетrчто

l 9n, tчr) !;"'-= С, 
" 

*'-* 
,

Оценки (З. tЭ), (3.20) поэволяют эаключить, что

| 0r,r rr^rЁ:; * Cro'r'--
пw 0-0Sl . Объедпrrяя два последЕlrх неравенства, полуtцем:

l Р, чr,)|
п qe(o,t7

полнено неравенство

4с; С,о еП-|-3аt' = /q ,

JЧьI находимся в усJIовиях т€оремы Канторовича E7J , пз котороfi следует.

что уравненше (+.3), эквшвалентное задаче (S.2)_(3.4), пмеет решеЕкеZг ,

пршчем верЕа оцеЕка

. (2+1) п п-t-2<|r- ,лl о"," u f,'rro'l' l -' . (с.s)

3аметим, что укаэанная теорема гарантирует един9твенность рещеция

llГ уравнения (+.з) в некотором шаре пространства i?',n-" (lr) 
"

центром в точке дГ, . В действительностп, как нетрудно проверttть, это

уравнение вообще не имеет других решеIиfi.

OreHKy (+.0) иожно уJтучlлить. В самом деле, прпмеЕяя неравенство

треугрльнцка, имеем

!чI- апr't,-п'* IЯ, о^ W"' (+,e)t'ii,-.' + Сое'-3 ,

ЕспuП?0 фикспровано п пL достаточно велшко, то отсюда следует (С.z).
Доказателютво предлох(оllпя 2 эакончено.

5. Н е кото рыо эа ме чаЕк я. а) Вышемыогранltчtl_

лдсь построеЕк)м асимптотшкд решения эадачш (l. t)_(t.5) прш ё-.0 в про_

стэfrцвм случае, вогла Цо@1- g . При этом асltмптотиtрское раэлоltеЕле

решеЕпя сод9рх(ало личlь функчиш типа погранслоя W"'1e''1t-g'1 ,2) . для

7s

я о Со,оп+l-'l

Пусть m>lt настолько мшо, что при g<ёв ё1 вы-



отыскания l/( 
) 

фктически прдменялся второfi итерацпонныfi процесс М.И.
Впшшка-Л.д.Люстерника Eg] . Можво покаэать, ttто аналогичная, но более

сложЕая процеryра поэволяет наЙти аспмптотику решенпя приf,+0 u ь об-
щем случае uо@) # 0 . В этом слуlие асимптотическиfr ряд для tlГ солер-
житr кроме погранслоЙных функчпfil еще И tиенЫ вида €'у^ (ýrg) . Функ-
uпп |в определяются с помощыо первого птерационного процесса Вишrаса -
Люстерника.

б) При специальных Еачальных данных задача (t. t)_(t.5) имеет овто-
модельное решение вltда

u(r,t)-f (а), a(t)- U4,
Параметр t*-t*tЫ , характеризующиfi время окончаншя процесса, подле-
жшт определенкю вместе с функцхеfi {Gl из соотношенпи (l. l)-(l.a). При

."о""*о., l* фуккчия { (il "r*одится 
одшоэначно как решеЕше лшнейной

-*"" 

iriu:; ;; ;; -;:т .; 
";;;;,,;;;:"* -" t * имеет вид

(5. l)
0

Уравнение (S. l) не имеет решеЕиfi np" 6,- 2/3 и имеет п". p"r""n" /n,
ndr* npn еr 2/з . При "rо-tr*rtr* для всех еr2/З " tr*-оо , "t, * lfe , когдIl ё*пс. Соответствуюцrие qункчrrш { , fl, ,2*р?ы,_что

frk).f,(B) tlрп 0< < </ . Кроме,оrо, /,* 0 в метр,.ке С" О,Л
при ý+с,о. Оункчшя f ограншtrена прш всех е.2/3 , однако flt,0*
+-оо, когдаё,+0

для нас особыtr интерес представляет 'малоg' автомодельное реще _

ншо, соответствующее меЕьшему пэ Kopнefi уравнения (a.t). Окаэывается,

что прп досгаточно больццх (в эависшмости от функчrоr /о ) эначенпж па-

рметра В это автомодеJtьное решение дает главный чл9Е асимптотикп ре _

шения эадаtц (t.t)-(t.5) вблиэи момеЕта полЕогэ выкшпания. Для проrrэ

воrьных Е ч Цо этот результат носит условныfi характер.

в) Согласчо теореме из п. l, при любом ёе(О,оо) п любом глад(оr.l

Цоr-0 рещение задачи (t. t)-(t.5) сушrествует лшшь конечное время 01t<
- t* . Интересно поrтучrmь верхнюю оценку временr выкtшtа*ия l* . Такая

оценка может быть полуЕЕа путем сравневия решения а(ýrф уравнения

(9.Z) с краевыми условиями (З.З) и началцlым ycJtoвиeм аК,0) -4r(f)
ш решенпя рGrф следующей эадачrЕ

Fr,"/'rý-еЕУр|+ t прп 0=ý-l, 0=?-Н,

Fg(О,|)- 0, p(t, Р - 0 прш 0- | - Н, (5. 2)

Y({,0l - 0 пw 0<{- l.
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Решевие задачп (S. Z) сучrествует прп лtобом Н > 0

рого #>0 существует решение ЛГ предыдущей задачи,

. Еслп ц.пя н-_}ото-

то по гсореме сра-

внеrrпя булет uГrr ллялюбых ((,

t* -= | еrр Qe'

,0, . Отсюда и из (3.5) спеаует,что

/rr(,,|,)dr)dЕ. (s,З)

мы находим из (S. З)

t * . Привелем окончательный результат:

(t+ с-')+ t) (s.+ )

|)

l
Располагая оценкоfi "j"oo on" бу,l*чп п ру (|,t/) ,

верхнюю оцеЕt(у временп выкипаЕия

t* s С,, Гk

ныfi

-DL+

при любом ý>О
Оценка (S.+) представляется нам все I<e доволыlо грубой при€* 0 ,

Есть основ""о" non"a"rr, что величиfiа l* огра"ичена при ьех €> 0 .

г) В п.0 мы построили асимптотику решения задачи (З.Z)-(З.а) при

Е -+0 для достаточно малого интервала "врмени" 0= |- Н . 3аметим,

что ввиду (З.S) и (С. Z) решенпе задачи (t. t)-(1.5) сучrествует по крайней

мере на интервале Q--t=tr(О) , гле фиэtлческое "р"r" trG) ограянче-

Ео сверху и снпзу прпЕ+0. Как впдно иэ (З.О), (З. t), эа это время тол-

чrина фльгп a(t) уменьшается на веJrичину поряпка О , а градиент темпе_

ратуры на гранЕце имеет порялок В-' прч О+ 0 .

Было покаэано также, что функчи" W"'(P,r) , определяющая глав -
члеЕ асимптотпкп |!г , имеет особенвость при конечном эЕаче"r* Z-
>Н . Нали,пrе особенност n W") , конечно, еще не означает непродол_

жимостш решения эадачи (3.2)_(3.4) в обласr"Ir|*. Ясно лпшь, что в

этой области асшмптотика решеЕия при ё+0 имеет иной, значштельноболее

сложшtй вид. Для построения такой асимптотики следует изучить структуtrу

особенности функчии W"'(р,D прч [+[*- 0 , что само по себе пред -
ставляет определенный интерес.

Мы прелполагаем, что при t*0* толlцина фльгп резко уменьццется.
Это соответствует вэрывообра3ному xapaкTepr выкипаЕия металла прд мсt-

лых Р
Автор весьма приэнателен А.М.Искольдском),, В.К.ГIиrrусу п Я П Эпель_

баумтJr, которые пршвлеклш его внлмание к теме данной работы.
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