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оБ одномЕрных сингулярных интЕгDодиФФЕрЕнtиАльных
оIIЕрАторАх, привоlимых к нормАльному тиIту

Р.С.С а к с (Новосибирск)

В работе доказывается нётеровость систем одяомерЕых синrтлярньD( интегро_

лиффреншrальяцх уравнеtшй, которые не принадлекат к вормальноtyfу тиrry, но кф
торые с помощыо конечпоfi цепочки обратипrых преобраэований моryт быrъ приве_

дены к системам синryлярных интеграJIьЕых ypaBнe}orfi нормальногэ типа Е1].
В ý 1 работы. вводlтся основноfi кJIасс синrулярньц интегропиффренrчдальных

операторов, раэложимых в ш{де суммы операторов Ъi ч Х,'-с коэффищлентами, ко_

торые называются симвоJшчесмми матриllами оператора. Оrrераторы 9гоrю кJIасса

(с менее гладкими коффишлентами) r,rы иэучали ранее в работе Е2], покаэав,

что они обраэуют алгебру операторов; при.Iем фрtлуlщ компоэиt8{и операторов од-

ного знака в точпости такце же, как и дrrя шффреншальнцх операторов, и что

союзrrыfi оператор также принадлежит это},fу щассу. В конце ý 1 введены прось

ранство Ci,rtrl" операторы Lo nfoo, порядков (t,O) и

взаимнфодноэначно на простран "ru ф, пtП " С},*, (r)
(Оr11, отображаюlщrе егю

, соответственно, прцm .

п>l .

в ý 2 мы переносим определение нормаJтьносги tla системы синr}лярных ин_

тегроллффренЕ{аJIьньБ, уравнеrиЙ проиэвоJIьны;E поряд(ов, предполагая невырожден-

ность главных симвоJIических матриц TaKrre сиqг€мы с помощыо операторов,tr,r,

и f, rrриводятсfl к эt(виЕаJIентным системам сишrулярfiых инт€граJIъЕь[х, уравнеtшй

нормаJIьногэ типа, отt(уда слеryет их нётеровость в соответств)rющ{х простраrrсть

вах (теореr,rы 1r2r3r5). Докдзывается также теорема о повышении гладкости ре-
щения системы при }rqцшgllии гладкости правой части.

В ý 3 рассr\лтриваются кJIассы сисIЕм, удовJrетворяюtщ{х условию(k,п), k

ц 79 _ произвоJьные неотрицатепьные цеrше чисJrа. Эги классы систем былл изу_

чены в octloвHoм в рботах [Э, Z; и характериэуются т€м, что главные символи-

ческие r.rатрпIщ оператора ( систепш имеют на / постояЕЕые, но не обяэатепьно

максимаJIьtlые раfiпl, что позDолtет построить операторы F,o0, порядков (1rО) и

(Оr1) соответств€нно такие, что операторК7КF,0, имеет порядок оператора,(

и его симЕоJIхчесtqе MaTpиrDt вьaрФIдргся через коаффиtценты оператора,( ршпч_
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ньf,к поряJlков. Если главные символическле матрицы оператора4 имеют наЛ по-

стоянные ранги, то проrЕсс можно повторить. Условие (k,п) aо"rо"т в том, что

черео конечное число шагов мы поrоцим оператор нормальноrэ типа. Тамм обра-

эом, у оператора,( , уловлеrворяющего условию (kЛ) , суrд""твует конечная цепоч-

ка операторов|. n 4; тао.ц что оператор компоэицtrчКЕq,. FкGа имеет порядок0 J.
оператора ( и приналле}кит к нормальноtrrу тиrry. Ташrе операторы мы назваJш при_

водrмыми справ€l к оператору нормаJтьною типа и доl€заJш дJIя них в конце ý 3

аналоги теорем 1_5 лз ý 2.

В ý 4 иэучается связь междr этими дD}rмя определениямл. Покаэывается,

что при k,O< l они эквt{валентны, а в остальных сrryчаяr(, как показывают приме-

ры, класс операторов , k,П) - привод{мых справа к HopМaJlbнotvfy типу, является бо_

лее ЦШРОКИМ И СОДеРЖИТ ОПеРаТОРЫ (: ГЛаВНЫМИ СИМВОлИчеСКИМИ МаТРИЦДМИ ПеРе-

меЕньцк рангов. Доказывается, что операторы, удовrrетворяюцие условиtо (I,п) , яъ
,ляются Tapl(e привош,rмыми слем или с обеих сторон. В конце ý 4 в кrrассе опе-

РаТОРОВ, ПРИВОД|МЫХ К HOPMaJIЬHO0,{} ТИllУl ВЫДеЛЯеТСЯ ПОДШаСС ОПеРаТОРОВ, ДЛЯ

которы,х цепочка операторов 1 " 0, определяется элементарно, а сами оЕи име_

ют прост€йший вид. Его опрепеление аrrалогично определеЕию 9ллиптичности по

Дугллст_Ниренфрry системы диференщrаJIьньrк уравненкй в частньD( пропэводных

(см., например, ГбJ ). В ý 5 рассматриЕается сlцц611 деfiствительшх уравнеюrй.

В заклrочеlше укдкем работу E7f , Е котороfi рассматриваются аналогичные

вопрdсы дпя систем псевдоЕ{ференЕ{альных уравнений. Как нетрулно убед{ться

на примерах систем шrференrвrальных }таЕнениf, эллиптlr.rескпх по Д5rглису-НиреН-

берrу, если отброситъ успош{я посто!t{ства ранга, то класс систем, привод мьlх

к 9rutиптическr{м степеЕирr_3, щире класса равномерно веаллиптических систем

степенир . Огметим, наконец, что рассмотренные Еыще уравнеЕия применяртся

при иg}^{ении KpaeBbD( эадач дrtя эллиптических систем шлффреншальных уравне-

ниR fв,э,lо]l .

ý 1. Алгэбра сиЕrуларных интегродrференцхальных операторов

Пусть 6+- конечная односвязная областъ комплексноfi плоскости, ограЕrцен-

ная контуром Г Krracca С*,0е С* , 0-- допоrr".*"6*lJГ ло полной комплексноfi

плоскости. Обоэначим череэР(f, о*) "аft,tt) д,,ференцr{альные полиномы сте-

пеюl Р uу соотввтсгвенно:

.*,,7Y;*,';r:r*lt,,::t::i'l:'::::;KJtaccat-(,,,d;;|-
-(tj-'d/dLn , L- длпrrа дуги .на Г, а _чер_е9, fu|;ЪО-и ,?- qJтgдy,оtrч{е операторы:' LLr=ryI*\#, tоег, (2)
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Rd= *\fu,tt,t)bU_?)- Ц{tо,t)!о('-|)-t, tto,t|,,ltt)dt, (3)

где rнтеграл'в фрr"ryле (2) и всюry в даrьнейшем мы понимаем в смысле глав_

воrэ.зцаченил,krttо,t), j=t,2,з, - заданные tlrh -матРиЦы класса t*(г,Г), л

t"U_ +) ("lo.."r"r..""" k(г| ) ) при фксированном tег естъ зrrачеЕие

7oI"=trr 
' 
, to+ tr тоfi *i1 kQ-t) ("ооr*.ственно а, U -!) ),

котораЯ прп z=0 (z=a.) обрашаетсЯ в rrуль. ЦеrьЮ настоядеЙ работЫ ЯВЛЯеТСl ИЭ}-

чеше следrющегэ сиЕrтлярного интегропиффренrиаJьногa) оператора:

Кцl = Рх":d + aL'_a ! Rd , tl€ С-(Г), (4)

которыfi 19ш заrшщем также в нескоJIько иной фрrие. Введем в рассмотрение слеD

дпOщие операторы:

х!о -ff{^i"), п-|,2,..., (5)

ь,! ul : Ц 
1' 
Ф' {" (, - У) d u)dl,

ъ!чl- #'\Ч{Ь(,_t)ru,lt. (6)

Оrrераторы Ъi,Ъ!*"nrik;r.K"* фr,ц.,Е|я шассов f'r),, _t проиэводр

ная KoTopbD( удовлетворяетусJIовию Гёлълера с показат9лемс ,r<сс</. Причем

Еетрудно убедлться, чтоl"!d-Д,О*rrl'О', есJш dеСП* (Г),
Операторы Х! , Ъ! 1п=/,2,,,,, iвJIпогся младщlми по сравненпо с операто_

р"- li " 
L! , так как лежо видеть, что с точЕоqгью до операторов с бесконеч-

но лиффренЕлпrемшм ядром

dO f -Э(х! il н ),0*а , ъ! о'"' о fuld, (7)
dt;,

где здесь и в даJьнеllцrемК,анКr&J означает, что разностъ(Кr-Кr)чt явпяетсп

интегральным оператором с бесконешо шrффренщlруемым Iдlром. Испоlьзуя фр

"ryr- 
(1) ш (2), операторыРili"аl!можrrо представиlъ Е виде .]rммы оператф

ров (5). Аналоrтrчно Tolvry, как иэ синтулярного интегральноr\о оператора выделя-

кrг характерпстическую часть, и9 сператора Р моясrо выдеJIитъ проиэвоrьное tшф

ло операторов (6). Пустьl и rV - задаlцще нацраJIьные чхсJtа. Разrrагая ядра

l9чk KaK фккшlи qlеГ по фрr*rуле Теitлора в точке toeГ, пмеем

/ц a-l

k| (to,t) -- 
л_z4 

r0

krttn,t) -3 r,f-' Щч_оG)*kr,, ftо,t),

о d-tr)
И-t)! 3_ott; * k,," (t0,1) ,

(8)

где маlриIщ S-оttоhП_пttо)вьrчи"rrgотся по фрr*rулам з
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о dn'k,{to,t,
, О-оttо)-u)О-'

do-'kr lto,1
S_пttо)- t-t) (9)

dtп-| t4o dt,I-, t =tо

а остаточные 
"n 

H"rkr,r(to,t) пk ,ttоj)"о*ют при t =tо ,rlпи порялков >zИ п /,l

соответственно.

Подставляя раэJIожения (8) в (З), в сиrrу фрr,ryл (1), (2), (S) и (6), по_
,ггlаем следrющее предегавпеЕие оператора (4)i

2+Л a+l
Кd - 

nZo 
rr_, ttoll|-l а *А uu_rttolx? а *R",rd, (1о)

где операторР,rt,н имеет вид (3) с матрицдlми k,-krл nlr-kz,lt. Определпм по_

рrдки операторов (2), (5), (6) в эависимости от того, как они действуют в про-

странствах С'F(Г). Легко видеть, что порядt<r{ операторов (2), (5) и (6) совпа_

дают с их верrýrими индексами. Деfiствитеrьно, порядок операторов Loy , ь! p^n"
t{УJIю, так t(aк, в сиJry теоремы ПлемельПривалова, они переводят пространство

соF(Г) ,0<4<l, в себя ЕlЗ . Порялок операторов (5) положитель}ый и paвeнz,
так как fuiy "L!9. прu"^ллежат массу СО"(Г), есIu9еСО'"(Г), и не принадле_

жат кJIассу CO'PU\ приУrс. Порялок операторов (6) отрицательrшfi и paBeн-z}

так t(aк, в ct{rтy форr,тул (7), оrш деfiствуют из простран"r"л gOFlГ| 
" СП'ПlГ1 .

Мы скдлсем, что оператор (tO) имеет порядок (р,|), т.е.р ло "плюсовым' опе_

раторам пу по'tд{tтусовым', если ьrатриtщ |rtt) п?rt// не равны rтулю на /
(обооrrованноqгь этого определения булет вилrrа из дальнейшего). Нарялу с опера-

торами, имеюtlЕfми неотрицательЕые порядки (р,9) , t'лъ;l будем рассматривать Tatoкe

операторы, один иrш оба порялка которых отриtlательны, скажем,(-tп.-п),rп,п>О,

есJIи матри- Jr- 8r_,-:,,- 3_rr,-0, 2r--Dr7-,-2_o'= 0 , а МаТРИЦЬ' 3-r,
D_а не равны IIуJIю на Л. Прп этом система (rO) состоит иэ интегралькых опе-

раторов Фрлгэrьма l_го рола.

Леrто видеть, что линейная комбинашля оператороъК ыtда (tO) представима

в виде (1О). Вах<r{ым моментом при изучении уравненпПКч)-/ является тот фкт,
что операторы ,( образуют алrэбру, т.е. композиция такиI оператороЕ явJIяется

оператором видд (1О). Окаэьrвается также, что соtосtный оператор r('таrо.е оред-

ставим в виде (1О). Эти утверждения доказаЕы автором в работеЕ2]. tIустъ

lll , lL- произвольЕые целые чисJIа, ptil- фуп<шrя класса С-(Г).Имеют место [2]

спедrюtrЕrе фрr,rylш компоэиtд{и операторов (Э), (О):

ъi xiq * fui*"р , х! л.! 9 о ъlro g,
( 11)

Liz!у=о, х!х!р= 0,
где rrуль в последних дэух фрьryлах (11) шначает, что левая часть явшется
Ентеграrtьным оператором с бесконечяо шrференtоrруемым lдром. КомпоэиrЕrя опе_

раторов Rп,r, ** (3) с операторами LТ,ЬО- rпst\ , пs// , и меr(дr собой так_
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"*R;i,: ,""",*,",?:;!'r,I!,'i:! ,--r:!":":-!i,^!'r",c ядром k,r,,'to,t),

n".,obn прпt=tо нуль порядка2Д , и ядром k!'=O (соо,ветстве""о lr0'=0 , 
^

k!'tto,t) имеет np" t=tоЕуль порядк а > /,/ l.
Для операторо" П|,1,! имеет место аналог формулы Лейбнищ t2] . l1ycTb

c(l)_ Фнкш{я KJracca C*r). Тогда

fo| ьф:_i ()*а'(tо)пТ'р * Rп_л,*9, (1з)
п=0

*" ( ; ) 
: п (п-tlr!п-п+tl, 

а оператооР*r,*указан выще. В работе Г2] доказа_

но, что композиция оператора К вinа (1О) порядка(rо,у) с оператором 2| порядrса

Цz,ь)ьuм

,, ="ri_, 
'z_i 

(to) ъ? у *"!_ Т, (t)ъ'--i g * Rn,,n, 9 ( 1 4)

является синryлярным интегролиrференциальным оператором.порядка (p+z,9+s1 ,

который таюке представим в виде (1О):

же представима в шrде (3). Точнее,

fu|Rr,пч : R'"'-^,*9 ,

fo!Rr,п9 -RS,м-о9,

Rr,rfo|9-R|f,,,*P,

R",rLО-р - R!!,r_o 9,

G)

(rz)

( 15)

( 16)

( 17)

( 18)

( rэ1

1 zо)

tst+ilz
KLcp - 2' llat]

ý 
7+ т._ п tto) ъ|П'9 :5!' u 

r-,_o 
tt о) хТ"-Оg*R"r,пrР,

причем его коффишиенты выtшсляются по форr,ryлам

ýr*"tt)- 3rrtl, C"Ktl, iy*rG)=Drttl г, dt,

ýpn-n (/)-j z
|п-0 k+j-п-ПL

^!; 
rо

,,,,p+z\|Izl

('^k ) sr_rttl С i) til ,

p+z+/!"<p+l!, z+fl ,lъ- 1,2,

Dy*,-o d) :3о 
?у*^('^О ) тl_k н) г:;
K,j >0

lL= 1,2,.,.,|,lr*ir r. y+L+ Nr<9+/,l, ь + /,l,

Наконец, соrозкый оператор ,(' , определяепшй равенством

\v.Koat: \ р ,K'чdt,

';; 
H;:;;\:Й,1,1 -Ч r-,f-" л|" (s i_" р ) * Ri,n ф,

пч)
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где штрих означает транспонирование матриьr, 
^ 

pj,r- оператор, союзный оператф

руРл,rl . Используя форr,4улы Лейбнича, оператор (2О) можно переписать в виде

(iO). Порядок оператор"l'р"""" (y,pl .

Введем в рассмотрение простра".r"^tf,,r(Л) . Произвольная функшля.

РеС'О (/) олнозначно пlэедстав!{ма в виде

р - xip + LО_ р, (21)

причем операторы L|p " fuo-,p *ак функшли !о€Г "ьп*тся предельными значеЕиь

."ф* п-Ф-""r""рала типа Коши

. / | рсtldё
Q izl - й Iг {-z (22)

с плотностью !р . В сиJry теоремы Племеля_[Iривалова Х|r 
" 

Д,!_9 прп"^пл€жат клас-

су С ' (/) , но их г.падкости могут быть различными.

О л р е де.1 " " ":.__функшlяl2€С},rtГl 
тогда и толькотогда, когда

ьiрчС'*(Г) " Lo_p. С',* (г,.
Функrшя ,ре С|'* (,') тогда tl только тогда, когда Р€ C'oo(t') 

"fo,o_q-o 
G.".

Р=ф'l. Наконеш,f€ С!О(Гlэквивалентно условиям 9.С9'tП ч b'*p=g (9:-ф- ).

в си.т, представления (21) пространсr"о Сi,у(Лявляется ПрЯМОй СУММОй

пространств C!"rl 
" 
C!'-Vl. .1-Iегко видеть, что операторьt fu', " 1,О-яrпяются про-

екционными и прсектируют простран.r"о С},r(Г) на пространства C?rln Cg:* (Г)

соответственно. О,rевидно, что Ci,. ? Сi,ч' , еuuп>р lll>f l и что пространст-

"о 
tП совпадает с к,пассом gn'nx).
- п,п

Рассмотрим операторы:

Lо, lJ - Х|r *tox'_y , fu,or = - x'+ttul + 2"1ч , (23)

х-|,9 = хО*,о + ъ!G-'ф , л,;;9 =- to' iiy + ъ'-р . (24)

Доказано f Z, З] , что олераторы lro и .L, отображают вэаимнфднозначно прост-
п< п& п&

ранство Un,,о ,ln,,L?/ , на пространствч О._,,о л Ur,o_, соответственно, причем

обратные операторы эадаются форьrу,тами (24). Композиция {rЛОr, отображает

вэаимно-одноэначно простIJанств" Ci,u 
"^ 

0Ое . Кроме ,o"o,'-on"o.rop", L,gР

,LotP яв.lяются соtGэными на функш.rюк рaС'О. Очевидlо, что операторы (23)

имеют порядм (О,1) и (1,О), а операторы (2а) - лорядки (Оr_1) и (-1rО) сф
ответственно.
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ý 2. Синryлярньlе интегролиференшлальные

уравнения нормальногю типа

Обратимся теперь к уравнению

кd- f , (1)

где оператор К порялка (р,7) эамется фрr,ryлой (1О) ý 1, /- задднноя вектор-
. п0,< пе
фувкшrя класса L -' , а 4) _ искомая вектофункtд.tя иэ пространства r/,,

Определе ни е. Мы скажем, чтооператорК ,Iорядка(р,g) пчпнаале-

жит к нормальноtчrу тиIry, если матриtъr Е" 
" 

.D, не вырождены всюдry на /' :

detL, (t)+ 0, detDrG)+ 0 Vl. г.
Система (1) порядка (р,g) пчп помоiци подстановки а-Ъ,[Ъj 9

ся к синryлярноN,rу интегральноNry уравнению

?9 = Кл-: ъ7 r -f , (з)

так как в сипу форr"ryл компqзиtд{и (16)-(18) ý 1оператор (З) является синry-

лярным интегральным оператором и его характеристическая часть Ко имеет вид

iо9 - FлРt: Sp dolx|rr + цУr, r/) х!9. (4)

При этом решению ОеС},, системы (1) соответствует решение РaС4*,
Р=?r:,L;d, системы (З) и обратно, так что системы (l) и (3) эквивалентны.

Если система ( 1) принадлежит к нормальноtw тиrry, то система синryлярных

интегральных уравнений (3) также имеет нормальный тип и для нее справедливы

[lJ теоремы Нётера, причем однородная система, соrGзная к системе (3), имеет

вид
el -9 -Р -.lк /- Lifuо,кф:о, (5)

Учитывая эквивалентность систем (1) и (3), а также союзных однородных сис-

тем, легко убедиться в справедливости для системы (1) основных теорем Нётера.

Т е о р е м а 1. Олнородная системаКц)-0 и соtоэная однородная система

К'Ф =0 имеют каждая конечное числопL дrп'линейно-неэависимых реrлениfi, кото-

(2)

ПРИВОДИТ-

рые являются бесконечно дифференшлруемыми функщ.tями.

Т е о р е м а 2. Необходимое и достаточное условие раэрещимости систе_

мы (1) состоит в том что

(6),/ |r, "t п

\',, 
d,t: 0

"д.!r,...,/_, - базис в пространстве решений союэной однородной системыr(

Те оре ма 3. Икдексt-rп-rп|сtlстэw| (1) порялкаt2,фраъен

Iе=й

/=о.

(7)Vr#r,r), *[(F-9),
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Т е о р е Nl а 4. Еслl. |eCi _, и удовлетворяет условиям (6), то любое

Прлполоrким вначале, чтор-9-0 в системе (L) ч fe[H'J ,tl>0 , и покажем,
л nl.<.

что любое ее непрерь!вrлое по Гёльаеру решение принадлежит классу С . Для

этого построиtи левый реryляриэатор системы л4 такой, что

Lкц)-ц)+Rпd| (8)

гrc R, - ог;ератор (З) ý 1 с матриlЕм" k, ч k, , имеющими приt=tо }тули порrц-

ков>Л' которыЙ повышает гладкостьл) наЛ проиэьодных {r...R"de tМ'* l ес-
лпrlеСф). Оператор/ ищем в виде

п
L9 - 4lС_о.t0) i:9 + Г_* it; i! р) . (9)

к4
Тогдаr в сиIry форьтул (rS)-(1S) ý 1 компqэиrцли операторо"L "К и условйп (8),

мы получим систеN,fу р;атричных уравнений относительно C_r"f* , *оaор"я1 t(аK не-

трудrо убедиться, одноэначно ра,зрешима ввиry невырожденности матриц 3о "4 .

Пусть тепер 
" {е Ctnu ul.C0'1 тогда в сиrry теоремы Племеля-Привалова/ f 'Cn'*

п Rпdе С''* . Следовательно,d=Lf -R" О также принадлежит классу С"* ,

Перейлем к общеr"ry сrryчаю. Пустьf еСМ'< удовлетворяет условиям tвзре-
шимости сшстемы (1). Тогда система сингyлярЕых }tнтегральных уравнешй (3)

также раэрешима и ее решение ý' класса Co'n , как мы покаэали, принадлежит

Krlaccy Cnn. Сп.оовательно, ,r-i; i*r, Р - решение си.стемы (1) принадлежит
а4

класо! Ьr*п,'tл .. Если жеf е Ci,r- uЛ-N , ,o\Lt-t /е С',* , а УРаВНе-

пr"Ъ|о-'Ка-*r;'f имееТ порядоК r+Л-/V,9) и принадлеЖит к нормаЛЬНОtчf} ТИ_

пу. В сиrry пред5tлущего любое его решенl:е (, "" ?riу принадлежит пространству

Cbn, r*n , ТеОрема докаэана,

LЬ цrой теоремы вытекает, что любое рецrение однородной системы (1) нор_

мального типа принадлекит nnuccy f* .

Иэвестно f4] , что условие нормальности системы синryляр}rых интеграль _

ных 1равнений является также необходlмым условием для ее нётеровости в простr
л0,&

ранствах (7' ,0.&< l . Из эквивалентности систем (1) и (3) вытекает слеry-

юtllая

"д".@Lуf Gl": daox { ttl . Кроме того, для систеr,ш ( 1 ) нормаJrьного

типа имеет место ма о повышении гладкости ния

нии гладкостt{ правой частш I

Теорема 5.Условие 2 системы 1 необходи

статочно для нётеровости оператора ( " пространства*

- { -о,<К'Сr,у-с (ro)

Аналогичяые теоремы легко поIryчить для системы ( 1 ) норьrального типа,

один или оба порялка которой отрицательны. Это мы предоставляем читателю.
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ý 8. Сингулrрrrые интегрошtффреншrальные уравненпя,

удовлетворяющие условию ( RrП)

Пустъ (- оператоР (1О) иЗ ý 1. В 9том парагРаф tШ рассмотриМ СИСТеr9rУ

синryлярных и нтегролиrфе ре шциа Jтьных у ра внениfi пормка (р, |),.

Kd=f (1)

при более обцшц чем в ý 2, прелположениаL

Доrтустим, что ранг матрицы Jr{f) постоянен всюry ,аГ п равяэн N-lz
ш? Ер н)= r<t YteE (2)

и для простоты предполох(пм пока, что

с/е{Oqф+o Vtc7. (з)
nr

Напрrrмер, матрица фr имеет вдд

(4)
,о. S|' - dххl-r"rо} 

:r!"I;ron'.j 
o"r"no'e столбцы n',"тр"ч'.}Еулевые.

В этом сJIучае сисгема ( 1) не прцнадrежит к нормальноl,fу тиrry. Нётеровость

такой сrrстемы при достаточной гладкости/ опр"п.потся матрица*t _, ,Jn2,..,
(см. f2, 3] ). Покажем это. Кажryю матриry Л; раэобьем на блоки 

-Е"' 
"'ý|" ,

состоящие из z первых n 1-1, о"r^"ltшхся ". ."'-U,ro". Положим ,"*/" а)=(;П!ц)а).

Сделаем, замеЕу

0

,,о r|-o d"'-fu,oPn',("- 
Р(') ,)

l Iz
o)-Fp = \r L т.е. aJ

"ае 
r, - еtиничная(zхz) _матриtlа, а tra _ оператор (23) из ý 1. Легко видеть,

что в сиrry (4) операторК,-КF снова цмеет порядок Р,ф " его симвоJIическяе маъ
гп*, { "D; , ввиду фрr.rул (16), (17) ý 1, имеют вид

(6)

Если

(5)

s; ttl -- (Е|" , - t Е:, ) , 4.-2, ,

т.е. матрицд 8/ 
"о"rо", 

из столбцов матриц Е, "3р, . Ее ранг ц(t)>'
0r-[, т.е. если

detE; dt+o VtеГ, (7)

то система(FР-| порядка (2,|) прпtпмеrкrrт к нормальноr'ry тиrrу и дJtя нее спра-

ведJшвы теоремы 1-4 ý 2. Уточним гладкость реtцения оrстеrсы (1) Пусзър>l
n|eCoo , тогда р, Ciy и, ввиду {5),dOLе;,9 , ^ttl"'еф,у . Е_слпр.:0 ,

то, предполагая, что f , t,j , получ8ем Уa Сiу и, следовательно, и,l('6 Cr,i, ,
a)n|e|},o . В любом сrýrчае первые Z компонент решеццяа; сrrqrэr,ш (1) иЪют
большrую гладкосlъ по сравнению с осгальными.

ПереЁлем теперь к сJDваю, когда li/€lтpиrraý, улош"творяет условшю (2),

но не представима в виде (4). Тогла суцествует Еевырождеrrная на / матрипа

AGle С" такая, .rrо t'r.rp"rru Jor{ иNrеет вид (4), т.е.

3rА-l8rА"',о), А-(А"',А"'). (s)
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Эго утверх<ление легко вытекает из слецrющеf, лемr.ш.

Л е м ' ". ЩЛ(l)- компrrе*сная матрица класса /* , иrиеюцlая на Г *
стоянныf, ранг z ./ . щщ-И, t - Z) -матрица х (l) щ /- р"r."
/-r."*.r, .,rо

8 ttl Xctl - о Vte Г. (9)

До к аэ а те ль с т в о этоfi лем},rы несложно. Вначале строtlтся tcy-

сочно_гладlкая м€lтриtцl. затем она сглаживается (см.,,например, Е5, 6, 7J ).
Огметим, что построение действительноfi матриtЕt Х(t) , если матриtIаJ(/) депст-
вцтельна, невозмоrсtо.

IЧатрича X(d) строится следrtощим обраэом. Вначале яаходrrм 1lrLZ)-матрпlry
,4 

О' 
, уоо"п.творяюцýrю условиям:

StilA"'{t,=o, |дп!А"'rll: l-, YtеГ, (1о)

а эатем достраиваем ее до квадратноfi невыроrкденноfi матриЕr l . В коЕкретном

сrтучае это можно сделать, непосредственно псюдя пэ в"дa r{ . Можно даже

вэяrъ столб*, ,arpnu ,{ "' , ,{ "' *"r"r"о_ортогонаJIьшыми, т.е. А наfiти иэ уо-
лошя

А"'*(ilА"'(il-о YtеГ, (rr)
Bl

где * оэначает транспонировавие и комплексное сопря]кение

Рассмотрим теперь преобраэование

д

d - F,p - AFA-|', (rz1

где F _ оператор (5). Оператор { прелставим в виде:

F,P _ С, dolxlrg + to ttо)Д,Orц+IьЛ,О_,Р+ Х,9, (1з)

ГДе 
с,G)- n(X ,ir_r) Г'- (О,-tД"')i', 

(rc)

co{tl - 
^(:; 

_;_,)r-'* ,С -; ,)!, n',

а ядро оператора ,(, прпнаплежпт классry [* (Г Х Г).
В сиrrу (8) операточ K;KF, имеет порядок (2,у) , и его символические MaTr

риrщr выtшсленные по фрмулам компоэиlп|и, имеют вид:

s|оl=(\рА',-ёЕр_,tЧфsr# )г',л;-2r. (15)

/Iегко убедrтъся, что ранг матриtщ 8i Ul в каждоfi ,о,r*е l не эашсит от про-

пзвола, которыfi имеется при построении матриtщ ltll .

Так как ,'r"rр"* ýf, определяется через Е, n ýp_t , то ее рант t,(l) >L .

Ectти rtr- a , то система

KF,P: f (ro)
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имеет порядок(р,9, и принадлеrкит к нормальrrоNfу типу. Следовательно, для нее

справедIивы теоремы 1-4 ý 2, т.е. оператор KF, является нётеровым в простраЕ-

стьах tf,r+Co' . Из одвоэначноfi обратимости оператора' вытекает, что при

р>/ оператор

ft з г, ciy * СОР (17)

также является нётеровь!м. Как нетрулно убешrтъся, векторное проqгранс:тво

Ефur""t'эриэуется тем, что tп- ьектор?ilа) , гпе й -67zx!) - матрицд мас-
са СЬ пфнадлежит,кпассу Cio л" rпобого /_ 

"е*rор. 
Oe|Ci,u тогда и только

тогда, когпа|Уlt\АО\tl-О 
'""r 

. В частности, есJш 
".rоrryr4" раздеJшть по

строкам на.две (Zxh - п(O-t,rф -матриrDI Д, n А" t то о- вектор l,ае С}о r 9
(t-t) - _rlекrор 

Дrd. Ci,y , но для некоторых4) может не прина,дпежатъ

классJr tr,у . Итак, условия (2), (3), (7) достаточны для нётеровости операто-

ра( в проgгранствах (17). Покажем, что 9ти условия яЕляются Tatoкe необходл_

мыми. Деftствцтельно, если суцесгвует операторf вида (12) TaKofi, что оператор

,( нетеров в пространствах (17), m оператоуК| вётеров " n"p"oшr Crnu в

СО'* . Следовательно, он имеет порядок (р,9) п, в сиJIу теоремы 5 ý 2, принад-

лежлт к HopMaJ'"HoMy тиrryl откуда вытекает, что м€lтриrи J,, упо*"aворяет урав -.
нению (1О) и выполнены условия (3) и (7). Так как матрицдД "4 н€выро}ttдон-

на, то о"""r{"'р^re, t-t и, ввпry (1О), ранг J, ,еrо,rе иrр, равен Z . Одцако,

невырожденЕость ,"rп"о"rJр'убеждает Еас в том, что ранг Jp о"""" z всюду на

Г , что и зребоваrrось докаэать
Еслш матрпаа !9 также имеет на Г постоянttый ранг ý< !

rап9 D, td) - != t YtеГ, (1s)

то аналогично предыryщеrчfу строим невырожденrrло матрпry .8 d)=(а"r'''") тацrю,

что

Ц(t)В"'(t)=0, Nап!В"'ct)-!,{еГ, (19)
и вводим оператор

р - а,9 - .в ('; ,r\ ,) ,-' ,

которыfi, в силу (23) ý 1, представим тарке в виде:

0,Ф: rrfuО*у+цltоlъt_t7+БtO)LO-у+RЕф, (21)

где l0 0 \
т, (il - 8 l; tirn)B'= (o,tB'"')B-l,

т0 u) : а (? о) 
о-,* о (i ,,ц_,) #' , 

(22l

а Лr _ оператор с бесконечно лиффреншrруемым ядром. Подставляя теперь (2о)

в (16), поrцr.Iаем систеьrу

KF,0,9=f, (2з)

( 2о)
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которая в сиJry (19) спова имеет поряаок(р,у)

вырех(ается фрr-rулой (15), а

, ее сшмвоJtическая ,"rо"* {

oi tt, - (rrts: tт-_|ts"'+yt-D, #"'ru-'. (24)

Если

ditL; (il+о Yt.г, (25)

то система 123) принадrrежlrт к нормalльноl,Ф, типу и, следоват€льно, оператор,(,

является нётеровым в пространствах

К : \ 0, ti,, - Cqn , р,/ >/, (26)

или в просгранствах

К z F,0,

Определение
Cf,*,,y, ' C''n, р,r,0 . e1l
1. Мы сt(ажем, что система (l ) уловлетворяет усло_

вию (1;О), если матриlь,3, , 8р_, чD, олератораr( уловлетворяют условиям (2),
(3) и (7), т.е. N,rатриrщ (tS) не вырожденны наГ . Система (1) удовлетворяет

условию (1111, если матриtщ 3о,37л п2, ,ny_t удоьлетворяtот условиям (2),
(7) и (18), (25).

В общем случае rrусть { и l, - цеJrые неотриrщтельные tшсла. Система ( 1)

удовпетворяет условИю (У, Л,l , еСЛИ МаТРИrЩ 3, ,Е- , . . .,|p-k 
," 

29 , Dg-r,,..,?g-о

удовлетворярт следrющим условиям: матриtьt 3r"!о " 3; ,2; r опрод€ленны€

фрмулами (15) и (24), а также матриtщ ý;,2;,,..,S;,r; , фрпrуlш лля

которых мы укФкем ниже, имею,,^Г постоgпные ранги, причем ,.TR"Ibr fi п
лп

оу "a 
вь!рожденш, т.е.

detS; (ill0, delп|ftlto YtеГ, (2s)

t)тметим, что условие (ОrО) оэначает HopMaJrьHocTl' систеr,ъI (1). Укажем фрw-
лы для вычисления матриц 3! "Оr". По матриlвu !е nDr рангов 1, ч Lстроятся

невырожденные матриtьr Д "В . Матриlьl ti.i,Di_i, /-0,/,..., с верЕrим

индексом 1 - gго коэrШшшrенты оператора K|-KF,с, , которые определяются

форr"rулами (rO1-11S) ý 1. Матриш, 3|,Df , no предположению, имеют на /
постоlнпые ранги /, и Д.r. Поэтоьry снова можно определить операторы F" ч е" .

МатриIDl Si_i , Di_i - коффициенты оператора Ка=КtFz а2 on*o"nror""

фрtтулами компоэиции 9гих операторов. Пролол)lсая ташlм обраэом построение,

легКо видеть, ,rrо { n 2rО - 9то симвоrtичесще Ma'prrtm оператора

КЕ0, ,..FrOn , Ci,r,'*o* С|,о, (29)

Условпе(l,а) гарантирует существование коlrечноfi цепочкrl операторов F,,Ц,..,
,,.,7,0птакиъ что оператор (29) ворлдt€ (7,1) прпнамежлт к норм!льноlr,f} ти-
rrу. Причем 9та tlепочка операторов не является проиэвольноfi. Исходrы* оператор
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( имеет порiдlок Q,y) , и его симЕолические матрицц ý, п 2, пмеют на,Z пост.;

rнные ранги Z и 4 . Оператор FrА, иrrеет порядок (1r1) и символпчесrие rvtaтpи-

^ Ct и | Rаrгов l-t n l-b соответственно. Операmр композиtо|и { свова име-

ет порядок (2,9), и его симвоJшчесЕlе N{атрищt r', "Лi имеют шаl постоянrше

рангпt,>С lllr>L и т.лl покд не поrоrцrм оператор (29) порядса (р,9) Hopш€^lп''

ною тиш.

О п р е д е л е н и е 2. Мы сt(ажем, что оператор/ порядка (р,9) прuюг

д,rм справа к оператору порядttа (р,уrЕормальногоЪшrа, еслlr у Еего сушествуеt

конеqцаi reпочrа операторов вида (12) ш (2О) такая, что оператор (29) имеет

порядок (p,fl п принадJtеrоlт к нормальноl,rу тищr.

О.rевидrrо, сисгема, удовJIетворяюrцдя условt{ю (k,п1 , ЕJIяется (k,п) -rрuьодуt-
моfi crrpaBa к оператору нормальноr9 типа. Ниже мы покал(ем, что кпасс оператф

РОВ, ПРИВОД}rМЫХ К ОПеРаТОРаМ НОРМ,аЛЬНОГЭ ТИШ, ЦШРе KJIEICCa ОПеРаТОРОВ, УДОВ_

летворяюtцих условцю (k,л) .
Предположим теперь, что оператор,( порялlса (P,9l (k,/Z) -приводлм справа к

оператору норrtщJlьноrо тиrrа. Тогда соlозlтыfi операторr(' явrrяеrся (a,k) _привод{-

мым слева к оператору порядt€ (g,2) ноомаJьнопо тиrrа. Деfiствцт€льно, так как

(Кl..,Кпl - К'^ ,,. К| и соrоэtшй оператор к оператору нормаJIьноrр типа также

имеет нормаrъьй тип, то оператор

ei ri, ...Oi Г,'r' , Ci,o 
2+к 

* Ci,o l (зо)

соtозныfi к оператору (29), иrиее,т порядок Q,rt u tФxнaдIerorт к Hopt\raJlbнobry ти_

rry. Так как операторы F7 n a,i , а Tatoкe соrозные к нцм операторы F1' , 0r' , *n
торые снова иrrекуг вид (2О) ц (12), одноэначцо обратиtоl, та иэ теорем ý 2 вы_

текает, что дIя системы (l)r(t,a) -приводrмоЁ справа к системе порялм (7,g)

нормального типаrимеют место аналоги теорем 1_5 ý 2.
Теор

тиIry, и ядро

ренIцdруемых фнкшrй.

Т е о р е м а 2. Счсrема Ktn-| раэреши ма тогдд и ToJIьKo тогдаr когда

f'Ot" удовпетворяет усJIовtlям (6) ý 2. /tобое ее речrенrе Д) пDцнадлежит

классry

F,q Fr 7oCf,*,rn . Ci,Y (31)

(зz1

Т е о р е м а 3. !lщэ систешш (1), (k,п) -приюдlмоfi спраre
теме порядка (2,9) нормальноrэ типа, равен

I
Q-- п V'"ЩЫ,+!Ф-l),
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Так что индекс такой системы цеJIиком определяется матриttдм"Ь- ý-*,DY'...'Drn
и не эав}lсит от остальных матриц.

Т е о р е м а 4. Если kti,n,M>k,N rrL, такова, что система (1) раэре-

rлима, то rчобое ее решениеd прпr.дп.*u, -.""у [}rM-*-a+N-, .,?,l',.
Из этой теоремы следrет, что, решая систеNfу (l) в классах Гёльлераr достсt-

точно потребовать, что_быl приналлежала кпассу ГrО сЪ-rпае(I,п/. Тогда cJ

принадлежит классу С'* , "л" 
l-miпQ+|-1 ,9+h-П),

Т е о р е м u 5. Щв r( поряrrкаtря) Щ
к,10, ..FrGoc|-r,y*o- сi,о (зз)

тогда и только тогда, когда он tt.л) -прпrодrr, "npа* 
* о*р". ,/,/)

нормального типа.

ý 4. Синryлярные интегролиффреншаJIьные уравнения,

приводимые к системам Еормального типа

Привелем пример системы, удовлетворяюlшей условию i,t,л). Пусть заданы це-

лые tшсла 0<ъ<78<...< ъr < l п 0<{r- Дz<...<

конечно лиффреншлруемые невырожденные матрицылл
Dg-t 

".,, 
Dg-п ЛОРяЦЩОЬ Xl, 7a-Tl,,.,, t Ч * "

порядков, которые положительны. [tycTb

= t, , а Tarot(e заданы бес-

,ýrr,...,ýr-* n ir.}
\,!2-L, , ..,,l-Lo соответственно для тех

Г- проиэвольшй оператор вида (1о) иэ

ý 1 порялка р-Ь1,9-п-l . Предположим, что хрвые k+l-ч tъ+l-матрпrьr,f-i и

Dr_, оператора r( состоят из нулей и матршц 3r-; п Dn_i , стояtдt{х вдоль главных

диагоналей так, что он имеет Еид:

LZ0
)r-f:,..

lr'"{

8,
р

?u+ 0 ч
Кd- |рч

Б"-1fu'+ 
.

о i)x'*-*
а)1

j - t,"., fu,

ч). (1)

(2)

-tl

Легко убедиться, что оператор (1) (,t,a) -привод!м справа к оператору порядка

с.t
(7,g)ноомальног9 типа, а операторы F; u имеют простоfi вид

0,,o-(I"' 
о 

",)'\а L,оIс,
in1,2....,k,

0tф - F ф,
Lrrrn,

Причем ..*f eCOn пk=р, п-N, Tou)e|0,...FrGnCF,y . Эго оэrrачает в да{-
ном сrrучае, что раэличные компонентыdi Юктораd имеют раэличt{ую гладкость.
Тац если 0< о,< d|<Ъ*,..= t, то ц),,,.., io,. Ci,o, 0z,*|,,.., dr,е ri, 

u, 
dq*t,,.,,d""e

'C}t,g-r,.,.,areCqi ОПеРаТОРЫ ВИда (1) молtно наэвать каноническим видом опе-
ратора' удовлетворЯющеrЮ условиЮ G,п) , что оправдЫВаеТ след)поItц8
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поьпю(ft,7z), Тогда существуют сtrнгулярные шнтегральные опе ры норрато

мального тппа n И ,aKne, ,rто on"p"Top Lrr/ имеет вид (l).
Дока з а тел ьс тво теоремы проводитсявнесколько этапов. Кро-

ме того, все построения мы проведем только для плюсовых операторов, так как

для миrrусовых операторов они провоштся по аналогиччм форпrулам. На первом

этапе, использ я лемNfу ý 3, строятся невырожденные матриrьl ДН) пR(il , кото_

ро" ,""rр"r.у J, приводят к виду

(3)lSрБ - :)
ý,
0

(

'.о. ф - Н9ВЫРОЖДеННаЯ МаТРИlВ ПОРЯДКа ? , РаВНОГО РаНГУ МаТРИЩ

ОПеРаТОр r( L|K Mt , где

3" . Тоrо,,

имеет вид:

Далее, используя невырокqенность матриtщ

ратора
k

L,p- А ъ'*r + r, л,!9, П,{ -Э Йф + rc lo-r/,,,

"|е 
- i ri_, ri'r * rfo_,,y р .

4 , оп*о.ляеrи коффиtоlенты D, опе-

ilr{:rсLiф *FBj ft) 1,-l { + ,Lo_|,

д

(}к'р -
,)

(4)

(5)

(6)

(8)

таким образом, чтобы первые ?z строк матрr.цы Si", j-r,..,,,t, оператора Ке-
-K'1,1B обратились в Еуль. Для этого, испоJIьэуя форrqrщ компози!ддl (16)-(1S)
ý 1, решаем матричные уравнения, аналогичнце темrкоторые мы рещали при по-

строеции левоrр реryляризатора в теореме 4 ý 2. При агом первые z строк мат-

рuuВlr,..r-Д* опрелеляются одяоэнаtlно, 
" 

*r"n"rъra /-z строк произвольны, мы

их поJIожим равными нулю.

В ковце первого 9тапа определяем операт9р

k

Lrp - Ie Ll р * 
Р,А, 

ttl ilp r I ъ!9 (7)

так, чтобы первые Z столбцов и строк матриц S), Ft...,/, оператор"К!LrКа
обрашались в нуль. Для этого оп8ть peuJaeM матричще уравнеЕия, причем первые

Z столбцов матриц \,,..rДt определfiотся одно3rично, а остаrьные полагаем рав-

ными t{улю. Итак, после первопо этапа оператооКо, привод{тся к ылд,

0

ý.i

/п D

[8rх'-
l

\, л P,J
fu1

L"L,Кr,9t,ilr9 k
яj-t

f * r7-rr,y 9,
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,о" ýr_, - мотрицы порядка lч, F- оператор порядка P-I-1,g) . ОбоэначпмL-

-LrLr,|l-ЦМ, . Оператор (8) снова удовлетворяет условию (k,п) . Эго можно

докаэать непосредственно, проверяя, что ранги матри" $rtl оператора Krgn ,а"-
o"uýi (/) оператора (8) совпадают. Можно также умэать цепочку операторов,

которая прпвод|т справа оператор (8) к нормальноt"fу тиrry. Пусть r - правь'Й ре-

гуляриэабор для оператораМ ,,.е. ltlR=Р+Г,сР, гле оператор/ имеет порядок не

выше(-Zl,-2П), а FrOr,,. Fl ао _ цепочка операторов, которая справа привф

лит операторr( к нормальноNfу тиrry. Тогда цепочка RFr\,,,F*ео приводит

оператор (8) к нормальноlW тиrry. Так как оператор F, лля (8) имеет вид (5)

ý 3, то ранг матриtD, ýr.-, постоянен всюду на Г , Еслч ранг матриlщ ýr-, nono-

жителен, то построения, проведенЕые на первом этапе, мы можем применить к

опер"тору Е Sr_i fui ' и привести его к виry, аналогичному (8),и т.п., череэ

,( этапов-дпя пJlюсовых операторов и чере3 tъ 9тапов - для миЕусовых оператор К

булет приведен к виry (1). Причем операторы L пМ являются проиэведениями

синrулярных интегральных операторов нормального типа, построенных на каждом

этапе, и, следовательно, сами приtцдлежат к HopMaJlbнor,ry тиrry. Теорма докаэана.

Отметим. что мы докаэали теореNry для операторов, приводлмых к нормалър

Hoшry тиrry справа. Аналогично теорема доказывается для операторов, приводимых

слева или с дDух сторон. Сушественным при докаэательстве было усJIовие постоян-

ства ранга симвоJшческих матриц оператора ( и его композищлfi с операторами

(12)и(2о)ý3.
Иэ этоfi теоремы вытекает, что оператор, (,п) -приводимый справа к оп€ра-

тору порядt@ (7,yl нормальногэ типа, является Tatoкe приводимым слева, т.е. су-

ществует конечная цепочка операторов 1 "q вида (12) и (2О) ý 3 такая, что

оператор

|Fr qaКр,g,Сiу-СО'П (9)

и}rеет порядок Р,l)" принадлежит к нормальноt"fу тиrry. Следовательно, операторr(

является таюке нётеровым в пространствах

кr,9, с; *i-'F,-'. .. F*-'Е;' сО,*. (1о)

Кроме того, так как каноЕичесмй оператор при k,a./ является дD}сторошне при_

водt{мым, то оператор/( , улометворяощий условию (/<,п)rяьпя"rся также ()ператФ

ром, двУсторонне приводимым к оператору нормального типа, т.е. существ:/ют опе-

раторы вида (L2) u (2о) ý 3 TaKlre, что, скажем, оператор

t r iE (*",r)с,.. 
7,со,), Йо,,7*о,*с|,о, (rr)unr' k""' '

иrчrеет поршок (рr9) " принадлежит к нормально}/у типу, причем kllr=I, пiп2-п.
Огкула слеryет, что оператор ( явпяеrся нётеровым таюке в прострапств€lх
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Кr,у'F,4 ( rz1

отметим, что условия (k,п) -пруggдимости слева отличаются от сфорьryлированных

выще условий (У,л)-приводимости справа тем, что они }читымют соотношеЕия мек-
ду строками матриц 9ri, 

" 
Drj . Условие (I,d -дэусторонней приводимости учи -

тывает соотношения как межry столбцами, так и межry строками этих матриъ

При этом матрищ 3; "D; , уrаствlrющие в опрделении условия (/<,п), разJшчны

при разьrх способах приведения, однако ранги их не зависят от конкретного спо-

соба привепения системы, нбо онх выражаются череэ порядкп ненулевых мцноров

в крноническом представлении (1) оператора К , которые определяются одноэначно.

Кроме того, в силу теоремы 1 ý 3 индекс системы, удовлетворяющей усль
ьuю (k,п), не з€lЕисит от конкретного способа приведения оператора,( к норtиа;ьно-

lW тиrry.

вернемся к определению 2 ý 3, которое эадает кпасс операторов, приводлмых

к оператору нормального типа конечной цепочкой операторов впда(12) и (2О)

ý З. В етом определении требование посгоянства ранга символических матриц опе_

ратора ( , а такя<е операторов, поrryчаемых на каждом шаге приводимости, обес_

печивает возможность удлинить цепочку операторов. Если символическая матрица,

скажем, Jrtl) on p"ropar( имеет переменIшй ранr to(t)<Z- l ,то легко убепить
ся на прпмерах, что построенпе гладкой(& е-tyM^rpnr- Xtl), удовJrетворяI)-

щей условиям леммы ý 3, а следовательно, и оператора F в обцrем сrtучае rre_

возможно. Существуют, однако, операторыr('Ъ матричаr" |p(l) "DrФ переменных

рангов, которые имеют конечrryю цепочку операторов вида (L2) ц (2О) ý 3, при-

водяtýrю их к оператором порядкл (рrу) нормального типа. Покажем это на прим€_

parq Пустъ задан оператор

К ц)- Spfui,r,n + Е"_, ъ|*'а * Irоъ!ч), ( ш)

'r, 
h, ci*t,, у*о/ F," F;' .. . F;' F";' ci.",

где матриtьr 3п.{t), rп-О, t

на 4 блока S}!., У t,a

(;

, порядка 1-2o , кажryю иэ которьuк мы разобьем

, отделяя половиrту строк и столбцов, имерт вид:

\ (S;-,J;\
), 

3рч-\яl 0 )' 
(14)зр -

ll

р 0

0

t!-, " r/, нёвы_

рожденны всюry на Г .

ТОГДД операТОр (13) (2rО)-приводIм к оператору порядка (р,|)_rосrальнотэ
гттипа. Причем есrш егю приводить с двух сторон, то операторыЁ/ пr, у него сов_

пад€lют с оператором (5) ý 3,a:E-F . Символические матрицы операторов

К':КF uKa-FKF , согласно фршrулам композиции (rO1-1 1S) ý 1, равны
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S;

0 0

,,:), 
sittl-(J,r-, l2

,]o-D|-rt, ,

-ts!,
8;Ф -

причем матрица { "rr"". 
постопlrшfi ранг, а { '".'Rо*.нна всюry на / . Опе_

ратор (13) моясно привести к нормiалъноьry тиrту такл(е справа. Тогда если опе-

paTopf, вэяlъ в виде

Fa- дFА-| , A(l) V" (t::_,i) , (15)

то симвоJltftlесrце матриrщ оператора ?'-кгrг, равны

Nа, (tri, -try_, +pts!, rt О;:-,)-'1 рзr'rr)-\a -tý;|_, )'ur-r,"'
Огметпм, что опредепители матриц S; "У; цеrшком определяются матришей Jr_,

и не зашся, о, J/' . Рассмотриr, "Ь оператор

r,, -FSr_rъ|-jа+irл,!d, (ro)

матриrы 8, " 3a,**орого снова имеtот вид (14) и таковы, что (37х!1) -матрпца

зi s;,

s;!_, s;_"
3tt1 - (17)

составленrия из блоков матриц (1а) и $_, , невырожденна всюд, наГ , а каж-

дьй иэ блоков имеет переменньй ракг.

Легко убедлтъся, что оператор 116) с помоtrью тех же операторов (S) ýЗп
(15) привод,rтся к HopMaJrьнolvry тиrry, т.е. операторы ЦFF, пFКrF имерт поря-

лок(р,9)ч норtиальньй тип, причем матрица Jj оп"р"rорлFЦF отличается от

матрицы J *,* множителем-/ , no"ne мпх Z строках и столбца:L

Вшце ьш покаэали, что оператоо Кr,у (1rО)-цру9оппм к нормальноrчfу тиIry

тогдд и только тогда, когда он удометворяет условию (1rО) и, в частности, его

символическая матрица ErG) "rre.. постоянtшfi ранг. Для операторов, (2rО)_прц-

водlмых к HopмaJlbнor\ry типу, ?то ух(е не так, как показывают примеры (rЗ) и

( ro).
TaKrrM обраэом, есJIи определеrоtе 2 распространить на операторы с симвоJш-

ческllми матрицдми перемекных рангов и, кроме того, доrryстить, что символичеф

кле матриIш корrпозиtшЙ оператоwКr,о с операторами цепочм Fr,Q,,.,rFr,Or
Tal(x(e Morlrт иметь переменные раяги, то кпасс операторов, (,(,а)-привошrr,нх
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справа к оператору порядка (7rУ)нормаъного тиIцl, lлире кJIасса операторов, удов_

летворяюца{х условию(У,п) . Прu определении приводимости конкретного оператора

( к нормаrъноtчfу тиrry мы поступаем аналогпчно предяryщеrrту. При этом либо

уравнение (9) ý g llмеет гладкое ршение Х(/' ранга l-z fu тогда оператор (14)

мох(но построитъ), либо такого рещения не суtцествует rl, следовательно, опера-

тор r( не является приводимым к нормально},ry тиrry.

Теорелш 1-4 ý 3 остаются справедливыми для операторов Кр,, . символи-

ческимш матрицдми переменных рангов ,(k,d -trрuьодt{мых справа к оператору пф

оялrrа(р,У) нормаJIьного типа, так как при докаэательстве этих теорем мы испоJIь

зоваrш приводrrмосъ оператора Кпу * Hopмarrьнolvfy тиrrу и одIознацrую обрати -
мостъ операторов (12) и (2О) ý 3.

В закrчочение этоrю параграФ в кrтассе операторов, привод{мых к нормаль_

HOlvfY ТИПУ, rvm ВЫДеJШМ ПОДКJIаСС ОПеРаТОРОВ, ДЛЯ КОТОРЫХ ЦеПОЧКа ОПеРаТОРОВ

(r2) и (2о) ý 3 определяется элементарно, а сами оци имерт простеfiшиfi вид

(5) ý з.
Матричше операторы r"ш булем рассматривать теперь поэлементво. Пусть

K-|KiY, ij-|,.,,,l , ,о. Kil _ скалярный оператор поеяам(7rr,9l; ).

ро/-р,/ц.9, с симЕолическими функlпляr,ш 8!u!!' "Df_ttl . преiпопЙr,
что суцrcствуют неотриttjlт€Jlьные цеJIые чпсм а., {,' пС,r,d; такие, что порядки

операторов К !,. превосходят rаls t - оi,.," Ь -: +',', ",.ron*, ! Cl) nпttt,

составленшые из коэффиц{ентов El.tt) ч.OоТ..(t) тех операторов, порядки которых

cr"rn p-:t-al n !i/ Jj -r, , ""JJроr*"""'"i/""од, 
на Л , т.е.

г
ýG)- 

|r| ,,,r+ , 2 d)-lu!,_u,r+ , ij,/,.,.,l, (1s)

причем

det 81tr1 s р, dеtл ф+ 0 Vtег. (19)

Тогда оператор

лi,
I9 Кр,, (2о)

0

,i;x'; 0;а,0l0

;* ;i:L:; L;i
9

0

явJIяется сингулярным иrгтеграJIьцым оператором нормальноrэ типа.

Деfiствительно, в сиrrу фрr,rул композиtци (rO) S l порялок on"p".op" Г'
равен (о,о), так как х+рч$.ч"сr+Lо-dr-о , т.е. 3- *"ryпярlшй интеграль_

ныfi оператор. Ею симво-rшческrrе матриtщ ýо 
" 4 имеют вид

ý, -t ftf'-6i ,i._.,l , 4 -| l, "-d'л!,_r,} t (2r1
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и так как опредеJIители маФпц (21) выражаются черэ опредеJIители матриц (18)

" t+o на Г , то оператор (2О) принадлеI<rlт к нормаJIьно}"ry тиrry. Следоватеrьно,

для оператора, удовлетворяюtцего условию (19), имерт rvrecтo аналоги теорем 1-5.
В частности,

Т е о р е м . 2. Щр r( вляется нётеровым в пространствах

r'Й,nrx",xOi,or-Coi,q x",l'i,r, (22l

тогда и только тогда, когда он удовJIетворяет условию (19).

Теорема
равея

/2-т"

П р и м е р ы. Легко видеть, что операторы (19) и (16) удовлетворяют уф
ловrrю (19) и члсла-а;;сl,"lt,ф l KoTopble Mor<rlo наэвать порядкамш строк и

столбцов оператора r( отноштеJIьно tulюсовых и миrтусовых операторов и которые

определяются, очевидно, с точностью до проиэвоrlьных натуральных чпселl для Еих

равны: 0г ,--0r-0l atr+, - , ,.-0е- | , tr-...- l,
0|-...-0t- /, Oz+t-...- 0е- t, lt-,..-t -/,
далее, Сг, , , -С2 -0, dr-..,-dg- ! , причем все ttисла мы выбрали миЕимальными.

Аналогичяо, лежо убедаться, что оператор ( 1) таш<е удовJIетворяет усJIовию

(19). отметим еlце, что мы рассматрlваrш операторыl( с неотриtцтеJIьными по -
рядками. Аналогшчше теоремы оqгаются верными для операторов, од{н иrи оба по-

рядка которых огрицательны.

ý 5. Сrrучаfi действительных уравнешlй

В некоторых сlцц611з (см., вапример, работы [g, rOl ) краевая эадача дrtя

эJuшптической,систе},rы лиффреншrальнык уравнеrпrй реryщ{руетс" * 
"n"*rn" 

о.й_

ствительных синrулярныx интеграJIьнъt ( или интегрошлффренциаrьпых )Фавне}шй оть

носптельно деfiствитеrьног\о нешэвестнопо вектора. Поатоr,у в этом парагрф tш
докл(ем аналоги тёорем Нетера для систем действительны:к синryлярных интегрф

шффреншаJтьных урвнешtfi нормального тt{па пли привод{li,шх к нормальноl"fу ти-

rry. Рассмотрим оператор

Nр - 2RеК; .r (1)

"л" 
К}

f, l1+1'.,,-lr- 7-t "рп 2 > 0 п

/r*r-,.,-{, - О прчр-Oi

-*ip *ф - (к}*Е)r,

_'пlDосовая'частъ оператора (1о) из ý 1, т.е.

Ру ^ p-t
К)р - ?, lr_i tt)л'+'р + R",* F,l 

1.1
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,R",п- оператор (3) из ý 1; в котором kr= 0, ak, t1,1o) имеет прп t:to
Еуль порядка > /Ll ,

Покажем, что оператор

т.е.

к-" р = к; р, (з)
и, сJIедовательно, составляет 'ьо.ttt5дсовую' часть оператора (1). ДействlтеJIьно,

лежо убед ться, что

Lip - ъ!_р + R* р, (4)

ý uппr"я 'миrryсовым' оператором порrдка/ ,

titl lcrl dз, (s)
где

l
г

t-t г-т"
L-Lo

о-
' L-Lo

5о

Ялро оператора (5) бесконечяо пиф}еренчrrруемо по L п 1о . Деfiствптеrьно,

tцleC"h,i] r lt при !,*do, раскрывая неопределенносгь ядра, }ш можем

его выразпть через первые и вторые проиэводЕые о, t1l "tF) .

Так как lt'@)l- 1 ,.d d dtd
E-t,ofr- fffr-t

то, длференщtруя фрr"rулу (4), имеем

;i, _ 
ЁТrе - fu ^:9 

* # R"-р - t" 1l;i_9*R'_ r, (7)

где ядро оператора,q/.'прп""опежит классу t-. Пр"п>/ шмеем Лiр=#rrТ' ,

по9том)r, шффрншлруя последовательно п-l раз фрмуlrу (7) и испоllьзуя (6),

ПОJýrчбglr{

лi*р = t"(r) # U"{rol lrо (. . . Ct''1rol ъ!9)... ) * R- р-

- t"o ({) х,: 9+..,* R!_ r, (s)

т.е. оператор f п"""П"о вырФкется череэ операторы П!,. , ., Ъ|- ш опертор ,?j
с бесконечно rчrффреншrр},емым ядром.

Перхош к операторам отрицатеJIьного порядка, напомним, 
"rо 

k(t-toft) 
"rn

ределен одноsrrаtrно для всех lo ,tеГ ,tfto, и если мы условllмся арrJrменты

воех фнкшlй выбиратъ в интервале (а,ПJ , то разность

Ы,-Ь, )- I* (,-il- t"l*l- 2iaN9 _#*,* iaT,pt,to+ eKci, (9)

"д" 
,t - ВполН€ определенное целое чrtсло.

Разность (9) непрерывна на Г , так как она имеет пределы прп!L*t.ru,

кроме того, если при фксированном tпеГ.оr*/ делает обхол конryраГ ошп

,
la

(ь
d
dt

(6)
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раз в полФlg тельном ваправпении, начиная " to , то хотя аргтменты векторов

t-tоп f, поrцr*"оa приращениеz u2f соотетственно, суммарное прирашrение функ,

щп {9) равно Е}лю. Так каК ГеС-, то разrrосТь (9) таш<е бесконечно лиффреь

rчrруема по f, n te Г .
Преобраэуя интеграл Ъ! *" П>/ , в сиrry фрr"rулы (9), иrиеем

t r - #' \ф" *' k 0- ilW*ТАу dl dl+ з',у -

- s'(dоl-'оъ!P+...+fr!у, (t0)

гле коэфпrшенты при операторах Х,! , Х,'!'' ,... можно поJIуlшть, раэлагая фlrнк-

Iч{ю, эакJtюченцую в квадратные скобшr, по фрr"rуле Тейлора в точке to , ^ 
яДlро

N.

оператQра R* пр"rолпехолт шассу /* .

Испоrьэуя фрr,rулу (9), легrсо убеддтъся также, что

Fn,*f -R*,пр, (11)

где R_,п _ оператор вида (3) иэ ý 1, у которогр ялро |rt 0 , б Lrt{,fo) "n.".
oprn t-to rrуль порядка > l| . Итак, равенqгво (3) полностью доt(асtано.

Прпполоlвлм теперь, что

det 8, ftl+о Vt е r. (rz1

Тогдд оIератор (1) имеет порядокР поrtкаждомlr впry операторов, причем ввиry

равенства (8) матрица Пrоператора2,j равна

n, (l) - l'" БЕr. (19)

Таким образом, при усповии (12) оператор (t) приrrадJIежпт к нормальному тпrцr

и в сдrry ресупьтатов ý 2 для него справедrшЕш теоремы 1-5 ý 2. В частности,

однородное уравнение /'l P-Ono*aT конечное чхсло линеfiно-независиrчшх KoMtцeKo-

ных рещенхiI p-r+i'l , причем реальная и мнимая части Р тарке явJrяются ре_

щеЕиями отоrý уравненяп. Пусть !,r..,,lп - полндя система линеfiно_неэавlrсимых

действитеrьны,:к рещениfi уравнения

lp - о (ra1
Тогда rчобое деfiствrrтельно€, а следовательно, и комплексное решение / уравне_

шrя (14) представляется в виде линейноfi комбинаrчrи: {-or/r+,,,+arf^ ре-
щеrоrfi этоfi сшстеьrы с деfiствитеJьными или комплексными коффиrчrентаt"ч d; .

ИтакоР,,'.,f,побраэуют баэис в пространстве всех рецtеЕий уравнешrя (14). Сле-

довательно, ра3мерность rшнеihrого пространства деfiствительных рещениf, уравне_

ния (r+) над полемR дgДствительных чисел равна раэмерЕости пространства

комплекснь[х решений над полем / *омппе*сных чпсел. Нарядr с сош!Еым опера_

торомrV' р.".rr*рим также сопрокенrъй оператор rtl*, опрaл"ляершft иэ !нтеть

ральноrý равенства

\1.{уfu 
-\ oY',ldb, (rs1
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гдеF u v- произвоJьшые деfiствитеrrы{ые вектор-фfIIкшlи кпасса tP'n,
JЪгко убепитъся, что сопряlкенньй и соlоэныfi операторы связаны междl со-

бой слелдючвrм обраэом:

,V*0 _ t| {ь; 1,1' lГ'lьlч c+l\ . ( ro)

Иэ этого равенства вытекает cooTEeTcTBt{e межry рещениями союзного однороднф

го и сопрrкенноrэ однородногр уравнеrrшfi. Есlrл Р естъ реrцение уравнения il'ф=О ,

то вектофytlкtмяц-7l.tР явJrяется решением уравнения N*':0 , п обратно. Так

как, по теореме 1 ý 2, нуль_пространство соrозного оператор" i/'*о"arrrомерно,

то rrуль-пространство сопрЕкенного оператор" Л|*,rrо,. конечноuЁрво t{ в Gплу

действителъности fl* имеет базис, состояIrЕrй иэ деfiствптельньD( векторов )ru.-l^r,

Из атогэ соответствия и теоремы 2 t 2, с учетом того, что

\уrО' - \я !'1blpd+,
гг

Tatoкe слеryет, что необходимым и достаточным )rсловием разрешrмосги уравне_

ниl

ltp-y, r.t''П, (17)
gвляется ортогоrrаrrьностъ правой частll к фндаментальной системе рещеш{fi одно-

родноrэ сопрЕкенноrc уравнения l'l*!: 0 , т.е.

\lor*r-0, 
j-|,...,п|, (1s)

Таклм образом, в предюложеншш (l2)rтеоремы 1,2 ý 2 остаются в спп9 дпя дей-

ствитеJrьногэ уравненхя (rZ) и Е том сrцrчае, есJIи оrраЕIчиться рещенпями в

деfiствитеrьноfi области, а вместо соlоэного оператора испоJIъзовать соrФп(еЕный

оператор lYr, которыfi TatQKe является деfiствитеrьшм оператором.

Далее, испоrIь3уя фрwlrу (13), леrко подсчитать ипдекс 27пt,-п| операто_

ра (1) нормаJIьноrrо тrпа в комплексной области

а,-&рl-#krуdфLр,rlr. (19)

Как шrы пок!lэалиrицдексZ, не изменится, если мы ограниtшмся действитеrщrцtgl

решенхямх уравнения (17) при действrrтельной правой частпу. Итак, мц rФиIф

дпм к сJIедrющеNfу )rтверждеяию.

Т е о р е м а 1. Ичдекс оператора (1) порядкар нормаJIьного тllпа вьr.ио-

ляется по фрr,ryле (19).

Пустъ/- действ,ltтельнаt функшlя класса Сi,о,r,9rО , тогдАFее?:

ГДеР=пLое(Р,fJ. ДеfiстшrтельЕо, из фрr4,л (а) и (5) имеем

р-ъir +х0-11 -2Ре0'*у)-п*F-2RеUь!р)-R-F. (2о)

Так как, по предположе""оrХ,!,1l. С 
Р'*, 

Ъ!1l,е С/'*, peCoý, roRnpeC-,
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и, в сиJIу (2O),petPF п t9,П , что и требовалось доказать. Следовательно,

аналогрм теоремы 4 В 2 яЕJIяется

Теорем" 2.Щ!.С'* и удовJIетворяет услоыrям (18) разрещпмоо_

ти системы (tZ), то rпобое ее рещецие l, KJlaccal_

-'РР пРil'|ф(,' ПРИНаДЛеХ(fiТ KJIaCCY Ь .

Анаrrогом теоремы 5 ý 2 является
Т е о р е м а 3. Щ/ нётероD в пространствах

Nrl||'n ,С0'' (21)

тогдд и топько тогда, когда он принадлежит К HOPMaJIьHOM]| ТИПУ, Т.е. УДОВJIеТВО-

preт усJIовt|ю (rz1.
Отметим, наконец, что подстаноькл Р- Ъ,{4 е пршводrт уравнение

( 17 ) к аквивалевтноt"rу спнrтпярноri,rу интеграJьноrчry уравненхю нормаJьного типа.

Переfiдем теперь к операторам (1), прцвод{мым к HopMaJIbHo},fy типу. tUсть

матрпtш Ер,[rrr,,.,SrL удовлетворяtо/г условцю ( , сборr"ryлироRанноlirу в опред9ле-

нии 1 ý 4, т.е. раt{ги матрио /.r,Lir..,,{ no"roorы всюдl наГ , причем матри_
nkча0, имеет максимальньй ранг, т.е.

det s; 6+ 0 Yte г. (22l
Тогда определяtотся операторы Er,,.,Fr видд (12) В 9 Talчe, что оператор

П4F,,..ГпFr имеет порядок Р п прuнаulежит к HopMaJtьHoMy типу.

Деfiствительно, представпение (13) ý 3 показывает, что опертор{ являетr

ся едднлltным относитеJIьно 'MпltycoBboc' операторов. Тогда, в силу фрrrтул (3) и

14), оператор Fr- вrrлется еддничцым опlоситеJьно 'плюсовых'оперторов. Следъ
вательно, гштыЕ€lя, что композиlця операторов 'раэлпчlш:t зцакоЕ' явпяетсt опе_

ратором с бесконечно шrффреншrрусмым ядром, поrrучаем

NСЕ .. FrFry - Крl.,.F*9*КrГ, -rп 9+ RL р, (23)

-tгле Л] - оператор с ядром кшсса С- . Из атоfi фр}"fулы, испоJIьgуя определенхе

матрtдц 8|ttl " формуry (18), поrr}^rпм, что оператор (23) иNrеет порядок р и

его сцмвоJIические матрицы равшы ti " 
t'nf . Итак, в cllr'y предположения

(22), оператор (23) имеет поряtrокР и нормаrrъЕыfi тип.

Как t"ш покаэали в ý 4, может окаэаlъся, что существует цепочка операто-

роьFr,...,Fд такиъ что оператор (2S) принадrl9r{ит к нормально}tу типу, т.е.

матрпrщ ýr-уловrrетворяет условцю (22), хmя цекоторше шэ матрц 3rёl,...,$-'Ёl
не иDrерт постоlнЕых paнr\oв. Такой оператор r{ наэовем оператором, ,( *ри"олrr-
МЫМ СПРаВа К НОРМ€lПЬНОl,rУ ТИПУ.

Пусть оператор (1) (_прпвошrм к нормальноl,fу тиrrу. Тогда для него, t(aк

для комIиексного оператора, в сllлу тоrр, что оператор (23) имеет нормаrъlшЁ

ТИП, ВыпОлпяtотся теоремы 1_5 ý 9. СледоватеJьно, для деfiствительного опера-

тора / rдмеют место аналогtl атхх теор€м, фрr"rулировку которых мы предостав-

ляем чIlтатэлю.
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Наконец, рассмотрим операторы ( 1), удовлетворяюцц{е условиlм, аналопiчным

усJIошям (19) ý 4. Матричныft оператор К" состопт из скалярных on"propo.r(',
ii-l.,.,l | порярJlоврi. с символиче"о", Ц"*пrяwо, 3/_ . Пустъ слцеqгвуют

неотрицатеJIьные цеJIые чпслdа, и d.. такие, что порядки операторов Kii "" превоФ

*oo"n l,-o, n оr"rр"шЛ(rr, с;;авл"lrо" ,. коффишtентов тех операторов, порядр

* *orJp"o p^"n t.-a, , невырожденна всюry наЛ , т.е.
l

Jtll - [rr|_r, G)|, i,i=t,..,,l, det\d)+0 Vtег. Q4l

Тогда, используя операторы 1,rrТ,о, оператор (1) легко привести к синrулярно-

Nfy интеграJьноrчrу оператору нормальногр типа вида (2О) ý 4, в котором 2,оrсле-

дует эамевиr, uT, и положt{тьf_ -ai, di- lj ,

Для оператора (1), удовпетворяющегю условию (24), очешдЕо, выпоJIцяются

следуюцие аналоги теорем б u 7 ý 4.

Теорема 4.

llz gl,,Пr..,,сlr.**6Чr<*,.,rСd''* (25)

.

Т е о р е м а 5. },lндекс u, оператора (1), удоше,творяющего условllю
(24), равен

(26)
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