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О КРАЕВЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ СИСТЕМ С ПОСТОЯННЫМ ДЕФЕКТОМ

В.А.С о л о н н и к о в (Ленинграа)

ý l. Введенце

Пусть t (r, l,
Бl - матрпчный пиф{вренчиальныfi оператор с элем€НТа -

ми l.(IJ, аt,Б ) , *- |,..., р , jч, ... ,. эаданный в области !2сРо и удовлет_

воряющий следуюlцим условням:

l. Степень полlrнома [, tc,ý) относит€льноJ- (ý,,..,ý.) не пр9 -
восходит суммы S*+tj , .ае {ýr} " Itjl; _ наборы целых чисел 1 таких,

что rпасýл - 0, tj, !^ l причем lц - О прп ý** tj . О .

2. Полиномы lj Ь,r) , 3о"r.-"нные дз всех слага"."r* li@,ý)
степенп 8к + tj , об'разуо, матриrry to t",gl , р8нг J которой при всех

сеЕ и ýeho.[O} постоянен ш меньше f7ъ .

В этом слуlло мы булем называть оператор J. оператором с постоян_

ным пефектомk=пъ-S . Оператор J , удовлетворяоtцпй'условпям l), 2)
при ý - /z? . наэывается 9ллиптическпм (прш р rп _переопределенным эл

лшптrrческrrм ).

Примером оператора с постоянным лефктом яыIяется оператор вrrешне_

го лифереЕцирования; кроме того, Taкt{e операторы встречаются во многпх

задаtвх мат€матическоfi фиэкки, описывающкх распространенпе волн.

Операторы J с постояньlм лефктом былrr введены в работах El,2 J ,

и для решеЕпй системы tц=f с постоянными коэффициентамк, заданной во
яlLвсем l( r былп получены ко9рцитивные оценки на некотором подпространсть

вэ вектороь tl(t)
Имеется ряд работ, посвященных и краевым эадачаr\,t для неэллиптпч€с-

кдх сист€м, главным обраэом, для системы IЧаксвелла и сшстемы внешяего

лиффренчшрованllя Еь5] . В этих ра,ботах рассматриваются общие краевые за-

дачп для укаэаЕных систем и описываются подпространства фунщий, в кото_

рых эти эадачt{ нётеровы. Особо следует отметить работу И. С. Гулович и С. Г.
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КреПне E8J , в которой рассма,iрtrваются краевые эадачи для Becbь,ta ши_

рокого класса систем с постояннымп коэёфициентами с помоtцью предложен-

ного авторами метода ортогонального рас,lrирения исходной матриц", ! до

квадратБой эллипт] ческой ,аrр"ч", J . Нётеровы краевые задачк для псход-

ноfi системы удается прк этом описать, рассматришsl нётеровы краевые за-

дачи специмь}.ого вида для расutиренной эллшптической системы. Но метод

ортогонального расширення строго обоснован лишь для укаэанных выше кон-

кретных систем; для более общнх систем в [6J имеются лишь условные ре_

зультаты.

В работах Р.С.Сакса [7, 8] рассматриваются неэллиптическпе системь]

специальной структуры, эквивалентные пе_эеопределенным эллиптическиl\t с

согласованными правы йи ч,астями (например, неэллlIптическая система

ъоtа +ful- | цп ?ь* 0 эквивалентна системе NOtц+Х.u-/, dоч -
- l-Иi,trf), для таких систем формулируются нётеровы краевые залачи.

В нэстоящей работе рассматриваются операторы с постоянным :ефек _

том прп условиl:, *"о d- .,.-t, - t . Доказывается (ý 4), что всяккй та_

кой оператор может быть продолжен до переопFеделенного эллиптического

добамевче1ra * ,"rp"u"J некоторого числа строк, состояших из мшнорсв

Maтpиrlt,r d . С*"r€, лродолженllя излагается в ý 2 и 3. Там же lIодсчиты-

ваются определнтелЕ всех квадратных матриц, которые мох(Ео ссставить i{э

строк про.lолженной матрицы, чго необходиlrо .1ля подсчета числа краевых

условий а фрмулировкн усповия дополttительности для операторов, посредст_

вом которых задаются краевые условия. f[алее, в ý 5, рассматрнваются

с:.!стемы с постояtrнымя коэфицшентамн прк некоторых дополнптельных огра-

аиченпях *" ,"rpouy / . Для таккх систем удается не только поставить

краевую задачу, но к HaalIcaтb у:ловие согласованкя, которым должны удо_
впетворять функчии в правой части системы.

В нестоящей работе используются результаты работЕ9_1lJ , посвячrен_

ных переопFсделенным эJUlшптическшN{ краевым эадач9м.

ý 2. о продо.пженши матриц

Пусть задана .^rp"u, ? с ý строкамп в/п>S столбцами, элементы

которой Pii (i=/,,.,,S, j=|,.,.,m) мы сейчас булем считать комплекснымп

чшсл€ми. 'Пу.." равг 9 равен ý . В этом и следующем параграфах булет

дан способ дополнения ,"rpnu", .Р ао r',r.Tpnu", Р раэмеров Мr rпr ll ,rп ,

ранг которой равен /п . Этот способ удобен и в случае, когдарi. являются
полиномами; в этом случае -лrрпuл Р тоже буает полиномиальной.

Пусть.a=("arr...,€s) - мультииндекс с целыми компонентами, удо-
МеТВОРЯЮulПМИ УСЛСВИЮ /<ocr<...<(r.s-</r-, K:m-S П а-(Оrr...,О*) , ПРЛ-
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чем чясла О|r,,.rOк дополняютq/r,...,ýr5 до lr...,/z. Обоэнаtим через !)* *aол-

ратную матрицу раэмеровsхs , состашенную из столбцов .лrрлur, ,р с

номерами or; r и положшм Pn= det 0- ,

Прелположим, "rо P-SТ , и построим квадратную матричу /, раэ _

меровпхлL следующпм обраэом. В качестве первых ý строк матркчы /..
возьмем строки матрицы 9n " прдпи]rвм к нпм еще К строк. Чтобы об _

раэовать ý +/ _ю строцr, l< t-- К , расположим члсла ýr,, ,...,<g, О2 в

возрастающем порядке: (dr,...,(z_/ ,оg,€2l...,ga ) и подсчитаем апгебракческие

дополнения элементов последней строкк матрнцы:

|:,. ., |,:":,.':,:|у. . !::
Pso, ," Рs*п_, Pso, Pn" "' Psn,
t, ,.. ta_, Ф trn о S

Этп алгебраические oonon""*n" ,{ 1.1 1 оп ределяются формулам и;

s+/+;
р(- |)

(-r)

Ft)

s+i
р

s+ l+?

,Ч.,.вa-tоIь+r..,е.-rо2dа'..о'r), i - а,

(<,,..ф.-lаrа<".,.ц i-t<L+!.' .qs), 
i > Z,

d
р

Положим теперь, что

0 , еслк j * (*,,.. .,<5, а2),

Д(t;), еслп j- *i ,

,4(r) , ""rr" j-oe,Ioi

Опрелеленньlе таким образом чпсла обраэJrют матршчу аa размеров кlm , п

мы полагаем

,-- (t)
CTpoKrr '"rp"uo, Д* с элемента." y'nj ортогонаJtьны строкам ,".p"uo, /
в пространсrю f,^ и линейно незавЪсимы, так как столбцы матричы Р_
номерамк 0g образуюТ диагональНую матрицУ с элемента мп 1-11s*|+ter<

на главной диагонали (чпсло ?4 определяется местом ае в ряду чисеп

Фr...,orr r0g) , если их расположить в возрастающем порядке. как укаэано

с

выше). Поэтому detP*| о

t{ взаимной ,"rPn,.,r,' fl о4И ПОЛОЖШМР=Р.

Тогда

Рассмотрим сначала для простоты случай 4i.4- i
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det?..-2 (-t)Д",+s+l'+"'+l"pltri. (э.r)l* l
3десь j= Vr,,..,j* ) ., ПРИЧ.u Vrr.,.,/n) -числа, допоJtняюtдuе (ir,...,i") л,о

(|,,.,,m) , а череэ 2l обоэначен определитель квадратноfi матрпцы, состав-

ленной пз столбцов матрицы

/о ... 2,, Р. .. о

?-
' of,o

гrc Nri-pt)s+t+i 
''подсчлтаем оп

рмы Лапласа по пе

9*,...Irr0,..p

l,,,,,x, j-l,...,S.
с | разлагая его с помоlцью тео_

, ортогональны строкам

l

а 0-4

Р "' 0 f u ",9*,

Е-
0 , ,,'Р |," ", 9лs

т, ...V,rF...0
..",L

9-r, .,, |rr0 ", Р

-
н)

Строки матрнцы 8!о , *о и Строки ,"rp"u", /
матрrrчы @*о д лпнеfiно незавl{сшмы. Поэтому строки этиr( i.атрпц определя-

ЮТ ОДНО П то же ý -мерное подпространство " С^ , п существует такая

матрица ,{ р""r"ров sxs , "rо 9- Ае:, . Отбрасывая в этом соот -
ношеЕии столбцы матриц .Р " 0:, с номерами ý*/, ..,,fП, , попу"л.ufО-

--РД , так что

Р--Р" P*'a'uo (z э)

и, следоват€льно,

Pl- Ft)' ,-s+t ull, (z. з)

"о. D'l - определитель матрпцы, составленной пэ столбцов ,"rp"u"r 4j,
с номерами lr,...,lr. Ср.r"",2'l " i. Пусть l,-...-lp--r.li.,..
...-/., j,.,..- ir-,r-S.j.-2x.....i*, так что чuспа j,,..,,l"_p дополняют

ir,,,.,ip ДО /,...,ý , а jr_rrr,,.,, j* аополнякг/at r,..,ls до ý+lr,..,lT1

ll2
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Воспольэуемся дпя ."r""*"""" ,|'/ " 2j ,.оремоfi Лапласа, розлагая 9тк

определt{телп соответственно по первым /а к последним *-s */ столбчам.

Это даст

iD -(ч)
fup,-S, j, , ", , /x;s,i,l-...-r+l,ч.!hрр|дS

,

il

9 lр*Г',iчр,, ", |1r-s, ir_,

.d _ (,)еР+0+",+ 
*+Us_pt-,5)+",+(7.-s )pu,r,dut (N.,:,: "!"., .,.Ъ,.,,:,А ,

\9l-r,r;,...,Nlis,is-p l'
о'* 

ъ,' = (" )'* 
..,* (р- о + lt'.,.+lp+ G-р+D+. . l к+ (js- 

р+ г s)\ 
.. + V г s) pur./ -

_ 6_t)/+...+(s-' 
t+ l,+",+t",-k+s ui,

Учитывая (Z. З), првходttм к фрмуле

pl _ rr)'*",+s+ltr 
"'rl" ,-l+t oj, (z.л)

свяэывающ.о Pl 
" 
lj . Иэ этоfi формулы и шэ (е l ) слеryет, что

det pu,- pk,t 
J trlt . 

(z.s)

Получrм аналогпtlную фриулу мя det Р* . Для этого переставцм столб-

чы матршrы /* с номерами ч на первые ,J мест (лля этою потребует-

с" kr-l)+Ч-e)+,..+("cs-s) транспозсцпR) ш умножкм ý+/ -ю стро_

ку на (-|)'*'*'' . Нетryлно пров9рпть, что полученная такшм обраэом ма_

трlца булет иметь такую же струкlуFу, как ?_о , " ее опредеJrитеJlь буает

равен (-f )*' 2 lPl 12 , ^ 
эЕаtцт,

drt ?., -l (-t)k,-'l+",+(o'E-ý'+ 
r 
"r" * ý z, (Р* )r-' 2 l Р\ ,

Но так как tr- это место чксла 4, в упорядочеЕном рядJr члсеI*,...,аrg"
TOZ1 =,| - мяd, l-У чlсеJt Q1,... lQylac=2 - длаd2-d,-! члсел п
т. д., Еаrовеп, tg-ý*/ - дпяfi-d, чпсепо|r,,.rdк . Поэтому

4

А оr- k,- t) 1 t (<а- *г|) +... + s (*- ds_l- /) *

+ (s+l)( fu-{s) -- (t+e+...+ ý+ý.r+...+{r)* (s+l)П,

отt(уда легко получается )t€лаемая фрtула

det р_- (F" )*'? , р' l', (z.o)
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Прежле чем вычдслять взаимную матрIц у Р*, докажем, что дпя любой ма_

1рruы fe справедлива фрмула (Z.+), т.е.

о! - rпl+ " '+s+ l'+ " 'rl' (pn )K-t pl , Q.7)

3десь, как л bbtlшerjrr,..,j*- числ8, дополняющпеJr,.,,Ns og /,,..1пll б чQ-

рз D: обоэначен определптель матрицы, составленной llэ столбцов матри_

uьl 4о. с Еомерамп /rr,,.rj*. iVЬжно докаэать формулу (Z. Z), переставпяя,

как выtlэ, столбцы матришы /a . одЕако проще рассуждать слелуюшrшм об-

раэом. Прн Р'#О " Pf О строки ,"rрпч 4о, n а-ообраэуют одЕо и то же

подпространстЕо прос"р"""r"" /' . Поэтому, рассуждая, как при докаэа_

тельстве (Z.Z), можно покаэать что
tпl

Luo,

цы, получаемь!о в реэультатэ вычеркиваЕия l -й cTpoKrr п / -го столбца

матРПШЫ /* . В силу теоремы Лапласа, прн l<S

lri _Е r_ll 
t+,.-+(s-l)+r?,+. (э.s)

{ lсh<.-<п?гп-t

"о" F! , |-(|,,...,|*, }r- опрелелшт€лк матриц, состоялих из столбцов с

q .- ; 8:'*" " ''

л 1s+ l,. . . ,tп).ле 4_- _ матрицаl соста_вленная столбцамш матрlщы {* с Еомерами

(S+l,...,п) . Слелов_атеп""о,2! - Р-*ЛJ"'' '^.0j . Эта формула покаэы _

вает, что отноше"".!,i f2j не эависит от jr,..,,jK . Поэтому

D: - u: # - rl/'",*,ý*or,+",*n, (р*)^ #r_, + :

_ {_|) 
/+.. ,+s + l,+, , ,+ls 

1рF )^-' pl , (z. в)

что ш требовалось

Перехолим к вычшспеншю мшноров l!: М Р! l гдё Р: - матри _

rZsn il tri

9 выtЕркиванием / -й строки,

миворы матрицы

эти миноры через элементы матрпцы о Рассмотрям столбцы матрицы

ПУСТЬ lr r...rlr-, - номера 9тих столбцов

номера-

a?l ,мu lt,.,,, |у| матрuцы, полученноfi из

i- ti,,...,i;,- дополЕитепьные * Fr| р: Выразпм все

Р: с номерамл 3t,...,|yt i

матрице Р* . О"""идно, что

и что FrU - О! - определцтелд Матриц, составленных я3

в

|е' f, , еСЛИ lc.i,
lr- l , еспп |2 >j ,

столбцов матрицы

ll4
9 с вычеркЕутой l-й строкоfi. Кроме

lt -го, . 2. , tу,-го
d: :^

того, lJ - 2t ,с



i - Ur,,..,jr) , гпе j1,,,,,i*- lшсла, дополняющll.lr,.,,rlr_r, j лol,...,r1,.

Поэтому (Z9) мо*но заппсать в вкде

'4 к|;....7-2* lr

l**i
гае |Utr-.rtg,i) определяется как чшсло компонент lr,,..rlH, превосхош-

,-* j ,l,.,...ls1_1.j.lr_/"...sl_.Из (z.Z) к (z. lO) слелует

li.- (_,)'ti 2 FDrV"""lЧ,j'рl pl, lnn,ilup",h' f )*-'.-1 ls|r<'<|псп
l.+i nl,...l*y-,jlr-p...lяЕслшпереставптьстолбцы вопредеrrrтеле/-' ' - ' ' , то по-

следнюю фор,tулу можно эаппсать в следуrощеfi симметркчtоfi форlе:

А'! - {-l'tj tп- l^-*r,7..Y-,= 
-Р rq'" 

, l*') Р

lr+j
Нужнотолько помнпть, .го столбцы в определиr-a Р

лj!, (э. to)

Q,..-lн j), (z. tt )

0,",lt., j|
РаСПОЛОr(е -

Еы в том х€ порядке, что п верхнпе пндексы.

Рассмотрим теверь случай j>5 . Еслп bs+l ,lBt<K . то

l+...+s+l,+.,.+ lз-f Q,....,l, j ) 

, (э. tэ)

,о" lrr,,,, jr_r- lцсл8l дополняющпе lrr,..,t,r,, доl,.,,,п , а 2j"""j^-'
определпт€ль матркцы, составленноfi шэ столбцов с ЕомерамЕ jrr.'.,j*, Мо_

тршцы 4о, с "rBpKHyTofi / _Л .rро*оR.

заметнм, tпо ecJrц jл- а" , то соответствуюlций столбец определдтепя

2V"" j,-,) "*ron, n" iirr.oon ф"",j")-о. Поэтому в (z. rz) могут

быть отличвы от нуля пшшь т€ чrеЕы, у которых одЕо пз чпсел fr- Q l пt

перебоэначая переменные суммt{рованпя, мох(но эапшсать (Z. tZ) в впдо

lc|r<..strcп
lr+ 1, о,

, рQ,...lt-,О, 
|6",ls) 

D.rU,;, 
,l".), (э. rз)

пр{чеr, чпслаjr,,..,j*ч дополняют /r,,..,lц:1',ао лу l,,..,tп . Предположrrм,

что j *аr. Так |"i i,'..'' jo, * ас ' , ,oDu'!;"",/,u) ямяется однпм цэ Mtlвo_

ров матршц - Р:О' - Р!''"' . которая имеет ту же струкlуру, tпо ц

Р" з она получается такпм же построетI"r; *r"* Р* , яз матрпцы 9 . "n-
черкнутым 4r_м столбчом. Поэтому .DЧ"'l'-' можно выtlдслпть по фрмулэ,
аЕалогпчноil (2.7 ), а шrенно:

ll5

АЧ^-1l 2rп
ilr+j

'4l,;"j*,' ,

i
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гд9

еслп

l!;r,-i*,l _ Ft)l+",+s+',+",t" F",","l(р* )^-', (э.ll)

s@r-.l") лИ,'i*r) nbeР дополЕt{т€лыlыfi lк 3_,r"-' мшнор -aTpuu:ы Р- " , т.е.

l,= ",= ;/r-<7 =/r<."=/s.rЛО

Р G... 2) : р 
С!,... l rtjlt,.,/sr): (_11F a,,.-,fu-l ij) ptl,".l""i),

Кроме того, а|+,.,*zs- tr+,..+|s_ttj - /И"-r|з_l,j;Orl, иr сд9дователцо,

л!;..,i*,l _'r0'*..-*r+|+...+ts-ii-lU,,...,lsч,ji02l+рIt,,...,t*lij)rИ,ls"i),

Подставпм это DLtрожевпе ь (2. l3) ш учтем, что

pit,... lo-, ас h... lr-,) _ 1_11l 
Il,... lnra)p\,... l"-,ac),

ПОлу,шrrr

а так f,ак

то

4.

Это дает

А: ,_,,,i 
* а с+ l а,,.-, ls, i j )Т V,, ",, lH ;j l а2 7+ Р Q,, ",,|з" i 0р ),

tсlf*<lу|.п
lrЧ.Ос

, (-til а' ,..., | з1, а2 i i ) 

р Q,... lo, 0 ) р Ч,... l-, j' (t lr*,

I Q,,",, lr-,, j, Ос) - У (7" ",, l ", ;j 
),t

-{

| , j'oc,
0 o/<Og,

ас

ас
'j,
'l,р q,,..., lr, 0e,j ) - r (х,,, -,Xrn ; аr)

l,
0 ,

АФ - bt)ir pV,.,.l""ac) рV,.-lчi) r-У )r-' . (z. ts)
ail ý

ZJ
l<lr.,..-lsl.пL

lr+ i,a,
Эта фриула справедлцва при j#ac . В аучае j-d, достаточно в фриуле
(z. lz) выраэпть XuU;"'l*l ' " полrощью равевства (2. l4), которое теперь

шмеет вкд

u!:;,r*, : (-t)t*,"+s 
+l,+ ",+ls_ | Q,," "l"; j) ,V,",ls'р* )"-'.

А!: Z l pl !' (F1*-'.
l<|,....< tз<m

l2*j-a,

lt0

(z. t0)



dТаким обраэом, мнноры Д4 выражаются по форrулам (Z. tl), (е tS1 ,

(z. t0) прп ocS , i-slC-s, j #а., п.о>s, j-oe . а эпемеЕтамЕ вэаим -
ноfi матрнц", Р. явпяются (-t )i'j Д: .

В эаключенде отметим, что фрмулы (Z. 0), (Э. Z), (Z. t t ), (Э. tS) ,

(Z. tB), выведенЕые в предположеншн Р*+О , верны п прп Р<-/, каlt по-
каэывают сообрал<енкя 'обшего порядка" : пропэвольно малым шэменонкем

олементов лr"rрпч", оР можно добитюя того, ,rо Pn* 0 , а после 9того

нужЕо только перейтн к пределу в соответствуюlцпr( формулах.

ý 3. Матпича Р

впсимых (напрпмер, строкц како й-нибуль ,"rр.ч", 4* ), ,о ра"г матрпцы

Рассмотрим снова ,"rpnuy n2 из предыдущего параграф. Построим

матрпцы ?"- (t) для тех ас ,_ on" которых PntO, ш определшм матршцу

н l?\?- \al, (s. l)
где Д - ,"rрпца, составленная из сгрок ,ю"* ,"rр,щ 4оa . Так как стро_

кп а ортогоналыl", 
"rро*"л,, 

/ , но средш Hllx найдвтся ( лпЕейно неза-

а равеЕ к , ^о^"" У
Воэьмем проt{эвольные

матрпцу *.р". {'

равен пl .

к строк матршцы а обоэначшм полученЕую

и положЕм

я_впяtотся линейнымк комбинациямп строк какой-лбо ма-
а пменно:

, tj
(з.а)

(,)?
Строки матрпцы а'
тршцы 0* " Р-1 Р,

(s.э)

.оa Q'a- матрпца, составленная иэ столбчов матриu"r 0' с номерамfi Qr'.an,
дополнптелыlыми кtr1 l...F(5 ,J* -о"arонаrrьная матрхца с элемеЕтамп

Pt1'*'*"'1P-1-' на главноfi дпагоно*и (опрелеленке чисел l| см. в ý 2).

пусть л'L -п'Q'"' 
j*)- 

det а' V'"'i*), тогда иэ (з. z) слепует

n'i- D'о (-in...+s+(,+",**' бр.) ^,:. (з. s)

Учптывая (Z. В), получаем

.D'q

0' : Q'о /L*0.,

pllt."+lsPl ril<i"i<s р<

а еслн Pt- о, то t{э (З. S) и (2.8) слепует, "rо 
n ?'L 0.

Формула (3. С) покаэываетr что отношеЕие в ее левоfi частr Ее эависt{т

о' trr,..rlз. Покажем, что oнor с тоttностью до знака! равно некоторому мп-

ll7



Hoцlр-l -по порядка матрицы q'
Еслп она состопт только пэ нулеfi,

Рассмотр"м первую c'polry .^rp"urr?'.

Еслr же она содержt{т отличные от к)rля элементы,

коf, некоторой матриrrы 4, 
" 

Рр+0 . Пусть 4'.'.'l*
Рrr...,Р" до lr...,tп . Легко проверпть, что элементы рассматриваемой
cтpoKlll стояlцtlе встолбцах с номерамк lrr,..,l*, все равЕы нулю, кроме од-

нОгО, р"""о* 1Рl . Поэтому, разлагая определпте n" 2'l по первоfi стро-

ке, поJтуtlа *, .D'l'tpl м , а в сиJrУ (З.+) лля любых lr,,..,l'
D'l - tM Pl, (з.s )

где У/ - некоторь!й мпнор ( -l-го порядка матрпцы Р'. Оrсопа следует,

что

detP':I l-tl
l+ + ý+r+.. .+/s lл tj

- gM>l
l

Pl 0-!l. (3.6 )р

Эту фрлупу мох(но рассматривать как обобщение формулы (Z.Z).

ý 4. Расrлирешпе опэраторов с постоянным лефктом до эллиптических

то доказываемое утвержденi{е очевидно.

то она является стро _

- числа, дополняюЩке

2

Пусть в области дР задан оператор с постоянным аефктом J ь,*),
lrB, ujlпрпчем tr-,,,= tn - t

ходпт lr- s^l { ,

Обоэначrrм чепез t7, @, ý)

, так что порядок оп€ратора не превос-

Maтpklryl составпенкую fiз строк матрицы

to\r{) , определонной в ý l, с номерамп f1 ,.,.,f" ( S- ранг л/, при

ýaR' ), а *ерэз t} В,ý) - квадратные матрицы, состашенные пз эле_
ментов строк Е столбцов ,аrр,tч", /, с номерами Рr,...,Апоtr,,..sg(при этом

*-Ч,...,Ч ) , р'(f,,.._,, р")) . Фиксируем Р и предположшм, что определи_
'телн det!i" G,ý)- L; не р8вцы одновременЕо нулю как полпномы поJ
Предполагаi, что ýе ,{t 1ol, продолжим матрпцу !о" tч {) по формуле
(З. r), обоэначпв череэ Л, матрвчу 4 , соответс'.rrоrуо -лrопu"!оо(чý.
Такому расllцрэнпю матрrчыJr, соответствует расширенше оператора

ЦрЬ, *) до оператора

trol,f,) - fur,Э',) (+ r)

"о. .Fр - оператор, полJrчаем ыП uз Лр эаменоfi всех коэфицшентов на комп_

лексно_сопрях(е нные.

Опрелелим теперь расширение оператора У Ь, t) бормулоП

ll8



аt (", dx )

а Л 
r,,, 

(", {l , (" Ь,

\П (с,

а
dt (+.э)Zb, dB ) -

а

а,
l,t l

сп d)
Лrш (t, Б

,..'' Р Есевоэможные мультшfiндексы с ý компоЕеЕтаral. которые

можно эоставлть из чпсел l,.,.rP , а N-с;
Теорема l. On.pa.opl пе реоп редепенны fi эллпптическпfi.

имеет ранг s т все ее мино больr.rв S , Рgэдд_нулю как

S оановременно в Е!rль не

Деfiствительно; во-первых, gllrlgr"or, что ЛF, - однородный оператор

порядка F r r;, ; Bo_Bтoгьtx, при фиксирован"",i ra ё u ýе,?'-|ОJ нап_

дется та'кой м]iльтипнлекс 16 , что ранг матрицы УорЬrЕ) равец S , а

тогда ранг матрицы

4,",ý) = (:"!!,\ - |tО"tС'ý)\

\л, lcc) t ;?п)
равен /rL ; эначптr и раЕг 4tr,f) рвен lz

Если оператор !о имеет постоянные коэффшчиенты, то можно предtо -
жпть более экономЕый спосб расширення оператора J .

Л е м м а l. Еслк полшпомиалщ9 3(ý) _щ.р r rt

)

гпеР

полиЕомы по ý- (Гr r...,ýо) , а млворь, порядка

oo*r"'or"r\, ,о on" ,""о-" (поо"*"llГ(
лива формула

{)- det 3i trl -спраФ

. ,ri ttl - 2,G,lc* 
(ý) !, t-ý ), (л. з)

[o*"'(ýj,...,o*"'(ý)! " |lpu,til,.. ., l r,",(ý)},r-{rr" *iтричем полдномы

общrrх полиномиаJt ыlых множштелей.

Д о к а э а т е л ь с т в о. Фиксируем какое-лбоýСd
рого ранг числовой лr.rрпч", /(g.) равен ý , и пусть / таково, что ранг

$ tý ) ,оr,,е равен S . Строки любоfi матрпцы $ tП лпнеfiцо вцражаются

:ъ::Т 
-:лЛ 

' 

'rni'? 
:. !r, ", 

Р, В , Отсюда следует Рr' t g) -
- h G)dеtДрl

ri trlli'cl-p;'G)riBl. (+.+)

Это равенство справедлtво прп всех ýaСО о л, эначпт, его можЕо понпмать

как равенство двух полиномов. Фиксид5rем о4' так, чтобы полином P;'(t)
был отличен от нуля. Иэ (1.4) слеаует, что пропэведеЕr€ полtlцомов

Р; G| Пi'trl делится ", P|'tgl. Проиэвепя деленпе и обоэнаTrrв череэ

!"(ý) "Ьбоrr"rпл 
обrцшй делптель "..* Р} (ý) , ,", п получшм (+. S).

а
. ДЛЯ КОТО-

lls

,



Таким образом, если главная часть d on.p"ropa с постоянным дефк_
том имеет не зависяrцие от € коэффициенты, то

ti ttl- det tioKl - гG)А*tý)Вр(ý), (+.s)

откуда вытекает, что

Лр(ý)=rG)Dр(ý)Л(ý). (+.о)

Легко видеть, что оператор

l(., f"''- 
Vo

,а|t'l"
(* i)

(+.0)

также эллtдIтическfiй.

Строки матрпцы Лlý) состоят иэ полиномо" ,,{*(ý) . Хотя А- (ý)
не имеют обшдх полиномиальных делитеJtей, может спучиться, что полпномы

Д" (ýl , находящrreся в одной и той же строке матрицы /(f) , имеют об-
щие делштели. Обозначим череэ "t|({) матрицу, которая получается ""Л(ý)
отбрасышнием всех таких общих делr!теJrей и лишнпх (повторяощltхся)строк,

которые, воэможЕо, появятся в результат9 сокращонпя. Оператор

.f,,(",fl)- Gf,Д') c..,l

такя(е эллиптиtЕскиfi; по_видимом)r, оц явrtяетсяt наиболее экономным расtли-

реЕпем оператора 9 до эллшптшческого.

Еслш коэффt{цшеrtты оператора {, переменltые, то равенство (С.S)

справеллшво к для t| tr,ý) np, VrеQ- , во неJrьэя гарантироватьглад_

кости коффчвентов'поrrп"опrо" { r{* " Вр , даж9 если коэфф"uп""r", /r}
ямяются гладкt{мл функчия,,tи .f,

Рассмотрпм теперь краевую эадачу

Z(r, *)"- Flr), ll(r, *) "|,,fu=r-фF) (+.в)

и выясннм, какпе огранхчеЕия надо Еаложить "a ,urp"rry "f , чтобы эта за_

дачд была аллиптпческоfi. Для подсчета члспа к|)аевых условпл (строк матри_

ur, $ ) спелует найтц обчrие корни по переменвэпtеС определит€лей всех

квадратных матриц, которые можно составить ш() строк матрицы

ry, I 
to tt, {)\

fola€) - \m b,El )
прr любом фrrксирован"оr, ceJ ш при ý= q+r(c)C , гпе У(u) _ едшничfiый

вектор внутреннеfi "орr-" * J в точке, , а 
'- 

проиэвольныfi вектор

Pn , орrогоноtьный r (Ф) .

при нахожлении общпх корней нескольких полпномов мы булем полюо -
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ваться следующеfi очевидной ллеммой:

Л е м м а 2. Пусть заданы полшномы

и одЕородные полдном

которых имеются Р: . j-/.,

-g 

-

моь D. G)- 
'l,(р, 

(ý),...,7,

р; (ý) (с учетом кратностш).

Рассмотрим теперь матрпцу

(€ ),..., Рп (ý), ý= f+ t l,
4 tPl,,..,4 Р), р(д,..,рrl , порядка ý, щ

.,rИ . Обчrие корни относительноГ полино -
(f))совпадают с общимп корнями полнномов

:гolc,ý) - (й
(r,f)
(c,f)

Согласно (З.В), определителд квадратных матриц, составленных иэ ее строк,

имеет 
""д: 

j Drx,ý) 4 L!в,ilZ! (о,{) , где 2 - мпнор K-l -го порrц-
ка матрпчы .lfl" , npfr""ri, " "-у (Э. О), для некоторых определителеfi этот

миrrор о^""" itf, (t,ý))r-' . В силу леммы 2, общие корни определителеfi

ВСех КВаДРаТНЫх МаТРИЦ, СОСТаВЛеННЫх иЭ сТwК "tp , те Же, что н общше

корнп полиномов

detl*(r,f) - (

С помощью бормулы (4.5)

det .trF(г, f) - (Гtr,уВо ь,ý))' Г р, ý) ts, t ,рOЪпi 3 lL,Еfilв,g). 1+. r о)

Рассмотрим теперь проиэвольвую квадратную матрицу, составленную иэ

стчо*{ . Ее опрелелнтель может быть отличен от нуля лишь в том спу-
чае, еслк ý первых строк являются строками ,"rр"ч", J, , а остаJIьные

К строк являются 
"rpo*"*rn 

Й , т. е. если эта матрица имеет вид

(+. tt)

Zi B,rl)^-' i 
", 

(r,9Z: F,ý).

I (qý l - (t:| tаг,')
\,tl'(r,ýl l

Вр.?

можно представить этп полиномы б внде

(с.s)

в

причем j _я строка Л' "*oon 
ь матрпuу Л rlil

j -ю строку ,aTprr",f ' умножить на ЦЁ|l ,

матрицу, составленЕуо * 
"rRо* {, . fr#Я;r/

. В силу леммы l, еоrи

, 1,о мы пр""р"rпл, /

Врr,, (ц€)....8-rп,(С,ý)
det А tr,g 1 - ! D k,il? t 

l, 
t",glZ! и,El (Бrrc,уD*

- Г' Г ВоВr,,, Al в, ý fi t @, ý ) 8 *_, 1I*,"|..,r"' ),

(l)

) - *"*о.орlй минор ,лrрrrrr"rЛ, порялкак-/.

Снова применяя лемму 2, убеждаемся в том, что общие корни определителеfi

матрпtl вида (С. tt) совпадают с обtлими корнямп полиномов (С.S), (С. tO),

-

где D(.,ýr- ал, {b|','|.,.1|
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т.е. 9то корнш non""o.r" Л'Л
(Т')'-' " non""on'u В!В,

се3, Eero-[o},l.!=0
линома (+. tЭ). Эпементы м

(э. t t), (э. ts), (е tB).

а также общце Kopнt{ полнномов
{.

, хотя полllномы t 'Вр Ее имеют общпх

(+. tz)

2AtItl
полиномиалцlых депrтелеfi, эависящкх оr ýr..., ý, ; не исключеноrчто прп

некоторшх 3€J к Eeкoтopьrx llrr(c) они могут иметь общде Kopнt{ поЕ .

Это обстояп9лLство, каltсeтся, усколюнуло от вниманпя авторов рботыГбJ,
так как на стр. 78 прlr подсчете числа краевых условиfi для сцстемы (t.8)
они принимают во внпманпе топько общие полиномпальные делителп.

Число краевых условЕй эависит от числа обrцих (с учетом кратноспl)

корнеfi полиномов (+. lO) с положительноfi мнимой частью. Обоэна,дlм это

чпсло череэ Ir* , и пусть

р*
|ra

ft)-П (t-г|l.
j,| l

Прш одсутствши дополнштельных ограничеЕиfi на матрt{цу to (онш булут н€urо-

жены в следуюlц9м параграфе) число z+ может эависеть от С rr лаже oTf,.
Тогда число краевых условкй для сшст 

"r", 
tu' F не опредепено; MaTp'rry/

можlю взять переопределенной с числом строк, не меньшпм чем йО.О Z,,+ ,

н потребовать, чтобы оЕа накрывала матрпцу l,CtO7. Можво n"iil"r"rrro
лr.rрпч" l накрывает / тогда Е толы(о тогда, когда при каждом .z€ J
п €еRа' lO!', r- 9(д)-У, срелш строк матрицы

л
Jlo1t,g)l@,f), ý-s+tt, (4. lз)

наfiпется 7t лшнеfiно_веэавrtсимых по модупю полпнома Р+0) . Черэ t)o

обозначена главная часть ".rp"u", f , котор8я norry"."rc" "" l обрасы_

ванЕем в каждоп строке tиенов, содержаlцt{х младцио степенк f , а

А ,д А А \
t- (tpl,, 

4(,r r..., !рh|аlrl о ..., lрСt),аr0 ),
Ал

гае ln- матркца, вэаимная * fF (матрича f, обраэуется посл9дователь

ным выпксываЕшом вэапмЕых матрrц для тех квадратЕых матршц, образован-

цых строкамч t , общше корнп f,i опредеrrителеfi которых совпадают с об-
J

шпмш корнямш опр€делшт€леfi всех квадратных матрпч, обраэованных строкампr ). Это утвержленпе докаэывается с помощью слегка шэмененных рас -
суждeвЕfi работы Е 9] .

Еслш число Z* не эависит от 
' 

ш € , то оно явпяется tцслом крае_

вых условпй в эадаче (+.В) (т.е. чяслом строк лrатр,rц"l .€ при отсутствии

переопр€деленностш в краевом условшш). В этом случае ,"rр"ча l должна

удовлетворять условпю дополЕительЕостс: строкп матркцы (+. tЗ) прш всех

должны быть лшнеfiно-независимы по модулю по_

атрпч f,n моr(но подсчитать с помощью фрмул

l22
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лt{птfiческая, п для Еее справедлшва теорпя, построенЕая в работе ElOJ.
Рассмотркм т€перь оператор (+. О). Из опрлеленшя Maтpltubl .( д иэ

проведенных выще рассужленнй следует, что

l ) иэ опрлелlrтелей всех квадратных матрпц, составленных Еэ строк

матрицы

(l).

Остальные условшя на матршцу

эадачи

зо , гарантнtц/ющше эллиптичносгь краевоfi

.f,о Gl - ft:';)
только те моrут быть отлнчЕы от нуля, первые ý строк которых прпнадле-

жат матрltце !о . осталцrы€ - матрпц9 Л , п эти определителп имеrот впд:

8*-, (r') r 0 Bp(r) 
7 
/ Gllt G),

гае f-(f,,,.,,fJ l fi, - номера пер_вых ý строк (в матриче /, ) р"ссrа -
трваемого определштепя, а 0о, Gl) - некоторыfi однородныfi попшном от

Jl , "^""сящпfi 
от номеров последнпх ( строк определителя, и средп по-

линомов Р._, ."r" (r{-')'-' np" 
"."* 

n: (4t,...,{s), l<оtr-,..=4".^,
2) гrпrt ý- |+ l(а)t, ое3, Se,?".l0} , €,t(d- О общше корнн всех

9тшх определштелей по е , с ytleтoм кратности, те же самы€r что у полп-
номов

(,t'tll)r-'rr@Г]Л? Аlt4Il

(а. t+ )

фрмулируются аналогпчно иэложенному выltЕ.

ý 5. Нётеровы краевые эадачл для ct{cтeм

с постоянным лефктом

Предположшм' что операТор с постОянныМ лефктоМ I (т*) ,оо*"r-
воряет слеryющпм условияl,с

l ) его коэффичиенты не зависят от С , и младщпе члеЕы отсутствуют,

т.е. !-tоi
z) пЙ"о*rы /* 1У_) , входящше в (+.S), равно как пВrG), не пме-

ют обшrшх корнеfi YeCol
и рассмотрим его расширенше f . опреаеляемое фрмулой (q.B).

При этrrх условиях бщие корнп определптелеfi всех квадратных матршц,

обраэованных строкам" t , соыtадают с корнямtl полllнома H(f) -
- Г(С)?i(ýlilt{l. Этот полином, такпм обраэом, Ее имеет вQществов_

t23

l (., {) u- 
' , tt (*, *)rlr- u ,

l

,



ных неЕулевых корнеЙ,

2>8) ограншченпо:

8) поливом fl(f)

ш мы HaJtorKпM на него сл9дуюшее (пэлшщнее прп

r.rцee1 tЕтную степень /' rr прш ý_ l+|tr, lgl= t,

f сR''.|о|, s.t1-o его Z корнеfi по Z имеют положштельвуrо ш u его

корЕеfi имеют отрпцателцl)rю мнимые частп.

'|- 
о* л| G')- t (ýlKi tllr, (ý),

гае j'(j,,""j), 9- (9,,",,9.), lсi,= ",=lr-*, l- 9,= ",= 9.- R- к Сj

( Л - tисло строк матрицы ,& ), Лl_ матрпца, составпенвая пз эл€мен -
тов, прпнадлежащщ( стоrбцам с номерамш jrr,,,rj* и строкам с HoMepaýlп

9r,,..,l .. матрпчы l ; IG) - ваибольtлпfi полп]rомиальныfi общпfi делитель

"".* il!
Л е м м а З. Полпномы KJ (fl , а также t"Gl не имеют общих

комплексцых корней: r(9- t.

д о к а з а т е л ьс т во. В силу (3.5), M|C1-2G)/(9,
гае 

,;/ - ( l, ,..., L) _ мультшиндекс, компоненты которого лопопняют /rr,.., j.
ло!,..,,пz , d J - однородный полпном о, /1ý)степенЕ K-l , ш для Ея-
кого аa, суrцествует такой мультппндекс 

' 

, что

, rn _ n ll|*" 
,* S* l'* ' ''*l 

" 1tr" 1*' Al .

Уже у ,ru ili нет отлшчного от постоянЕоfi общего полиномиальноrэ де -
лителя, а так *"* у // нет общкх комплексlщх корнеfi, ,о " lN| их не име_

ют. Отсюда п выт€кает утверждеЕпе леммы;

Пусть f" _ ,а.рица, состаменная шз строк *,rаrр"ч", ,f,(f) с номе-

рмu аr,,-,ап-[оМtlонeНтамп мультнивдекса (D, причем оГFt r.'', Os- Рs,
аr*,- Ir,.,.,аrf 9 r, l -. Рr.,-.Рr. Р. Тогда

det f,o(ý) - 7 1-11l\"+s+l,-"-l"L; 0 il| Bl -

- г({) j r-п|+"'+ 
s+l;r "'l'/ g n til .врOТ9 к),

Так каr ранг матрЕцыЛ({)
СПТ. ТО ДrЯ Ое МШНОРОВ ПОРЯДКа ,(

Ем9нно:

а

гпе j-(j1,...,jз| 
" 
jr,.,., j * дополнlют lrr...,l, до !,,..,tn

Рассмотрпм краевую задач (С. tl), т.е.

прr f еЛttО}равеш * rr от ý fl€ завш-

справедлпвб форrула тшпа (+.3), 
"

(s.t)

0 )u-, , fr (., *) "lr- Ф ,
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предполагая, tго матрlща J, имеет 
"*х" 

строк ш удовлетворяет условвю

допоцнштельности: строкд матрицы 8о l лцнейно-неэависимы по модулю

полинома (+. t2), гле t! - ьсе корЕш полццома НG), ý-€+ Z/ , дмеюlцlлЕ

полох(птgлыlую мншмую часть

7 _п стRоке матрпцы ! , r, - ьi-пцПусть - порядок операторов в

строк9 матршrы l д ly- " , -й строке матрrцы 
'Э 

и пусть / _ u"rro"

чцслоr удошетворяющее усJIовиям:

|rl , lrпе, |-l,
В работе EllJ покаэано, 

"то 
есл" Jel

Vj,i,y,
, то область энаlвншй оператора

t

Шч

ltа'l

iy.,l,
которыЙ, очевшдно, ,lвляется огранцrвнным опоратором, деfiствуюцrЕм хз прост-

ранства #- I t(Qlt,..х @) в простраЕсгво Н,l Н,, Н,

(tDr..,,w|r'trpl,

нr- w:', ({),,,., W!*, (ol,

J),

содержится в некотором подпростраЕстве Нrr' Н, , гпе НrrСНr' Н, , lt, бо_

лее того, оператор.ff Еётеров как оператор, деfiствующшfi шэ r7 вНохНr: его

"дро tl(il) конечномерно ь|| , а область энаrlевпй R(аl - это подпростран_

ство arreMeHToB 
I f ,!,фlеНrrl Н, , удовлетворяюlцпх конечному чисfiу усло_

Bt{п оргого"-""о"r" (f ,fi1*+ V,уО)r.* (ф,ф')н,:0, i-/,,..,l,
V',!',Ф'!. Hu, Нз , 

' 
C"^rJ'*" noo"#ro""""ro i,j определяется как замы-

каншо в норме Н,r Нz множества всех бесконечно лиффренцируемых векторов

(f,g)е Нr r Н, 
, 

, ,ооrП.творяющцх конечному чшс,ту условиfi

ёý;G)fiу",-k';(*)у,(r)-0. (s.з)

Векторы S 
jtýl- 

(Л/, ,,..,S'rr, 8:,. .,,8'!r) опрелеляются с помощью про_

цедуры расlцrlреЕпя матршчы f, , аналогичЕой тоfi, которая описана в ý 2.

Нужво эадать пропэволшый мультшиндекс Лl- (tlrr,..rd"rr) . t < ll)r.,,,.U)n<
< Р+R, подсчптать аrrгебрашческие дополнения элеNЕнтов поспедЕего столбца

матрпцы

l*, til ... Ir,r(f)r,
(5.4)

н,

н,- w!-4-! р,..., w!'tt,

lr,r,,(r) ... t.*rТ) с*,
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( |ri - едяцое обоэцаченпе для элементов *rатркц", .,С ) ш отброснть у полу-

чшвlлt{хся полпЕомов общlй делит€пь Такцм образом вычпсляются компоЕ9Е -
ты в9rтора 8ttll с вомерамЕ li1 ,.,,,dtп+l ; остальЕые компоненты следует

положшть равнымн Еулю. Перебирая все мультииндексы д,l , мы полу!tим все

воЕторы 8' (f) .

Т е о р е м а 4. Для эадачш (5.2) условш" согласоваЕпя (5.3) сво -
дятся к

"i 
u,,' a ru,(*) ru (с)- 0 ,

Ё ,пi Tr,i,(*) п,,(а)- 0,

(5.5)

(5.s)

Щ Р !) - ( /3,,..,, fj-,, Fjn . ..., f s+t), g t)- I Уr,..., 91n, 91*1,,,.,| р1 ), .ЩД_

всевоэможных Р-(Рr,,.., |3s+1) Ц9- (|r,...,|д11 ) С l<Pr. ,..- P"*t <Р,
lo |r.... < с|кц< R.

Док а эа тел ьс тв о. Алгебраическпедополнендя элементов по_

следЕего столбца матрицы (S.С) могут не обрачrатюя одновремеЕно в rrуль

лишь при усrrовии, что /с dr.,... dr+t< р< ti"r"-.,.=drrrн.р+Rл"
tзdr-,,.= dr< р < drr-,..< dп+t < p+R,

В первом слуrце м8трпца (5.+) имеет вшд:

':,., .'|! : . .l?, :.'|'.":
Irrпr(r) . . . l"rr,^({) os*t

'.,:,.-,.,l' ] ., T,::r:.'I'.":-1
\ fr опгr| К ) .,. й r.t,_рr({) trч

Алгебрашческпе дополнеЕшя элементов Cs+.,...rtr^H равны rrулю, а алгебри-
ческде дополненшя 9,reMeHToB oi, с с 9+l . в силу (s. t ), пропорционаJtьны

НljВrцl ý) . Перебrrрая все мультииндексы &l , удошетворяющие первому

иэ укаэаЕвых вышЕ условпfi, поrryчпм серию условцй согласоваЕия (Э.s). lна-
логхчЕо выводцтся усповпе (S. В).

TaKшr обраэом, для эадачд (S.Z) Н,r-Н| , Н! , гд9 Н| - .^urrканrе

э норме lY, мЕожестЕа гладких веl:торфункuппfв), удометворяюlцих усло-
вкяr,r (ý.5), а Н! - "^."r*анпе 

ь Н, мцожества глалкпх !(4) , удовпетво-

ряюlцЕх условкям (Э.В). Опрепелиме.щё простра"ar"о Н' как множество всех

векторов ultleH^ , удовлетворяюцlих условпю Л (*)u-O 1 и рассмот_
рим эадаry ,{(*) ц-f , 

'j 
F, *)u!r-ф .t";;"*, ее в впде

fч-h- ($) , где
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rц ltц
l.rо l,

5. Оператор $ натеров как оператор, действующи йиз

задание onepaTopa Jl 
"^ 

Н| pa.Hocln,,tb'o рассмотрению

)

н
Теорема
ь H|lHr.
Дейст вител ьно,

эадачи (s.z) с !-о , Для любых f , Hi , фrНl r удометворяюlдt{х КоН€ЧНо-

му чпслу условпй оргогональности (f , f ')r,+ (ф,r')нэ- 0 , i-l,...,l , су-

ществует рецЕние этой задачи, так что область значениfi &lr, n,l..", BH,'tH,

конечкую кораэмерность. Конечномерность ядра оператора !lx,, an"oreт из

конечЕомерностш ядра оператора й .
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